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Ïðåäèñëîâèå

Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ â òîé èëè èíîé ôîð-
ìå îáúåêòîâ èç íåêîòîðîãî êëàññà ïðîñòåéøèìè â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå ýëåìåíòàìè òîãî æå êëàññà � íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü èäåî-
ëîãèè ìàòåìàòèêè. Îäíî èç ïðîÿâëåíèé åå � àïïðîêñèìàòèâíûå
ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåì ôóíêöèé â ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ èëè, åùå �óæå, ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì.

Ïóñòü N = {1, 2, . . . } � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
Λ = {λk} ⊂ C, k = 1, 2, . . . , � ïóñòàÿ, êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (÷èñåë) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ïîðîæäàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñèñòåìó , èëè
ñèñòåìó (êðàòíûõ) ýêñïîíåíò

ExpΛ :={zp−1eλz : λ ∈ Λ, 1 6 p 6 Λ(λ), p ∈ N} , z ∈ C,

ãäå Λ(λ) � ÷èñëî âõîæäåíèé òî÷êè λ ∈ C â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è áîëåå îáùèå ñèñòåìû ôóíêöèé âèäà
FΛ := {f(λz) : λ ∈ Λ}, ãäå f � ôèêñèðîâàííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, à
òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðè ýòîì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Λ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ExpΛ èëè FΛ èìåíóåòñÿ
äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîêàçàòåëåé.

Îäíèìè èç âàæíåéøèõ àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ExpΛ

ÿâëÿþòñÿ ïîëíîòà, ìèíèìàëüíîñòü, èõ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî
ìàëûõ �øåâåëåíèé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ èëè óäàëå-
íèé (äîáàâëåíèé) îïðåäåëåííîãî ÷èñëà òî÷åê èç Λ, èçáûòîê ïîëíî-
òû è äðóãèå ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîíÿòèÿ � äàëåå ÷àñòî äëÿ êðàò-
êîñòè ïðîñòî �ïîëíîòà ýêñïîíåíò�. Ïðè ýòîì âàæí�î âûÿâëåíèå
íå òîëüêî óñëîâèé âûïîëíåíèÿ êîíêðåòíîãî àïïðîêñèìàòèâíîãî
ñâîéñòâà, à ð�àâíî è óñëîâèé åãî íàðóøåíèÿ ñî ñòûêîâêîé â èäåàëå
òåõ è äðóãèõ â ôîðìå êðèòåðèÿ.

viii
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Èíòåðåñ ê àïïðîêñèìàòèâíûì ñâîéñòâàì èìåííî ñèñòåì ExpΛ

èëè, áîëåå îáù�î, ñèñòåì âèäà FΛ âîçíèê êàê ñëåäóþùèé ëîãè÷-
íûé øàã ïîñëå íà÷àëà ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.
Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îí âûçâàí è ïîòðåáíîñòÿìè òàêèõ îáëà-
ñòåé àíàëèçà, êàê (íå)ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç Ôóðüå, ñïåêòðàëü-
íûé ñèíòåç, òåîðèÿ óðàâíåíèé ñâåðòêè, èíòåðïîëÿöèÿ, àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðîäîëæåíèå, (íå)êâàçèàíàëèòè÷íîñòü, èññëåäîâàíèå ñèñòåì
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íà÷àëüíî-
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äð. Èç-
âåñòíû ïðèëîæåíèÿ ïîëíîòû ýêñïîíåíò èëè äâîéñòâåííîé è çà÷à-
ñòóþ áîëåå îáùåé çàäà÷è îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ (íå)åäèíñòâåííîñòè
â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ èëè öåëûõ ôóíêöèé â òåîðèÿõ ñèã-
íàëîâ, ñâÿçè, àíòåíí (ñì. ìîíîãðàôèþ ß.È. Õóðãèíà è Â.Ï. ßêî-
âëåâà [Õß62], îáçîðû Õ. Áðóíû, Õ. Ìàññàíåäû è Õ. Îðòåãè-×åðäû
[BMO03], Äæ.Äæ. Áåíåäåòòî è Õ.-×. Âó [BW00], è, íàïðèìåð, ñòà-
òüþ Ë. Êíîêåðòà è Ä. Äå Çóòòåðà [KnZ02]), ê óïðàâëÿåìîñòè ñè-
ñòåì ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè (ñì. ìîíîãðàôèþ Ñ.À. Àâ-
äîíèíà è Ñ.À. Èâàíîâà [ÀÈ95]), â òåîðèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé
èç ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì. ìîíîãðàôèþ À.Ì. Ïåðåëîìîâà
[Ïå87], ñòàòüþ À. Âóðäàñà [Vou97]) è ò. ä.

Êðóã èçâåñòíûõ äîñòàòî÷íûõ èëè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ïîëíî-
òû ñèñòåì âèäà ExpΛ è FΛ â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïîèñòèíå íåîáîçðèì. Ïîýòîìó ïî çàäà÷å ïîëíîòû â íà-
øåì îáçîðå â ïîëíîì îáúåìå ôîðìóëèðóþòñÿ òîëüêî êëàññè÷åñêèå
òåîðåìû, äîñòèæåíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò, a òàêæå ðåçóëüòàòû ïåðåëîì-
íîãî õàðàêòåðà, èñïîëüçóþùèå íîâûå äëÿ ñâîåãî âðåìåíè ïîíÿòèÿ
è õàðàêòåðèñòèêè èëè íîâàòîðñêèå ìåòîäû è ïîäõîäû â äîêàçà-
òåëüñòâàõ. Ïðè ýòîì ìû ñòðåìèëèñü íå ïðîïóñòèòü ðåäêèõ ðåçóëü-
òàòîâ çàêîí÷åííîãî õàðàêòåðà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, â êî-
òîðûõ íå íàêëàäûâàåòñÿ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ àïðèîðíûõ
óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòå-
ëåé Λ. Êðèòåðèè ïîëíîòû, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ êàê óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðîé ãèïîòåòè÷åñêîé öåëîé èëè ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà Λ è îáëàäàþùåé îïðåäåëåí-
íûìè ñâîéñòâàìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ íàìè ëèøü êàê ïåðâûé øàã ê
ðåøåíèþ çàäà÷è ïîëíîòû è íå âêëþ÷àþòñÿ â êàòåãîðèþ çàêîí÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â òî æå âðåìÿ êðèòåðèè, ñôîðìóëèðîâàííûå â



x Ïðåäèñëîâèå

âèäå óñëîâèé íà êàêóþ-ëèáî ãîëîìîðôíóþ ïîðîæäàþùóþ ôóíê-
öèþ FΛ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé, ñîâïàäàþùåé ñ Λ, âîñïðè-
íèìàþòñÿ êàê âàðèàíò îêîí÷àòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Êîíå÷íî æå,
íå ïîñëåäíþþ, åñëè íå îäíó èç ãëàâíûõ ðîëåé â îòáîðå ïîëíûõ
ôîðìóëèðîâîê ñûãðàëè è ñóáúåêòèâíûå ôàêòîðû.

Ìû ëèøü ñëåãêà êîñíåìñÿ áàçèñíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò è íå çà-
òðàãèâàåì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò, ïîñêîëüêó
ýòè âîïðîñû òðåáóþò îòäåëüíîãî ãëóáîêîãî è ïîäðîáíîãî îñâåùå-
íèÿ. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ïîëíîòà ýêñïîíåíò, êàê ïðàâèëî, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé îáû÷íûìè sup- èëè Lp-
íîðìàìè, ò. å. èññëåäîâàíèÿ ïî çàäà÷å ïîëíîòû â âåñîâûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óïîìèíàþòñÿ ëèøü ýïèçîäè÷åñêè. Íå
îñâåùàåòñÿ è íàèáîëåå áëèçêàÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå ïðî-
áëåìà ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé,
ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè èëè îïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå, êîòîðóþ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîïðîñ î ïîëíîòå â èíâàðèàíòíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå ìàêñèìàëüíîé ñèñòåìû ExpΛ, ñîäåðæàùåéñÿ â ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâå. Âêëþ÷åíèå â îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ïîñëåäíåé
ïðîáëåìå ïðåäñòàâëÿëîñü íàì åñòåñòâåííûì è äàæå íåîáõîäèìûì.
Íî îñíîâíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ýòîãî ïîñëóæèëî îáøèðíîå ÷èñ-
ëî ðàáîò è ðåçóëüòàòîâ ïî ñïåêòðàëüíîìó ñèíòåçó, óâåëè÷èâàþùåå
îáúåì îáçîðà ïðè óñëîâèè èõ âêëþ÷åíèÿ ÷óòü ëè íå âäâîå.

Èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû ýêñïîíåíò è ñìåæíûõ âîïðîñîâ â ðàç-
ëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (îòêðûòîì, çàìêíó-
òîì, îãðàíè÷åííîì èëè íåîãðàíè÷åííîì) âåùåñòâåííîé îñè R óæå
äîñòàòî÷íî ïîëíî îñâåùåíû â ðÿäå îáçîðîâ è ìîíîãðàôèé ìíîãèõ
àâòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, ó Í. Âèíåðà è Ð. Ïýëè [WP34], Í. Ëåâèíñîíà
[Le40], Ð.Ô. Áîàñà [Boa54], Á.ß. Ëåâèíà [Ëåâ56], [Ëåâ96], Ë. Øâàð-
öà [Sch43], Ì.Ì. Äæðáàøÿíà [Äæ66], Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà [Red74],
Ó.A.Äæ. Ëþêñåìáóðãà [Lux76], Ð.Ì. ßíãà [You80], Í.Ê. Íèêîëü-
ñêîãî, Á.Ñ. Ïàâëîâà è Ñ.Â. Õðóùåâà [Íè80], [ÕÍÏ81], Ï. Êóñèñà
[Koo88], [Koo92], [Koo96], Â.Ï. Õàâèíà è Á. �Åðèêêå [ÕJ94], Ï. Áî-
ðóàéíà è Ò. Ýðäåëè [BE95], À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä00], [Ñåä01′],
[Ñåä03], [Ñåä03′], [Ñåä03′′], [Ñåä05], Å.È. Ìîèñååâà, À.Ï. Ïðóäíè-
êîâà è À.Ì. Ñåäëåöêîãî [ÌÏÑ04], è îõâàòûâàþò ìàòåðèàë âïëîòü
äî ïîñëåäíèõ ëåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì èçëîæåíèå âîïðîñîâ ïîëíîòû
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ýêñïîíåíò â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà èíòåðâàëå â äàí-
íîé ìîíîãðàôèè-îáçîðå èìååò ìíîãî ëàêóí è ñêîíöåíòðèðîâàíî
ëèáî íà ýòàïíûõ ìîìåíòàõ, ìîäåëüíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëíî-
òû ýêñïîíåíò â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ëèáî îòðàæàåò ðåçóëüòàòû,
íå îòìå÷åííûå â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå èñòî÷íèêàõ.

Ñîâåðøåííî èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ âîïðîñàìè ïîëíîòû ýêñïî-
íåíò â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X ⊂ C,
êîãäà ìíîæåñòâî X ïî ñóùåñòâó îòëè÷íî îò èíòåðâàëà, à òàê-
æå â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè. Èç îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ îáùåãî
õàðàêòåðà ìîæíî óïîìÿíóòü, íàðÿäó ñ êíèãàìè Á.ß. Ëåâèíà
[Ëåâ56] è Ì.À. Åâãðàôîâà [Åâ79] ñ ïåðâîíà÷àëüíûìè êëàññè÷å-
ñêèìè ðåçóëüòàòàìè, ëèøü ìîíîãðàôèè È.È. Èáðàãèìîâà [Èá71]
è À.Ô. Ëåîíòüåâà [Ëåî80]. È äàæå â íèõ íå îõâà÷åí, ê ïðèìå-
ðó, òàêîé äîñòàòî÷íî ãëóáîêèé ñîâìåñòíûé ðåçóëüòàò Ï. Ìàëüÿ-
âåíà è Ë.À. Ðóáåëà [MR61] êàê êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïî-
íåíò ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå.
Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ññûëêà íà [MR61] áåç
ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èìååòñÿ â êíèãå Á.ß. Ëåâè-
íà [Ëåâ96], à ñàì ðåçóëüòàò âîøåë â êíèãó Ë.À. Ðóáåëà [Ru96] êàê
îäèí èç îñíîâíûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîñëåäíåé êíèãå ìàëî îñâå-
ùåíû ðàáîòû ñîâåòñêèõ è ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ. Òàê, íå íàøëè
îòðàæåíèÿ â íåé ïîëó÷åííûå åùå â 1989�91 ãã. â ðàáîòàõ Á.Í. Õà-
áèáóëëèíà ãîðàçäî áîëåå îáùèå îêîí÷àòåëüíûå êðèòåðèè ïîëíîòû
ñèñòåìû ýêñïîíåíò ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè
â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â íåîãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè. Èìååòñÿ îáçîð Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá00′], íî î÷åíü êðàòêèé è
ìàëîäîñòóïíûé (åãî åùå áîëåå ëàêîíè÷íûé âàðèàíò � [Õàá00′′]).
Ïî ïîëíîòå íà ìíîæåñòâàõ â Rn ìîæíî îáðàòèòüñÿ ïî èçáðàí-
íûì ðåçóëüòàòàì ê îáçîðó ß. Êîðåâààðà [Kor83], ïîñâÿùåííîìó
ïðåæäå âñåãî ïîëíîòå íà äóãå èëè êðèâîé â C, ê îáçîðó Õ. Áðó-
íû [Bru01], à òàêæå ê îáçîðó Ë.È. Ðîíêèíà ïî öåëûì ôóíêöèÿì
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ [Ðîí86] è åãî æå ìîíîãðàôèè [Ðîí92], â êîòî-
ðûõ ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ìíîæåñòâàõ åäèíñòâåííî-
ñòè, äîïóñêàþùèå ýêâèâàëåíòíóþ òðàêòîâêó â âèäå äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ â øàðå è â ïàðàëëåëåïèïåäå èç Rn è Cn. Â òî æå âðåìÿ
ïðè èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ýêñïîíåíò â
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ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ìíîæåñòâàõ, îòëè÷íûõ îò èí-
òåðâàëà, ÷àñòî íà ïåðâûé ïëàí âûäâèãàåòñÿ èìåííî ïîëíîòà. Ê
ïðèìåðó, â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòè íåò
áàçèñîâ èç ýêñïîíåíò èëè âèäà FΛ (ñì. Þ.Ô. Êîðîáåéíèê [Êîð94,
Òåîðåìà 9]), à �æåñòêèå� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà êîì-
ïàêòàõ ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ íåðåäêî îáåäíåíû îòñóòñòâèåì
áàçèñîâ èç ýêñïîíåíò èëè íåâîçìîæíîñòüþ ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè
èç íèõ (àáñîëþòíî) ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ýêñïîíåíò. Âñå ýòî ïîç-
âîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá àêòóàëüíîñòè è â òî æå âðåìÿ î ÿâíîé
íåäîñòàòî÷íîñòè èíôîðìàöèè ïî ïîëíîòå ýêñïîíåíò êàê â îòå÷å-
ñòâåííîé, òàê è â çàðóáåæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, ÷òî
è ïîñëóæèëî îäíèì èç îñíîâíûõ ìîòèâîâ äëÿ íàïèñàíèÿ äàííîé
êíèãè-ïóòåâîäèòåëÿ ïî âîïðîñàì ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò è áî-
ëåå îáùèõ ñèñòåì ôóíêöèé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà
ïîäìíîæåñòâàõ èç C, Rn èëè Cn. Â ñâÿçè ñ òåìè æå îáñòîÿòåëü-
ñòâàìè â âîïðîñàõ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ íà ìíîæåñòâàõ, îòëè÷íûõ îò èíòåðâàëà, è â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå ìû ñòðåìèëèñü ê ñóùåñòâåííî áîëåå ïîäðîáíîìó
èçëîæåíèþ äîñòóïíûõ íàì ìàòåðèàëîâ.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû ñèñòåì ôóíê-
öèé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ î÷åíü ÷àñòî (íî äàëåêî
íå âñåãäà) ñâîäèòñÿ ÷åðåç òåîðåìó Õàíà�Áàíàõà è îïèñàíèå ñî-
ïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ôóíêöèîíàëîâ (Ôóðüå, Ëàïëàñà, Ìåëëèíà, Êîøè, Áîðåëÿ,
Ãèëüáåðòà è ò. ï.) ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å î ìíîæåñòâàõ (íå)åä-
èíñòâåííîñòè äëÿ êàêîãî-ëèáî ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé. Â ñëó÷àå ñèñòåìû ExpΛ ýòî, êàê ïðàâèëî, íåêîòîðîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-
ïà èëè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â óãëå (÷àùå â ïîëóïëîñêîñòè).
Òàêîé ïîäõîä, ñëåäóÿ À.Ì. Ñåäëåöêîìó, ìû íàçûâàåì àíàëèòè-
÷åñêèì, è îòíîñèòåëüíî ìåòîäîâ èìåííî îí â öåíòðå íàøåãî âíè-
ìàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ðàññìàòðèâàåì è çà÷àñòóþ áîëåå øè-
ðîêèå, ÷åì çàäà÷à ïîëíîòû, âîïðîñû îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ (íå)åä-
èíñòâåííîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ è ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû î ìíîæåñòâàõ (íå)åäèíñòâåííîñòè ïðè èõ
èçëîæåíèè, êàê ïðàâèëî, íå âûäåëÿþòñÿ â îòäåëüíûå ïîäðàçäå-
ëû, à ñîïðîâîæäàþò, äîïîëíÿþò èëè ïðåäâàðÿþò ñîîòâåòñòâóþ-
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ùèå ðåçóëüòàòû ïî ïîëíîòå ýêñïîíåíò. Ïðè ýòîì óäåëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííîå âíèìàíèå ðàçðàáîòàííîìó àâòîðîì îáùåìó ïîäõîäó ê
îïèñàíèþ ìíîæåñòâ (íå)åäèíñòâåííîñòè, îñíîâàííîìó íà êëàññè-
÷åñêîì è àáñòðàêòíîì âûìåòàíèè. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò â åäèíîì
êëþ÷å ïîëó÷èòü êàê ðÿä ðàíåå èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé î ìíîæå-
ñòâàõ (íå)åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðô-
íûõ ôóíêöèé è, êàê ñëåäñòâèå, óñëîâèé (íå)ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïî-
íåíò � ÷àñòî êîðî÷å, ÷åì â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ, � òàê è ïðèéòè
ê íîâûì ðåçóëüòàòàì, èíîãäà çàêîí÷åííîãî õàðàêòåðà.

Ïîääåðæêà

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà �Àíà-
ëèòè÷åñêèå îáçîðû� Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé � 02�01�07027 ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ
� 03�01�00033 è ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû �Ïîääåðæêà âåäó-
ùèõ íàó÷íûõ øêîë�, ãðàíò ÍØ�1528.2003.1, à òàêæå ïðè ôè-
íàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÍÒÏ Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî íàó-
êå è èííîâàöèÿì â ðàìêàõ ãîñêîíòðàêòà � 02.453.11.7025 (ÍÈÐ
ïî ëîòó � 2005-ÐÈ-27/019 �Ïðîâåäåíèå ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-
êîíôåðåíöèè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè è
òåõíèêè ñ ó÷àñòèåì ìîëîäûõ ó÷åíûõ, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ�).

Ïðè ïîäãîòîâêå âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî èçäàíèé âàæ-
íóþ ðîëü ñûãðàëà ôèíàíñîâàÿ ïîääåðæêà ãðàíòîâ ÐÔÔÈ, ïðî-
åêòû �� 07-01-06113-ã, 09-01-06820-ìîá_ã, 11-01-06831-ìîá_ã ïî
îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèþ Âñåðîññèéñêèõ è Ìåæäóíàðîäíûõ
øêîë-êîíôåðåíöèé äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ
¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíà-
íèè¿, ñîñòîÿâøèõñÿ â îêòÿáðå 2006�2011 ãã. â Óôå, à òàêæå ãðàí-
òîâ ÐÔÔÈ, ïðîåêòû �� 06-01-00067a, 09-01-00046à.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí çà ïðåäîñòàâëåííûå â ðàçëè÷-
íîå âðåìÿ öåííóþ èíôîðìàöèþ è ïîëåçíûå ìàòåðèàëû, íåðåäêî
äî èõ ïóáëèêàöèè, À.Â. Àáàíèíó, À.Ñ. Àâäîíèíó, Ë.Ä. Àáðåó,
Â.Ñ. Àçàðèíó, Ñ.Â. Áî÷êàðåâó, À. Áóàâåíó, Á.Â. Âèííèöêîìó,
À.Ì. Ãàéñèíó, Ã.Ò. Äåíãó, Ð. Çàéíñòðó, Ý. Çèêêîñó, Ñ.È. Èâàíîâó,
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Ê.Ñ. Êàçàðÿíó,Æ.-Ï. Êàõàíó, Ñ.Â. Êèñëÿêîâó, Þ.Ô. Êîðîáåéíè-
êó, È.Ô. Êðàñè÷êîâó-Òåðíîâñêîìó, Ï. Êóñèñó, Ð. Ëèîíñó, Â.Í. Ëî-
ãâèíåíêî, Þ.È. Ëþáàðñêîìó, Ë.Ñ. Ìàåðãîéçó, Â.À. Ìàçóíîâó,
Â.Â. Íàïàëêîâó, Å.À. Ïîëåöêîìó, À.Þ. Ïîïîâó, Ò.Äæ. Ðàíñôîð-
äó, Ë.È. Ðîíêèíó, Ì.Ë. Ñîäèíó, À.Ì. Ñåäëåöêîìó, Ñ.Þ. Ôàâî-
ðîâó, Â.Ï. Õàâèíó, Õ. Õåäåíìàëüìó, À.È. Õåéôèöó, Â.Á. Øåð-
ñòþêîâó, îñòàâøèìñÿ incognito ðåöåíçåíòàì ñòàòåé àâòîðà è äð.

Ïîÿñíåíèÿ ê òåêñòó

Êíèãà ñîñòîèò, íàðÿäó ñ ââåäåíèåì, èç ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ
íà ðàçäåëû ⊃ ïîäðàçäåëû ⊃ íåíóìåðîâàííûå ïóíêòû. Íóìåðàöèè
òåîðåì è òåîðåìîïîäîáíûõ ñòðóêòóð, îïðåäåëåíèé è ôîðìóë ïðî-
èçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òðîéêè ÷èñåë, ïåðâîå èç êîòîðûõ óêàçûâàåò
íà íîìåð ãëàâû, âòîðîå � íà íîìåð ðàçäåëà, è, íàêîíåö, òðåòüå �
íà ïîðÿäêîâûé íîìåð îáúåêòà â ýòîì ðàçäåëå.

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì • . Ññûëêà íà íî-
ìåð ôîðìóëû èëè óòâåðæäåíèÿ íàä çíàêàìè (íå)ðàâåíñòâà, âêëþ-
÷åíèÿ, èëè, áîëåå îáù�î, áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ïåðåõîäå ê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðèìåíÿëèñü, â ÷àñòíî-
ñòè, è îòìå÷åííàÿ ôîðìóëà èëè óòâåðæäåíèå.

Â ïðåäìåòíîì óêàçàòåëå ïîä÷åðêíóòûé íîìåð ñòðàíèöû ó òåð-
ìèíîâ è ïîíÿòèé óêàçûâàåò, ÷òî èìåííî íà ýòîé ñòðàíèöå äàíî
ëèáî îïðåäåëåíèå òåðìèíà, ëèáî åãî îáîçíà÷åíèå, èëè æå ñîäåð-
æèòñÿ îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîíÿòèè.

Ïîäñòðàõîâêà

Âðÿä ëè êàêîé-ëèáî ìàòåðèàë îáçîðíîãî õàðàêòåðà ïî äîñòà-
òî÷íî îáøèðíîé òåìàòèêå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà àáñîëþòíóþ
ïîëíîòó è øèðîòó îõâàòà âñåãî îáúåìà ñâåäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê
ðàññìàòðèâàåìîìó ïðåäìåòó èëè êàñàþùèõñÿ åãî. Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå àâòîð óâåðåí, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå, êàê ìèíèìóì, â ïîëíîé ìå-
ðå ïðèìåíèìî ê ïðåäëàãàåìîìó îáçîðó, ïðåòåíäóþùåìó íà ðîëü
ïóòåâîäèòåëÿ â âîïðîñàõ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â êëàññè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òåì áîëåå, ÷òî îñâåùàåìàÿ çäåñü òåìàòèêà
äèíàìè÷íî ðàçâèâàåòñÿ è îòñòàâàíèå â èíôîðìèðîâàííîñòè íåèç-
áåæíî. Êîíå÷íî æå, â íàøåì èçëîæåíèè åñòü êàê íåòî÷íîñòè â
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âîïðîñàõ ïðèîðèòåòà, òàê è îïå÷àòêè è îïèñêè, à òàêæå ñïîðíûå
ðàññòàíîâêè àêöåíòîâ â ñóæäåíèÿõ ïî ðàçëè÷íûì âîïðîñàì, ïî-
ñêîëüêó ýëåìåíòû ñóáúåêòèâíîñòè � íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ëþáîãî
àâòîðñêîãî òðóäà. ×òî ïîäåëàòü � �errare humanum est�. Î÷åíü
íàäåþñü, ÷òî óäåëüíûé îáúåì îòìå÷åííûõ ïîãðåøíîñòåé â îáçîðå
ìåíüøå óäåëüíîãî îáúåìà ëîæêè äåãòÿ â áî÷êå ìåäà è íå ìîæåò ïå-
ðå÷åðêíóòü ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü îáçîðà. Çàðàíåå âûðàæàþ ñâîå
ñîæàëåíèå âñåì òåì, êîãî ìîãóò êîñíóòüñÿ êàêèå-ëèáî ïðîñ÷åòû,
óïóùåíèÿ, ëîæíûå âûâîäû, íåäîðàçóìåíèÿ, äîïóùåííûå â îáçî-
ðå. Àâòîð áóäåò ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí êàæäîìó, êòî ñîîáùèò îá
îáíàðóæåííûõ â èçäàíèè îãðåõàõ è íåäî÷åòàõ.

Ïî-âèäèìîìó, áûëà áû ïîëåçíà è äàëüíåéøàÿ äîðàáîòêà íàñòî-
ÿùåãî îáçîðà. Íî �ìîìåíò îñòàíîâêè� íåîáõîäèì � �Le mieux est
l'ennemi du bien�. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì çàâåðøèòü
ïðåäèñëîâèå ñëîâàìè Ýðíåñòa Õåìèíãóýÿ1: �Åñëè áû ÿ ìåäëèë äî-
ñòàòî÷íî äîëãî, òî, ñêîðåå âñåãî, âîîáùå íèêîãäà íè÷åãî íå íà-
ïèñàë áû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò çàêîíîìåðíîñòü: êîãäà òû äåé-
ñòâèòåëüíî íà÷èíàåøü ÷òî-òî óçíàâàòü î ÿâëåíèè, íå æåëàÿ
ïèñàòü î íåì, à æåëàÿ, ñêîðåå, ïîñòîÿííî èçó÷àòü åãî, òî íè-
êîãäà íå íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò (åñëè, êîíå÷íî, òû íå äîñòà-
òî÷íî ÷åñòîëþáèâ, à ÷åñòîëþáèå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è ÿâëÿåòñÿ
ïðè÷èíîé íàïèñàíèÿ êíèã), êîãäà áû òû ìîã ñêàçàòü: òåïåðü ÿ
çíàþ îá ýòîì ÿâëåíèè âñå è ãîòîâ î íåì íàïèñàòü. Áåçóñëîâ-
íî, ÿ íå ãîâîðþ òàê è òåïåðü, ñ êàæäûì ãîäîì ÿ ïîíèìàþ, ÷òî
ìîæíî åùå ÷òî-òî óçíàòü, íî ÿ èìåþ äîñòàòî÷íîå ïîíÿòèå î
íåêîòîðûõ ÿâëåíèÿõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èíòåðåñíûìè â äàí-
íûé ìîìåíò.�

ßíâàðü, 2002 � Ìàé, 2012; Óôà, Áàøêîðòîñòàí, Ðîññèÿ
Áóëàò Í. Õàáèáóëëèí; E-mail: Khabib-Bulat@mail.ru
http://math.bsunet.ru/khb
https://www.researchgate.net/pro�le/Bulat_Khabibullin
www.mathnet.ru/php/person.phtml?personid=8650
http://scholar.google.ru/citations?user=IFOAyU4AAAAJ&hl

1Èç êíèãè ¾Ñìåðòü ïîñëå ïîëóäíÿ¿. Death in the Afternoon.©1932 Charles
Scribner's Sons; copiright renewed©1960 Ernest Hemingway, pp. 3�4.

http://math.bsunet.ru/khb
https://www.researchgate.net/profile/Bulat_Khabibullin
www.mathnet.ru/php/person.phtml?personid=8650
http://scholar.google.ru/citations?user=IFOAyU4AAAAJ&hl
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Äàëåå âñþäó âåêòîðíûå (ëèíåéíûå) ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, à ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íûìè, åñëè òîëüêî êàêîå-ëèáî îãðàíè÷åíèå íå îãî-
âîðåíî èëè íå ïðîäèêòîâàíî êîíòåêñòîì.

Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
E íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â E, åñëè çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ E.

Ïóñòü íåïóñòîå îòêðûòîå èëè çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X â Cn,
n > 1, âûñòóïàåò êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé èç íåêîòîðî-
ãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïðåäëàãàåìîé êíèãå-îáçîðå
îñíîâíîé ìîäåëüíûé2 òèï ïðîñòðàíñòâà íà X � ýòî ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà X è îäíîâðåìåííî ãîëîìîðôíûõ âî
âíóòðåííîñòè (åñëè îíà íå ïóñòà) ìíîæåñòâà X, ñíàáæåííîå òîïî-
ëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç X. Ãîâîðèì, ÷òî
ñèñòåìà ôóíêöèé ïîëíà íà X, èëè â X, åñëè îíà ïîëíà èìåííî
â òàêîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî íå èñêëþ÷àåò ðàññìîòðåíèå è äðóãèõ
òèïîâ ïðîñòðàíñòâ, îñîáåííî åñëè ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ìî-
äåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ýêñòðàïîëèðóþòñÿ íà íèõ.

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå âîïðîñîâ ïîëíîòû äî
êîíöà ââåäåíèÿ, êàê ïðàâèëî, âåäåòñÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ,
ò. å. äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâàõ â C èëè íà R.

Çàäà÷à ïîëíîòû íà X ⊂ C, èëè â X, äëÿ ñèñòåì âèäà ExpΛ

èëè FΛ (ñì. ïðåäèñëîâèå) � èñêëþ÷èòåëüíî â òåðìèíàõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ è ìíîæåñòâà X, à òàêæå ôóíêöèè f â ñëó÷àå
FΛ âûÿâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëíà èëè íåïîëíà ýòà ñèñòå-
ìà íà X. Â ñâåòå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ çàäà÷ó ïîëíîòû íà X
åñòåñòâåííî ðåøàòü â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðå-

2Ýòîò òåðìèí èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêè
è, êîíå÷íî æå, îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáùåïðèíÿ-
òîãî â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Õàðäè è åå ïðèëîæåíèÿõ [Íè80], [ÌÏ05, 0.2].
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äåëåíèÿ òî÷åê èç Λ è â èõ âçàèìîñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ìíîæåñòâà X. Ïî ñïåöèôèêå çàäà÷è ïîëíîòû è
äîñòóïíîñòè åå èññëåäîâàíèÿ íà ñîâðåìåííîì ýòàïå, à òàêæå ïî
æåñòêîñòè òîïîëîãèè ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà X ⊂ C ñàìî
ìíîæåñòâî X ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòíåñòè ê îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ ñåìè òèïîâ:

1) X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â R, â îñíîâíîì X = [a, b]
� îòðåçîê íà R, C(X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé íà X ñ sup-íîðìîé ‖f‖X := supx∈X |f(x)|,
C[a, b] := C([a, b]). Ê ýòîìó æå ïóíêòó îòíåñåì è ñëó÷àé, êîãäà
X = [a,+∞] èëè X = [−∞, b], −∞ < a, b < +∞,� îòðåçêè íà
ðàñøèðåííîé âåùåñòâåííîé îñè R ∪ {±∞}. Ïðè ýòîì ïîëíîòà
ñèñòåìû ExpΛ íà [a,+∞] èëè íà [−∞, b] áóäåò îçíà÷àòü ñîîòâ.3
ïîëíîòó â ïðîñòðàíñòâå C0[a,+∞] èëè C0[−∞, b] íåïðåðûâíûõ
ñîîòâ. íà [a,+∞] èëè [−∞, b] ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â ñîîòâ.
+∞ èëè −∞, ñ sup-íîðìîé ñîîòâ. íà [a,+∞] èëè [−∞, b];

2) X = (a, b) � îòêðûòûé èíòåðâàë, −∞ 6 a < b 6 +∞, ëèáî
X = [a,+∞) èëè X = (−∞, b], a, b 6= ±∞; C(a, b) è ñîîòâ.
C[a,+∞) èëè C(−∞, b] � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâ-
íûõ íà X, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ (íà êîìïàêòàõ) èç X;

3) X = ` � îãðàíè÷åííàÿ æîðäàíîâà ñïðÿìëÿåìàÿ äóãà èëè
íåîãðàíè÷åííàÿ æîðäàíîâà ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ â C.
Â ïåðâîì ñëó÷àå C(`) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà `, ñ sup-íîðìîé íà `, à âî âòîðîì C0(`) � ïðîñòðàíñòâî ôóíê-
öèé èç C(`), ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 íà áåñêîíå÷íîñòè, ñ sup-íîðìîé;

4) X = G � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C; ïðîñòðàíñòâî H(G)
ñîñòîèò èç âñåõ ãîëîìîðôíûõ â G ôóíêöèé è ñíàáæåíî òîïî-
ëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç G;

5) X = closG, ãäå closG � çàìûêàíèå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
G â C; A(G) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà closG
è îäíîâðåìåííî ãîëîìîðôíûõ â G, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç closG;

3Âñþäó äàëåå ýòî ñîêðàùåíèå äëÿ �ñîîòâåòñòâåííî�.
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6) X = G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, à ïðîñòðàíñòâî H(G) è
òîïîëîãèÿ â íåì òàêèå æå, êàê â ï. 4);

7) X = K � êîìïàêò â C ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, A(K) �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà K è îäíî-
âðåìåííî ãîëîìîðôíûõ âî âíóòðåííîñòè intK, ñ sup-íîðìîé.

Äàëåå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïîëíîòå ñèñòåìû íà X, èëè â X, åå
ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê ïîëíîòó â ñîîòâåòñòâóþùåì ìîäåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå èç 1)�7). Ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïîëíîòû ñèñòåì
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ èíîãî òèïà (ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b) è
Ñìèðíîâà, ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà êîìïàêòå, è
äð.), áóäóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ êàê ïîëíîòà â ïðîñòðàíñòâå.

Ïî-âèäèìîìó, ê ïåðâûì ðåçóëüòàòàì î ïîëíîòå ñèñòåìû ýêñïîí-
åíò ìîæíî îòíåñòè ïðåæäå âñåãî òåîðåìó Ê. Âåéåðøòðàññà [W885]
î ïîëíîòå ñèñòåìû {xn}, n = 0, 1, . . . , íà îòðåçêå [a, b], ïåðå-
õîäÿùåé ïðè a > 0 ïîñëå çàìåíû x = ez â óòâåðæäåíèå î
ïîëíîòå ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìû enz, n = 0, 1, . . . íà îòðåçêå
[log a, log b], à ïðè a = 0 � ñèñòåìû ExpN, íà îòðåçêå [−∞, log b]
ðàñøèðåííîé âåùåñòâåííîé îñè. Ê èñòîêàì òåìàòèêè ìîæíî îò-
íåñòè è �òðèãîíîìåòðè÷åñêèé� âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î
ïîëíîòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, èëè ñèñòåìû {einz},
n = 0,±1,±2, . . . , â ïðîñòðàíñòâå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñ sup-íîðìîé íàR,X = R. Ýòîò âàðèàíò ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü è êàê ïåðâûé, ïîñëå àëãåáðàè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà Ë. Ýéëå-
ðà [E743] î ðåøåíèè îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íåòðèâèàëüíûéòîïîëîãè÷åñêèé
ôàêò äîïóñòèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé êîíêðåòíîãî (ðàçíîñòíîãî) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè
f(x) − f(2π + x) ≡ 0, x ∈ R, â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îãðà-
íè÷åííûõ ôóíêöèé íà X = R ñ sup-íîðìîé íà R.

C.Í. Áåðíøòåéí â 1912 ã. îáðàòèë âíèìàíèå íà ïðîáëåìó ïîëíî-
òû ñèñòåìû ñòåïåíåé {xλk} íà îòðåçêå [0, 1] ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé λk è ïîëó÷èë ÷àñòíûå
ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè [B12, ãë. V, ïï. 50�51], [B13].

Ïåðâûìè â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè çàêîí÷åííûìè ðåçóëüòàòà-
ìè î ïîëíîòå ñèñòåìû ExpΛ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîêàçàòå-
ëåé, ïî ñóùåñòâó îòëè÷íîé îò ïîäìíîæåñòâ Z, ïî-âèäèìîìó, ÿâ-
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ëÿþòñÿ òåîðåìû Ê.Õ. Ìþíòöà [M�u14] è Î. Ñàñà [Sz16] îá óñëî-
âèÿõ (íå)ïîëíîòû ñèñòåìû ñòåïåíåé {xλk} íà îòðåçêå [0, 1] è â
L2(0, 1) (ïîñëå çàìåíû x = ez). Â àíàëîãè÷íîé ðîëè äëÿ çàäà÷è
ïîëíîòû â îáëàñòè èç C âûñòóïàåò òåîðåìà Ò. Êàðëåìàíà [C22]
î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîêàçàòåëåé Λ â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå
{z ∈ C : |Im z| < b}.

Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ îá ýâîëþöèè èññëåäîâàíèé ïîëíîòû ñè-
ñòåì ýêñïîíåíò ñîäåðæàòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñèñòåìàòèêîé 1)�7) è îãëàâëåíèåì.

0.1 Îáùèå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

Ê ýòîìó ïîäðàçäåëó ìîæíî îáðàùàòüñÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

0.1.1 Ìíîæåñòâà, ÷èñëà, ôóíêöèè, ìåðû

Îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì 0 îáîçíà÷àåì, ïî êîíòåêñòó, ÷èñëî
íóëü, íóëåâîé âåêòîð, íóëåâóþ ôóíêöèþ, íóëåâóþ ìåðó è ò. ï. Ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì ∅.

Êðîìå óæå ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé N è Z äëÿ ìíîæåñòâ ñî-
îòâ. íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë, à òàêæå äëÿ âåùåñòâåííîé
îñè R è êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
[−∞,+∞) := {−∞} ∪ R, (−∞,+∞] := R ∪ {+∞}, [−∞,+∞] :=
{−∞}∪R∪{+∞} äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàñøèðåíèé âåùåñòâåííîé îñè
R. Ýòè ðàñøèðåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ î÷åâèäíîé óïîðÿäî÷åííî-
ñòüþ è àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ïðè íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ
âûðàæåíèé (+∞)− (+∞), (+∞) + (−∞), (−∞)− (−∞), íî ïðè
ñïåöèàëüíîì ñîãëàøåíèè 0 · (±∞) = 0. Êàæäîå X ⊂ [−∞,+∞]
èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü inf X è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü
supX; inf ∅ := +∞, sup∅ := −∞.

×åðåç C∞ := C ∪ {∞} îáîçíà÷àåì ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü, ò. å. ñôåðó Ðèìàíà.

Òîïîëîãèþ â ìíîæåñòâàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïîäìíîæåñòâà
â R è C, îïðåäåëÿåò ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå |a − b|
ìåæäó òî÷êàìè a è b, â ïîäìíîæåñòâàõ èç [−∞,+∞] � ðàññòîÿíèå
d(a, b) = |a − b|/(1 + |a − b|) ñ äîãîâîðåííîñòüþ d(+∞,+∞) :=
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d(−∞,−∞) := 0, à â ïîäìíîæåñòâàõ èç C∞ � ñôåðè÷åñêîå, èëè
õîðäàëüíîå, ðàññòîÿíèå .

Êðîìå òîãî, Z+ := {0} ∪ N; R+ := {a ∈ R : a > 0} �
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü, à [0,+∞] := R+ ∪ {+∞} � ðàñøè-
ðåííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü; C+ := {z ∈ C : Re z > 0} è
C− := {z ∈ C : Re z < 0} � ñîîòâ. (îòêðûòûå) ïðàâàÿ è ëåâàÿ
ïîëóïëîñêîñòè; iR � ìíèìàÿ îñü â C.

×åðåç const. îáîçíà÷àåì ïîñòîÿííûå èç R+.
Rn è Cn, n ∈ N, � n-ìåðíûå ñîîòâ. âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñ-

íîå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà; Rn ⊂ Cn � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, iRn := (iR)n � ìíèìîå ïðîñòðàíñòâî â Cn; (R+)n � ïîëî-
æèòåëüíûé êîíóñ â Cn.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà T ÷åðåç
closX, intX, ∂X îáîçíà÷àåì ñîîòâ. çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü è
ãðàíèöó ìíîæåñòâà X â T . Åñëè çàìûêàíèå closX � êîìïàêò â
T , òî X ïðåäêîìïàêòíî â T è ïèøåì X b T .

Îòêðûòûé êðóã â C ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â òî÷êå z ∈ C îáîçíà-
÷àåì ÷åðåçD(z, t); ïðè t 6 0 ýòî ïóñòîå ìíîæåñòâî;D(t) := D(0, t)
è D := D(1). Óãîë {z ∈ C : α < arg z < β} îáîçíà÷àåì êàê ∠(α, β).

×åðåç dist(·, ·) ÷àùå âñåãî îáîçíà÷àåì ôóíêöèþ åâêëèäîâà ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èëè ïîäìíîæåñòâàìè â Rn è â Cn, íî ýòî
ìîæåò îçíà÷àòü äàëåå è ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ â íîðìèðîâàííûõ
èëè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîëîæèòåëüíîñòü ÷èñëà, ôóíêöèè, ìåðû è ò. ï. ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì îòíîøåíèè ïîðÿäêà > ïîíèìàåì êàê > 0, à âûïîëíå-
íèå íåðàâåíñòâà > 0 (äëÿ ôóíêöèé � âñþäó â îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ) � ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü; àíàëîãè÷íûå ñîãëàøåíèÿ
ïðåäëàãàþòñÿ è äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè è ñòðîãîé îòðèöàòåëüíîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî 0 ∈ R è ïîëîæèòåëüíîå, è îòðèöàòåëüíîå. Êàê
îáû÷íî, äëÿ ýëåìåíòà a ∈ [−∞,+∞] åãî ïîëîæèòåëüíàÿ (ñîîòâ.
îòðèöàòåëüíàÿ) ÷àñòü îáîçíà÷àåòñÿ êàê a+ := max{a, 0} (ñîîòâ.
a− := max{a, 0}), à äëÿ z ∈ C åãî âåùåñòâåííàÿ (ñîîòâ. ìíèìàÿ)
÷àñòü � ýòî Re z (ñîîòâ. Im z).

Ïóñòü f : X → B � ôóíêöèÿ (îòîáðàæåíèå). Êëàññ âñåõ òàêèõ
ôóíêöèé îáîçíà÷àåì BX . Äëÿ ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X ÷åðåç f

∣∣
Y

îáîçíà÷àåì ñóæåíèå f íà Y . Àíàëîãè÷íî äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé F
íàX ñîâîêóïíîñòü ñóæåíèé ýòèõ ôóíêöèé íà Y ⊂ X îáîçíà÷àåòñÿ
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êàê F
∣∣
Y
. Åñëè ôóíêöèÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíà çíà÷åíèþ b íà X,

òî ïèøåì �f ≡ b íà X�; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � �f 6≡ b íà X�.
Ôóíêöèÿ f ÷èñëîâàÿ, åñëè B � ïîäìíîæåñòâî â [−∞,+∞] èëè

â C∞. Åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü Re f è ìíèìàÿ ÷àñòü Im f îïðå-
äåëÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî, à â ñëó÷àå B ⊂ [−∞,+∞] ïîëîæèòåëü-
íàÿ ÷àñòü f+ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü f− îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâàìè f+(x) := max{0, f(x)}, x ∈ X, è f− := (−f)+. Íîñè-
òåëü ÷èñëîâîé ôóíêöèè f îáîçíà÷àåì ÷åðåç supp f . Ôóíêöèÿ f íà
X ⊂ [−∞,+∞] ñî çíà÷åíèÿìè â [−∞,+∞] âîçðàñòàþùàÿ (ñîîòâ.
óáûâàþùàÿ), åñëè äëÿ ëþáûõ a1 6 a2 èç X ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî f(a1) 6 f(a2) (ñîîòâ. f(a1) > f(a2)), è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
(ñîîòâ. ñòðîãî óáûâàþùàÿ), åñëè äëÿ ëþáûõ a1 < a2 èçX ñïðàâåä-
ëèâî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî f(a1) < f(a2) (ñîîòâ. f(a1) > f(a2)). Îò-
íîøåíèÿ f 6 g è g > f äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f, g ñ åäèíîé îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ X ïîíèìàþòñÿ ïîòî÷å÷íî, ò. å. êàê f(x) 6 g(x)
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X.

Äëÿ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë ïî îïðåäåëåíèþ∑
∅
· · · := 0,

∏
∅
· · · := 1;

n∑
k=m

· · · := 0,
n∏

k=m

· · · := 1 ïðè m > n.

Ïóñòü X � îòêðûòîå èëè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn èëè â Cn.
×åðåç m îáîçíà÷àåì ìåðó Ëåáåãà íà Rn èëè Cn, à òàêæå åå ñóæå-
íèå íà X, íî íà R èñïîëüçóåì è òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ âèäà
dx = dm. Êðîìå òîãî, m(r) � ñóæåíèå ìåðû Ëåáåãà m íà êðóã
èëè øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå, íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî m(r)

� âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ñ òàêîé æå íîðìèðîâêîé ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ìåðà äëèíû äóãè èëè ïëîùàäè ñôåðû s(r) ñîîòâåòñòâåííî íà
îêðóæíîñòè èëè íà ñôåðå ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå.

Â îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ìåðû íà X ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè è áîðåëåâñêèìè ðåãóëÿðíûìè.
Êëàññ âñåõ òàêèõ ìåð îáîçíà÷àåì M(X); Mc(X) � êëàññ ìåð ñ
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì suppµ â X, ðàññìàòðèâàåìûé è êàê ïðî-
ñòðàíñòâî ìåð Ðàäîíà, ò. å. ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ íà C(X), ñíàáæåííîå ∗-ñëàáîé òîïîëîãèåé; Mac(X) � êëàññ
ìåð, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî m. Äîáàâëåíèå âåðõ-
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íåãî èíäåêñà + ê M êàæäûé òàêîé êëàññ ñóæàåò íà êëàññ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ìåð M+(X). Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì ìåðû îäíèì
ñèìâîëîì µ èñïîëüçóåì äëÿ òîé æå ìåðû îáîçíà÷åíèå âèäà dµ,
ò. å. ÷åðåç åå ôîðìàëüíóþ ïëîòíîñòü dµ.

0.1.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â îáëàñòè

Ïóñòü Λ = {λk} � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê îáëàñòè G ⊂ C, ïðîèíäåêñèðîâàííàÿ íåêîòîðûì íàáîðîì
èíäåêñîâ k. Â Λ äîïóñêàþòñÿ ñîâïàäåíèÿ íåñêîëüêèõ òî÷åê ñ ðàç-
ëè÷íûìè èíäåêñàì. Îäíàêî âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàæäóþ òî÷êó èç G êîíå÷íîå ÷èñëî
ðàç, à òàêæå íå èìååò òî÷åê ñãóùåíèÿ â G, åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå. Âîçìîæíî, ÷òî Λ = ∅.

Êîãäà Λ âûñòóïàåò â ðîëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé ñè-
ñòåì ExpΛ è FΛ èëè êàê ïåðåíóìåðîâàííàÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè
(ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, åñòåñòâåí-
íåå âîñïðèíèìàòü åå êàê öåëî÷èñëåííóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíê-
öèþ (ïîëîæèòåëüíûé äèâèçîð) Λ: G → Z+, ðàâíóþ â êàæäîé
òî÷êå λ ∈ G ÷èñëó âõîæäåíèé òî÷êè λ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ.
Ïðè òàêîé òðàêòîâêå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è Γ = {γk′} èç G
ðàâíû (ïèøåì Λ = Γ), åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äèâèçîðîâ
Λ(λ) ≡ Γ(λ) ïðè âñåõ λ ∈ G. Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäñòàâèòåëü íåêîòîðî-
ãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â
G ñ îäèíàêîâûìè äèâèçîðàìè. Ïðè ýòîì íîñèòåëü supp Λ äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Λ � ýòî íîñèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåãî åé
äèâèçîðà. Çàïèñü λ ∈ Λ (ñîîòâ. λ /∈ Λ) îçíà÷àåò, ÷òî λ ∈ supp Λ
(ñîîòâ. λ /∈ supp Λ). Äëÿ ïîäìíîæåñòâà B ⊂ C çàïèñü Λ ⊂ B

îçíà÷àåò, ÷òî supp Λ ⊂ B; Λ ∩ B � ñóæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íà B ñ äèâèçîðîì Λ

∣∣
B
. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Γ ⊂ G

âêëþ÷åíà â Λ, åñëè Γ(λ) 6 Λ(λ) â òåðìèíàõ äèâèçîðîâ ïðè âñåõ
λ ∈ G, è ïðè ýòîì ïèøåì Γ ⊂ Λ, à Γ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ; îáúåäèíåíèå Λ∪Γ ÷åðåç äèâèçîðû çàäàåò-
ñÿ òîæäåñòâîì (Λ ∪ Γ)(λ) ≡ Λ(λ) + Γ(λ); äëÿ Γ ⊂ Λ è òîëüêî â
ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ \ Γ îïðåäåëÿåò äè-
âèçîð (Λ \ Γ)(λ) ≡ Λ(λ) − Γ(λ), λ ∈ G. Íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
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òî÷åê îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ, îòëè÷íûå îò ïðèâåäåííûõ âûøå, ïî-
íèìàþòñÿ ïîýëåìåíòíî. Íàïðèìåð, zΛ := {zλk}, Re Λ := {Reλk};
Λ > 0, åñëè λk > 0 äëÿ âñåõ k, è ò. ï.

×òîáû îòëè÷àòü òàêîé ïîäõîä îò ñòàíäàðòíîãî âçãëÿäà íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êàê íà ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî èëè öåëîãî àð-
ãóìåíòà, êàæäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, äëÿ êîòîðîé âàæíà
íóìåðàöèÿ åå ÷ëåíîâ, áóäåì íàçûâàòü çàíóìåðîâàííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ , à òî÷êè çàíóìåðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ
èçîáðàæàåì â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ò. å. â âèäå Λ = (λk). Åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñ ôóíêöèé íà çàíóìåðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê èç R ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ (ñòðîãîãî) âîçðàñòàíèÿ è óáûâà-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðå÷ü èäåò î âîçðàñòàþùåé èëè óáûâàþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç R, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ çàíóìå-
ðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â äàëüíåéøåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â îáëàñòÿõ íå ñîäåðæàò òî÷êè 0.

Êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Λ â G ñîïîñòàâëÿåì ñ÷èòà-
þùóþ ìåðó nΛ, îïðåäåëåííóþ ïî ïðàâèëó

nΛ(B) :=
∑
z∈B

Λ(z), B ⊂ G.

Â ÷àñòíîñòè, nΛ

(
{λ}
)

= Λ(λ) ïðè âñåõ λ ∈ G. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ ⊂ C ïîëîæèì

nrad
Λ (t) :=

∑
|λ|<t

Λ(λ) = nΛ

(
D(t)

)
, NΛ(r) :=

∫ r

0

nrad
Λ (t)

dt

t

� ñîîòâ. ñ÷èòàþùàÿ (ðàäèàëüíàÿ) è óñðåäíåííàÿ, èëè ïðîèíòå-
ãðèðîâàííàÿ, ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

×åðåç nΛ(z, t) := nΛ

(
D(z, t)

)
îáîçíà÷àåì ÷èñëî òî÷åê èç ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ G â îòêðûòîì êðóãå D(z, t) ⊂ G.
Äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ ⊂ R ÷àñòî èñïîëü-

çóåòñÿ è äðóãàÿ, óæå çíàêîïåðåìåííàÿ, ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íà R, îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå êàê

nRΛ(t) :=


−
∑

t6λ<0

Λ(λ) = −nΛ

(
[t, 0)

)
, ïðè t < 0;∑

06λ<t
Λ(λ) = nΛ

(
[0, t)

)
, ïðè t > 0.
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0.1.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Äëÿ íåíóëåâîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè F â îáëàñòè G ⊂ C, ò. å.
F ∈ H(G), ÷åðåç ZeroF îáîçíà÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â
G, äèâèçîð êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå z ∈ G ðàâåí êðàòíîñòè íó-
ëÿ ôóíêöèè F â ýòîé òî÷êå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ZeroF íàçûâàåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ôóíêöèè F ∈ H(G). ×àñòî â íåñòðî-
ãîé ôîðìå ZeroF íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé (êîðíåé)
ôóíêöèè F , ïåðåíóìåðîâàííîé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè . Äëÿ íóëåâîé
ôóíêöèè â G ïî îïðåäåëåíèþ åå äèâèçîð Zero0 � ôóíêöèÿ, òîæ-
äåñòâåííî ðàâíàÿ +∞ íà G. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
Λ â G ïî îïðåäåëåíèþ Λ ⊂ Zero0. Ôóíêöèÿ F ∈ H(G) îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà Λ (ïèøåì F (Λ) = 0), åñëè Λ ⊂ ZeroF .

Ïóñòü H ⊂ H(G). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ G � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íóëåé äëÿ H, åñëè ñóùåñòâóåò F ∈ H ñ ZeroF = Λ; Λ �
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ H, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
F 6≡ 0 èç H, äëÿ êîòîðîé Λ ⊂ ZeroF . Åñëè H � âåêòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿH íàçûâàåì åùå è
ìíîæåñòâîì, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, íååäèíñòâåííîñòè äëÿ
H; Λ � ìíîæåñòâî, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åäèíñòâåííîñòè
äëÿ H, åñëè èç F ∈ H è F (Λ) = 0 ñëåäóåò, ÷òî F ≡ 0 íà G.

0.1.4 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè èç ïï. 1)�7) âûøå, îïðåäåëèì òàêæå
÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X, êàê îáû÷íî, C(X) � áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ sup-íîðìîé íà X;
äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ñ÷åòíîãî â áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà
X ïðîñòðàíñòâî C(X) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïðî-
ñòðàíñòâî Ôðåøå) ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì K b X ñ
òîïîëîãèåé ïî sup-ïîëóíîðìàì ‖f‖K , ò. å. ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç X.

Äëÿ èçìåðèìîãî ïî ìåðå Ëåáåãà m ìíîæåñòâà X ⊂ Rn èëè
X ⊂ Cn ÷åðåç Lp(X) îáîçíà÷àåì ôàêòîð-ìíîæåñòâî ïî îòíîøå-
íèþ ýêâèâàëåíòíîñòè �ðàâíû ïî÷òè âñþäó ïî m� âñåõ ôóíêöèé,
ñ èíòåãðèðóåìûì â p-îé ñòåïåíè ìîäóëåì. Êàê âñåãäà, ýëåìåíòû
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f ∈ Lp(X) ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåì ôóíêöèÿìè, à ïðè 1 6 p < +∞
ââîäèì íà Lp(X) íîðìó ‖f‖p,X :=

(∫
X |f |

p dm
)1/p

, ñ êîòîðîé
Lp(X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (äàëåå òàêóþ íîðìó íàçûâàåì
Lp-íîðìîé íà X). Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
L∞(X) ñ íîðìîé âèäà sup-íîðìû íà X, íî âìåñòî ñóïðåìóìà áå-
ðåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü îòíîñèòåëüíî m [DS62], êî-
òîðóþ òàêæå îáîçíà÷àåì êàê sup. Âñþäó äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè
ïðîñòðàíñòâ òèïà Lp ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 1 6 p < +∞, åñëè íå
îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Åñëè X ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷åòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ êîìïàêòîâ Xk ⊂ Xk+1 ⊂ X, k ∈ N, òî ìîæíî ââåñòè
ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå Lploc(X), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé (êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè) íà X ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè â p-îé ñòåïåíè
ìîäóëÿìè, ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé Lp-íîðì íà Xk.
C∞(a, b) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-

öèé íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (a, b) ⊂ [−∞,+∞] ñî ñòàíäàðòíîé
ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà. Åå ìîæ-
íî çàäàòü, ê ïðèìåðó, ÷åðåç ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ
[ak, bk] b (ak+1, bk+1), k ∈ N, (a, b) =

⋃
k[ak, bk], è ñèñòåìó ïîëó-

íîðì ‖f‖∞k := max
06p6k

supx∈(ak,bk) |f (p)(x)|.
Äëÿ îòêðûòîãî Ω ⊂ Cn ÷åðåç H(Ω) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî

ãîëîìîðôíûõ â Ω ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íà êîìïàêòàõ, è äëÿ êîìïàêòà K â Cn, êàê è â 7), A(K) � áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà K è îäíîâðåìåííî
ãîëîìîðôíûõ â intK, ñ sup-íîðìîé íà K.

Ïóñòü ρ ∈ R+. Äëÿ σ ∈ R+ (ñîîòâ. σ ∈ (0,+∞])

E[ρ, σ] :=

{
f ∈ H(C) : lim sup

z→∞

log |f(z)|
|z|ρ

6 σ

}
(
ñîîòâ. E[ρ, σ) :=

⋃
σ′<σ

E[ρ, σ′]
)

� êëàññû öåëûõ ôóíêöèé òèïà íå âûøå (ñîîòâ. ìåíüøå) σ ïðè ïî-
ðÿäêå ρ. Â ÷àñòíîñòè, E[1,+∞) � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (äàëåå èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèå �ö.ô.ý.ò.�)
[Boa54], èëè öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîé ñòåïåíè [Ëåâ56]. Ïîäêëàññ
ôóíêöèé f ∈ E[1, σ] ñ ñóæåíèÿìè f

∣∣
R∈ Lp(R) îáîçíà÷àåì4 êàê

4Èíà÷å ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àþò êàê PW p
σ è íàçûâàþò åãî ïðîñòðàí-

ñòâîì Ïýëè�Âèíåðà (ñì., íàïðèìåð, [Se98]).
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Bp
σ. Êëàññ B

∞
σ ö.ô.ý.ò. 6 σ ñ îãðàíè÷åííûì ìîäóëåì íà R ÷à-

ñòî íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Ñ.Í. Áåðíøòåéíà . Åãî ñòðóêòóðíûå
ñâîéñòâà äåòàëüíî èññëåäîâàíû Á.Ì. Øóìÿöêèì [Øó99].

Ïóñòü h : R → R+ � ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ 2π-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [Ëåâ96]. Âñþäó äàëåå ρ-òðèãîíîìåòðè÷-
åñêè âûïóêëûå ôóíêöèè, íå îãîâàðèâàÿ ñïåöèàëüíî, ïðåäïîëàãàåì
2π-ïåðèîäè÷åñêèìè. Âàæíûe ïîäïðîñòðàíñòâà â E[ρ,+∞) � ýòî

E[ρ, h] := {f ∈ E[ρ,+∞) : hf 6 h},
E[ρ, h) := {f ∈ E[ρ,+∞) : hf < h},

ãäå hf(θ) := lim sup
r→+∞

log |f(reiθ)|
rρ

, θ ∈ R, � èíäèêàòîð ðîñòà ïðè

ïîðÿäêå ρ öåëîé ôóíêöèè f èç ïðîñòðàíñòâà E[ρ,+∞).
Äëÿ êîìïàêòà K ⊂ Cn ÷åðåç H(K) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî

ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ íà K ôóíêöèé ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé
èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà. Òî÷íåå, ïóñòü K =

⋂∞
j=1Gj � ïåðåñå÷åíèå

óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé Gj+1 b Gj b Cn, Bj �
îòêðûòûå åäèíè÷íûå øàðû â A(closGj). Áàçîé îêðåñòíîñòåé íó-
ëÿ â H(K) ñëóæàò àáñîëþòíî âûïóêëûå îáîëî÷êè âñåâîçìîæíûõ
îáúåäèíåíèé

⋃∞
j=1 εjBj, ãäå εj > 0 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

×åðåç C[z] ⊂ H(Cn), z = (z1, . . . , zn), îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ïîëèíîìîâ (ìíîãî÷ëåíîâ) ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
îò n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.



Ãëàâà 1

Ïîëíîòà è äâîéñòâåííûå ñõåìû

Â ýòîì ðàçäåëå îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îáùèõ ñõåìàõ èñ-
ñëåäîâàíèÿ çàäà÷ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò è äâîéñòâåííûõ èì
ïðîáëåì îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ (íå)åäèíñòâåííîñòè. Îáñóæäåíèå íà-
ïðàâëåíî íà âîïðîñû ïîëíîòû ñèñòåì òèïà ExpΛ è FΛ (ñì. ïðåäè-
ñëîâèå), õîòÿ ïðåäâàðèòåëüíî çàòðàãèâàþòñÿ è ñëó÷àè áîëåå îá-
ùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà

{eλ}, (1.0.1)

ãäå ïàðàìåòðû λ ïðîáåãàþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.

1.1 Ïîëíîòà è òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà

1.1.1 Ïîëíîòà

Ïóñòü E � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, E ′ � ïðîñòðàí-
ñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà E, ò. å. (òîïîëîãè-
÷åñêè) cîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê E. Äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà
S ∈ E ′ íà ýëåìåíò e ∈ E îáîçíà÷àåì êàê

〈
S, e
〉
. Äëÿ ñèñòåìû

E ⊂ E ÷åðåç spanE îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå åå ëèíåéíîé îáîëî÷êè
â E. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé â E ðàññìàòðèâàåì è îñëàá-
ëåííóþ òîïîëîãèþ íà E, îïðåäåëÿåìóþ áàçîé îêðåñòíîñòåé íóëÿ{
e ∈ E :

∣∣〈S, e〉∣∣ < ε
}
, S ∈ E ′, ε > 0. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà E

ñëàáî ïîëíà â E, åñëè îíà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå E îòíîñèòåëüíî
îñëàáëåííîé òîïîëîãèè. Ôóíêöèîíàë S ∈ E ′ àííóëèðóåò E, åñëè〈
S, e
〉

= 0 äëÿ ëþáîãî e ∈ E. Îäíî èç ìíîãî÷èñëåííûõ ñëåäñòâèé
òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà (ñì.1 [Ed69, Òåîðåìû 2.3.1(a), 8.2.1]) �

1Ïîëíàÿ ñèñòåìà â [Ed69] íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

12
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Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü E � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî è
E ⊂ E. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ

1) cèñòåìà E ïîëíà â E;

2) òîëüêî íóëåâîé ôóíêöèîíàë èç E ′ àííóëèðóåò E;

3) cèñòåìà E ñëàáî ïîëíà â E.

Ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà ê ïîäàâëÿþùåìó áîëüøèíñòâó êëàñ-
ñè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåì íå ìåíåå, ðÿä ïðî-
ñòðàíñòâ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê Lp[a, b] è ïðîñòðàíñòâà Õàðäè
Hp(D) ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé ïðè 0 < p < 1, âíå àðåàëà òåîðå-
ìû 1.1.1, ïîñêîëüêó íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûìè [Ed69].

Î÷åâèäíî, ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîëíîòû äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìû ôóíêöèé âèäà (1.0.1) ñîäåðæàòåëüíà òîëüêî åñëè

(a) ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé {λ : eλ ∈ E} íå ïóñòî.

Íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp(R) óñëîâèå (a) äëÿ ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò âèäà ExpΛ íå âûïîëíåíî. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (a) â ñëó÷àå
ñèñòåìû ýêñïîíåíò, êîãäà E � íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â H(G), G ⊂ C, èëè â C∞(a, b), èíâàðèàíòíîå îòíî-
ñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè, � ýòî âàðèàíò òàê íàçûâàåìîé
çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà (ñì., ê ïðèìåðó, [Êð72]).

Ïðè óñëîâèè (a) êàæäîìó ôóíêöèîíàëó S ∈ E ′ ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ŝ ôóíêöèîíàëà S îòíî-
ñèòåëüíî ñåìåéñòâà

EL := {eλ : λ ∈ L}, L ⊂ {λ : eλ ∈ E}, (1.1.1)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ L ñî çíà÷åíèÿìè â C ïî ïðàâèëó Ŝ(λ) :=〈
S, eλ

〉
, ãäå λ ïðîáåãàåò L. Ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ê ′ îáîçíà÷èì

îáðàç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà E ′ â ïðîñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ
ôóíêöèé CL ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè

F : E ′ → Ê ′ ⊂ CL, F(S) := Ŝ, S ∈ E ′. (1.1.2)

Êîíå÷íî æå, ïðîñòðàíñòâî Ê ′ çàâèñèò îò âûáîðà ïîäìíîæåñòâà
L â (1.1.1). Â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà Ê ′ òåîðåìà 1.1.1 äîïóñêàåò
ñëåäóþùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó.
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Òåîðåìà 1.1.2. Ïóñòü E � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî
è Λ ⊂ L 6= ∅ â îáîçíà÷åíèÿõ (1.1.1). Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ f ∈ Ê ′, ÷òî f 6≡ 0 íà L è f ≡ 0 íà Λ, òî ñèñòåìà EΛ :=
{eλ : λ ∈ Λ} íåïîëíà â E. Ïðè èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F

èç (1.1.2) ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè èç óñëîâèé
f ∈ Ê ′ è f ≡ 0 íà Λ ñëåäóåò, ÷òî f ≡ 0 íà L, òî ñèñòåìà EΛ

ïîëíà â E. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå F èíúåêòèâíî, åñëè è òîëüêî
åñëè ñèñòåìà EL (ñëàáî) ïîëíà â E.

Ïîäõîä ê âîïðîñàì ïîëíîòû, îñíîâàííûé íà òåîðåìå 1.1.2, áó-
äåì âûäåëÿòü êàê äâîéñòâåííûé. Íà÷àëüíûé ýòàï ïðèìåíåíèÿ
äâîéñòâåííîãî ïîäõîäà ñî÷åòàåò â ñåáå äâå çàäà÷è. Ïåðâàÿ èç íèõ
� âíóòðåííåå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà Ê ′ â òîé ìåðå, íàñêîëüêî
ýòî âîçìîæíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåïîëíîòû äîñòàòî÷íî âûäåëÿòü òå êëàññû ôóíêöèé íà
L, êîòîðûå ñîäåðæàòüñÿ â Ê ′, à ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû �
òå, êîòîðûå ñîäåðæàò Ê ′, íî óæå âêóïå ñ èíúåêòèâíîñòüþ îòîá-
ðàæåíèÿ F èç (1.1.2). Òàêèì îáðàçîì, â ñâåòå çàêëþ÷èòåëüíîãî
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.1.2 âòîðàÿ çàäà÷à � äîêàçàòåëüñòâî èíú-
åêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F èëè ñëàáîé ïîëíîòû ñèñòåìû EL. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îòîáðàæåíèå F ðåàëèçóåòñÿ êàê íåêîòîðîå èíòå-
ãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå è åãî èíúåêòèâíîñòü � ñîñòàâíàÿ ÷àñòü
ôîðìóë îáðàùåíèÿ äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íî êî âòîðîé çàäà-
÷å âîçìîæåí ïîäõîä è ÷åðåç ñëàáóþ ïîëíîòó.

Ïóñòü äëÿ ïîäìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé L èç (1.1.1) óñëîâèå (a)
âûïîëíåíî â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå

intL 6= ∅, L ⊂ Cn. (1.1.3)

Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ íå î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà òîïî-
ëîãèþ ïðîñòðàíñòâà E ïðè äâîéñòâåííîì ïîäõîäå óæå ïðèìåíèì
ìîùíûé àïïàðàò êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Òàêîé âàðèàíò èññëåäî-
âàíèÿ êâàëèôèöèðóåì êàê àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å ïîë-
íîòû. Äîêàçàòåëüñòâî (ñëàáîé) ïîëíîòû ñèñòåìû EL ïðè àíàëèòè-
÷åñêîì ïîäõîäå ÷àñòî óäàåòñÿ ñâåñòè ê êîíñòðóêòèâíîé àïïðîêñè-
ìàöèè ýëåìåíòàìè spanEL íåêîòîðîé ñèñòåìû, ïîëíîòà êîòîðîé
â E èçâåñòíà èç êàêèõ-ëèáî èíûõ ñîîáðàæåíèé. Ïðèâåäåì ïðè-
ìåð òàêîãî ðàññóæäåíèÿ (îáùóþ ñõåìó ñì. ó Â.Ï. Ãðîìîâà [Ãð03,
Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé)]).
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Ïðèìåð 1.1.1. Ïóñòü E = E(X) � ëîêàëüíî âûïóêëîå ôóíêöè-
îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîäìíîæåñòâå X ⊂ Cn, ñèñòåìà (1.0.1)
� ýêñïîíåíöèàëüíàÿ, ò. å.

eλ = exp<λ, z>, z = (z1, . . . , zn),∈ Cn

λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn, <λ, z> :=
n∑
j=1

λjzj,
(1.1.4)

è â îáîçíà÷åíèÿõ èç (1.1.1) âûïîëíåíî (1.1.3), 0 ∈ intL. Â äàííîì
ñëó÷àå EL = ExpL := {exp<λ, z> : λ ∈ L}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñèñòåìà ïîëèíîìîâ C[z] ñîäåðæèòñÿ è (ñëàáî) ïîëíà â E(X), à
òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå

(b) òîïîëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ â Cn, èí-
äóöèðîâàííàÿ íà E(X)

⋂
H(Cn), ìàæîðèðóåò èíäóöèðîâàí-

íóþ ñ E(X) íà E(X)∩H(Cn) (îñëàáëåííóþ) òîïîëîãèþ ïðî-
ñòðàíñòâà E(X).

Òîãäà ñèñòåìà ExpL ïîëíà â E(X). Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ
0 ∈ intL ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ λ ∈ Cn, p ∈ Z+ äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε > 0 ôóíêöèè
(exp(ε<λ, z>)− 1

ε

)p
ïðèíàäëåæàò E(X).

Òîãäà èõ ïðåäåëû ïðè ε→ 0 äàþò ìíîãî÷ëåíû <λ, z>p îò z ∈ Cn,
êîòîðûå ïî óñëîâèþ îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â E(X).

Ñèñòåìà EL èç ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E ñ îòêðû-
òûì ìíîæåñòâîì ïîêàçàòåëåé L ⊂ Cn ñëàáî ãîëîìîðôíà íà L â E,
åñëè äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà S ∈ E ′ ôóíêöèÿ S(eλ) ãîëîìîðôíà
ïî ïåðåìåííîé λ ∈ L.

Äàëåå âñþäó â ðàçäåëå 1.1 ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå

(c) ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé L ⊂ C íåêîòîðîé ñèñòåìû EL èç
ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E � îáëàñòü â C, à ñàìà
ñèñòåìà EL ñëàáî ãîëîìîðôíà íà L è (ñëàáî) ïîëíà â E.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïîä-
õîäà, îñíîâàííûé íà ýëåìåíòàðíîé òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì âñþäó äàëåå â òåêóùåì ïîäðàç-
äåëå 1.1, âî èçáåæàíèå äîïîëíèòåëüíûõ îñëîæíåíèé, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê Λ ⊂ L ñîñòîÿò èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
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Ïðåäëîæåíèå 1.1.1. Åñëè â óñëîâèÿõ (c) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ ⊂ L èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó â L, òî è ñèñòåìà EΛ ïîëíà
â E. Â ÷àñòíîñòè, åñëè E = E(X) � ëîêàëüíî âûïóêëîå ôóíê-
öèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà X ⊂ C, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
(b), ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé L (ñëàáî) ïîëíîé â E(X) ñèñòåìû
EL = ExpL ⊂ E(X) � îáëàñòü â C, à ó Λ ⊂ L åñòü ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà â L, òî è ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â E(X).

B êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî çàìå÷àíèÿ îòìåòèì, ÷òî âåñòè ðå÷ü î
ïîëíîòå ñèñòåìû EΛ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîêàçàòåëåé Λ â òî-
ïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E ìîæíî ëèøü â ñëó÷àå åãî
ñåïàðàáåëüíîñòè. Ê ïðèìåðó, êîãäà X � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî â Rn, ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Cb(X) îãðàíè÷åííûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà X ñ sup-íîðìîé íà X è ïðîñòðàíñòâî L∞(X)
íå ñåïàðàáåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîëíîòû
äëÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîé ñèñòåìû ôóíêöèé â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ
áåññîäåðæàòåëüíà.

Äîñòàòî÷íî îáùèå ïðèíöèïû èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû ïàðàìåòð-
èçîâàííûõ ñèñòåì ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé îäíîé ïåðåìåííîé íà îñíîâå äâîéñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà èçëîæåíû â ñòàòüÿõ È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî
[Êð62]�[Êð65] è â ìîíîãðàôèè È.È. Èáðàãèìîâà [Èá71], äëÿ ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ � â ñòàòüå Â.Ï. Ãðîìîâà [Ãð03].

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà äâîéñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé òðàêòîâêå
äðóãèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ cèñòåì (1.0.1).

1.1.2 Ìèíèìàëüíîñòü
è ðàâíîìåðíàÿ ìèíèìàëüíîñòü

Ñèñòåìà âåêòîðîâ (1.0.1) èç ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà
E ìèíèìàëüíà, åñëè íè îäèí ýëåìåíò ýòîé ñèñòåìû íå ïðèíàä-
ëåæèò çàìûêàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè îñòàëüíûõ. Åùå îäíî ñëåä-
ñòâèå òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà [Ed69, Òåîðåìû 2.3.1(a), 2.3.2] �

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü Λ ⊂ L � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â
óñëîâèÿõ (c). Cèñòåìà EΛ = {eλ : λ ∈ Λ} ìèíèìàëüíà â E, åñëè
è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè λ ∈ Λ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F ∈ Ê ′
(ñì. (1.1.2)) òàêàÿ, ÷òî F 6≡ 0 íà L, F (λ) 6= 0 è F (Λ \ {λ}) = 0.
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Óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî äåëåíèÿ íà äâó÷ëåíû â Ê ′ ïîçâîëÿ-
åò ñäåëàòü ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ âûâîäîâ (ñð. ñ [Red74, 3]).

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü L � îáëàñòü â C, z � ïåðåìåííàÿ â
L. Êëàññ ôóíêöèé A ⊂ H(L) óñòîé÷èâ â òî÷êå λ ∈ C, åñëè èç
óñëîâèé f ∈ A è f(λ) = 0 ñëåäóåò, ÷òî f(z)/(z − λ) ∈ A. Êëàññ A
âíóòðåííå óñòîé÷èâ, åñëè îí óñòîé÷èâ â êàæäîé òî÷êå λ ∈ L.

Òåîðåìà 1.1.4. Ïóñòü Λ ⊂ L � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â
óñëîâèÿõ (c), à ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Ê ′ íà L âíóòðåííå óñòîé-
÷èâî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) íåïîëíàÿ â E ñèñòåìà EΛ = {eλ : λ ∈ Λ} ìèíèìàëüíà;

2) åñëè eλ ∈ spanEΛ äëÿ êàêîé-ëèáî òî÷êè λ ∈ L\Λ, òî ñèñòåìà
EΛ ïîëíà â E;

3) äëÿ λ ∈ Λ è λ′ ∈ L \ Λ èç ïîëíîòû (ñîîòâ. ìèíèìàëüíîñòè)
ñèñòåìû EΛ â E ñëåäóåò ïîëíîòà (ñîîòâ. ìèíèìàëüíîñòü)
ñèñòåìû E(Λ\{λ})∪{λ′} â E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî � î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå òåîðåì
1.1.2 è 1.1.3.

Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 2) äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà EΛ íåïîëíà.
Åñëè ïðè ýòîì ýëåìåíò eλ ñ ïîêàçàòåëåì λ ∈ L \Λ àïïðîêñèìèðó-
åòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòîâ èç EΛ, òî ñèñòåìà EΛ∪{λ}
òàêæå íåïîëíà, à ïî ñâîéñòâó 1 è ìèíèìàëüíà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ eλ ∈ spanEΛ, ÷òî äîêàçûâàåò 2).

Äîïóñòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ñâîéñòâà 3) ñèñòå-
ìà E(Λ\{λ})∪{λ′} íåïîëíà â E. Ïî òåîðåìå 1.1.2 íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ

ôóíêöèÿ f ∈ Ê ′, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà (Λ \ {λ})∪{λ′}. Ââèäó
âíóòðåííåé óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâà Ê ′ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ

z − λ
z − λ′

f(z) = f(z) +
λ′ − λ
z − λ′

f(z), z ∈ L,

ïðèíàäëåæèò Ê ′, à ïî ïîñòðîåíèþ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Λ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.1.2 ñèñòåìà EΛ íåïîëíà. Àíàëîãè÷íî, ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû 1.1.3, ðàññìàòðèâàåòñÿ è ìèíèìàëüíîñòü. •

Ñëåäóÿ Ë.Øâàðöó, ñèñòåìó âåêòîðîâ EΛ ïðîñòðàíñòâàE (â îáî-
çíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1.1.4) íàçîâåì ñâîáîäíîé, åñëè íè îäèí âåêòîð
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èç EΛ íå ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè îñòàëüíûõ
âåêòîðîâ èç EΛ, è ñâÿçàííîé, åñëè êàæäûé âåêòîð èç EΛ ïðèíàäëå-
æèò çàìûêàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè îñòàëüíûõ. Ïðÿìîå ñëåäñòâèå
òåîðåìû 1.1.4 � åñëè ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Ê ′ íà L âíóòðåííå
óñòîé÷èâî, òî ñèñòåìà EΛ ëèáî ñâîáîäíàÿ, ëèáî ñâÿçàííàÿ.

Â ñèëó ïóíêòà 1) òåîðåìû 1.1.4 è ïî ðÿäó äðóãèõ áîëåå âåñîìûõ
ïðè÷èí íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû EΛ îäíîâðå-
ìåííî ïîëíûå è ìèíèìàëüíûå, êîòîðûå èíà÷å, âìåñòå ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Λ, íàçûâàþòñÿ òî÷íûìè.

Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖·‖ (äàëåå èñïîëü-
çóþòñÿ ñâåäåíèÿ èç [Ìèë70], [ÔÀ72], [Íè80, Ëåêöèÿ VI]). Äëÿ òîãî
÷òîáû ñèñòåìà EΛ áûëà ìèíèìàëüíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñèñòåìà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, îáðàçóþ-
ùàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìåEΛ áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó , ò. å.
òàêàÿ ñèñòåìà {Sλ} ⊂ E ′, λ ∈ Λ, ÷òî〈

Sλ′, eλ
〉

= δλ′,λ :=

{
1 ïðè λ′ = λ,

0 ïðè λ′ 6= λ,

� ñèìâîë Êðîíåêåðà, λ′, λ ∈ Λ. Áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {Sλ}
äëÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû EΛ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåé-
ñòâîì EΛ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà EΛ ïîëíà â E. Èç
ïðèâåäåííûõ ôàêòîâ ëåãêî ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.1.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1.4 ñèñòåìà EΛ òî÷íà â
E, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ H(L) \ Ê ′ ñ
ZeroF = Λ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè λ ∈ Λ ôóíêöèÿ

fλ(z) :=
F (z)

(z − λ)F ′(λ)
, z ∈ L, (1.1.5)

óæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ê ′.

Ñèñòåìà EΛ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíà, åñëè

inf
λ∈Λ

dist
(
eλ/‖eλ‖, spanEΛ\{λ}

)
> 0.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñòîÿííîé
ε > 0 òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì λ ∈ Λ íåðàâåíñòâî∥∥∥eλ − ∑

λ′∈Λ\{λ}

aλ′eλ′
∥∥∥ > ε‖eλ‖
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ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé∑
λ′∈Λ\{λ}

aλ′eλ′, aλ′ ∈ C.

Ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ, ò. å. òî÷íàÿ, ñèñòåìà EΛ ðàâíîìåðíî ìèíè-
ìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

sup
λ∈Λ
‖eλ‖ · ‖Sλ‖′ < +∞ (1.1.6)

(çäåñü ïî-ïðåæíåìó {Sλ} � áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ê {eλ},
λ ∈ Λ, à ‖ · ‖′ � íîðìà â E ′). Ïðè óñëîâèè (c) â ñèëó áèåêòèâ-
íîñòè îòîáðàæåíèÿ F èç (1.1.2) íîðìà ‖·‖′ â E ′ èíäóöèðóåò íîðìó
‖·‖∧ íà ïðîñòðàíñòâî Ê ′ ãîëîìîðôíûõ â L ôóíêöèé ïî åñòåñòâåí-
íîìó ïðàâèëó2 ‖Ŝ ‖∧ := ‖S‖′. Â îáîçíà÷åíèè (1.1.5), ê ïðèìåðó,
‖Sλ‖′ = ‖fλ ‖∧. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîé ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû
EΛ ñ ôóíêöèåé F èç òåîðåìû 1.1.5 êðèòåðèé (1.1.6) ðàâíîìåðíîé
ìèíèìàëüíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

sup
λ∈Λ
‖eλ‖ · ‖fλ‖∧ = sup

λ∈Λ

‖eλ‖ ·
∥∥F (z)/(z − λ)

∥∥∧
|F ′(λ)|

< +∞.

1.1.3 Èçáûòîê

Ñëåäóÿ Í. Âèíåðó è Ð. Ïýëè (ñì. [WP34], [AR67], [Red74]), â
îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà 1.1.2, ãîâîðèì, ÷òî ñèñòå-
ìà EΛ, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ (äëÿ ñèñòåìû EΛ), èìååò èçáû-
òîê excEΛ := exc Λ = q ∈ Z â ïðîñòðàíñòâå E, èëè äëÿ E, åñëè
ìû ïðèäåì îò ñèñòåìû EΛ ê òî÷íîé â E ñèñòåìå

� ïðè q > 0 � ïîñëå óäàëåíèÿ q ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
èç ñèñòåìû EΛ, ò. å. q ÷èñåë èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ;

� ïðè q < 0 � ïîñëå äîáàâëåíèÿ |q| íîâûõ ýëåìåíòîâ ê ñèñòå-
ìå EΛ èç ñèñòåìû EL, ò. å. äîáàâëåíèÿ |q| ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
íîâûõ ÷èñåë ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

2Âíóòðåííåå îïèñàíèå íîðìû ‖ · ‖∧ � ýòî, êîíå÷íî, îòäåëüíûé âîïðîñ äëÿ
êàæäîãî êîíêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà E è êàæäîé ñèñòåìû {eλ}� è ÷àñòî î÷åíü
íåïðîñòîé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûõ (ñîîòâ. íåîáõîäèìûõ) óñëîâèé
ðàâíîìåðíîé ìèíèìàëüíîñòè ìîæíî îáîéòèñü ëèøü âåðõíèìè (ñîîòâ. íèæ-
íèìè) îöåíêàìè íîðìû ‖ · ‖∧.
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Åñëè ïîëíîòà íå íàðóøàåòñÿ (íå âîçíèêàåò) ïîñëå óäàëåíèÿ (ñîîòâ.
äîáàâëåíèÿ) ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,
òî excEΛ := exc Λ := +∞ (ñîîòâ. excEΛ := exc Λ := −∞). Êîð-
ðåêòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé îáåñïå÷èâàþò, ê ïðèìåðó, óñëîâèå (c)
âìåñòå ñ âíóòðåííåé óñòîé÷èâîñòüþ Ê ′ íà L ïî ï. 3) òåîðåìû 1.1.4.

Î÷åâèäíî, ïî îïðåäåëåíèÿì ñèñòåìà EΛ ïîëíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà exc Λ > 0, ìèíèìàëüíà, åñëè è òîëüêî åñëè exc Λ 6 0,
è, íàêîíåö, òî÷íà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà exc Λ = 0.

Äâîéñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè óñëîâèé, ïðè êîòî-
ðûõ èçáûòîê ïðèíèìàåò çàäàííîå çíà÷åíèå, ëåãêî ñëåäóþò èç òåî-
ðåì 1.1.2, 1.1.3, 1.1.5:

Òåîðåìà 1.1.6. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1.4 èçáûòîê ñèñòåìû EΛ

ðàâåí q > 0 (ñîîòâ. ðàâåí q < 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóþò ãîëîìîðôíàÿ íà L ôóíêöèÿ F ñ ZeroF = Λ è êîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λ0, λ1, . . . , λq} ⊂ Λ (ñîîòâ. ⊂ L), äëÿ
êîòîðîé â îáîçíà÷åíèè sign q := q/|q| ïðè q 6= 0 è sign 0 := 0
îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

F (z)

|q|∏
k=1

(z − λk)− sign q /∈ Ê ′ ( ñîîòâ. ∈ Ê ′), (1.1.7)

F (z)

|q|∏
k=0

(z − λk)− sign q ∈ Ê ′ ( ñîîòâ. /∈ Ê ′).

Äàëåå, excEΛ = +∞ (ñîîòâ. excEΛ = −∞), åñëè äëÿ ëþáîé (ñî-
îòâ. íåêîòîðîé) ãîëîìîðôíîé íà L ôóíêöèè F ñ ZeroF > Λ ïðè
êàæäîì q ∈ N (ñîîòâ. q ∈ −N) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {λ1, . . . , λq} ⊂ Λ (ñîîòâ. ⊂ L) èìååò ìåñòî (1.1.7).

Êàê ïîêàçàë Â.Ä. Ìèëüìàí [Ìèë70, Ëåììà 1.1], ïðè óñëîâèè
exc Λ = +∞ íà ñàìîì äåëå èç ñèñòåìû EΛ âñåãäà ìîæíî óäàëèòü
äàæå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîõðàíÿÿ ïîëíîòó. Íî â îòíî-
øåíèè óñëîâèÿ exc Λ = −∞ âîçìîæíîñòü äîáàâëåíèÿ ê EΛ áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èç EL ñ ñîõðàíåíèåì íåïîëíîòû òðåáóåò
óæå ó÷åòà ñïåöèôèêè ïðîñòðàíñòâà E è(èëè) ñèñòåìû EΛ.
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1.1.4 Àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà è ðîäñòâåííûå ïîíÿòèÿ

Ñ êîíöà 1950-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Ô. Äýâèñà è Êè Ôàíà [DF57],
[Fa59] áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî èññëåäîâàíèþ ïîëíîòû ñèñòåì ôóíê-
öèé ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðóþùèõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé èç ýòîé ñèñòåìû. Âàðèàíòû òàêîé
àïïðîêñèìàöèè � àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà è {mλ}λ∈Λ-ïîëíîòà. Cè-
ñòåìà ýëåìåíòîâ EΛ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E àáñîëþòíî ïîëíà
â E (ñîîòâ. {mλ}-ïîëíà, mλ > 0, λ ∈ Λ), åñëè ëþáîé ýëåìåíò
e ∈ E àïïðîêñèìèðóåòñÿ â E êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-
ÿìè

∑
λ∈Λ cλeλ, ãäå

∑
λ∈Λ |cλ| 6 Ce (ñîîòâ. |cλ| 6 Cemλ, λ ∈ Λ) è

ïîñòîÿííàÿ Ce çàâèñèò òîëüêî îò e.
Äâîéñòâåííûå êðèòåðèè àáñîëþòíîé ïîëíîòû, à òàêæå êðè-

òåðèè {mλ}λ∈Λ-ïîëíîòû â òåðìèíàõ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà
E ′ ê E èçëîæåíû â ðàáîòàõ Ñ.ß. Õàâèíñîíà [Õàâ71], Ô. Äý-
âèñà è Êè Ôàíà [DF57], [Fa59], È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî
[Êð86]. Çà÷àñòóþ ýòè äâà ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíû (ñì. [Êð86]), ïî-
ýòîìó çäåñü îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì òîëüêî àáñîëþòíîé ïîë-
íîòû. Äâîéñòâåííûé êðèòåðèé àáñîëþòíîé ïîëíîòû â òðàêòîâ-
êå È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ Ñ.ß. Õàâèíñîíà [Õàâ71]�
[Õàâ02], ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñèñòåìà EΛ àáñîëþòíî ïîëíà â E
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

sup
{
‖S‖′ : S ∈ E ′,

∣∣〈S, eλ〉∣∣ 6 1, λ ∈ Λ
}
< +∞.

Äâîéñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ ïðè óñëîâèè
(c) è â îáîçíà÷åíèÿõ ï. 1.1.2 � ñèñòåìà EΛ àáñîëþòíî ïîëíà â E
òîëüêî è òîëüêî ëèøü ïðè óñëîâèè

sup
{
‖F‖∧ : F ∈ Ê ′, |F (λ)| 6 1, λ ∈ Λ

}
< +∞. (1.1.8)

Âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîé ïîëíîòû â ëîêàëüíî âûïóê-
ëûõ ïðîñòðàíñòâàõ äàâàëèñü â ðàáîòàõ Â.Á. Øåðñòþêîâà [Øå95]�
[Øå00′], Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà è Â.Á. Øåðñòþêîâà [ÊØ98] (ñì. òàê-
æå [Êð86, � 2, Çàìå÷àíèå 1]).

Ñèñòåìà EΛ àáñîëþòíî ïîëíà â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàí-
ñòâå E ñ íàáîðîì ïîëóíîðì P , îïðåäåëÿþùèì òîïîëîãèþ â E, åñ-
ëè äëÿ âñÿêîãî e ∈ E ïðè íåêîòîðîì Ce > 0 äëÿ ëþáîé ïîëóíîðìû
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p ∈ P ïðè êàæäîì ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ∑
λ∈Λ cλeλ, äëÿ êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

p

(
e−

∑
λ∈Λ

cλeλ

)
< ε,

∑
λ∈Λ

|cλ| 6 Ce.

Òà æå ñèñòåìà îñëàáëåííî àáñîëþòíî ïîëíà â E, åñëè äëÿ ëþ-
áîé ïîëóíîðìû p ∈ P ñèñòåìà EΛ àáñîëþòíî ïîëíà â (E, p), ò. å.
â ïðîñòðàíñòâå ñ òåì æå ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, ÷òî è â E, íî
òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé îäíîé ïîëóíîðìîé p. Î÷åâèäíî, äëÿ íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E ýòè äâà ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò. Äâîé-
ñòâåííûé êðèòåðèé � ñèñòåìà EΛ àáñîëþòíî ïîëíà â îòäåëèìîì
ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ïîëÿðà

{
S ∈ E ′ :

∣∣〈S, eλ〉∣∣ 6 1, λ ∈ Λ
}
ñëàáî îãðàíè÷åíà â

E ′. Åñëè E ′ ðåàëèçóåòñÿ êàê ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî Ê ′

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòè, òî ìîæíî äàòü è äâîéñòâåííóþ
àíàëèòè÷åñêàÿ âåðñèþ ýòîãî êðèòåðèÿ â âèäå, áëèçêîì ê (1.1.8),
íî ñ çàìåíîé íîðìû íà ïîëóíîðìû.

Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé è èõ èññëåäîâàíèå ñì. â
[Øå95] è [Øå00′], ãäå ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûå (îñëàáëåííî)
T-ïîëíûå ñèñòåìû, îõâàòûâàþùèå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäó-
ùèå ïîíÿòèÿ ïîëíîòû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû, âêëþ-
÷àÿ O(p)-ïîëíîòó â ñìûñëå Ñ.ß. Õàâèíñîíà [Õàâ71].

1.2 Ìíîæåñòâà (íå)åäèíñòâåííîñòè è âûìåòàíèå

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó è â ñâåòå òåîðåìû 1.1.2 ïðè
äâîéñòâåííîì àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ïîëíîòå â ïðîñòðàíñòâå
E êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò âîçìîæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ ìíîæåñòâ
(íå)åäèíñòâåííîñòè â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ê ′ èç (1.1.2).
Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ äâîéñòâåííûé ìåòîä òàêîãî ðàñïî-
çíàâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè èç Ê ′ ãîëîìîðôíû â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè èç C è â òîé èëè èíîé ñòåïåíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïî-
òî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè ñâåðõó ñèñòåìîé ôóíêöèé-ìàæîðàíò,
èëè âåñîâûõ ôóíêöèé (êðàòêî � âåñîâ).

Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò àáñòðàêòíîå âûìåòàíèå ìåðû èëè ïîëî-
æèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà, ïîýòîìó çäåñü ìû çàêðåïëÿåì çà íèì
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íàèìåíîâàíèå �ìåòîä âûìåòàíèÿ� 3. Ýòîò ìåòîä ðàçðàáàòûâàë-
ñÿ è ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòàõ Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá91′′], [Õàá92]�
Khab94, [Õàá96]�[Õàá01′′], [Õàá97], [Õàá04′], [Õàá04′′], [Õàá05] (ñì.
òàêæå åãî îòäåëüíûå ýëåìåíòû â [Koo96, ãë. III], [Ra00]).

Ñïåêòð ïðèìåíåíèé ìåòîäà âûìåòàíèÿ â òåîðèè ôóíêöèé äî-
âîëüíî øèðîê (ïîäðîáíîñòè â [Õàá01′′]) è îïèñàíèå ìíîæåñòâ
(íå)åäèíñòâåííîñòè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ � ëèøü îäèí èç âàðèàíòîâ åãî
èñïîëüçîâàíèÿ. Ñàìî ïîíÿòèå âûìåòàíèÿ (balayage) âïåðâûå âîç-
íèêëî â òåîðèè ïîòåíöèàëà ó À. Ïóàíêàðå. Âîçìîæíà è àáñòðàêò-
íàÿ åãî òðàêòîâêà [Mei73], [ÀÊ78], [Õàá01′]�[Õàá01′′].

Ïóñòü K ⊂ Y � ìíîæåñòâà, à T, S : Y → [−∞,+∞] �
äâà ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå Y . Ôóíêöèîíàë S � âûìåòàíèå
ôóíêöèîíàëà T îòíîñèòåëüíî K â Y , åñëè T (k) 6 S(k) äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà k ∈ K.

Åñëè K � ïîäïðîñòðàíñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Y íàä
ïîëåì C, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ôóíêöèîíàëû T, S : Y → C∞.
Ïðè ýòîì S � âûìåòàíèå T îòíîñèòåëüíîK â Y , åñëè T (k) = S(k)
äëÿ ëþáîãî k ∈ K (ñì. [Be66]).

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå Ω � îáëàñòü â C, 0 ∈ Ω. Êîíóñ ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â îáëàñòè Ω îáîçíà÷àåì SH(Ω), âêëþ÷àÿ â
íåãî è ôóíêöèþ ≡ −∞.

1.2.1 Ìåðû Éåíñåíà è èõ ïðèìåíåíèå

Çäåñü ìû îïåðèðóåì ÷àñòíûì ñëó÷àåì âûìåòàíèÿ, êîãäà â ðî-
ëè Y âûñòóïàåò ïðîñòðàíñòâî C(Ω), K � ýòî âûïóêëûé êîíóñ
SH(Ω) ∩ C(Ω), à T = δ0 � ìåðà Äèðàêà, ò. å. åäèíè÷íàÿ ìàññà â
òî÷êå 0. Â ýòîì ñëó÷àå âûìåòàíèÿ ìåðû Äèðàêà δ0 ðåàëèçóþòñÿ
êàê ñïåöèàëüíûé êëàññ ìåð íà Ω, êîòîðûé ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ìåðà µ ∈M+
c (Ω) íàçûâàåòñÿ ìåðîé Éåíñå-

íà (äëÿ òî÷êè 0 â îáëàñòè Ω) åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ SH(Ω)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

u(0) =

∫
Ω

u dδ0 6
∫

Ω

u dµ.

3Â çàâèñèìîñòè îò àêöåíòîâ åãî ìîæíî íàçâàòü òàêæå ìåòîäîì îãèáàþùåé
èëè ìåòîäîì íàèáîëüøåé ìèíîðàíòû (íàèìåíüøåé ìàæîðàíòû).
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Êëàññ âñåõ òàêèõ ìåð Éåíñåíà îáîçíà÷àåì ÷åðåç J0(Ω).

Òðèâèàëüíûìè ïðèìåðàìè ìåð Éåíñåíà èç J0(Ω) ñëóæàò ñàìà
ìåðà Äèðàêà δ0, íîðìèðîâàííûå åäèíèöåé ìåðà Ëåáåãàm(r) â êðó-
ãå D(r) b Ω è ìåðà äëèíû äóãè s(r) íà îêðóæíîñòè ∂D(r).

Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ìåðû Éåíñåíà âîçíèêëè â òåîðèè ðàâ-
íîìåðíûõ àëãåáð [FA66], [Ga78]. Ðÿä èõ ñâîéñòâ îòðàæåí, íàïðè-
ìåð, â [Koo83], [Koo92], [Koo96], [CR01], [Ra00], [Õàá91′′], [Õàá92∗],
[Õàá03], à òàêæå â äðóãèõ ðàáîòàõ, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé ôóíêöèé
â êðóãå, ñ òåîðèåé (ïëþðè)ïîòåíöèàëà è ïð.

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå êëàññ J0(Ω) äâîéñòâåíåí ê êîíóñó
SH(Ω). Îäíî èç ïðîÿâëåíèé ýòîãî � äâîéñòâåííîå îïèñàíèå íàè-
áîëüøåé ñóáãàðìîíè÷åñêîé ìèíîðàíòû (èëè íàèìåíüøåé ñóïåð-
ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòû ) ôóíêöèè â Ω ÷åðåç ìåðû Éåíñåíà,
ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà, íî â óñîâåðøåí-
ñòâîâàííîé ôîðìå áåðóùåå íà÷àëî â ðåçóëüòàòå Ä.À. Ýäâàðäñà
[Edw66]. Â äàëüíåéøåì ýòó âàæíóþ äâîéñòâåííîñòü ïî ðàçíîîá-
ðàçíûì ïîâîäàì ðàçâèâàëè Ñ. Áó è Â. Øàõåðìàéåð [BSc92], Á. Êî-
óë è Ò. Ðàíñôîðä [CR97, Ñëåäñòâèå 1.7], [Ra00], Ï. Êóñèñ [Koo83],
[Koo92], [Koo96], Ô. Ëàðóññîí è Ð. Ñèãóðäññîí [LS98, Òåîðåìà
2.1], Å.À. Ïîëåöêèé [Ïîë91]�[Ïîë99], [Ïîë01], Á.Í. Õàáèáóëëèí
[Õàá92′], [Õàá93], [Õàá93′], [Õàá97], [Õàá01′]�[Õàá01′′]. Äðóãîå ïðî-
ÿâëåíèå äâîéñòâåííîñòè � ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ ïðîèçâîëüíûõ ìåð Éåíñåíà [Õàá03, Ïåð-
âûé êðèòåðèé ñóáãàðìîíè÷íîñòè].

Ôóíêöèÿ M : Ω→ [−∞,+∞] çàäàåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

H(Ω;M) := {f ∈ H(Ω) : log |f | 6M + const. íà Ω}.
Âñþäó íèæå â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
M(Ω) ⊂ R è ôóíêöèÿ M íåïðåðûâíà íà Ω.

Ðîëü ìåð Éåíñåíà â îïèñàíèè ìíîæåñòâ (íå)åäèíñòâåííîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé 1.2.1, ñôîðìóëèðîâàííîé çäåñü â òåðìè-
íàõ ïðîèçâîëüíîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè fΛ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ = {λk} ⊂ Ω ñ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ZerofΛ

= Λ.

Òåîðåìà 1.2.1. Åñëè Λ � ìíîæåñòâî íååäèíñòâåííîñòè äëÿ
ïðîñòðàíñòâà H(Ω;M), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
µ∈J0(Ω)

(∫
log |fΛ| dµ−

∫
M dµ

)
< +∞. (1.2.1)
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Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî (1.2.1), òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε ∈ (0, 1)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ìíîæåñòâî íååäèíñòâåííîñòè äëÿ
êëàññà H(Ω;M (ε)), ãäå â îáîçíà÷åíèè dΩ(z) := min{dist(z, ∂Ω), 1}

M (ε)(z) := sup
|z−w|6εdΩ(z)

M(w) + const. log
1

dΩ(z)
, z ∈ Ω. (1.2.2)

Äëÿ Ω = C � ýòî ðåçóëüòàò èç [Õàá91′′] (ñì. òàêæå [Ra00]).
Äëÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé Ω ýòà òåîðåìà óñòàíîâëåíà â [Õàá97,
Òåîðåìà 1.2]. ×óòü áîëåå îáùàÿ âåðñèÿ òåîðåìû 1.2.1, âêëþ÷àÿ è
ìíîãîìåðíûé åå âàðèàíò, äîêàçàíà â [Õàá01′′, Òåîðåìà 11.1]. Îò-
ëè÷èå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ëèøü â òîì, ÷òî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé
îáëàñòè Ω 6= C â îïðåäåëåíèè (1.2.2) ôóíêöèè M (ε) òðåáîâàëîñü
äîáàâèòü åùå è ñëàãàåìîå const. log(1 + |z|). Ê ñîæàëåíèþ, íà-
ìè íå áûëî â ñâîå âðåìÿ çàìå÷åíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z0 ∈ C \ Ω ïðåäâàðèòåëüíîå äîìíîæåíèå
ôóíêöèè fΛ íà ìíîæèòåëü 1/(z − z0)

m, ãäå ñòåïåíü m ∈ N äîñòà-
òî÷íî âåëèêà, ïîçâîëÿåò ëèêâèäèðîâàòü ýòî ñëàãàåìîå. Â [Õàá96′]
àíîíñèðîâàíà, à â [Õàá01′, Ââåäåíèå]�[Õàá01′′] îïèñàíà è ðåàëè-
çîâàíà îáùàÿ ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ äâîéñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
íàèáîëüøåé ñóáãàðìîíè÷åñêîé ìèíîðàíòû (èëè, áîëåå îáù�î, ñó-
ïåðëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîåêòèâíîì ïðåäåëå âåêòîðíûõ
ðåøåòîê) ê îïèñàíèþ ìíîæåñòâ (íå)åäèíñòâåííîñòè è ê ðÿäó äðó-
ãèõ ïðîáëåì. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ, êàê è â [Õàá01′′, Òåîðåìà
7.1], ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè, ìîæíî ïîëó÷èòü

Äîïîëíåíèå 1.2.1. Â òåîðåìå 1.2.1 â (1.2.1) ìîæíî çàìåíèòü
êëàññ J0(Ω) íà ïîäêëàññ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ìåð Éåíñåíà
J0(Ω) ∩ M+

ac(Ω) è äàæå íà ïîäêëàññ ìåð Éåíñåíà ñ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûìè ïëîòíîñòÿìè ñ íîñèòåëÿìè, íå ïåðåñåêà-
þùèìèñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì íàïåðåä çàäàííûì êîìïàêòîì èç Ω.

Âàæíîå ïîäìíîæåñòâî êëàññà J0(Ω) � êëàññ H0(Ω) ãàðìîíè-
÷åñêèõ ìåð ωD(0, ·) äëÿ ïîäîáëàñòåé D b Ω â òî÷êå 0 è åãî ïîä-
êëàññ H

reg
0 (Ω) ⊂ H0(Ω) äëÿ ðåãóëÿðíûõ (äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå)

ïîäîáëàñòåé D b Ω, ñîäåðæàùèõ 0. Èñïîëüçîâàíèå ñîâìåñòíûõ
ðåçóëüòàòîâ Á. Êîóëà è Ò. Ðàíñôîðäà [CR01, Òåîðåìà 4.2] äàåò
âîçìîæíîñòü (ñì. [Õàá04′′, ðàçäåë 3]) ïîëó÷èòü åùå îäíî

Äîïîëíåíèå 1.2.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω â òåîðåìå
1.2.1 â (1.2.1) ìîæíî çàìåíèòü êëàññ J0(Ω) íàHreg

0 (Ω)∩M(Ω\K).
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Äðóãîé âàæíûé ïîäêëàññ â J0(Ω) ïîðîæäàþò àíàëèòè÷åñêèå
äèñêè â Ω. Àíàëèòè÷åñêèì äèñêîì â îáëàñòè Ω ñ öåíòðîì â
0 ∈ Ω íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ g : D → Ω, íåïðåðûâíàÿ íà D è ãîëî-
ìîðôíàÿ â D, äëÿ êîòîðîé f(0) = 0 (ñì. [Ïîë91]�[Ïîë99], [CR01])4.
Åñëè àíàëèòè÷åñêèé äèñê g â Ω ñ öåíòðîì 0 ∈ Ω � ìíîãî÷ëåí êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ò. å. g ∈ C[z], òî åñòåñòâåííî íàçûâàòü åãî
ïîëèíîìèàëüíûì äèñêîì â Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 ∈ Ω.

Êàæäûé àíàëèòè÷åñêèé äèñê g â îáëàñòè Ω 3 0 ñ öåíòðîì â
íóëå ïîðîæäàåò ìåðó µ = g∗s(1) ∈M+

c ïî ïðàâèëó∫
f dµ :=

1

2π

∫ 2π

0

f(g(eiθ)) dθ, f ∈ C(Ω). (1.2.3)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåðà g∗s(1) � îáðàç íîðìèðîâàííîé åäèíèöåé
ìåðû äëèíû äóãè s(1) íà îêðóæíîñòè ∂D ïðè îòîáðàæåíèè g.
Êëàññ AD0(Ω) ⊂ J0(Ω) âñåõ òàêèõ ìåð íàçûâàþò ãîëîìîðôíûìè
ìåðàìè èëè àíàëèòè÷åñêèìè äèñê-ìåðàìè [CR01, � 7] (äëÿ òî÷êè
0 â îáëàñòè Ω). Ìåðû èç ïîäêëàññà PD0(Ω) â AD0(Ω), ïîðîæäåí-
íûå ïîëèíîìèàëüíûìè äèñêàìè, áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíû-
ìè äèñê-ìåðàìè. Êàê ïîêàçàëè Ñ. Áó è Â. Øàõåðìàéåð [BSc92,
Òåîðåìà B], çàìûêàíèå closPD0(Ω) ýòîãî ïîäêëàññà â ∗-ñëàáîé
òîïîëîãèè íà Mc(Ω) ñîâïàäàåò ñ J0(Ω), îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü

Äîïîëíåíèå 1.2.3. Â òåîðåìå 1.2.1 â (1.2.1) ìîæíî çàìåíèòü
êëàññ J0(Ω) íà ïîäêëàññ AD0(Ω) èëè PD0(Ω). Èíà÷å ãîâîðÿ, ââèäó
(1.2.3) òåîðåìà 1.2.1 âåðíà, åñëè (1.2.1) çàìåíèòü íà óñëîâèå

sup
g

(
1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣fΛ

(
g(eiθ)

)∣∣ dθ − 1

2π

∫ 2π

0

M(g(eiθ)) dθ

)
< +∞,

ãäå sup
g

âçÿò ïî âñåì àíàëèòè÷åñêèì äèñêàì g ∈ AD0(Ω) èëè ïî

âñåì ïîëèíîìèàëüíûì äèñêàì g ∈ PD0(Ω).

1.2.2 Ôóíêöèè Éåíñåíà è èõ ïðèìåíåíèå

Ïîëåçíûì îêàçàëñÿ è ñëåäóþùèé ýòàï äâîéñòâåííîñòè, çàêëþ-
÷àþùèéñÿ â ðàññìîòðåíèè ïîòåíöèàëîâ ìåð Éåíñåíà. Äâîéñòâåí-
íûå ê ìåðàì Éåíñåíà îáúåêòû â âèäå îáû÷íîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî

4Åñëè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû àíàëèòè÷åñêèõ äèñêîâ, òî ðàññìàò-
ðèâàåìûå çäåñü àíàëèòè÷åñêèå äèñêè âûäåëÿþò êàê çàìêíóòûå [Ïîë99].
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ïîòåíöèàëà
∫

log |z − ζ| dµ(z) âîçíèêàëè óæå â êíèãå Ò. Ãàìåëè-
íà [Ga78]. Îäíàêî â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèÿìè ê îïèñàíèþ ìíîæåñòâ
åäèíñòâåííîñòè áîëåå ïîëåçíûì îêàçàëîñü [Õàá91′′] ðàññìîòðåíèå
ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðîäà 0

Vµ(ζ) :=

∫
Ω

log |z − ζ| dµ(z)− log |ζ|

=

∫
Ω

log
∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣ dµ(z) , ζ ∈ Ω \ {0}, (1.2.4)

ìåð Éåíñåíà µ, ïîñêîëüêó ýòè ìåðû âåðîÿòíîñòíûå, à ïîòåíöè-
àë Vµ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Âíóòðåííåå îïèñàíèå âñåõ
òàêèõ ïîòåíöèàëîâ äàåò (ñì. [Ga78], [Õàá91′′], [Õàá92∗], [Koo96] è
íàèáîëåå äåòàëüíî â [Õàá03])

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â C, 0 ∈ Ω. Ñóáãàðìî-
íè÷åñêóþ â Ω\{0} ôóíêöèþ V íàçûâàåì ôóíêöèåé Éåíñåíà (äëÿ
òî÷êè 0 â îáëàñòè Ω), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1) V (ζ) > 0 ïðè ζ ∈ Ω \ {0} (ïîëîæèòåëüíîñòü);

2) ñóùåñòâóåò K b Ω òàêîå, ÷òî V ≡ 0 íà Ω\K (ôèíèòíîñòü);

3) lim sup
ζ→0

V (ζ)

− log |ζ|
6 1 (íîðìèðîâêà â íóëå).

Êëàññ âñåõ ôóíêöèé Éåíñåíà îáîçíà÷àåì ÷åðåç PJ0
(Ω).

Ôóíêöèè Éåíñåíà V â Ω 3 0 è ïîòåíöèàëû ìåð Éåíñåíà èç
(1.2.4) âñåãäà äîîïðåäåëÿåì íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íà äîïîëíåíèè
C∞ \ Ω. Òîãäà îíè ñòàíîâÿòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèìè â C∞ \ {0}.

Ôóíêöèè Éåíñåíà èçó÷àëèñü òàêæå Â.È. Ìàöàåâûì, È.Â. Îñ-
òðîâñêèì è Ì.Ë. Ñîäèíûì [ÌÎÑ02] â ñëó÷àå ïëîñêîñòè Ω = C è
ïðèìåíÿëèñü Ê. Ñàíäáåðãîì [Su02] â åäèíè÷íîì êðóãå Ω = D.

Ïóñòü M � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Ω ñ ìåðîé Ðèññà
νM = 1

2π∆M (çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, à ðàâåíñòâî � â ñìûñ-
ëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà (äëÿ Ω = C
ñì. [Õàá91′′, Îñíîâíàÿ Òåîðåìà è Ïðåäëîæåíèå 4.2], äëÿ îäíîñâÿç-
íûõ îáëàñòåé Ω � [Õàá97, Òåîðåìà 1.3], [Õàá01′′, Òåîðåìà 11.2])
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Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü M ∈ SH(Ω)
⋂
C(Ω). Òåîðåìà 1.2.1 ñïðà-

âåäëèâà, åñëè âìåñòî (1.2.1) èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

sup
V ∈PJ0

(Ω)

(∑
k

V (λk)−
∫
V dνM

)
< +∞. (1.2.5)

Ïåðåõîä îò òåîðåìû 1.2.1 ê òåîðåìå 1.2.2 îñóùåñòâëÿåòñÿ íà
îñíîâå ñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Ïóàññîíà�
Éåíñåíà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü uν ∈ SH(Ω) ñ ìåðîé Ðèññà ν è ïðè ýòîì
uν(0) 6= −∞. Òîãäà äëÿ êàæäîé ìåðû Éåíñåíà µ â Ω ñ ïîòåíöè-
àëîì Vµ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

Ω

uν dµ =

∫
Ω

Vµ dν + uν(0) . (1.2.6)

Ðàñïðîñòðàíåíèå â [Õàá03] îáîáùåííîé ôîðìóëû Ïóàññîíà�
Éåíñåíà (1.2.6) íà ïðîèçâîëüíûå îáëàñòè Ω ïîçâîëÿåò îáîéòèñü
áåç òðåáîâàíèÿ îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè Ω è â òåîðåìå 1.2.2.

Êàæäàÿ îòäåëüíàÿ ôóíêöèÿ Éåíñåíà V óæå íåñåò â ñåáå äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå äëÿ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè â âåñîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, åñëè âìåñòå ñ V ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûå åå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùèå ýòó ôóíêöèþ â êëàññå ôóíêöèé Éåíñåíà. Îñîáåííî
ïðîñòî òàêèå óñëîâèÿ âûãëÿäÿò, êîãäà îáëàñòü Ω = C, ïîñêîëüêó
åñëè V ∈ PJ0

(C), òî V (·/z) ∈ PJ0
(C) äëÿ ëþáîãî z ∈ C \ {0}.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè Ω = C è äëÿ ôóíêöèè V ∈ PJ0
(C) â

óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.2.2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim sup
z→∞

(∑
k

V (λk/z)−
∫
V (ζ/z) dνM(ζ)

)
= +∞, (1.2.7)

òî Λ � ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ H(C;M).

Òåîðåìà 1.2.2 è îñîáåííî ñëåäñòâèå 1.2.1 äåëàþò àêòóàëüíîé çà-
äà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Éåíñåíà. Óêàæåì îäèí òàêîé ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ (çäåñü � òîëüêî äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé), â ÷àñòíîì âèäå
ðåàëèçîâàííûé â ñòàòüÿõ Á.Í. Õàáèáóëëèíà (äëÿ îäíîé ïåðåìåí-
íîé � â [Õàá91′′, � 5, ï. 4], äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ è â íåÿâíîé
ôîðìå � â [Õàá91′, Ëåììà 2.2], â ÿâíîì âèäå � â [Õàá92∗], [Õàá99],
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à íàèáîëåå îáùî � â [Õàá05, � 4]). Çà èñõîäíûé îáúåêò òàêîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ
v 6≡ −∞ â C. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ v

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé. Äàëüíåéøèå âîçìîæíûå øàãè:

i) v1 := (v − const.)+, ãäå const. ñòîëü âåëèêà, ÷òî v1 ≡ 0 â
íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè 0;

ii) v?1(ζ) := v1

(
1/ζ̄

)
, ζ ∈ C, � èíâåðñèÿ v1 îòíîñèòåëüíî ∂D;

iii) èñïîëüçóÿ èíâåðñèþ v?1 îòíîñèòåëüíî ∂D(r), r > 0, ïîëàãàåì

Vr(ζ) :=

{
v?1(ζ) ïðè |ζ| > r;

v?1(r2/ζ̄ ) ïðè |ζ| 6 r;

iv) ïîëîæèì Ar = supθ∈[0,2π) ar(θ), ãäå

ar(θ) :=
∂Vr(te

iθ)

∂t

∣∣∣
t=r−0

− ∂Vr(te
iθ)

∂t

∣∣∣
t=r+0

= −2
∂v?1(teiθ)

∂t

∣∣∣
t=r

� ñóììà ïðîèçâîäíûõ îò Vr ïî âíåøíåé íîðìàëè ñîîòâ. íà
ãðàíèöàõ êðóãà D(r) è åãî äîïîëíåíèÿ C \D(r);

v) V (ζ) :=
1

rAr
Vr(ζ) + log+ r

|ζ|
, ãäå ïðè Ar = 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå

ñïðàâà îòáðàñûâàåòñÿ, � ôóíêöèÿ Éåíñåíà â íóëå äëÿ âñÿêîé
îáëàñòè Ω c (C \ U ?) ∪ {0}, ãäå U ? := {ζ ∈ C : 1/ζ̄ ∈ U} �
èíâåðñèÿ U (ñóáãàðìîíè÷íîñòü V â îêðåñòíîñòè ∂D(r) ñëåäó-
åò ïî ïîñòðîåíèþ èç [Õàá93, Ëåììà 3.8.1], [Õàá99, Ëåììà 4.1]
èëè îáùèõ òåîðåì Ï. Áëàíøå [Bl95, Òåîðåìû 3.1�3.3]).

Âîçìîæíî è îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè i)�v) íà ïóòè çàìåíû êðóãà
D(r) íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ D 3 0, à èíâåðñèè v?1(r2/ζ̄ )
â iii) � çàìåíîé ïåðåìåííîé, îñíîâàííîé íà êîíôîðìíîì îòîáðà-
æåíèè D íà åå âíåøíîñòü C∞ \D.

Íà àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Éåíñåíà óêà-
çàë íàì â ñâîå âðåìÿ Â.Ñ. Àçàðèí â îòçûâå î äèññåðòàöèè [Õàá93].
Íàïðèìåð, äëÿ îáëàñòè Ω 3 0 è âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ∈ M+

c (Ω)
ñëåäóþùèå äâå ôóíêöèè îò ζ 6= 0

ζ 7−→
(∫

Ω

log
∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣ dµ(z)− const.

)+

,

ζ 7−→
(∫

Ω

log+
∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣ dµ(z)− const.

)+
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áóäóò ôóíêöèÿìè Éåíñåíà äëÿ 0 â Ω (ñð. ñ (1.2.4)), åñëè ïîñòîÿí-
íàÿ const. ñòîëü âåëèêà, ÷òî V ≡ 0 âíå íåêîòîðîãî K b Ω. Íî ïðè
òàêîì ïîñòðîåíèè áûâàåò òðóäíî ïðîñëåäèòü èçìåíåíèÿ èñõîäíîãî
ïîòåíöèàëà Vµ(ζ) =

∫
Ω log |1− z/ζ| dµ(z), ζ ∈ C∞ \ {0}.

Åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íàáîðà äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé äëÿ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè âûãîäíî èñïîëüçîâàòü âñå
ôóíêöèè Éåíñåíà, òî äëÿ, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî áîëåå òðóä-
íîé çàäà÷è óñòàíîâëåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ìíîæåñòâ
íååäèíñòâåííîñòè â öåëÿõ îáëåã÷åíèÿ ïðîâåðêè (1.2.5) âàæíî ìàê-
ñèìàëüíî ñóçèòü êëàññ òåñòèðóþùèõ (1.2.5) ôóíêöèé Éåíñåíà.

Îòîáðàæåíèå P : µ → Vµ êëàññà J0(Ω) íà êëàññ PJ0
(Ω), ãäå

Vµ � ïîòåíöèàë ìåðû Éåíñåíà èç (1.2.4), ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé (ñì.
[Õàá97, Ïðåäëîæåíèå 3.4], [Õàá01′′, Ëåììà 11.1], [Õàá03, Òåîðåìà
äâîéñòâåííîñòè]), à ìåðà Éåíñåíà µ = P−1(V ) äëÿ V ∈ J0(Ω) îä-
íîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïðàâèëó

P−1(V ) =
1

2π
∆V +

(
1 + lim inf

ζ→0

V (ζ)

log |ζ|

)
δ0 ∈ J0(Ω) (1.2.8)

(ñì. [Õàá03, Ïðåäëîæåíèå 1.4]). Êðîìå òîãî,

(J1) ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ P íà ïîäêëàññ ìåð ñ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ äàåò â êà÷åñòâå îáðàçà ïîäêëàññ
ôóíêöèé Éåíñåíà èç C∞(Ω \ {0});

(J2) îáðàç ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ P íà H
reg
0 (Ω) îáðàçóåò ïîäêëàññ

G
reg
0 (Ω) ⊂ PJ0

(Ω) âñåõ ïðîäîëæåííûõ íóëåì íà Ω\D ôóíêöèé
Ãðèíà gD(ζ, 0), ζ ∈ Ω, ñ ïîëþñîì â íóëå äëÿ ðåãóëÿðíûõ
îáëàñòåé D b Ω, ñîäåðæàùèõ 0 ∈ Ω;

(J3) îáðàç ñóæåíèÿ P íà ïîäêëàññ àíàëèòè÷åñêèõ äèñê-ìåð èëè
ïîëèíîìèàëüíûõ äèñê-ìåð ñîâïàäàåò ñ ïîäêëàññîì ôóíêöèé
Éåíñåíà, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå âèäà

V (ζ) =

∫ 2π

0

log
∣∣∣1− g(eiθ)

ζ

∣∣∣ dθ , ζ ∈ Ω \ {0}, (1.2.9)

ãäå g ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ñîîòâ.
ïîëèíîìèàëüíûõ äèñêîâ â Ω ñ öåíòðîì â 0.

Äîïîëíåíèÿ 1.2.1�1.2.3 ïðè ýòîì ïåðåéäóò â
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Äîïîëíåíèå 1.2.4. Â òåîðåìå 1.2.2 â (1.2.5) ìîæíî çàìåíèòü
êëàññ PJ0

(Ω) íà ëþáîé ïîäêëàññ ôóíêöèé Éåíñåíà èç (J1)�(J3).

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ Ω � ìíîæåñòâî íååäèíñòâåííî-
ñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà H(Ω,M) ñ ñóáãàðìîíè÷åñêèì âåñîì M , òî
â êàêîì-òî ñìûñëå ñ÷èòàþùàÿ ìåðà nΛ äîëæíà ìàæîðèðîâàòüñÿ
ìåðîé Ðèññà νM . Òåîðåìà 1.2.2 è äîïîëíåíèå 1.2.4 ïðèäàþò ýòî-
ìó ýâðèñòè÷åñêîìó íàáëþäåíèþ âïîëíå îïðåäåëåííûé ñìûñë. Ïðè
ýòîì êëàññ ôóíêöèé Éåíñåíà è íåêîòîðûå åãî ïîäêëàññû èãðàþò â
ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñàõ ðîëü òåñòîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé, àíà-
ëîãè÷íóþ ðîëè ïîëîæèòåëüíûõ ôèíèòíûõ îñíîâíûõ ôóíêöèé ïðè
ïðîâåðêå ñòàíäàðòíîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà 6 ìåæäó ìåðàìè èëè
ðàñïðåäåëåíèÿìè (îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè M ìîæåò áûòü
çíà÷èòåëüíî îñëàáëåíî, à åå ïðåîáðàçîâàíèÿM (ε) èç (1.2.2) â ôîð-
ìóëèðîâêå òåîðåìû 1.2.1, à çíà÷èò, è âî âñåõ äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ
ýòîãî ðàçäåëà äîïóñêàþò ãîðàçäî áîëåå øèðîêîå âàðüèðîâàíèå â
çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè è ïîòðåáíîñòåé.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ôîðìóëû, òàêèå, êàê ôîðìóëû
Íåâàíëèííû, Êàðëåìàíà, Á.ß. Ëåâèíà, à òàêæå è íîâûå ìîæ-
íî ïîëó÷èòü â åäèíîì êëþ÷å èç îáîáùåííîé ôîðìóëû Ïóàññîíà�
Éåíñåíà (1.2.6) òåîðåìû 1.2.3 ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíê-
öèé Éåíñåíà ïî ñõåìå i)�v), à ïî íèì � è ìåð Éåíñåíà (ïîñðåäñòâîì
P−1 èç (1.2.8)). Âàðèàöèè íà ýòó òåìó â íåñêîëüêî çàâóàëèðîâàí-
íîé ôîðìå ïðèñóòñòâóþò â [Õàá91′], [Õàá91′′, � 7, ï. 4], [Õàá99, ï. 4].



Ãëàâà 2

Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé

2.1 Cèñòåìû ýêñïîíåíò íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïîëíîòû ñè-
ñòåì ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà êàêîì-
ëèáî òèïå çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà èç R èëè èç [−∞,+∞].

2.1.1 Ïîëíîòà íà îòðåçêå
èëè êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå â R

Â îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ïîëíîòå ñèñòåìû ExpΛ

íà îòðåçêå ëåæèò ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ òåîðåìû 1.1.2 (ñì. [Le40],
[Sch43], [Ñåä00, 4.2, ëåììà 1]):

Òåîðåìà 2.1.1. Ñèñòåìà ExpΛ íåïîëíà íà îòðåçêå [a, b] ïðè
−∞ < a < b < +∞, (ñîîòâ. â Lp(a, b), 1 6 p < ∞) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ F 6≡ 0, îáðàùà-
þùàÿñÿ â íóëü íà Λ è ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå

F (λ) =

∫ b

a

eλx dσ(x) , λ ∈ C, (2.1.1)

ãäå σ � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [a, b](
ñîîòâ. F (λ) =

∫ b

a

eλxf(x) dx,

λ ∈ C, f ∈ Lq(a, b), 1

p
+

1

q
= 1

)
.

(2.1.2)

32
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Ïî òåîðåìå 2.1.1 è äàæå áåç íåå ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à ïîë-
íîòû ñèñòåìû ExpΛ íà îòðåçêå è â Lp(a, b) íå �÷óâñòâóåò� ñäâè-
ãà îòðåçêà, à âñÿêàÿ ãîìîòåòèÿ îòðåçêà [a, b] ñ êîýôôèöèåíòîì k

èëè ïîâîðîò îòðåçêà âîêðóã íóëÿ íà óãîë θ ïåðåâîäèò óòâåðæäå-
íèÿ î (íå)ïîëíîòå ñèñòåìû ExpΛ â òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñîîòâ.
äëÿ ñèñòåìû Exp 1

kΛ èëè ExpeiθΛ. Ïîýòîìó íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
è ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ êîíêðåòíîãî îòðåçêà, íàïðè-
ìåð, [−π, π], èëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè iΛ = {iλk} íîñÿò, òåì
íå ìåíåå, îáùèé õàðàêòåð.

Öåëûå ôóíêöèè âèäà (2.1.1) (ñîîòâ. (2.1.2)) � ýòî ö.ô.ý.ò.
âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ([Ëåâ56], [Ëåâ96]) ñ èíäèêàòîðîì ðîñòà
hF (θ) 6 b cos+ θ−a cos− θ =: K[a,b](θ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà
[a, b], θ ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

|F (reiθ)| 6 const. exp
(
K[a,b](θ)r

)
, r > 0. (2.1.3)

(ñîîòâ. íàðÿäó ñ (2.1.3) è óñëîâèþ limy→±∞ F (iy) = 0). Â ÷àñòíî-
ñòè, ôóíêöèÿ eiλ(a+b)/2F (−iλ) ïîïàäàåò â ïðîñòðàíñòâî Áåðíøòåé-
íà B∞σ ïðè çíà÷åíèè σ = (b− a)/2 .

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ C (ñì. ñîãëàøåíèå 0 /∈ Λ èç ïîä-
ðàçäåëà 0.1.2 ââåäåíèÿ)

∆(Λ) := lim sup
t→∞

nrad
Λ (t)

t
, D(Λ) := lim sup

r→∞

NΛ(r)

r
(2.1.4)

� ñîîòâ. âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü è óñðåäíåííàÿ âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Åñëè âìåñòî âåðõíèõ ïðåäåëîâ â (2.1.4)
ïîñòàâèòü íèæíèå, òî ïîëó÷àåì íèæíèå ïëîòíîñòè ∆(Λ) è
D(Λ). Åñëè ∆(Λ) = ∆(Λ) =: ∆(Λ), òî ∆(Λ) � îáû÷íàÿ ïëîò-
íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íàÿ
óñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü D(Λ) := D(Λ) = D(Λ). Ìàêñèìàëüíàÿ
ïëîòíîñòü Ïîéà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è åå óñðåäíåííàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïëîòíîñòü Ïîéà çàäàåòñÿ ñîîòâ. êàê [Koo88, VIE]

∆max(Λ) := lim
ε→+0

lim sup
t→∞

nrad
Λ (t+ εt)− nrad

Λ (t)

εt
, (2.1.5n)

Dmax(Λ) := lim
ε→+0

lim sup
r→∞

NΛ(r + εr)−NΛ(r)

εr
. (2.1.5N)

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé ZeroF íåíóëåâîé ö.ô.ý.ò. âèäà
(2.1.1) è (2.1.2) âñå ïëîòíîñòè èç (2.1.4) è (2.1.5) ñîâïàäàþò ââèäó
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îïðåäåëåííîé ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà òàêèõ ôóíêöèé è ðàñïðåäåëå-
íèÿ èõ íóëåé [Ëåâ56], [Ëåâ96], [Boa54].

Íà îñíîâå âûòåêàþùåãî èç ôîðìóëû Éåíñåíà

log |F (0)|+NZeroF (r) =
1

2π

∫ 2π

0

log |F (reiθ)| dθ (2.1.6)

íåðàâåíñòâà Éåíñåíà

D(ZeroF ) = lim sup
r→+∞

1

r

1

2π

∫ 2π

0

log |F (reiθ)| dθ

6
1

2π

∫ 2π

0

hF (θ) dθ , (2.1.7)

ãäå hF � èíäèêàòîð ðîñòà ö.ô.ý.ò. F , äëÿ ôóíêöèè F âèäà (2.1.1)
è (2.1.2) ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.1.7) íå ïðåâûøàåò (b − a)/π.
Ïî òåîðåìå 2.1.1 íàèëó÷øèé âîçìîæíûé ðåçóëüòàò î ïîëíîòå â
òåðìèíàõ ïëîòíîñòåé (2.1.4) è (2.1.5) �

Òåîðåìà 2.1.2. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ïëîòíîñòåé èç (2.1.4) èëè
(2.1.5) áîëüøå, ÷åì (b − a)/π, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà [a, b]
è â Lp(a, b). Åñëè D(Λ) > (b − a)/π, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà
è â ïðîñòðàíñòâå H[a, b] := H([a, b]) ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ íà
îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.1.2 åùå î÷åíü �ãðóáàÿ� è ìàëî ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó
ïðîñòðàíñòâ C[a, b] è Lp(a, b). Ê ïåðâûì óòâåðæäåíèÿì, â íåêîòî-
ðîé ñòåïåíè ëèøåííûì îòìå÷åííîãî íåäîñòàòêà, ìîæíî îòíåñòè
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ì. Êàðòðàéò [Car30] è Í. Ëåâèíñîíà [Le40]
(ñì. òàêæå [Ëåâ56, Ïðèëîæåíèå III], [Ëåâ96, 17, Òåîðåìà 1; 18, Òåî-
ðåìà 2]), êîòîðûé ñèëüíåå òåîðåìû 2.1.2 �â 22 ðàç� (îöåíêè ïëîò-
íîñòåé ñíèçó ìåíüøå â äâà ðàçà è ðàññìàòðèâàåòñÿ �âåðõíÿÿ èëè
íèæíÿÿ ïîëîâèíà� òî÷åê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ).

Òåîðåìà 2.1.3. Åñëè ïðè 0 6 α < π îäíà èç ïëîòíîñòåé èç
(2.1.4) èëè (2.1.5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ∩∠(−π/2+α, 3π/2−α)
èëè Λ∩∠(−3π/2+α, π/2−α) áîëüøå, ÷åì (b−a)/2π, òî ñèñòåìà
ExpΛ ïîëíà íà [a, b] è â Lp(a, b).

Â òî æå âðåìÿ ïî÷òè ÷åðåç 20 ëåò ïîñëå ïîñòàâëåííîãî Í. Ëå-
âèíñîíîì [Le40] âîïðîñà Æ.-Ï. Êàõàí [Kah59] óêàçàë ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü Λ ⊂ iR íóëåâîé âåðõíåé ïëîòíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñè-
ñòåìà ExpΛ ïîëíà íà ëþáîì îòðåçêå èç R. Óæå ÷åðåç ãîä Ï. Êó-
ñèñ [Koo60] (ñì. òàêæå [Koo92, ñ. 294]) ïîñòðîèë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ ⊂ iN ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë íóëåâîé âåðõíåé ïëîò-
íîñòè, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà ëþáîì îòðåçêå äëè-
íû < 2π. Ðàçâèòèå ýòèõ ïðèìåðîâ, ïîêàçàâøèõ, ÷òî òåîðåìà 2.1.3
âñå åùå íåäîñòàòî÷íî ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâ C[a, b] è
Lp(a, b), ìîæíî íàéòè â îáçîðå Ð. Ì. Ðåäõåôôåðà [Red74, Òåîðåìà
37], ãäå óêàçàíà òàêæå íåðåøåííàÿ íà ìîìåíò åãî ïóáëèêàöèè

Ïðîáëåìà 2.1.1. Äëÿ âñÿêîé ëè âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè b > 0
íà [1,+∞) ïðè

∫∞
1 b(t)t−2 dt =∞ íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ ⊂ iN ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé nrad
Λ (t) 6 b(t) ïðè

t > 1, íî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà ëþáîì îòðåçêå â R äëèíû < 2π?

Äàëüíåéøàÿ ñóäüáà ýòîé ïðîáëåìû íàì íåèçâåñòíà.
Äðóãîé âàðèàíò óñëîâèé è äàæå êðèòåðèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû

ExpΛ, íàâåÿííûé òåîðåìàìè Ìþíòöà�Ñàñà î ïîëíîòå ñèñòåì ñòå-
ïåíåé (ñì. íèæå), áûë ïðåäëîæåí Äæ. À. Êëàðêñîíîì è Ï. Ýðäå-
øåì [CE43] äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ è Ë. Øâàðöåì [Sch43] äëÿ âå-
ùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçàòåëåé Λ.

Ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk} ⊂ C îòäåëåíà îò
ìíèìîé îñè (îò iR), åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim inf
k→∞

∣∣Reλk
∣∣

|λk|
> 0 . (2.1.8)

Ðàñïðîñòðàíåíèå êðèòåðèÿ Êëàðêñîíà�Ýðäåøà�Øâàðöà íà êî-
ìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè â ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ðåàëèçîâàëè Á.ß. Ëå-
âèí [Ëåâ56], Ó. Ëþêñåìáóðã è ß. Êîðåâààð [LK71] (äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé Λ, îòäåëåííûõ îò iR), Ð.Ì. Ðåäõåôôåð [Red68],
[Red74, Òåîðåìà 41] (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Λ ⊂ C):

Òåîðåìà 2.1.4. Äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà [a, b] ⊂ R èëè â
Lp(a, b) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàñõîäèëñÿ ðÿä (óñëîâèå ðàñõîäèìî-
ñòè Áëÿøêå�Ìþíòöà) ∑

k

1

1 + |λk|
, (2.1.9)
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è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàñõîäèëñÿ ðÿä∑
k

|Reλk|
1 + |λk|2

. (2.1.10)

Ïåðå÷åíü óñëîâèé, ýêâèâàëåíòíûõ ðàñõîäèìîñòè èëè ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà (2.1.10), ìîæíî íàéòè ó Ë. Êíîêåðòà [Kn02].

Ïðè îòäåëåííîñòè Λ îò ìíèìîé îñè óñëîâèÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿ-
äîâ (2.1.9) è (2.1.10) ýêâèâàëåíòíû, à òåîðåìà 2.1.4 ïðèîáðåòàåò
ôîðìó êðèòåðèÿ, ñîäåðæàùåãî, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, êðèòåðèé
Êëàðêñîíà�Ýðäåøà�Øâàðöà äëÿ Λ ⊂ R:

Òåîðåìà 2.1.5. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ C, îòäåëåííîé îò
ìíèìîé îñè, ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà [a, b] ⊂ R (â Lp(a, b)) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñõîäèòñÿ ðÿä (2.1.9).

Íåêîòîðóþ âåðñèþ òåîðåìû 2.1.5 ìîæíî èçâëå÷ü èç ïðåïðèíòà
Ë.Ê.Ë. Áîòåëõî [Bo99]. Ñïåöèôè÷åñêîå ðàçâèòèå òåîðåìû 2.1.5
äëÿ ñèñòåì ôóíêöèé {f(λkz)} íà îòðåçêå, ãäå f ãîëîìîðôíà â âû-
ïóêëîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îòðåçîê, îòíîñèòåëüíî íåäàâíî ïðåä-
ëîæåíî Ñ.Â. Çëîáèíîé [Çë99, Òåîðåìà]. Íåêîòîðûå îñîáûå óñëîâèÿ
ïîëíîòû ñèñòåì ïîäîáíîãî âèäà ñ öåëîé ôóíêöèåé f â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Lpdµ(0, 1) ôóíêöèé ñ ìîäóëåì, èíòåãðèðóåìûì â p-îé ñòåïåíè
ïî ïîëîæèòåëüíîé ìåðå µ íà èíòåðâàëå (0, 1), äàíû Ë.Ä. Àáðåó â
[Abr06], íî îïóáëèêîâàíû èì åùå â ïðåïðèíòå â 2004 ã. Ñôîðìó-
ëèðóåì èõ çäåñü âìåñòå.

Ïóñòü çàäàíû äâå öåëûå ôóíêöèè f è g, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)nanz
2n, g(z) =

∞∑
n=0

(−1)nbnz
2n, an, bn ∈ R+,

ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Zerof ∩R+ = (γk)
è Zerog ∩R+ = (λk) ïåðåíóìåðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ, k = 1, 2, . . . .

Òåîðåìà 2.1.6 ([Abr06, Òåîðåìû 1, 2]). Åñëè limn→∞ an/bn = 0, à
ôóíêöèÿ f ïîðÿäêà < 1, èëè æå ïîðÿäêà < 2, íî äîïîëíèòåëüíî
λk 6 γk ïðè âñåõ k, òî ñèñòåìà {f(λkz)} ïîëíà â Lpdµ(0, 1).

Â [Abr06] ýòà òåîðåìà ïðèìåíÿåòñÿ è ê âîïðîñàì ïîëíîòû ñè-
ñòåì ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíåå ñîñòàâëÿåò îäíó èç îñíîâ-
íûõ òåìàòèê ìîíîãðàôèè Äæ.Ð. Õèããèíñà [Hi77].
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Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé Λ Ï. Áî-
ðóàéí è Ò. Ýðäåëè [BE98] ïîëó÷èëè êðèòåðèè ïîëíîòû ñèñòåì ñòå-
ïåíåé {xλk} â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà ïðåäêîìïàêòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ èç (0,+∞). Îíè èñïîëüçîâàëè ïðÿìûå ìåòîäû, îò-
ëè÷íûå îò äâîéñòâåííûõ è îñíîâàííûå íà òîíêèõ íåðàâåíñòâàõ
äëÿ êîíå÷íûõ êîìáèíàöèé ñòåïåíåé. Ïîäðîáíåå ñ ýòèìè ìåòîäàìè,
èõ èñòîêàìè è ìíîãèìè äîïîëíèòåëüíûìè ãëóáîêèìè ðåçóëüòàòà-
ìè, ñâÿçàííûìè ñ óñëîâèåì (áåñ)êîíå÷íîñòè ñóììû (2.1.9), ìîæ-
íî îçíàêîìèòüñÿ ïî èõ ìîíîãðàôèè [BE95] è îáçîðó Ò. Ýðäåëè
[Er05]. Ñôîðìóëèðóåì äâà èõ êðèòåðèÿ êàê óòâåðæäåíèÿ î ïîë-
íîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò ExpΛ. Â îáîèõ êðèòåðèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî Λ = {λk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë, à ëåáåãîâà ìåðà X b R ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Òåîðåìà 2.1.7 ([BE98, Òåîðåìà 3.4]). Ïóñòü X = closX. Ñèñòå-
ìà ExpΛ ïîëíà íà X, åñëè è òîëüêî åñëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä (2.1.9).

Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ w > 0 íà X b R, èçìåðèìîì ïî m, ïðè
p ∈ (0,+∞) ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî Lpw(X) ñ Lp-íîðìîé íà X,
íî ñ ìåðîé w dx âìåñòî dm (ñì. ï. 0.1.4 ââåäåíèÿ).

Òåîðåìà 2.1.8 ([BE98, Òåîðåìà 3.7]). Ïóñòü w > 0 íà X è∫
X w(x) dx > 0. Ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â Lpw(X), 0 < p < +∞,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñõîäèòñÿ ðÿä (2.1.9).

Ïî-âèäèìîìó, îòêðûòîé îñòàåòñÿ

Ïðîáëåìà 2.1.2. Ðàñïðîñòðàíèòü êðèòåðèè Áîðóàéíà�Ýðäåëè,
ò. å. òåîðåìû 2.1.7�2.1.8, íà îòäåëåííûå îò ìíèìîé îñè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ.

Ðåøåíèå ÷àñòè ïðîáëåìû 2.1.7 âîçìîæíî ñðàçó íà îñíîâå ïðå-
äûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð, óñëîâèå ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
(2.1.10) äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîòû ExpΛ íà ëþáîì êîìïàêòå â R.
Ïðîáëåìà � â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè.

Îòêëîíåíèå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñèñòåìû ýêñïîíåíò (ñòåïå-
íåé) îò àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè íà îòðåçêå èññëåäîâàëè, ê
ïðèìåðó, Ì. ôîíÃîëè÷åê [Go75] è Ã. Ñòèëë [Sti85].

Ñåðúåçíûé íåäîñòàòîê òåîðåì 2.1.2 è 2.1.3, à òàêæå äîñòàòî÷-
íîãî óñëîâèÿ (2.1.10) â òåîðåìå 2.1.4 � ýòî áåñêîíå÷íûé èçáûòîê
ïîëíîòû. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ñèñòåìû ýêñïîíåíò âñåãäà ìîæíî
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óäàëèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé, íå íàðóøàÿ ïîëíîòû. Ê òîìó
æå óñëîâèå ðàñõîäèìîñòè (2.1.10) â òåîðåìå 2.1.4 íå �÷óâñòâóåò� è
äëèíû îòðåçêà [a, b]. Èñõîäíûì ïóíêòîì åùå îäíîãî òèïà óñëîâèé
ïîëíîòû íà [a, b], â íåêîòîðîé ìåðå ëèøåííûõ ýòèõ íåäîñòàòêîâ,
ÿâëÿåòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ Í. Ëåâèíñîíà [Le40]. Èëëþñòðèðóåò èõ
çäåñü òîëüêî îäíà

Òåîðåìà 2.1.9. Ïóñòü p ∈ [1,+∞] è äëÿ Λ ⊂ C õàðàêòåðèñòèêà

lim sup
r→∞

(
NΛ(r)− d

π
r +

log r

p

)
(2.1.11)

= +∞ ïðè p = 1,+∞ èëè 6= −∞ ïðè 1 < p < +∞. Åñëè b−a 6 d,
òî ñèñòåìà Exp Λ ïîëíà â Lp(a, b) ïðè p ∈ [1,+∞) è íà [a, b] ïðè
p = +∞. Â (2.1.11) çàìåíèòü ÷èñëî p íà ìåíüøåå íåëüçÿ.

Ïîäðîáíûå êîììåíòàðèè è ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ñâÿ-
çàííûå ñ òåîðåìàìè 2.1.4 è 2.1.9 è èõ âàðèàöèÿìè, ìîæíî íàéòè
â îáçîðå À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä01′, � 1], [Ñåä03′′, � 1] (ñì. òàê-
æå [Red74], [Ñåä00], [Ñåä03]�[Ñåä03′], [Ñåä05], [You80], [ÌÏÑ04]),
ãäå ïðîâåäåí è àíàëèç òî÷íîñòè òåîðåìû 2.1.9 (ñì. òàêæå ñòàòüþ
À.È. Õåéôèöà [Õå68]). Â âàðèàöèÿõ ýòèõ òåîðåì íàêëàäûâàþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé Λ.
Ìû æå îòìåòèì òîëüêî, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.9, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, �÷óâñòâóþò� óäàëåíèå äàæå îäíîé ýêñïîíåíòû èç ExpΛ. Íàèáî-
ëåå ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå ïî îáîáùåíèþ òåîðåìû Ëåâèíñîíà
2.1.9 îñóùåñòâëåíî íåäàâíî â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Í. Ã. Ìàêàðîâà è
À. Ã. Ïîëòîðàöêîãî [ÌÏ05, 2.11].

Òåîðåìû Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà

Êóëüìèíàöèåé èññëåäîâàíèé ïî çàäà÷å ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì ýêñ-
ïîíåíò íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (çàìêíóòîì èëè îòêðûòîì)
äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà
î ðàäèóñå ïîëíîòû [BM67]. Ïðèâåäåì åå çäåñü â èíòåðïðåòàöèè
Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà [Red72]. Ïëîòíîñòü Ðåäõåôôåðà Re(Λ) çàíóìå-
ðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λk) îïðåäåëÿåì êàê òî÷íóþ
íèæíþþ ãðàíü ÷èñåë c > 0, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-



2.1. Cèñòåìû ýêñïîíåíò íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ 39

äîâàòåëüíîñòü (mk) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë, ÷òî∑
k

∣∣∣ 1

λk
− c

mk

∣∣∣ < +∞ . (2.1.12)

Òåîðåìà 2.1.10. Ïðè b − a > 2πRe(Λ) (ñîîòâ. < 2πRe(Λ)) ñè-
ñòåìà ExpiΛ ïîëíà (ñîîòâ. íåïîëíà) íà [a, b] ⊂ R è â Lp(a, b).

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ρ(Λ) ðàäèóñîâ îòðåç-
êîâ, íà êîòîðûõ ïîëíà ñèñòåìà ExpiΛ, ðàâíà πRe(Λ). Îòñþäà ëåãêî
ñëåäóþò òåîðåìû 2.1.2�2.1.5. Òðàäèöèîííî âåëè÷èíà ρ(Λ) íàçûâà-
åòñÿ ðàäèóñîì ïîëíîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

Îòìåòèì äðóãèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Λ, ñîâïàäàþùèå ñ Re(Λ). Îíè â ðàçëè÷íîì òåðìèíîëîãè-
÷åñêîì îáðàìëåíèè âîçíèêàëè ó àâòîðîâ, ïðè÷àñòíûõ ê äàííîé
òåìàòèêå. Â îñíîâíîì ìû ïîëüçóåìñÿ òåðìèíîëîãèåé è îáîçíà-
÷åíèÿìè Æ.-Ï. Êàõàíà èç [Kah62], ß. Êîðåâààðà èç [Kor80] è
È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî èç [Êð89].

Ïóñòü ïîêà Λ ⊂ R. Ïëîòíîñòü, èëè õàðàêòåðèñòèêà, Êàõàíà
Ke(Λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåë a > 0, äëÿ
êîòîðûõ íàéäåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ k : R → R, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ |k(x2)− k(x1)| 6 a|x2− x1| äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ R è

îäíîâðåìåííî îãðàíè÷åíèþ
+∞∫
−∞

|nRΛ(t)− k(t)|
1 + t2

dt < +∞.

Ïëîòíîñòü, èëè õàðàêòåðèñòèêà, De(Λ), íàçûâàåìàÿ ýôôåê-
òèâíîé ïëîòíîñòüþ Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà, èìååò áîëåå ãåîìåò-
ðè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçáèåíèå âåùåñòâåííîé îñè íà íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ èíòåðâàëû ωj b R, j = 1, 2, . . . , R = ∪jωj íàçûâàåòñÿ òîí-

êèì1, åñëè dj = dist(0, ωj)→ +∞ ïðè j →∞ è
+∞∑
j=1

|ωj|2

1 + d2
j

< +∞,

ãäå |ωj| � äëèíà èíòåâàëà ωj. Õàðàêòåðèñòèêà De(Λ) îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåë d, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
òîíêèå ðàçáèåíèÿ {ωj} ñî ñâîéñòâîì nΛ(ωj) 6 d|ωj|, j = 1, 2, . . . .

Äâå ïîñëåäíèå ïëîòíîñòè ñðàçó ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå
ìåðû ν ∈M+(R) êàê ïëîòíîñòè Ke(ν) è De(ν), åñëè â èõ îïðåäå-
ëåíèÿõ çàìåíèòü ñ÷èòàþùóþ ìåðó nΛ íà ìåðó ν.

Äëÿ ïåðåíîñà îïðåäåëåíèé õàðàêòåðèñòèê Ke(Λ) è De(Λ) íà
ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ C êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîò-

1Â [ÌÏ05] òîíêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ êîðîòêèì èëè êðàòêèì (short).
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íîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ∑
λk 6=0

∣∣∣Im 1

λk

∣∣∣ < +∞, (2.1.13)

äîñòàòî÷íî ïî èçâåñòíîìó ïðèåìó [BM67] êàæäîé òî÷êå λk ïðè
Reλk 6= 0 ñîïîñòàâèòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ∗k ïî ïðàâèëó

1

λ∗k
= Re

1

λk
. (2.1.14)

Òàê âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ∗ = {λ∗k} ⊂ R. Ïîñëå ýòî-
ãî ïîëàãàåì Ke(Λ) := Ke(Λ

∗) è De(Λ) := De(Λ
∗). Ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà Re(Λ) = Ke(Λ) = De(Λ) è ýòà öåïî÷êà ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíà äðóãèìè ïëîòíîñòÿìè. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðàâåíñòâ
âêëþ÷àëèñü êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü â äîêàçàòåëüñòâà ñàìîé òåîðå-
ìû î ðàäèóñå ïîëíîòû, â ñâÿçè ñ ÷åì ß. Êîðåâààðîì â [Kor80, 6,
Âîïðîñ 1] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à íåïîñðåäñòâåííîãî äîêà-
çàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ ýòèõ è äðóãèõ ïëîòíîñòåé. Îêîí÷àòåëüíî
îíà áûëà ðåøåíà È.Ô. Êðàñè÷êîâûì-Òåðíîâñêèì [Êð89] äëÿ ñåìè
ðàçëè÷íûõ ïëîòíîñòåé, âêëþ÷àÿ ïðèâåäåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.10, â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòå-
ïåíè ÿâëÿþùèåñÿ âàðèàöèÿìè îðèãèíàëüíîãî èç [BM67], ìîæíî
íàéòè ó Æ.-Ï. Êàõàíà [Kah62], ß. Êîðåâààðà [Kor80], Ð.Ì. Ðåä-
õåôôåðà [Red72], [Red74], È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî [Êð89],
Â.Ï. Õàâèíà è Á. �Åðèêêå [ÕJ94]. Íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íîâûõ äî-
êàçàòåëüñòâ äàë Ï. Êóñèñ [Koo83], [Koo88]�[Koo92], [Koo96]. Ìå-
òîäîì âûìåòàíèÿ òåîðåìà 2.1.10 äîêàçàíà â ðàáîòå Á.Í. Õàáèáóë-
ëèíà [Õàá94] (ñì. òàêæå [Koo96, ãë. III]). Â ôóíäàìåíòàëüíîé ðà-
áîòå Í. Ã. Ìàêàðîâà è À. Ã. Ïîëòîðàöêîãî [ÌÏ05, 4.4�5] äàí ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áåðëèíãà�
Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè ÿäåð
ñïåöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Òåïëèöà. Âñå ýòè äîêàçàòåëüñòâà èñïîëü-
çóþò äðóãóþ ãëóáîêóþ è íå ìåíåå áëåñòÿùóþ òåîðåìó Áåðëèíãà�
Ìàëüÿâåíà î ìóëüòèïëèêàòîðå [BM62], ìíîãîêðàòíî ïåðåäîêà-
çûâàâøóþñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì. ñòàòüþ Ï. Ìàëüÿâåíà
[Mal79], êíèãè Ë. äåÁðàíæà [Br68], Ï. Êóñèñà [Koo88]�[Koo92],
[Koo96], [Koo98], Â.Ï. Õàâèíà è Á. �Åðèêêå [ÕJ94] è, âîçìîæ-
íî, íàèáîëåå åñòåñòâåííîå è îòíîñèòåëüíî êðàòêîå âåùåñòâåííîå



2.1. Cèñòåìû ýêñïîíåíò íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ 41

äîêàçàòåëüñòâî èç ñîâìåñòíîé îáçîðíîé ñòàòüè Äæ. Ìàøðåãè,
Ô.Ë. Íàçàðîâà è Â.Ï. Õàâèíà [MÍÕ04]). Îäèí èç åå âàðèàíòîâ �

Òåîðåìà 2.1.11. Ïóñòü f � ö.ô.ý.ò. â C. Äëÿ cóùåñòâîâàíèÿ
ïðè ëþáîì σ > 0 ö.ô.ý.ò. ϕ 6≡ 0 èç ïðîñòðàíñòâà Áåðíøòåéíà
B∞σ , ñ êîòîðîé ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ fϕ îãðàíè÷åí íà R, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæàëà êëàññó

Êàðòðàéò, ò. å. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
+∞∫
−∞

log+ |f(x)|
1 + x2

dx < +∞.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò óñëîâèå ïîëíîòû â òåðìèíàõ ö.ô.ý.ò.:

Òåîðåìà 2.1.12. Ïóñòü f � ö.ô.ý.ò. êëàññà Êàðòðàéò ñ èíäè-
êàòîðîì ðîñòà hf . Åñëè Zerof ⊂ Λ, òî ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà íà
îòðåçêå [a, b] è â Lp(a, b) ïðè óñëîâèè b−a < hf(π/2)−hf(−π/2).
Îáðàòíî, åñëè Λ ⊂ Zerof , òî ñèñòåìà ExpiΛ íåïîëíà íà [a, b] è
â Lp(a, b) ïðè b− a > hf(π/2)− hf(−π/2).

Îáçîð ðÿäà äðóãèõ óñëîâèé ïîëíîòû íà îòðåçêå â òåðìèíàõ
ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ñîäåðæèòñÿ â [Red74], [Ñåä01′, � 1, 1.2],
[Ñåä03′′, � 1, 1.2], [Ñåä05].

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà 2.1.10 è 2.1.11 ýê-
âèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîêà íåò äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû î
ðàäèóñå ïîëíîòû áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðåìû î ìóëüòèïëèêàòîðå, à
òåîðåìà î ìóëüòèïëèêàòîðå ñàìà ìîæåò áûòü âûâåäåíà ñ íåêîòî-
ðûìè ñîêðàùåíèÿìè èç òåîðåìû î ðàäèóñå ïîëíîòû.

Â ñâîå âðåìÿ Ð.M. Ðåäõåôôåð [Red72], [Red74] âûäâèíóë çàäà÷ó
ýëåìåíòàðíîãî (â ðàçóìíîì ñìûñëå) ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû áåç èñïîëüçîâàíèÿ
òåîðåìû 2.1.11 î ìóëüòèïëèêàòîðå. Ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî íåîá-
õîäèìîñòè â òåîðåìå 2.1.10 â âàðèàíòå, ïðåäëîæåííîì Ï. Êóñèñîì
[Koo92], [Koo96, IIC1] è îñíîâàííîì íà ôîðìóëå Éåíñåíà äëÿ ýë-
ëèïñîâ, ìîæíî óæå ïðèçíàòü ýëåìåíòàðíûì. Îñíîâíûå òðóäíîñòè
� â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè. Ïî-âèäèìîìó, äîêàçàòåëüñòâî
äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 2.1.10 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåí-
òàðíîå, åñëè äàæå â íåì áóäåò èñïîëüçîâàíà �íà÷àëüíàÿ� òåîðåìà
î ìóëüòèïëèêàòîðå, âîñõîäÿùàÿ ê Ð. Ïýëè è Í. Âèíåðó, à òàêæå
ê À.Å. Èíãàìó, 1934 ã. (ñì. [Red74, Òåîðåìà 38]): åñëè äëÿ âîçðàñ-
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òàþùåé ôóíêöèè M : R+ → [1,+∞) âûïîëíåíî óñëîâèå∫ +∞

0

logM(t)

1 + t2
dt < +∞, (2.1.15)

òî äëÿ ëþáîãî σ > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ íåíóëåâàÿ ö.ô.ý.ò. ϕ ∈ B∞σ ,
÷òî ïðîèçâåäåíèå M

(
|x|
)
|ϕ(x)| òàêæå îãðàíè÷åíî íà R.

Àíàëîã òåîðåìû 2.1.10 äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî-
êàçàòåëåé Ξ ñèñòåìû ExpΞ â âåðîÿòíîñòíîì îáðàìëåíèè � îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò ðàáîòû Ê. Ñåéïà è À.Ì. Óëàíîâñêîãî:

Òåîðåìà 2.1.13 ([SU97, Òåîðåìà]). Ïóñòü Ξ = {ξn}n∈Z � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà R è νΞ :=∑

n∈Z νn � ìåðà íà R, ãäå ìåðû νn îïðåäåëåíû ÷åðåç ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ νR(x) := P(ξn < x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn. Òîãäà
ïî÷òè íàâåðíîå ρ(Ξ) = πDe(ν).

Âçàèìîñâÿçè òåîðåì Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà ñ äðóãèìè âîïðîñà-
ìè àíàëèçà ìîæíî ïðîñëåäèòü ïî îáçîðó Æ.-Ï. Êàõàíà [Kah62,
Òåîðåìû II, IV, Ïðîáëåìà 3◦], ïî ìîíîãðàôèè Ï. Êóñèñà [Koo92],
ïî êðàòêîìó îáçîðó Ï. Ìàëüÿâåíà [Mal97], ïî îáçîðó Äæ. Ìàøðå-
ãè, Ô.Ë. Íàçàðîâà è Â.Ï. Õàâèíà [MÍÕ04]), ïî ðàáîòå Í. Ã. Ìà-
êàðîâà è À. Ã. Ïîëòîðàöêîãî [ÌÏ05].

Â îòëè÷èå îò òåîðåì 2.1.10 è 2.1.12 â îòíîøåíèè ïîëíîòû ñè-
ñòåìû ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè èç iR íà íåñâÿçíîì êîìïàêòå
(îáúåäèíåíèè îòðåçêîâ) ðàññìîòðåííûå âûøå ïëîòíîñòè, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåèíôîðìàòèâíû. Ýòîò íåñêîëüêî íåîæèäàííûé ôàêò ñëå-
äóåò èç ðåçóëüòàòîâ Õ.Äæ. Ëàíäàó:

Òåîðåìà 2.1.14 ([La64]�[La72]). Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ > 0 íàé-
äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk} ⊂ R, k ∈ Z, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ |λk − k| < δ, äëÿ êîòîðîé ñèñòåìà ExpiΛ ïðè
ëþáîì ε > 0 ïîëíà íà êàæäîì êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè îòðåçêîâ
[(2m− 1)π + ε, (2m+ 1)π − ε], m ∈ Z.

Åñëè f � ñóæåíèå íà èíòåðâàë (−π, π) íåêîòîðîé ãîëîìîðô-
íîé â îêðåñòíîñòè R ôóíêöèè ñ ñóæåíèåì íà R èç êëàññà L1(R),
à Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíêöèè F , ïîëó÷åííîé èç
ôóíêöèè f êàê â (2.1.2) ïðè a = −π è b = π, òî ñèñòåìà ExpiΛ
ïðè ëþáîì ε > 0 ïîëíà íà îáúåäèíåíèè [−2π + ε,−ε]∪ [ε, 2π− ε].
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Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ ïëîòíîñòè äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé Λ èç òåîðåìû 2.1.14 íå áîëüøå åäèíèöû. Ïðè ýòîì
ñóììàðíàÿ äëèíà îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ â ïåðâîì óòâåðæäåíèè
òåîðåìû 2.1.14 ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, à âî âòîðîì �
ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 4π, ÷òî â äâà ðàçà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå, äèêòóåìîå òåîðåìîé 2.1.12 äëÿ îòðåçêà.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ ïî ìåðå Ëåáåãà
ïîäìíîæåñòâ A ⊂ [−π, π] â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âîçìîæíî äî-
ñòèæåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2.1.15 (Ð. Ëèîíñ [Ly03, Ñëåäñòâèå 7.14]). Äëÿ ëþáî-
ãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ [−π, π] ëåáåãîâîé ìåðû m(A)
íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ Z, äëÿ êîòîðîé èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî 2πRe(Λ) = m(A) è ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà â L2(A).

Íà ñàìîì äåëå Ð. Ëèîíñ â [Ly03, Ñëåäñòâèå 7.14] ìåòîäàìè òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòè äîêàçûâàåò, ÷òî òàêèõ Λ ìíîãî â òîì ñìûñëå,
÷òî äëÿ ñïåöèàëüíîé äåòåðìèíàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû PA íà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èç Z, çàäàííîé ÷åðåç íåêîòîðóþ ìàòðè-
öó Òåïëèöà, ïîñòðîåííóþ ïî A, ñâîéñòâîì, îïèñàííûì â òåîðåìå,
êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ Z îáëàäàåò PA-ïî÷òè íàâåðíîå.

Îñíîâíûå ïðîáëåìû

È âñå æå îñòàåòñÿ íåðåøåííîé êëþ÷åâàÿ

Ïðîáëåìà 2.1.3. Íàéòè êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ â
ïðîñòðàíñòâàõ C[a, b] èëè Lp(a, b), 1 6 p < ∞ (â êàæäîì îò-
äåëüíî èëè âî âñåõ îäíîâðåìåííî), â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è äëèíû èíòåðâàëà b− a.

Ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà îòðåçêå èëè
â Lp(a, b), êàê íå ðàç îòìå÷àëîñü (ñì. [Êð86], [ÕÍÏ81], [Koo92,
ñ. 167], [MÍÕ04, 3.3], [ÌÏ05, 0.1, ñòð. 2]), ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñêëþ-
÷èòåëüíî òðóäíîé çàäà÷åé äàæå ïðè óñëîâèè ðàçäåëåííîñòè

inf
k 6=k′
|λk − λk′| > 0 (2.1.16)

è(èëè) ðàñïîëîæåíèè Λ òîëüêî íà ìíèìîé îñè iR. ×àñòü ýòîé
ïðîáëåìû (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåïîëíîòû) áûëà ñôîðìóëèðî-
âàíà ß. Êîðåâààðîì â [Kor80, 6, Âîïðîñ 2] ôàêòè÷åñêè êàê çàäà÷à
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ïîèñêà áîëåå òîíêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ö.ô.ý.ò.
âèäà (2.1.1) è (2.1.2), ÷åì ïîñòàâëÿåìûå âàðèàíòàìè ïëîòíîñòåé,
ñâÿçàííûìè ñ òåîðåìîé Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû.
Äàæå ýòà ïðîáëåìà âî ìíîãîì terra incognita.

Ñ ïðîáëåìîé 2.1.3 ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå òåñíî ñâÿçàíà è

Ïðîáëåìà 2.1.4. Äàòü âíóòðåííåå îïèñàíèå êëàññîâ ö.ô.ý.ò.,
çàäàâàåìûõ â âèäå (2.1.1) è (2.1.2).

Åñëè â ñëó÷àå p = 2 è [a, b] = [−σ, σ] òàêîå ïîëíîå îïèñàíèå êàê
êëàññà âñåõ ö.ô.ý.ò. F ∈ B2

σ îáåñïå÷èâàåò òåîðåìà Ïýëè�Âèíåðà,
òî ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ p è äëÿ ñëó÷àÿ (2.1.1) êàêîå-ëèáî óäîâëå-
òâîðèòåëüíîå îïèñàíèå íåèçâåñòíî. Íàïðèìåð, óñëîâèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè êëàññó ÁåðíøòåéíàB∞σ íåäîñòàòî÷íî. Íåêîòîðàÿ îáùàÿ
ñõåìà ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ ïî ïîñëåäíåìó ïîâîäó èçëîæåíà
â ðàáîòå À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä97]. Äëÿ ñëó÷àÿ 1 < p < 2 ïîë-
íîå ðåøåíèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíîé çàäà÷è îá îïèñà-
íèè âñåõ ö.ô.ý.ò. F êëàññà Bp

σ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå,
ïðåäñòàâëÿþùèõ èõ â âèäå (2.1.2) ôóíêöèé f ∈ Lq(−σ, σ), äàíî
Ë.Ñ. Ìàåðãîéçîì â [Ìàå05, Òåîðåìà 1].

Â î÷åðåäíîé ðàç ïîä÷åðêèâàþò ñëîæíîñòü ïðîáëåì 2.1.3 è 2.1.4
ñòàòüè Ó. Óîëêåðà [Wa91], Ð. Ýñòðàäû [Es92], À.À. Êîíäðàòþêà è
Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [ÊÊ92] è Äæ. Êëóíè, Ê.È. Ðàõìàíà è Ó. Óîë-
êåðà [CRW00, Òåîðåìà 3] âìåñòå ñ áèáëèîãðàôèåé èç íèõ, óñòàíàâ-
ëèâàþùèå ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ôóíêöèé
(2.1.1) è (2.1.2). Íåêîòîðûå èç íèõ äîïóñêàþò ïåðåôîðìóëèðîâêó
â âèäå óñëîâèé ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò íà îòðåçêå:

Òåîðåìà 2.1.16 ([ÊÊ92, Òåîðåìà 4]). Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ = {λk} âûïîëíåíû óñëîâèÿ 0 /∈ Re Λ, sup

k
Reλk = +∞,

inf
k

Reλk = −∞, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λ∗k} ïîñòðîåíà ïî ïðàâè-
ëó (2.1.14). Òîãäà åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ
òî÷åê λ∗k ìåíüøå (ñîîòâ. íå ïðåâîñõîäèò) 1, òî ñèñòåìà ExpiΛ
ïîëíà íà îòðåçêå [−π, π] (ñîîòâ. â Lp(−π, π), 1 6 p < +∞, à
ïîñëå äîïîëíåíèÿ îäíîé ôóíêöèåé eiλx, λ /∈ Λ, è íà [−π, π]).

Â êîíòðàñòå ñ ìíîæåñòâàìè íååäèíñòâåííîñòè íåîæèäàííî ïðî-
ñòîå ïîëíîå îïèñàíèå íóëåâûõ ìíîæåñòâ äëÿ B∞σ è äëÿ êëàññà
Êàðòðàéò ïîëó÷åíî â 2005 ãîäó ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè.
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Òåîðåìà 2.1.17 (Ñ.Þ. Ôàâîðîâ [Ôà08, Òåîðåìû 1 è 2]). Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ = {λk} ⊂ C, 0 /∈ Λ, ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ íóëåé Zerof íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ B∞σ , åñëè è òîëüêî
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ñóùåñòâóåò lim
r→+∞

∑
0<|λk|<r

1

λk
∈ C, (2.1.17l)

nrad
Λ (t) = O(t), t→+∞, (2.1.17d)

nrad
Λ (t+ 1)− nrad

Λ (t) = o(t), t→ +∞, (2.1.17n)

sup
x∈R

∫ +∞

0

nrad
Λ (t)− nΛ(x, t)

t
dt < +∞, (2.1.17b)

lim sup
y→±∞

∫ ∞
0

nrad
Λ (t)− nΛ(iy, t)

t|y|
dt 6 σ. (2.1.17t)

Åñëè çäåñü âìåñòî (2.1.17b) ïîäñòàâèòü∫ +∞

−∞

(∫ +∞

0

nrad
Λ (t)− nΛ(x, t)

t
dt

)+
dx

1 + x2
< +∞,

îñòàâèâ óñëîâèÿ (2.1.17l), (2.1.17d), (2.1.17n) è (2.1.17t) íåèçìåí-
íûìè, òî ýòî êðèòåðèé ñîâïàäåíèÿ Λ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Zerof íåêîòîðîé ôóíêöèè f èç êëàññà Êàðòðàéò òèïà 6 σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ñ.Þ. Ôàâîðîâà

log |f(z)| =
∫ ∞

0

nrad
Λ (t)− nΛ(z, t)

t
dt± const. Im z , z ∈ C,

äëÿ ôóíêöèé f èç êëàññà Êàðòðàéò.
Òåîðåìà Ôàâîðîâà 2.1.17 ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàíèþ ìíîæåñòâ

åäèíñòâåííîñòè óòâåðæäàåò ëèøü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ �
ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè (ñîîòâ. íååäèíñòâåííîñòè) äëÿ B∞σ â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íåëüçÿ (ñîîòâ. ìîæíî) ïîäîáðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ Λ è óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì (2.1.17). Îäíàêî îíà íå äàåò �ðåöåïòà� ïðîâåðêè ýòîé
âîçìîæíîñòè, êîòîðûé ôîðìóëèðîâàëñÿ áû èñêëþ÷èòåëüíî â òåð-
ìèíàõ ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Ýòî åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò,
÷òî ïðîáëåìà îïèñàíèÿ íóëåâûõ ìíîæåñòâ è îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ
(íå)åäèíñòâåííîñòè äëÿ îäíîãî è òîãî æå êëàññà ôóíêöèé � ýòî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå, õîòÿ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è. Òåîðåìó 2.1.17
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííîå ïðîäâèæåíèå ïî çàäà÷å
ß. Êîðåâààðà [Kor80, 6, Âîïðîñ 2], îáñóæäàâøåéñÿ âûøå ïåðåä
ïðîáëåìîé 2.1.4. Äëÿ êëàññà Êàðòðàéò èçâåñòíà òàêæå

Òåîðåìà 2.1.18 ([ÌÏ05, 3.3, Ïðèìåð]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂
R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé íåêîòîðîé ö.ô.ý.ò. f êëàññà Êàð-
òðàéò ñ èíäèêàòîðîì ðîñòà hf(π/2) − hf(−π/2) = 2πσ, åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè q : R → R ñ îãðàíè÷åíèåì∫ +∞
−∞ |q(t)|(1 + t2)−1 dt < ∞ èìååì nRΛ(x) = σx + q̃(x) ïðè âñåõ
x ∈ R, ãäå q̃ � ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà âèäà

q̃(x) :=
1

π
v. p.

∫ +∞

−∞

(
1

x− t
+

t

1 + t2

)
q(t) dt, x ∈ R.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âûìåòàíèÿ

Òåì íå ìåíåå îïðåäåëåííàÿ ôîðìà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîëíî-
òû ñèñòåìû ExpΛ íà îòðåçêå, êîòîðûå ñòûêóþòñÿ ñ íåîáõîäèìû-
ìè ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé ýêñïîíåíòû, âîçìîæíà [Õàá91′′]. Ïðåä-
âàðèì åå çàêîí÷åííûì îïèñàíèåì ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Áåðíøòåéíà B∞σ (î êëàññàõ (J1)�(J3) ñì. ï. 1.2.2).

Òåîðåìà 2.1.19 ([Õàá91′′]). Λ = {λk} � ìíîæåñòâî åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ B∞σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà

sup
V ∈PJ0

(C)

(∑
k

V (λk)−
σ

π

∫ +∞

−∞
V (iy) dy

)
(2.1.18)

ðàâíà +∞. Êëàññ âñåõ ôóíêöèé Éåíñåíà PJ0
(C) â (2.1.18) ìîæíî

çàìåíèòü íà ëþáîé èç (J1)�(J3), ê ïðèìåðó, íà êëàññ ôóíêöèé
Ãðèíà G

reg
0 (Ω) èëè íà êëàññ ôóíêöèé âèäà (1.2.9) ïî àíàëèòè÷å-

ñêèì äèñêàì g èëè ïî ïîëèíîìèàëüíûì äèñêàì g.

Èç òåîðåìû 2.1.19 ïî òåîðåìå 2.1.1 ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.1.20 (Õàáèáóëëèí Á. Í. [Õàá91′′, Òåîðåìà 7]). Åñëè
âåëè÷èíà (2.1.18) = +∞, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà [−σ, σ] è â
Lp(−σ, σ) ïðè 1 6 p < +∞. Åñëè ýòà âåëè÷èíà < +∞, òî äëÿ
{λ′, λ′′} ⊂ Λ ñèñòåìà ExpΛ\{λ′} íåïîëíà íà [−σ, σ] è â Lp(−σ, σ)
ïðè 2 6 p < +∞, à ñèñòåìà ExpΛ\{λ′,λ′′} íåïîëíà â L

p(−σ, σ) ïðè
1 6 p < 2. Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå òåîðåìû 2.1.19 î âîçìîæíî-
ñòÿõ ñóæåíèÿ êëàññà PJ0

(C) â (2.1.18) îñòàåòñÿ â ñèëå.
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Ñîâñåì íåäàâíî â 2010 ã. íàì óäàëîñü óäàëèòü ôóíêöèè Éåíñåíà
èëè èõ ïîäêëàññû â êðèòåðèè 2.1.19. Äëÿ ýòîãî áóäóò èñïîëüçîâà-
íû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà è, ïðåæäå âñåãî, Ãèëüáåðòà.

Äëÿ íîâîé ôîðìóëèðîâêè ïîëíîãî îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé (íå)åäèíñòâåííîñòè äëÿ B∞σ ïîòðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ
òåñòîâûõ (îñíîâíûõ) ôóíêöèé P∞0 , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïîëîæè-
òåëüíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

p : R \ {0} → [0,+∞)

ñ óñëîâèåì ôèíèòíîñòè

p(x) ≡ 0 ïðè |x| > const. > 0, (2.1.19)

ãäå const. çàâèñèò îò p, è îáëàäàþùèõ åù�å è ñëåäóþùèìè äâóìÿ
ñâîéñòâàìè:

1) èìååò ìåñòî óñëîâèå íîðìèðîâêè

lim sup
t→0

p(t)

− log |t|
= 1; (2.1.20)

2) âûïîëíåíî ñîïðÿæåííîå óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè

6
∫

R\{0}

p(t)− p(x)

(t− x)2
dt > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R \ {0}, (2.1.21)

ãäå �ïåðå÷åðêíóòûé� èíòåãðàë èñïîëüçóåòñÿ çäåñü è äàëåå äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà â ñìûñëå Êîøè.

Áóäóò èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ λk èíòåãðàëà Ïóàññîíà
P±C p îò ôóíêöèè p ∈ P∞0

(P±Cp)(λ) :=
1

π

∫ +∞

−∞

|Imλ|
(t− Reλ)2 + (Imλ)2

p(t) dt, Reλ 6= 0,

(2.1.22)
â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ C+ := {z ∈ C : Im z > 0}
è C− := {z ∈ C : Im z < 0}, êîòîðûé äëÿ λ ∈ R \ {0} ïîëàãàåì
ðàâíûì çíà÷åíèþ â òî÷êå λ ôóíêöèè p ∈ P∞0 , ò. å.

(P±Cp)(λ) := p(λ) ïðè λ ∈ R \ {0}.
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Òåîðåìà 2.1.21. (àíîíñ â ïå÷àòè ½Èòîãè íàóêè. Þæíûé ôåäå-
ðàëüíûé îêðóã. Ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðóì.� Ò. 4. 2010). Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λ = {λk}k∈N 63 0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà B∞σ , åñëè è òîëüêî åñëè

sup
p∈P∞0

(∑
k∈N

(P±Cp)(λk)−
σ

π

∫ +∞

−∞
p(t) dt

)
= +∞. (2.1.23)

Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (2.1.20) íèêàêèõ ïðîáëåì ñî
ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà (2.1.22) â íóëå íå âîçíèêàåò.
Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèå 0 /∈ Λ íå óìàëÿåò îáùíîñòè êðèòå-
ðèÿ, ïîñêîëüêó ëþáûå ñäâèãè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê èç
Λ íå ìåíÿþò åãî ñâîéñòâà áûòü èëè íå áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(íå)åäèíñòâåííîñòè (ñì. âûøå).

Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ 63 0 èìååì

Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ R, 0 /∈ Λ, � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü åäèíñòâåííîñòè äëÿ B∞σ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

sup
p∈P∞0

(∑
λ∈Λ

p(λ)− σ

π

∫ +∞

−∞
p(t) dt

)
= +∞. (2.1.24)

Îáñóæäàâøèåñÿ âûøå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â òåð-
ìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (íå)åäèíñòâåííîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà
B∞σ äàþò

Ñëåäñòâèå 2.1.2. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Λ ⊂ C,
0 /∈ Λ, âûïîëíåíî óñëîâèå (2.1.23) èëè ïðè îãðàíè÷åíèè Λ ⊂ R
óñëîâèå (2.1.24), òî ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà íà ëþáîì îòðåçêå I2σ

äëèíû 2σ è â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå Lp(I2σ). Îáðàòíî, åñëè ëåâàÿ
÷àñòü â (2.1.23) èëè ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè Λ ⊂ R â
(2.1.24) êîíå÷íà, òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê {λ′, λ′′} ⊂ Λ ñèñòåìà
ExpiΛ\{iλ

′} íå ïîëíà íà îòðåçêå I2σ è â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(I2σ)
ïðè p > 2, à ñèñòåìà ExpiΛ\{iλ′, iλ′′}� â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(I2σ)
ïðè 1 6 p < 2.

Èç ôîðìóëèðîâîê òåîðåìû 2.1.21 è åå ñëåäñòâèé âèäíî, ÷òî ëþ-
áàÿ çàìåíà êëàññà òåñòîâûõ ôóíêöèé P∞0 íà á�îëüøèé êëàññ ïðè
óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ôîðìóëèðîâîê òåîðåìû 2.1.21 è åå ñëåäñòâèÿ
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ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé åäèíñòâåííîñòè è äëÿ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò,
à åãî óìåíüøåíèå ñóæàåò ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé íååäèíñòâåííîñòè èëè îáëåã÷àåò ïðîâåðêó òî-
ãî, ÷òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò èìååò èçáûòîê 6 0 èëè 6 1 ( ñì. âûøå).
Ðàñøèðåíèå êëàññà òåñòîâûõ ôóíêöèé P∞0 íå ñîñòàâëÿåò îñîáîãî
òðóäà, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü îá åãî ñóæåíèè.

Äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññà P∞0 ïîëüçóåìñÿ êëàññè÷åñêèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ãèëüáåðòà H0, äåéñòâóþùèì íà ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè
p ∈ L1(R) ïî ïðàâèëó

(H0p)(x) := 6
∫

R\{0}

p(t)

x− t
dt.

Êëàññ P ⊃ P∞0 � ýòî âñå ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

p : R \ {0} → [0,+∞), p ∈ L1(R),

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (2.1.20), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîïðÿæåííîìó
óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè: ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà H0p îïðåäå-
ëåíî è êîíå÷íî âñþäó íà R\{0} è ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé
íà (0,+∞) è íà (−∞, 0). Òåîðåìà 2.1.21 è cëåäñòâèÿ èç íå�å îñòà-
þòñÿ â ñèëå è ïîñëå çàìåíû â èõ ôîðìóëèðîâêàõ êëàññà P∞0 íà
áîëåå øèðîêèé êëàññ P .

Çàäà÷à óìåíüøåíèÿ òåñòîâîãî êëàññà P∞0 ãîðàçäî áîëåå äåëè-
êàòíàÿ. Çäåñü âîçìîæíî êîìáèíèðîâàíèå äâóõ áëèçêèõ ïîäõîäîâ:
îïèñàíèå ýêñòðåìàëüíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ êëàññîâ P∞0 è(èëè) P , à
òàêæå ïîäáîð ïîäêëàññîâ â ýòèõ êëàññàõ, âûïóêëûå êîìáèíàöèè
ôóíêöèé èç êîòîðûõ ïëîòíû â P∞0 èëè P â ïîäõîäÿùåé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííîé òåîðåìû 2.1.21 è cëåäñòâèé ñóùå-
ñòâåííî îïèðàþòñÿ íà òåîðåìû 2.1.19 è 2.1.20.

Òåîðåìà 2.1.20, íàðÿäó ñ íîâûì äîêàçàòåëüñòâîì â [Õàá94] òåî-
ðåìû Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà 2.1.10 î ðàäèóñå ïîëíîòû, òàêæå ïîç-
âîëÿåò äàòü íîâîå êðàòêîå

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.5. Èç íåïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà
îñíîâå òåîðåìû 2.1.1 è ôîðìóëû Êàðëåìàíà2 äëÿ ïðàâîé è ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòåé (ñì. [Ëåâ56], [Õàá88, Òåîðåìà 1]) ëåãêî ñëåäóåò

2Â ñâåòå çàìå÷àíèÿ â êîíöå ïîäðàçäåëà 1.2 ýòà ôîðìóëà âïîëíå âïèñûâà-
åòñÿ â ìåòîä âûìåòàíèÿ.
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ñõîäèìîñòü ðÿäà (2.1.10), à â ñèëó óñëîâèÿ (2.1.8) è ðÿäà (2.1.9),
÷òî äàåò ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä
(2.1.9) ñõîäèòñÿ. Òîãäà ââèäó îòäåëåííîñòè îò iR ïðè íåêîòîðîì
δ > 0 äëÿ çàäàííîãî ε > 0, îòáðàñûâàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ èç
Λ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|Reλk| > δ|λk|,
∑
k

1

| λk |
6 εδ. (2.1.25)

Èç ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèé Éåíñåíà V âíå íóëÿ è �ñëàáîé�
ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè â íóëå (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2.2) ñëå-
äóåò îöåíêà ñâåðõó ôóíêöèé V ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
c iR â C+ è C−, ò.å. ÷åðåç èíòåãðàë Ïóàññîíà, à èìåííî:

V (λk) 6
1

π

∫ +∞

−∞

∣∣∣Re
1

λk − iy

∣∣∣V (iy) dy. (2.1.26)

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ â (2.1.25) ñëåäóåò |λk − iy| > δ|λk|, y ∈ R,
îòêóäà ñîãëàñíî (2.1.26) è îãðàíè÷åíèþ ñâåðõó íà ñóììó â (2.1.25)

∑
V (λk) 6

∑ 1

π

∫ +∞

−∞

1

|λk − iy|
V (iy) dy

6

(
1

πδ

∑ 1

|λk|

)∫ +∞

−∞
V (iy) dy 6

ε

π

∫ +∞

−∞
V (iy) dy.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 2.1.20 ñèñòåìà ExpΛ íåïîëíà íà îòðåçêå
[−2ε, 2ε], òàê êàê ïðèñîåäèíåíèå èëè óäàëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýêñïîíåíò íå âëèÿåò íà ðàäèóñ ïîëíîòû. •

Íà îñíîâå îöåíîê Ìàöàåâà�Îñòðîâñêîãî�Ñîäèíà èç [ÌÎÑ02]
ìåòîä âûìåòàíèÿ ïîçâîëÿåò äàòü íîâîå äîêàçàòåëüñòâî íà÷àëüíîé
òåîðåìû Ïýëè�Âèíåðà�Èíãàìà î ìóëüòèïëèêàòîðå (ñì. ôîðìóëè-
ðîâêó ïðè (2.1.15)), à òàêæå îáîáùèòü åå (ñì. [Õàá04′]) íà öåëûå
ôóíêöèè ïîðÿäêà ρ ∈ (1, 2]. Âïðî÷åì, ýòè îáîáùåíèÿ äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ρ > 1, ïîëó÷åííûå êîíñòðóêòèâíûìè ìåòîäàìè, ñîäåð-
æàëèñü â ãîðàçäî áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà [Red57],
[Red74, Òåîðåìà 39], Ñ. Ìàíäåëüáðîéòà [Man63], È. Êàöíåëüñîíà
è Ñ. Ìàíäåëüáðîéòà [KM63], [KM65] (ñì. òàêæå îáçîðû [Red74,
Òåîðåìà 40] è [ÃËÎ91, � 2]).
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2.1.2 Ïîëíîòà íà çàìêíóòîì ëó÷å
è åãî ïîäìíîæåñòâàõ

Çàäà÷à ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà ëó÷àõ âèäà [a,+∞] è
[−∞, b] èëè â Lp(a,+∞) è Lp(−∞, b) ïðîñòîé çàìåíîé ñâîäèòñÿ ê
ïðîáëåìå ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà ðàñøèðåííîé ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè [0,+∞] èëè â Lp(0,+∞). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî òðåáîâàíèå
âêëþ÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ â îòêðûòóþ ëåâóþ ïîëóïëîñ-
êîñòü C− (ïèøåì Re Λ < 0), à àíàëîãîì òåîðåìû 2.1.1 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.1.22. Ñèñòåìà ýêñïîíåíò ExpΛ íåïîëíà íà [0,+∞] (â
Lp(0,+∞), 1 6 p < +∞), åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ
ôóíêöèÿ F ∈ H(C−) âèäà (2.1.1) (ñîîòâ. âèäà (2.1.2)) ñ a = 0 è
b = +∞, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà Λ.

Âåùåñòâåííûå ïîêàçàòåëè

Îòïðàâíîé ïóíêò èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò íà
[0,+∞] � çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ìþíòöà [M�u14, Satz, ñ. 304], äàþ-
ùàÿ äëÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé Λ = (λk) > 0 êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ñòå-
ïåíåé {xλk} íà [0, 1]. Ñïóñòÿ äâà ãîäà àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé áûë
îòìå÷åí Î. Ñàñîì [Sz16] äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2(0, 1). Ïîñëå çàìåíû
z = − log x ýòè ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò ýêâèâàëåíòíóþ �ýêñïîíåí-
öèàëüíóþ� òðàêòîâêó.

Â ýêñïîíåíöèàëüíîì âàðèàíòå òåîðåìà Ìþíòöà�Ñàñà óòâåð-
æäàåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk} < 0 ïðè óñëîâèè
sup Λ < 0 ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà [0,+∞] (â L2(0,+∞)) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñõîäèòñÿ ðÿä (2.1.9).

Îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Ìþíòöà�Ñàñà äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ < 0 âïåðâûå â ïîëíîì îáúåìå äîêàçàí
Ì. Ãðàìîì [Gr56], [Gr57] àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íî ñôîðìó-
ëèðîâàí îí áûë åùå â 1943 ãîäó Ë. Øâàðöåì â [Sch43] ñ íåïîëíûì
äîêàçàòåëüñòâîì (ñì. òàêæå êîììåíòàðèè â [Ñåä03′, Ïðèìå÷àíèÿ
è äîïîëíåíèÿ ê ãë. 9], [Ñåä05], [Ñåä03′′], [ÌÏÑ04, � 3]).

Òåîðåìà 2.1.23 (Ì. Ãðàì [Gr56]). Ïóñòü 3 Λ = {λk} < 0. Ñè-
ñòåìà ExpΛ ïîëíà íà [0,+∞] (â Lp(0,+∞), 1 6 p < +∞), åñëè

3Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ äîïóñêàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 0.
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è òîëüêî åñëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä (2.1.10).

Òåîðåìû òèïà Ìþíòöà�Ñàñà ìíîãîêðàòíî ïåðåäîêàçûâàëàñü
ðàçíîîáðàçíûìè âåùåñòâåííûìè, àíàëèòè÷åñêèìè è äð. ìåòî-
äàìè. Îáøèðíûé è äîñòàòî÷íî ïîëíûé ñïèñîê ðàáîò è àâòî-
ðîâ, ïðè÷àñòíûõ ê ýòîìó, ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí íà îñíîâå áèá-
ëèîãðàôèè èç ìîíîãðàôèé À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä00], [Ñåä01′],
[Ñåä03′′], [Ñåä03′], [Ñåä05], òðóäîâ Ï. Áîðóàéíà è Ò. Ýðäåëè
[BE95], [BE96], [BE98], [Er05], îáçîðà À. Ïèíêóñà [Pin04]. Îòìå-
òèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâà Â. Ôîðñòà [Fo70], Ó. Ðóäèíà [Rud70,
Òåîðåìà 15.26] (ôóíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä), Ð.Ï. Ôåé-
íåðìàíà è Ä.Äæ. Íüþìåíà [FN75, ãë. X], Ô.Äæ. Äýâèñà [Dav75],
Ì. ôîíÃîëè÷åêà [Go83] (î÷åíü êðàòêîå êîíñòðóêòèâíîå äîêà-
çàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ïîëíîòû), Ë.Ê.Äæ. Ðîäæåðñà
[Rog81] (òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä), Ð. Á. Áåðêåëà è Ñ. Ñåé-
êè [BS83]. Ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå âåðñèè è îáîáùåíèÿ òåîðåìû
Ìþíòöà�Ñàñà ðàññìàòðèâàëè Ë.Á.Î. Ôåðãþñîí è Ì. ôîíÃîëè÷åê
[FG75, Òåîðåìà 2], Ë.Á.Î. Ôåðãþñîí [Fer80] (àïïðîêñèìàöèÿ ëè-
íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè � äèîôàíòî-
âà àïïðîêñèìàöèÿ), Äæ.Ñ. Õâàíã, Ê.Ñ. Ïàí è Ë.Ñ. Âó [HPW78],
C. Òàêàõàñè [Tak80], Äæ.Ñ. Õâàíã è Ã.Ä. Ëèí [HwL78] (ïîëíîòà
ñèñòåì âèäà {fnk}, {nk} ⊂ N, íà îòðåçêå è â L1(a, b)), Ã. Â. Õàðó-
òóíÿí [Har00] (àïïðîêñèìàöèÿ íà îòðåçêå ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-
ÿìè ýêñïîíåíò, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ � èç çàäàííîé âîçðàñòàþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë), Õ.Ì. Àëìèðà è
Ó. Ëóòåð [AL02], Õ.Ì. Àëìèðà, Í. Äåëü Òîðî è Õ. Õîäàð [ADJ02],
Õ.Ì. Àëìèðà, Í. Äåëü Òîðî è À.Õ. Ëîïåñ-Ìîðåíî [ADL04] è äð.
(àïïðîêñèìàöèÿ �óðåçàííûìè� ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýêñïî-
íåíò, äèîôàíòîâà àïïðîêñèìàöèÿ òàêèìè êîìáèíàöèÿìè, à òàê-
æå àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé íà îòðåçêå îäíîâðåìåííî âìåñòå ñ åå
íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè â åñòåñòâåííûõ òîïîëîãèÿõ).

Èìååòñÿ íåìàëî ðàáîò ïî ïðèëîæåíèÿì òåîðåì òèïà Ìþíòöà�
Ñàñà è èõ âçàèìîñâÿçÿì ñ ðàçíîîáðàçíûìè âîïðîñàìè àíàëèçà:
Â. Ôåëëåð [Fel68], Á.Äæ.Ê. Áåêñòåð è À. Èçåðëåñ [BI97] (ñâÿçü ñ
âïîëíå ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè), Äæ.Ñ. Õâàíã [Hw78, 4,5] (ïðè-
ëîæåíèÿ ê ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêå), Ý. Õëàâêà [Hl86] (ïðèìåíåíèÿ
â òåîðèè ÷èñåë), À.Äæ. Äþðàí [Dur97, Òåîðåìà 4.1] (ñâÿçü ñ ïðî-
áëåìîé ìîìåíòîâ è îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé),
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Ï.Ñ. Áóðäîí [Bou97], à òàêæå Ã.À. ×àêîí, Ã. Ð. ×àêîí è Õ. Õèìå-
íåñ [CCG05] (îðòîãîíàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé îãðà-
íè÷åííîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé â êðó-
ãå), Ì.Äæ. Êðàáá, Äæ. Äóíêàí, Ê.Ì. ÌàêÃðåãîð è Ò.Äæ. Ðàíñ-
ôîðä [CDGR01] (ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð), Ì. Ãèë-
ëåíáåðã, À. Îñèïîâ è Ë. Ïåèâåðèíòà [GOP02] (äåìîãðàôèÿ: äèíà-
ìèêà ïîïóëÿöèé) è äð.

Ïî-âèäèìîìó, ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â ìåòîäàõ è ïîäõîäàõ
èíîãäà ïðèâîäèëî èññëåäîâàòåëåé ê íåäîñòàòî÷íîé èíôîðìèðî-
âàííîñòè î äîñòèæåíèÿõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Òàê, ÷àñòíûå ñëó-
÷àè òåîðåìû Ãðàìà 2.1.23 î ïîëíîòå íà [0,+∞] è â Lp(0,+∞),
p = 1, 2, ïåðåäîêàçûâàëèñü Ï. Áîðóàéíîì è Ò. Ýðäåëè [BE95, 4.2],
[BE96, Òåîðåìû 2.1�2.3] â �ñòåïåííîé� òðàêòîâêå êàê íîâûå ðåçóëü-
òàòû ïî÷òè ÷åðåç 40 ëåò ïîñëå èõ äîêàçàòåëüñòâà àíàëèòè÷åñêèì
ìåòîäîì, à ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî p > 1 ôîðìóëèðîâàëñÿ Ï. Áî-
ðóàéíîì è Ò. Ýðäåëè [BE96, Ãèïîòåçà 2.4] êàê ãèïîòåçà, êîòîðàÿ
äîêàçûâàëàñü Â. Îïåðøòåéíîì [Op96] òàêæå êàê íîâàÿ òåîðåìà.
Â îñíîâó èõ ìåòîäîâ áûëè ïîëîæåíû áîëåå èëè ìåíåå ïðÿìûå êîí-
ñòðóêòèâíûå ïîäõîäû (áîëüøåé ÷àñòüþ âåùåñòâåííîé ïðèðîäû),
îñíîâàííûå íà ñïåöèàëüíûõ òîíêèõ îöåíêàõ ïîëèíîìîâ. Ýòè ìå-
òîäû â êîíöå êîíöîâ ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íàèáîëåå ïîëíûå è çà-
êîí÷åííûå â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè îáîáùåíèÿ òåîðåìû 2.1.23 äëÿ
âåùåñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé Λ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Lp(0,+∞).

Òåîðåìà 2.1.24 (Ò. Ýðäåëè, Ó. Äæîíñîí [ErJ01], [Er05], [Er05′]).
Ïóñòü Λ < 0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.
Òåîðåìà Ãðàìà 2.1.23 ñïðàâåäëèâà â Lp(0,+∞) ïðè âñåõ çíà÷å-
íèÿõ p > 0. Áîëåå òîãî, ïðè óñëîâèÿõ A = closA ⊂ [0,+∞]
è lim inf

T→+∞
eT
∫
A∩[T,+∞) e

−x dx > 0 ïîëíîòà ñèñòåìû ExpΛ â Lp(A),

0 < p < +∞, ýêâèâàëåíòíà ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1.10).

Çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîäîëæàåìîñòü ôóíêöèé èç
span ExpΛ äëÿ íåïîëíûõ ñèñòåì ExpΛ (ñì. [BE96], [Er03]�[Er05′]).

Îòìå÷åííàÿ âûøå íåèíôîðìèðîâàííîñòü òàêæå ÿðêî ïðîÿâè-
ëàñü è â èññëåäîâàíèÿõ ïî ïðîáëåìàòèêå
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Òåîðåìà Ìþíòöà íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå

Ïóñòü çäåñü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè X ⊂ R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî àíàëîã
òåîðåìû Ìþíòöà4 íàX òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ ñïåöèàëü-
íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ïðàâèëó Êðàìåðà: (êàæäàÿ
ôóíêöèÿ íà X ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì íà X íåêîòîðîé ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç ExpΛ)⇐⇒(ñèñòåìà Exp Λ ïîëíà íà
X)⇐⇒(÷èñëî òî÷åê â Λ íå ìåíüøå ÷èñëà òî÷åê â X). Âûçûâà-
åò íåêîòîðîå íåäîðàçóìåíèå, ÷òî â ðàáîòå Äæ.Â. Ïåòåðñà [Pet83,
Òåîðåìà 1] ýòîò ôàêò ïîäàâàëñÿ êàê òåîðåìà.

Ñëó÷àé ñ÷åòíîãî (áåñêîíå÷íîãî) X íå ñòîëü òðèâèàëåí. Êàê è
âî ââåäåíèè, åñëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç X ñòðåìèòüñÿ
ê +∞, òî äàëåå ïîëíîòà íà X îçíà÷àåò ïîëíîòó â ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ íà X ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞,
x ∈ X. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå àíàëîã òåîðåìû Ìþíòöà äëÿ òàêèõ
X ðàññìîòðåë À.À. Âàãàðøàêÿí:

Òåîðåìà 2.1.25 ([Âàã77, Òåîðåìû 1 è 2]). Ïóñòü X ⊂ R+ �
ñ÷åòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ñòðîãî óáûâàþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè inf Λ > 0 ñèñòåìà Exp−Λ ïîëíà
íà X, åñëè è òîëüêî åñëè Λ � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Íàïðîòèâ, åñëè â ñ÷åòíîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X ⊂ R+

ìîæíî âûäåëèòü ñòðîãî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê, òî âñåãäà âîçìîæíî ïîñòðîåíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ = {λk} ⊂ R+, ÷òî λk → +∞ è ñèñòåìà Exp−Λ íåïîëíà íà X.

Îäíàêî ÷åðåç ñåìü ëåò ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ñòàòüè À.À. Âà-
ãàðøàêÿíà â ðàáîòå Äæ.Â. Ïåòåðñà [Pet83, Òåîðåìà 2] ïðåäïðè-
íÿòà ïîïûòêà äîêàçàòü (áåç ññûëîê íà [Âàã77, Òåîðåìû 1 è 2] è
ñ ëåãêî îáíàðóæèâàåìûì äåôåêòîì â äîêàçàòåëüñòâå) ðåçóëüòàò
î ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 2.1.25 áåç êàêèõ-ëèáî äî-
ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åå âòîðîé ÷àñòè.

Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî â [Âàã77, Òåîðåìû 3 è 4] ñîäåðæàòñÿ òàê-
æå òî÷íûå ðåçóëüòàòû-êðèòåðèè òèïà òåîðåìû Ìþíòöà�Ñàñà äëÿ
ñèñòåì {e−λkx/(1 + x)α}, k = 1, 2, . . . , Reλk > 0, â ïðîñòðàíñòâàõ

4Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íå ñòåïåííàÿ (ïîëèíîìèàëüíàÿ), à òîëüêî ýêâèâàëåíò-
íàÿ åé ýêñïîíåíöèàëüíàÿ òðàêòîâêà.
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C0[0,+∞] è Lp(0,+∞), 1 6 p < +∞, ïðè α > 1 äëÿ C0[0,+∞] è
α > 1 + 1/p äëÿ Lp(0,+∞).

Îòíîñèòåëüíî íåäàâíî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðåìå Ìþí-
òöà íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå îáñóæäàëèñü â òåçèñàõ Õ.Ì. Àëìèðû
[Alm03], ãäå, â ÷àñòíîñòè, àíîíñèðîâàíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 2.1.25 áåç óñëîâèÿ inf Λ > 0 (êñòàòè, òîæå áåç óïîìèíàíèÿ
ðàáîòû À.À. Âàãàðøàêÿíà), à òàêæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå äîïîë-
íèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ê ñîæàëåíèþ, íàì íå óäàëîñü îáíàðóæèòü
èíôîðìàöèè îá îïóáëèêîâàíèè êàêîé-ëèáî ðàáîòû Õ.Ì. Àëìèðû
íà ýòó òåìó ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè

Î. Ñàñ â [Sz16] âïåðâûå öåëåíàïðàâëåííî èññëåäîâàë óñëîâèÿ
ïîëíîòû ñèñòåìû {xλk} ñ ïîêàçàòåëÿìè λk ∈ C, íî íå àíàëèòè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè. Ðåçóëüòàò çàâåðøåííîãî õàðàêòåðà áûë èì ïîëó-
÷åí ëèøü äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2(0,+∞) íàðÿäó ñ íåêîòîðûìè íåîá-
õîäèìûìè èëè äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðèâåäåì íàèáîëåå ñèëüíîå èç èçâåñòíûõ íàì îáîáùåíèé òåîðåìû
Ñàñà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä75] è
Â.È. Ëàäûãèíà [Ëà78] (ïîäðîáíåå ñì. [Ñåä00], [Ñåä01′], [Ñåä03′′],
[Ñåä03′], [Ñåä05], [ÌÏÑ04]), äîêàçàííûõ àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì.

Òåîðåìà 2.1.26. Ïóñòü Re Λ < 0. Ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (2.1.10)
äîñòàòî÷íà äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà [0,+∞], à òàê-
æå â Lp(0,+∞) ïðè 2 6 p < ∞, íî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
Ñåäëåöêîãî�Ëàäûãèíà∫ +∞

−∞

log dist(iy,Λ)

1 + y2
dy > −∞ , (2.1.27)

òî è â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0,+∞) ïðè 1 6 p < 2. Îáðàòíî, ðàñ-
õîäèìîñòü ðÿäà (2.1.10) íåîáõîäèìà äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ

â Lp(0,+∞) ïðè 1 6 p 6 2, à åñëè âûïîëíåíî (2.1.27), òî è íà
[0,+∞], è â Lp(0,+∞) ïðè p > 2.

Òåîðåìà 2.1.26 ïðè p = 2 åñòü â òî÷íîñòè òåîðåìà Ñàñà è ïîë-
íîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â L2(0,+∞), à
ïðè óñëîâèè (2.1.27) � íà [0,+∞] è â ïðîñòðàíñòâå Lp[0,+∞] ïðè
êàæäîì p > 1. Íî â îòñóòñòâèè óñëîâèÿ Ñåäëåöêîãî�Ëàäûãèíà
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(2.1.27) èçâåñòíûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ

íà [0,+∞] è â Lp(0,+∞) ïðè p > 2 íåñêîëüêî ñëàáåå, ÷åì óñëîâèå
ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1.10).

Òåîðåìà 2.1.27 (Í. Ëåâèíñîí [Le74]). Åñëè Re Λ < 0 è ñèñòåìà
ExpΛ ïîëíà íà [0,+∞] èëè â Lp(0,+∞) ïðè p > 2, òî äëÿ ëþáîé
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè b > 0 íà [0,+∞) ïðè óñëîâèè∫ +∞

0

b(x)

(1 + x)2
dx < +∞

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk} èìååì ðàâåíñòâî∑
k

|Reλk|+ e−b(|λk|)

1 + |λk|2
= +∞. (2.1.28)

Íåêîòîðîå óñèëåíèå (2.1.28) ñì. â [Ñåä03′, Òåîðåìà 9.2.4].
Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçàòåëåé ñ ïðåäåëüíûìè òî÷êà-

ìè íà iR ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû À.Ð. Çèãåëÿ [Sie72]
(ï. 2 òåîðåìû 2.1.28, ñëó÷àé α = −∞, β = +∞), Ì. Ãðàìà [Gr56],
[Gr57] (÷àñòíûé ñëó÷àé ï. 3 òåîðåìû 2.1.28), À.Ì. Ñåäëåöêîãî
[Ñåä75], [Ñåä00] è Â.È. Ëàäûãèíà [Ëà78] (ïï. 2, 3 òåîðåìû 2.1.28),
ïîêàçûâàþùèå, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1.10)
äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà [0,+∞] íå òðåáóåòñÿ, à äëÿ ïîëíî-
òû ýòîé ñèñòåìû â Lp[0,+∞] ïðè 1 6 p < 2 ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
(2.1.10) åùå íåäîñòàòî÷íî.

Òåîðåìà 2.1.28. 1) Åñëè (ëèíåéíàÿ) ìåðà ìíîæåñòâà ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê äëÿ Λ, Re Λ < 0, íà iR ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, òî
ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà [0,+∞].

2) Ïðè ëþáûõ −∞ 6 α 6 β 6 +∞ íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ ⊂ C− ñ ìíîæåñòâîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê [iα, iβ], äëÿ
êîòîðîé ðÿä (2.1.10) ñõîäèòñÿ, íî òåì íå ìåíåå ñèñòåìà ExpΛ

ïîëíà íà [0,+∞].

3) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè d > 0 íà R êëàññà Lip 1, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ ðàñõîäèìîñòè∫ +∞

−∞

log d(t)

1 + t2
dt = −∞,
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íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C− ñ îãðàíè÷å-
íèåì dist(iy,Λ) > d(y), y ∈ R, äëÿ êîòîðîé ðÿä (2.1.10) ðàñõî-
äèòñÿ, íî ñèñòåìà ExpΛ íåïîëíà â Lp(0,+∞) ïðè 1 6 p < 2.

Òàêèì îáðàçîì, âñå åùå îòêðûòîé îñòàåòñÿ

Ïðîáëåìà 2.1.5. Íàéòè êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïî-
íåíò ExpΛ íà [0,+∞] è â Lp(0,+∞) ïðè p 6= 2 â òåðìèíàõ
ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê èç Λ.

Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå äîñòóïíûì, ÷åì
ïðîáëåìû 2.1.3, ïîñêîëüêó â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïîëíîòû íà îò-
ðåçêå [a, b] b R, ïðèñîåäèíåíèå (ñîîòâ. óäàëåíèå) êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷åê ê (ñîîòâ. èç) Λ íå âëèÿåò íà íåïîëíîòó (ñîîòâ. ïîëíîòó)
ñèñòåìû ExpΛ íà [0,+∞] è â Lp(0,+∞), 1 6 p < +∞ [Ñåä03′,
Ñëåäñòâèå 9.1.2]. Ýòî îçíà÷àåò (ñì. ï. 1.1.3), ÷òî â ïîñëåäíèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò ExpΛ äëÿ èçáûòêîâ âîçìîæíû
ëèøü äâå ñèòóàöèè: exc Λ = ±∞. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ ìè-
íèìàëüíàÿ ñèñòåìà ExpΛ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íåïîëíà è â íèõ
íåò îäíîâðåìåííî ïîëíûõ è ìèíèìàëüíûõ ñèñòåì [Ñåä03′, Ñëåä-
ñòâèå 9.1.3]. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, äîïó-
ñòèìûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû íà [0,+∞] è â Lp[0,+∞] ïðè
1 6 p < +∞, òåñíî çàâÿçàí íà ñëåäóþùåì àíàëîãå ïðîáëåìû 2.1.4:

Ïðîáëåìà 2.1.6. Äàòü âíóòðåííåå îïèñàíèå ãîëîìîðôíûõ â C−
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ñ a = 0, b = +∞ â âèäå (2.1.1) è (2.1.2).

Â ñâÿçè ñ ï. 3) òåîðåìû 2.1.28 âîçíèêàþò ïðîáëåìû ïîèñêà íî-
âûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ â L

p(0,+∞)
ïðè 1 6 p < 2, óñèëèâàþùèõ óñëîâèå ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1.10)
(ýòîò ðÿä èëè åãî ìîäèôèêàöèè äîëæíû ðàñõîäèòüñÿ â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå äîñòàòî÷íî áûñòðî). Íàìåòèì çäåñü îäíó òàêóþ âîç-
ìîæíîñòü, ðàíåå, ïî-âèäèìîìó, íå îòìå÷àâøóþñÿ (ïîäðîáíåå ñì.
[Õàá09, Òåîðåìà è Ñëåäñòâèå]).

Ïðèìåð 2.1.1. Êàê è ïðè îðèãèíàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 2.1.26 áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî íåïîëíîòà ñèñòåìû ExpΛ

â Lp(0,+∞) âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîé â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèè F 6≡ 0 âèäà (2.1.2) ñ a = 0 è b = +∞,
F (Λ) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåé ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà îöåíêå

|F (z)| 6 const.

|Re z|1/p
, Re z < 0. (2.1.29)
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Çàìåíà G(z) := F
(
z−1
z+1

)
, z ∈ D, îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíóþ â åäè-

íè÷íîì êðóãå D ôóíêöèþ G 6≡ 0, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê A = {ak} ⊂ D, ãäå ak := 1+λk

1−λk , à (2.1.29)

äàåò sup
z∈D
|G(z)|(1−|z|)1/p <∞. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ G ïðè-

íàäëåæèò êëàññè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó A−1/p (ñì. ìîíîãðàôèþ
Õ. Õåäåíìàëüìà, Á. Êîðåíáëþìà è Ê. Æó [HKZ00]). Èçâåñòíû
òîíêèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé
ôóíêöèé èç òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷åííûå Ê. Ñåéïîì [Se95, Òåî-
ðåìà 1], êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì â ìîäèôèêàöèè [HKZ00, Òåîðå-
ìà 4.24]. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò êðóãà D ê
C−, ñðàçó ñôîðìóëèðóåì îäíî èç òàêèõ óñëîâèé äëÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íóëåé Λ ôóíêöèè F èç (2.1.29), ñîãëàñîâûâàÿ îáîçíà-
÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèþ ñ [HKZ00, ãë. 4].

Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê íà ðàñøèðåí-
íîé ìíèìîé îñè i[−∞,+∞], à {In} � ñèñòåìà äîïîëíèòåëüíûõ
ê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ íà i[−∞,+∞]. Âåëè÷èíó
|In| îïðåäåëèì5 êàê ðàñòâîð óãîëà, ïîä êîòîðûì âèäåí èíòåðâàë In
èç òî÷êè −1, äåëåííûé íà π. ×åðåç íåå îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S (îòíîñèòåëüíî
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè), à èìåííî: κ̂(S) :=

∑
n |In| log

(
e/|In|

)
, ãäå e

� îñíîâàíèå íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ.
Ñ êàæäîé òî÷êîé iy, y ∈ [−∞,+∞], ñâÿæåì6 äóãó riy îêðóæ-

íîñòè ñ öåíòðîì íà ìíèìîé îñè, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè −1 è iy. Ê
ïðèìåðó, â êðàéíèõ ñèòóàöèÿõ ri·0 = [−1, 0], ri·(±∞) = [−∞,−1].
Çàòåì ïîëîæèì rS = ∪{riy : iy ∈ S} è

Σ(Λ, rS) :=
1

2

∑
λk∈rS

(
1−

∣∣∣1 + λk
1− λk

∣∣∣2) = 2
∑
λk∈rS

−Reλk
|1− λk|2

.

Îöåíêè (2.1.29) âëåêóò çà ñîáîé íåðàâåíñòâà [HKZ00, Òåîðåìà 4.24]

Σ(Λ, rS) 6
1

p
κ̂(S) +

2

p
log κ̂(S) + const.,

ãäå const. íå çàâèñèò îò âûáîðà ìíîæåñòâà S. Îòñþäà óñëîâèå

sup
S

(
Σ(Λ, rS)− 1

p
κ̂(S)− 2

p
log κ̂(S)

)
= +∞, (2.1.30)

5Ýòî ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà èíòåðâàëà In äëÿ C− â òî÷êå −1.
6Ýòî îáðàçû ðàäèóñîâ, èñõîäÿùèõ èç öåíòðà åäèíè÷íîãî êðóãà D, ïðè ïå-

ðåõîäå îò D ê ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè C−.
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ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì S ðàñøè-
ðåííîé ìíèìîé îñè, � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåìû
ExpΛ â Lp(0,+∞), 1 6 p < +∞.

Âîçìîæíû è äðóãèå âåðñèè ýòîãî ðåçóëüòàòà (ñì. [HKZ00, Òåî-
ðåìà 4.25], [Se95, Òåîðåìà 1]). Â îòëè÷èå îò óñëîâèÿ ðàñõîäèìîñòè
ðÿäà (2.1.10) óñëîâèå ïîëíîòû (2.1.30) óæå òåñíî ñâÿçàíî ñî çíà-
÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ p.

Äðóãèå ìíîãî÷èñëåííûå óñëîâèÿ (íå)ïîëíîòû íà çàìêíóòîì ëó-
÷å [0,+∞], â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0,+∞) è â èõ âåñîâûõ âàðèàíòàõ
ìîæíî íàéòè â [Ñåä03′, ãë. 9] è â [Ñåä05].

Äëÿ ñèñòåì âèäà FΛ, êîãäà f � ôóíêöèÿ òèïà Ìèòòàã�Ëåô-
ôëåðà, ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà îò-
ðåçêå, ëó÷å èëè èõ ñèñòåìå ñ îáùèì íà÷àëîì â íóëå ïîëó÷åíû
Ì.Ì. Äæðáàøÿíîì [Äæ66], [Äæ88] è åãî ó÷åíèêàìè è ïîñëå-
äîâàòåëÿìè À.Å. Àâåòèñÿíîì, Ñ.À. Àêîïÿíîì, È.Î. Õà÷àòðÿ-
íîì, Í.Â. Ãðèãîðÿíîì [ÀÀÕ78], [Àâå90], [ÄæÃ88] è äð. Ïî ïî-
âîäó ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà [−∞,+∞] è åãî ïîäìíîæå-
ñòâàõ ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ðàáîòàì Ì.Ì. Äæðáàøÿíà, ïðèâåäåí-
íûì â [Äæ88], ê òåîðåìàì åäèíñòâåííîñòè èç ôóíäàìåíòàëüíîé
ðàáîòû Ï. Ìàëüÿâåíà [Mal55] (ñì. òàêæå ñòàòüþ Â. Ã.È. Ôóêñà
[Fu67]) è èõ ðàçâèòèÿ â ñòàòüÿõ Ã.Ò. Äåíãà [De86]�[De04], ê ñòàòüå
Äæ.À. Àíäåðñîíà è Ê. Ã. Áèíìîðà [AB71], ê ìîíîãðàôèÿì è îáçî-
ðàì À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä00], [Ñåä01′], [Ñåä03′′], [Ñåä03]�[Ñåä03′],
[Ñåä05], ãäå èññëåäîâàíû è âîïðîñû ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé âèäà
{g(t)·ExpΛ}. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó îäíîãî èç íåäàâíèõ ðåçóëü-
òàòîâ ïî ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

{f ∈ C(R) : ‖f‖ := sup
x∈R
|f(x)e−b(x)| <∞}, (2.1.31)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ b ∈ C(R) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ lim|x|→∞ b(x)/|x| = +∞, à íîðìà ‖ · ‖ � èç (2.1.31).

Òåîðåìà 2.1.29 (Ã.Ò. Äåíã [De03]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ = {λk} ⊂ C+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1.8) îòäåëåííîñòè
îò iR, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ìîäóëåé |Λ| = {|λk|} � óñëî-
âèþ ðàçäåëåííîñòè (2.1.16). Ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â ïðîñòðàí-
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ñòâå (2.1.31), åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé a ∈ R
+∞∫
1

b
(
2 l+Λ (0, t)− a

)
1 + t2

dt = +∞, l+Λ (0, t)
(3.2.1)
:=

∑
|λk|<t

Re
1

λk
. (2.1.32)

Ïî-âèäèìîìó, â òåîðåìå Äåíãà 2.1.29 óñëîâèå Λ ⊂ C+ ìîæíî
ñíÿòü, åñëè âìåñòî l+Λ â (2.1.32) âîñïîëüçîâàòüñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ìåðîé lΛ èç (3.2.2). Óñëîâèå ðàçäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |Λ|
òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì òîëüêî ñ ìåòîäîì äîêàçàòåëü-
ñòâà, à âîò îòäåëåííîñòü Λ îò iR â ðàññìàòðèâàåìûõ òåðìèíàõ �
ïî ñóùåñòâó (ñð. ñ ñèòóàöèåé èç ï. 3.2.2). Ðàçâèòèÿ òåîðåìû 2.1.29
ìîæíî íàéòè â ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ Ã.Ò. Äåíãà [De03′]�[De04].

2.1.3 Ìèíèìàëüíîñòü
è ðàâíîìåðíàÿ ìèíèìàëüíîñòü

Åñëè â îáîçíà÷åíèÿõ ï. 1.1.2 â êà÷åñòâå E ðàññìàòðèâàòü ïðî-
ñòðàíñòâà C[a, b] (ñîîòâ. Lp(a, b), 1 6 p < +∞), ãäå [a, b] � îòðåçîê
íà R, à â ðîëè ñèñòåìû EΛ � cèñòåìó ýêñïîíåíò ExpΛ, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî Ê ′ îïèñûâàåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ö.ô.ý.ò.
âèäà (2.1.1) (ñîîòâ. (2.1.2)) èç òåîðåìû 2.1.1, è â ñèëó èçâåñòíî-
ãî òîæäåñòâà Ëåâèíñîíà [Red74, 3, ôîðìóëà (2)] îíî âíóòðåííå
óñòîé÷èâî íà âñåì C. Òàêèì îáðàçîì, âñå îáùèå ôàêòû èç ï. 1.1.2
ñïðàâåäëèâû è äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.

Íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åíà ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåì ýêñïîíåíò â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−a, a), 0 < a < ∞. Êðèòåðèé îä-
íîâðåìåííîé ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû ExpΛ â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùåé ö.ô.ý.ò., âîñõîäÿùèé ê Í. Âè-
íåðó è Ð. Ïýëè [WP34], ïðèâåäåí â êíèãàõ Á. ß. Ëåâèíà [Ëåâ56],
[Ëåâ96]. Èíîãäà óñëîâèÿ îäíîâðåìåííîé ïîëíîòû è ìèíèìàëüíî-
ñòè èç òåîðåìû 1.1.5 íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ. Ñôîðìóëèðóåì, ê
ïðèìåðó, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Lp(−a, a) [WP34], [Ñåä82, Òåîðåìà 1.1.1], [Ñåä00, 6.1, Òåîðåìà 1]
áåç ÷àñòè èíôîðìàöèè î áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå.

Òåîðåìà 2.1.30. Ïóñòü 1 6 p 6 2 è λ0 ∈ Λ = ZeroF , ãäå F
� ö.ô.ý.ò. 6 σ, äëÿ êîòîðîé F (z)/(z − λ0)

∣∣
R∈ Lp(R). Òîãäà

ñèñòåìà ýêñïîíåíò ExpiΛ ìèíèìàëüíà â Lp(−σ, σ).
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Íîâûé ïîäõîä ê êðèòåðèÿì ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè â L2(a, b)
ñèñòåì ýêñïîíåíò è áîëåå îáùèõ ñèñòåì ôóíêöèé íåäàâíî ðàçðà-
áîòàí Ì.Ã. Ìàêàðîâûì è À. Ã. Ïîëòîðàöêèì [ÌÏ05, 3.1�2].

Ðàçëè÷íûå âèäû íåîáõîäèìûõ èëè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìèí-
èìàëüíîñòè â Lp(a, b) è íà [a, b] ñîäåðæàòñÿ â óæå íå ðàç óïîìèíàâ-
øèõñÿ ìîíîãðàôèÿõ è îáçîðàõ À. Ì. Ñåäëåöêîãî ïîñëåäíèõ ëåò.
Îòìåòèì òàêæå î÷åíü íàãëÿäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ ìèíè-
ìàëüíîñòè â Lp(−π, π) Â.Ñ. Þðêèíà [Þ95].

Á�îëüøàÿ ÷àñòü óñëîâèé îäíîâðåìåííîé ïîëíîòû è (ðàâíîìåð-
íîé) ìèíèìàëüíîñòè ñîäåðæèòñÿ â ðåçóëüòàòàõ äâóõ òèïîâ. Ïåð-
âûé � óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èçáûòêîâ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò, ê
êîòîðûì îáðàòèìñÿ ÷óòü ïîçæå. Âòîðîé � óñëîâèÿ áàçèñíîñòè,
òàê êàê êàæäûé áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïîëíàÿ
ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà. Óñëîâèÿ áàçèñíîñòè ÷àùå âñå-
ãî ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé èëè â òåðìèíàõ áëèçîñòè ê íóëÿì ôóíêöèé
òèïà ñèíóñà, ââåäåííûì Á. ß. Ëåâèíûì [Ëåâ61], [Ëåâ96].

Êîñíåìñÿ íåêîòîðûõ èç íèõ áåç ôîðìóëèðîâîê, ïîñêîëüêó âî-
ïðîñû áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé áîëåå ÷åì äîñòîéíû
îòäåëüíîãî îáçîðà, íî â èçëîæåíèè àâòîðîâ, íåïîñðåäñòâåííî ðà-
áîòàâøèõ íàä ýòîé ïðîáëåìàòèêîé.

Êðèòåðèé äëÿ áàçèñà Ðèññà âèäà ExpiΛ â L2(0,+∞) áûë îïóá-
ëèêîâàí â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ Í.Ê. Íèêîëüñêîãî è Á.Ñ. Ïàâëî-
âà (ñì. [ÍèÏ70]). Îí ñîñòîèò â âûïîëíåíèè çíàìåíèòîãî óñëîâèÿ
Ë. Êàðëåñîíà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2(0, a) è äëÿ çàìûêàíèÿ ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè ñèñòåìû Exp iΛ àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé áåçóñëîâ-
íîé áàçèñíîñòè, ãäå îäíó èç îñíîâíûõ ðîëåé èãðàþò êëàññè÷å-
ñêèå óñëîâèå Ìàêåíõàóïòà èëè óñëîâèå Õåëñîíà�Ñåãå, áûë äàí
â ðàáîòàõ Á.Ñ. Ïàâëîâà, Ñ.Â. Õðóùåâà, Í.Ê. Íèêîëüñêîãî (ñì.
[ÕÍÏ81]) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Im iΛ > a. Ýòî îãðàíè÷åíèå ñíÿ-
òî â ðàáîòå À.Ì. Ìèíêèíà [Ìèí91].

Ïî èññëåäîâàíèÿì áàçèñíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò â L2(0, a) â òåð-
ìèíàõ áëèçîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ê íóëÿì ôóíêöèé òèïà ñè-
íóñà èëè ïîäîáíûõ èì îòìåòèì çäåñü ðåçóëüòàòû Ñ.À. Àâäîíèíà
[Àâ74] è ñîâìåñòíóþ ðàáîòó Ñ.À. Àâäîíèíà è È. Éîî [ÀJ88], ïå-
ðåêðûâàþùèå ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû Í. Âèíåðà è Ð. Ïýëè,
Ð. Äàôôèíà è Äæ. Èêýñà, À. Å. Èíãàìà, Í. Ëåâèíñîíà, Ì.È. Êàäå-
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öà, Á.ß. Ëåâèíà, Â.Ä. Ãîëîâèíà, Â.Ý. Êàöíåëüñîíà (ñì. èñòîðèþ
âîïðîñà â [ÀJ88], [Ìèí91]). Â îáçîðå Þ.È. Ëþáàðñêîãî [Ëþ89′],
âî ìíîãîì îñíîâàííîì íà åãî ñîáñòâåííûõ ðàáîòàõ, ðàçâåðíóòà äå-
òàëüíàÿ êàðòèíà ïî ïîëíîòå, ìèíèìàëüíîñòè, áàçèñíîñòè è ò. ï. â
Lp(a, b) ñèñòåì ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýêñïîíåíò è áîëåå îáùèõ
ôóíêöèé â óâÿçêå ñ ðÿäîì âîïðîñîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (îïåðàòîðîâ). Áëèçêè ê íèì è íåäàâíèå
ðåçóëüòàòû Á.Ò. Áèëàëîâà [Áè04].

Òîíêèå ðåçóëüòàòû ïî îïèñàíèþ êëàññîâ ðàçäåëåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ïîêàçàòåëåé, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñè-
ñòåìà ýêñïîíåíò ïîëíà è ìèíèìàëüíà íà îòðåçêå [−π, π] èëè â
Lp(−π, π) ïîëó÷åíû À.Ì. Ñåäëåöêèì [Ñåä95]. Â åãî æå ðàáîòå
[Ñåä95′], ïðîäîëæèâøåé èññëåäîâàíèÿ Â.À. Èëüèíà [Èë83], èçó-
÷åíû âçàèìîñâÿçè ïîëíîòû è ðàâíîìåðíîé ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåì
ýêñïîíåíò â Lp(−π, π) ñ òàê íàçûâàåìîé ðàâíîñõîäèìîñòüþ íåãàð-
ìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå. Èññëåäîâàíèÿ áàçèñíîñòè â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Lp(−π, π), p 6= 2, ïðîäîëæåíû â ðàáîòå À.Ì. Ñåäëåöêî-
ãî [Ñåä99]. Â òåðìèíàõ áëèçîñòè ê íóëÿì ôóíêöèé òèïà ñèíó-
ñà ðåçóëüòàòû ïî áàçèñíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò áûëè ïåðåíåñåíû
íà ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â ñîâìåñòíîé ñòàòüå Ñ.À. Àâäîíèíà è
Ñ.À. Èâàíîâà [ÀÈ00], ãäå äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåíû è
óñëîâèÿ (íå)ïîëíîòû è(èëè) (íå)ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò.
Îêîí÷àòåëüíûé êðèòåðèé ïîëó÷åí Þ.È. Ëþáàðñêèì è Ê. Ñåéïîì
â [ËþS97] (ñì. òàêæå îáçîð Ê. Ñåéïà [Se98]). Àïïðîêñèìàòèâíûå
ñâîéñòâà ñèñòåì ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà òàêæå äå-
òàëüíî èññëåäîâàíû â ðàáîòå À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä99′′].

Äàëüíåéøèå ðàçâèòèå, îáîáùåíèÿ ïî áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè
íà îòðåçêå è åå ïðèìåíåíèÿì ñì., â ÷àñòíîñòè, â ñîâìåñòíûõ êíèãå
è ñòàòüå Ñ.À. Àâäîíèíà è Ñ.À. Èâàíîâà [ÀÈ95], [ÀÈ01], â ðàáîòå
Ñ.À. Èâàíîâà è Í. Êýëòîíà [ÈK01], â îáçîðå Ã.Ì. Ãóáðååâà [Ãó00],
â ñòàòüÿõ À.Ì. Ìèíêèíà [Ìèí96], [Ìèí98] è â áèáëèîãðàôèè èç
íèõ. Óñëîâèÿ ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè áîëåå èëè ìåíåå êîíêðåò-
íûõ ñèñòåì ýêñïîíåíò â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîäåðæàòñÿ â
íåÿâíîì âèäå â èññëåäîâàíèÿõ (àáñîëþòíî) ïðåäñòàâëÿþùèõ ñè-
ñòåì ýêñïîíåíò (ñì. îáçîð Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [Êîð02], çàìåòêó
À.Â. Àáàíèíà è Î.Â. Øåðøíåâîé [ÀØ01] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ).

Ïîëíîòà è (ðàâíîìåðíàÿ) ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåì {e−iλkt−a|t|α}
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è íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0,+∞) è
Lp(R) èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ À.Ì. Ñåäëåöêîãî è åãî ó÷åíè-
êîâ [Ñåä97′], [ÑåÅ97], [Ñåä98], [Ñàë94], [Ñåä01], [Ïð04], [Ñåä03′],
[Ñåä05], â ñîâìåñòíûõ ñòàòüÿõ Á.Â. Âèííèöêîãî è À.Â. Øàïî-
âàëîâñêîãî [ÂØ89], [ÂØ00], Á. Â. Âèííèöêîãî è Ã.Ä. Ãàëåëþê
[ÂèÃ05], â êîòîðûõ ïðèâåäåíà è äîïîëíèòåëüíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

2.1.4 Èçáûòîê ïîëíîòû. Óñòîé÷èâîñòü
ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè

Ñîãëàñíî ïåðâîìó àáçàöó ïðåäûäóùåãî ï. 2.1.3 îáùèå îïðåäå-
ëåíèÿ è ôàêòû ï. 1.1.3 ïåðåíîñÿòñÿ íà èçáûòêè exc Λ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ C[a, b] èëè Lp(a, b), 1 6 p. Â äîïîëíåíèå ê íèì ìîæíî îòìå-
òèòü, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè è ïðè óñëîâèè exc Λ = −∞ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ ìîæíî äîïîëíèòü íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ Λ′ òàê, ÷òî ñèñòåìà ExpΛ∪Λ′ ïî-ïðåæíåìó íåïîëíà
íà [a, b] èëè â Lp(a, b), 1 6 p < +∞ [Red68], [Red74, Òåîðåìà 6].

Êîãäà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà îïðåäåëåííûé òèï ïðåîáðà-
çîâàíèé (ñäâèã è ò. ï.) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Γ (íå)ïîëíîòà èëè (ðàâíîìåðíàÿ) ìèíèìàëüíîñòü
ñîõðàíÿþòñÿ, òî ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ñâîé-
ñòâà îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàê,
åñëè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ â Γ èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî èçáûòêîâ exc Λ = exc Γ, òî î÷åâèäíà óñòîé÷èâîñòü è
ïîëíîòû, è ìèíèìàëüíîñòè. Á�îëüøàÿ ÷àñòü îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ îá èçáûòêàõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R,
óñòàíîâëåííûõ äî 1977 ã., ïðèâåäåíà â îáçîðå Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà
[Red74]. Ðÿä òîíêèõ óòâåðæäåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðè ñïå-
öèàëüíûõ, íî äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ íà ðàñïîëîæåíèå ïî-
êàçàòåëåé ñèñòåìû ýêñïîíåíò ïðèíàäëåæèò À.Ì. Ñåäëåöêîìó è
îòðàæåí â åãî ìîíîãðàôèÿõ ïîñëåäíèõ ëåò.

Èñõîäíîé òî÷êîé ñðåäè ýòèõ ìíîãî÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷à-
ñòî ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà, óñòàíîâëåííàÿ â
[AR67, Òåîðåìà 3] â îñëàáëåííîé ôîðìå, à çàòåì â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå â îáçîðå [Red74, Òåîðåìà 14].

Òåîðåìà 2.1.31. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ = (λk) è Γ =
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(γk), k = 1, 2, . . ., âûïîëíåíî óñëîâèå
∞∑
k=1

|λk − γk|
1 + |Reλk|+ |Re γk|

< ∞ , (2.1.33)

òî exc Λ = exc Γ äëÿ C[a, b] è Lp(a, b), 1 6 p < ∞, ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ −∞ < a < b < +∞.

Íåóëó÷øàåìîñòü çäåñü â íåêîòîðîì ñìûñëå óñëîâèÿ (2.1.33)
îòðàæåíà â ïðèìåðàõ Ä. Ïåòåðñîíà [Pe74], [Red74, Òåîðåìà 15]
è À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä77, Ïðèìåð]. Êàê îòìå÷åíî â [AR67]
è [Red74], ïðèíöèïèàëüíàÿ îñîáåííîñòü òåîðåìû Ðåäõåôôåðà�
Àëåêñàíäåðà, â êîíòðàñòå ñ äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè îá èçáûòêàõ,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîâèå (2.1.33) íå íàêëàäûâàåò êàêèõ-ëèáî ñïå-
öèàëüíûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê êàæäîé èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé Λ è Γ ïî îòäåëüíîñòè. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
íà ðàñïîëîæåíèå êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ è Γ âîçìîæíî
ñóùåñòâåííîå îñëàáëåíèå óñëîâèÿ (2.1.33) (ñì. ðàáîòû Þ. Ýëüç-
íåðà [El71], Ä. Ïåòåðñîíà [Pe74] è îáçîð [Red74, 6, 7]). Ïðèâå-
äåì äëÿ ïîäîáíîé ñèòóàöèè îäèí èç íàèáîëåå äàëåêî ïðîäâèíóâ-
øèõñÿ ïîñëå òåîðåìû Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà 2.1.31 ðåçóëüòà-
òîâ À. Ì. Ñåäëåöêîãî äëÿ L2(a, b) (ñì. [Ñåä74], [Ñåä80], [Ñåä83]),
êîòîðûé â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè íåóëó÷øàåì.

Òåîðåìà 2.1.32 ([Ñåä03, Òåîðåìà 5.5.4]). Ïóñòü Λ è Γ � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â C, äëÿ êîòîðûõ

sup |Im Λ|+ sup|Im Γ| < +∞,∫ ∞
1

(
sup
x∈R

∫ x+u

x

∣∣nRRe Λ(t)−nRRe Γ(t)
∣∣ dt)du

u2
< +∞ .

Òîãäà exc iΛ = exc iΓ äëÿ L2(a, b) ïðè −∞ < a < b < +∞.

Íîâûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû ñèñòåìû ExpiZ íà îòðåç-
êå [−π, π] ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ Z äàíû â [Ñåä97, ñëåäñòâèå].
Ìíîãî÷èñëåííûå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.1.32 è àíàëîãè äëÿ Lp(a, b)
ìîæíî íàéòè â [Ñåä00, 5.4], [Ñåä03]�[Ñåä03′], [Ñåä05]. Óñòîé÷è-
âîñòü áàçèñíîñòè, ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ñèñòåì ýêñïîíåíò
ExpΛ â L2(−π, π) ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïîêàçàòåëåé Λ î÷åíü ïîäðîáíî èññëåäîâàíà â ñîâìåñòíîé ñòà-
òüå Ã.Ï. ×èñòÿêîâà è Þ.È. Ëþáàðñêîãî [×Ëþ97, Òåîðåìû 1, 4,
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5] � åñòåñòâåííî, â òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ òåðìèíàõ. Ïðèâåäåì
çäåñü èõ ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.1.33 ([×Ëþ97, Òåîðåìû 4, 5]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ = (λk)k∈Z ⊂ R ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïîðîæäàåò
áàçèñ Ðèññà ExpiΛ â L2(−π, π), à ñèñòåìà Expi(Λ+Ξ) ïîëó÷åíà ñëó-
÷àéíûì âîçìóùåíèåì7 Λ + Ξ := (λk + ξk) ïîêàçàòåëåé Λ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ (ξk) íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E(ξk) = 0, k ∈ Z. Åñëè
sup
k

E
(
|ξk|2

)
< +∞, òî ñèñòåìà Expi(Λ+Ξ) ïîëíà â L2(−π, π) ïî-

÷òè íàâåðíîå. Åñëè sup
k

E
(
|ξk|m

)
< +∞, m = 2, 3, . . . , òî ýòà

ñèñòåìà ïîëíà è ìèíèìàëüíà â L2(−π, π) ïî÷òè íàâåðíîå.

Èññëåäîâàíèÿ èçáûòêîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà îòðåçêå
ïðîäîëæàþòñÿ è ïîíûíå (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû À.Ì. Ñåäëåöêî-
ãî [Ñåä99′], Í. Ôóäæè, À. Íàêàìóðû è Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà [FNR99],
À. Íàêàìóðû [Na00], Ý. Çèêêîñà [Zi05] c áîëåå èëè ìåíåå æåñòêè-
ìè ñïåöèàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçà-
òåëåé). Èç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé îòìåòèì çäåñü ðàáîòó À. Áó-
àâåíà è Õ. Æîíãà [BoZ05, Òåîðåìû 1 è 2]. Âòîðàÿ òåîðåìà â íåé
îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç [FNR99], êîòîðûé, âïðî÷åì, ñîäåðæàëñÿ â
ñóùåñòâåííî áîëåå ðàííåé ðàáîòå À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä83]. Çäåñü
ïðèâîäèòñÿ òîëüêî áîëåå ïðîñòàÿ ïî ôîðìóëèðîâêå

Òåîðåìà 2.1.34 ([BoZ05, Òåîðåì 1]). Ïóñòü Λ = (λk) è Γ = (γk),
k ∈ Z, � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, Reλk < 0 ïðè k < 0
è Reλk > 0 ïðè k > 0, à òàêæå |λk − γk| 6 αk = α−k ïðè âñåõ
k 6= 0, ãäå óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αk)k∈N ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ è

∑
k∈N αk/k < +∞. Òîãäà exc Λ = exc Γ â ëþáîì L2(a, b).

Ïðèâåäåì òàêæå îäíî èç ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé ïî èçáûòêàì
ñèñòåì ýêñïîíåíò â L2(a, b), îáîáùàþùåå ðåçóëüòàò À. Íàêàìóðû
[Na00] è ïðèíàäëåæàùåå À.È. Õåéôèöó:

Òåîðåìà 2.1.35 ([Õå04, Òåîðåìà 1]). Ïóñòü λk := k + dk ïðè
k ∈ Z, dk ∈ C è supk |dk| < ∞, Λ := {λk}. Òîãäà exc iΛ äëÿ

7Êîððåêòíûå îïðåäåëåíèÿ ñì. â [×Ëþ97].
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ñèñòåìû ExpiΛ â L2(−π, π) ðàâåí íàèáîëüøåìó öåëîìó ÷èñëó r,
ïðè êîòîðîì ðàñõîäèòñÿ ðÿä

+∞∑
l=−∞, l 6=0

1

|l|2r
exp

2
+∞∑

k=−∞, k 6=0

Re dk+l − Re dk
k

 .

Çàêîí÷åííûå óñëîâèÿ áëèçîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ è Γ, ïðè
êîòîðûõ exc Λ = exc Γ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ C[a, b]
èëè Lp(a, b) íåèçâåñòíû, è çäåñü åùå áîëåå óìåñòåí êîììåíòàðèé,
ïðèâåäåííûé ïîñëå ïðîáëåìû 2.1.3.

2.1.5 Àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà íà îòðåçêå

Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè â ï. 1.1.4 ðàáîòàìè àáñîëþòíàÿ ïîë-
íîòà è áëèçêàÿ åé {mk}-ïîëíîòà äëÿ ñèñòåìû ñòåïåíåé {xk},
k = 0, 1, . . . , è ñèñòåìû ExpΛ íà îòðåçêå, ò.å. â ïðîñòðàíñòâàõ
C[a, b] è C0[a,+∞], èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Äæ.À. Ñòàôíè
[St67], Ì. ôîíÃîëè÷åêà è Ä. Ëåâèàòàíà [GL77], Â.È. Ãóðàðèÿ è
Ì.À. Ìåëåòèäè [ÃÌ71], Î.À. Ìóðàäÿí è Ñ.ß. Õàâèíñîíà [ÌÕ77],
Ð.Ì. Òðèãóáà [Òð77]. Ïðèâåäåì çäåñü óñëîâèå È.Ô. Êðàñè÷êîâà-
Òåðíîâñêîãî èç [Êð86] îá àáñîëþòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò
íà îòðåçêå, êîòîðîå ñîäåðæèò â ñåáå è ìíîãèå ðàíåå èçâåñòíûå.

Ïóñòü Λ = (λk) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â C è M = (Mk),
k = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó{ 1

Mk
exp(λkz)

}
, k = 1, 2, . . . . (2.1.34)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ′ = {λ′k} âïîëíå ñãóùàåòñÿ â íàïðàâëå-
íèè θ, åñëè arg λ′k → θ ïðè λ′k → ∞ è ñõîäèòñÿ ðÿä (2.1.9) ñ λ′k
âìåñòî λk. Äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ′ ⊂ Λ, âïîëíå ñãóùàþ-
ùåéñÿ â íàïðàâëåíèè θ, ââåäåì

HΛ′(θ) := lim sup
λk→∞,λk∈Λ′

logMk

|λk|
; H(θ; Λ) := inf

Λ′⊂Λ
HΛ′(θ) , (2.1.35)

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì Λ′ ⊂ Λ, âïîëíå ñãóùàþùèìñÿ â íàïðàâëåíèè θ. Ôóíêöèþ
H(θ; Λ) è âûïóêëîå ìíîæåñòâî

⋂
06θ<2π

{
z : Re ze−iθ 6 H(θ; Λ)

}
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íàçûâàåì ñîîòâ. èíäèêàòîðîì è äèàãðàììîé ñóùåñòâåííîãî ðî-
ñòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

Òåîðåìà 2.1.36. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñóùåñòâó-
þò ÷èñëà t0, A > 0 òàêèå, ÷òî nΛ(z, t) 6 At ïðè t > t0 äëÿ
âñåõ z ∈ C, è âûïîëíåíî óñëîâèå (2.1.8) îòäåëåííîñòè îò ìíè-
ìîé îñè. Ñèñòåìà (2.1.34) àáñîëþòíî ïîëíà íà îòðåçêå [a, b],
−∞ < a < b < +∞ (ñîîòâ. íà [0,+∞]) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äèàãðàììà ñóùåñòâåííîãî ðîñòà M íà Λ èìååò íå
áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè ñ îòðåçêîì [a, b] (ñîîòâ. Re Λ < 0 è
inf
{
H(θ; Λ) : | cos θ| > d

}
= −∞ ïðè íåêîòîðîì d > 0).

Â [Êð86, � 1, çàìå÷àíèå 1] îòìå÷åíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèòóàöèè àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû (2.1.34) ýêâèâàëåíòíà åå
{mk}-ïîëíîòå ñ mk = 1/Mk, ÷òî îçíà÷àåò {mλ}λ∈Λ-ïîëíîòó ïðè
Λ = {λk} â ñìûñëå ïîäðàçäåëà 1.1.4.

Ïðîáëåìà 2.1.7. Èçáàâèòüñÿ â òåîðåìå 2.1.36 îò âñåõ èëè ÷à-
ñòè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ.

Ñêîðåå âñåãî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 2.1.7 ïîòðåáóþòñÿ åùå áî-
ëåå òîíêèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷åì èíäèêàòîð è äèàãðàììà ñóùå-
ñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2.2 Ïîëíîòà ñèñòåì ýêñïîíåíò íà îòêðûòîì èíòåðâàëå

2.2.1 Ïîëíîòà

Çàäà÷ó ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà îòêðûòîì èíòåðâàëå
(a, b) ïðè ëþáûõ −∞ 6 a < b 6 +∞, ò.å. â ïðîñòðàíñòâå C(a, b)
ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ,
ð�àâíî êàê è â ïðîñòðàíñòâàõ Lploc(a, b) ôóíêöèé, ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìûõ íà (a, b), 1 6 p < ∞, â ïðîñòðàíñòâå C∞(a, b) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà (a, b) ôóíêöèé è äðóãèõ (íåêâàçèàíàëè-
òè÷åñêèõ) ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà (a, b) ñ åñòåñòâåííîé òîïî-
ëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà, ïîëíîñòüþ ðåøàåò òåîðåìà 2.1.10
Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû:

Òåîðåìà 2.2.1. (Ïîëíîòà ExpiΛ íà (a, b))⇐⇒ (b−a) 6 2πRe(Λ).
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Òåîðåìà îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ ïðîñòðàíñòâ C[a,+∞), C(−∞, b],
a, b 6= ±∞, C(R) ñ çàìåíîé ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà òåîðåìû 2.2.1
íà óñëîâèå Re(Λ) = +∞. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî èç òåîðå-
ìû 2.1.20 ëåãêî ñëåäóåò áåñêîíå÷íûé íàáîð äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü V 6≡ 0 � ôóíêöèÿ Éåíñåíà. Åñëè

lim sup
t→∞

1

t

∑
n

V (λn/t) >
a

π

∫ +∞

−∞
V (x) dx ,

òî ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà íà (−a, a).

Íàïîìíèì, ÷òî îäèí èç îáùèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîîáðàç-
íûõ ôóíêöèé Éåíñåíà áûë îïèñàí â ñõåìå i)�v) èç ï. 1.2.2.

2.2.2 Óñòîé÷èâîñòü ïîëíîòû

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû íà
îòêðûòîì èíòåðâàëå � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà
[Red72], [Red74, Òåîðåìà 78], ïîëó÷åííàÿ ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäà-
ìè èç òåîðåìû 2.1.10 è ýêâèâàëåíòíàÿ åé (ñð. (2.1.12) ñ (2.2.1)).

Òåîðåìà 2.2.3. Åñëè äëÿ ïðîíóìåðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Λ = (λk) è Γ = (γk) âûïîëíåíî óñëîâèå Ðåäõåôôåðà∑

k

∣∣∣ 1

λk
− 1

γk

∣∣∣ <∞ , (2.2.1)

òî ñèñòåìû ExpiΛ è ExpiΓ ïîëíû èëè íå ïîëíû íà (a, b) è â
Lploc(a, b) òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Èìåííî â êîíòåêñòå ýòîé òåîðåìû Ð. M. Ðåäõåôôåð îòìå÷àë
àêòóàëüíîñòü ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.3, óæå îáñóæ-
äàâøóþñÿ ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2.1.12 (ñì. òàêæå êîì-
ìåíòàðèé â [Õàá04, � 2, Çàìå÷àíèå]).

Äðóãîé âîçìîæíûé âàðèàíò èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëíî-
òû (ñîîòâ. íåïîëíîòû) ñèñòåìû ExpΛ íà èíòåðâàëå (a, b) � âûÿñ-
íèòü, êàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî óäàëèòü èç (ñîîòâ. äîáà-
âèòü ê) Λ, ÷òîáû ïîëíîòà (ñîîòâ. íåïîëíîòà) äëÿ íîâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñîõðàíèëàñü. Ïî óñòîé÷èâîñòè íåïîëíîòû òåîðå-
ìû Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà â èíòåðïðåòàöèè Æ.-Ï. Êàõàíà ïîçâî-



2.2. Ïîëíîòà ñèñòåì ýêñïîíåíò íà îòêðûòîì èíòåðâàëå 69

ëÿþò ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé òî÷íûé ðåçóëüòàò: åñëè ñèñòå-
ìà Exp iΛ íåïîëíà íà (a, b) è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ ïëîò-
íîñòü Re(Γ) < (b− a)/(2π) − Re(Λ), òî è ñèñòåìà Expi(Λ∪Γ)

íåïîëíà íà (a, b). Àíàëîãè÷íûé òî÷íûé ðåçóëüòàò ïî óñòîé÷èâî-
ñòè ïîëíîòû, ôîðìóëèðóåìûé â òåðìèíàõ âíóòðåííåé ïëîòíîñòè
Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà Ai(Γ) è äðóãèõ âíóòðåííèõ ïëîòíîñòåé, åé
ðàâíûõ [Êð89], ëåãêî ñëåäóþò èç òåõ æå òåîðåì. Êðîìå òîãî, èç
îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè Ðåäõåôôåðà Re(Λ) ÷åðåç (2.1.12) íåòðóäíî
èçâëå÷ü ñëåäóþùèé ëþáîïûòíûé ôàêò îá óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû
íà èíòåðâàëå ñèñòåìû ýêñïîíåíò ExpiΛ îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ áî-
ëåå ÷åì �ïîëîâèíû ýêñïîíåíò� â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1.13) è óñëîâèþ òèïà Ëèíäåëåôà∣∣∣ ∑

|λk|<r

Re
1

λk

∣∣∣ = O(1), r → +∞, (2.2.2)

÷òî ãàðàíòèðîâàíî, êîãäà Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé íåêî-
òîðîé ö.ô.ý.ò.. Ïîëîæèì

Λε := Λ ∩ ∠(−ε, ε), Λ−ε := Λ ∩ ∠(−π − ε,−π + ε).

Åñëè ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà íà (a, b) èëè â Lploc(a, b), òî òàì æå
ïîëíà êàæäàÿ èç ñèñòåì ExpiΛε è ExpiΛ−ε.

2.2.3 Äîïîëíåíèå ê ï. 2.1.4:
óñòîé÷èâîñòü ðàâíîìåðíîé ìèíèìàëüíîñòè

Ôîðìóëèðîâêà ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ À.Ì. Ñåäëåöêîãî [Ñåä07] �

Òåîðåìà 2.2.5. Åñëè äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ = {λk}k∈Z
è Γ = {γk}k∈Z âûïîëíåíî

∑
k∈Z |λk − γk| < +∞ èëè æå

sup
{
|Re Λ|, |Re Γ|

}
< +∞ è Reλk = Re γk, k ∈ Z, òî ñèñòå-

ìû ExpΛ è ExpΓ ìîãóò áûòü ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíû íà [a, b]
è(èëè) â Lp(a, b), p > 1, òîëüêî îäíîâðåìåííî.



Ãëàâà 3

Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

íà ïîäìíîæåñòâàõ â C

3.1 Ñèñòåìû ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ íà äóãå

3.1.1 Ïîëíîòà íà äóãå

Òî÷íûå óñëîâèÿ íåïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà ñïðÿìëÿåìîé äó-
ãå ` ⊂ C (ñîîòâ. â Lp(`)) ôîðìóëèðóþòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå
2.1.1, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (2.1.1) (ñîîòâ.
â (2.1.2)) âåäåòñÿ ïî äóãå ` è ïî ìåðå σ c íîñèòåëåì íà ` (ñî-
îòâ. ñ ôóíêöèåé f ∈ Lq(`)). Ê ïåðâûì ðåçóëüòàòàì î ïîëíîòå ñè-
ñòåì ýêñïîíåíò íà äóãå (ïîñëå çàìåíû z = ew) ìîæíî îòíåñòè
êëàññè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ òåîðåìó Äæ. Óîëøà [Wal27]
î ïîëíîòå ñèñòåìû ñòåïåíåé {zn}, n = 0, 1, . . . , â ïðîñòðàíñòâå
C(`) äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé, íå îáÿçàòåëüíî ñïðÿìëÿåìîé, äó-
ãè `. Ñëåäóþùèé ïðèíöèïèàëüíûé øàã ïî èññëåäîâàíèþ ïîëíîòû
ñèñòåì ñòåïåíåé, à çíà÷èò, è ñèñòåì ýêñïîíåíò íà äóãàõ c ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ öåëûõ ïîêàçàòåëåé, ïî ñóùåñòâó îòëè÷íîé îò N,
áûë ñäåëàí À.Ô. Ëåîíòüåâûì [Ëåî58]. Ìíîãî÷èñëåííûå óñëîâèÿ
(íå)ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà ðàçëè÷íîãî ðîäà äóãàõ â äóõå
òåîðåì Ìþíòöà è Ñàñà, ò.å. â òåðìèíàõ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1.10)
(äëÿ ïîëíîòû) èëè ñõîäèìîñòè (äëÿ íåïîëíîòû), ìîæíî íàéòè â
ðàáîòàõ Ï. Ìàëüÿâåíà è Äæ. Ñèääèêè [MS71], [MS76], ß. Êîðå-
âààðà [Kor73], [Kor74], [Kor79] è åãî ñîâìåñòíûõ ñ Ì. Äèêñîíîì
ñòàòüÿõ [KD78], [DK78], [KD79], ó À.Ô. Ëåîíòüåâà [Ëåî74], Ò. Ýð-
êàììà [Erk76], â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ À. Áàéåòò è Äæ. Ñèääèêè
[BS75], [BS79], [BS81]. Îíè áîëüøåé ÷àñòüþ îïèñàíû ïî ñîñòîÿ-
íèþ â íà÷àëå 1980-õ ãîäîâ â ìîíîãðàôèè À.Ô. Ëåîíòüåâà [Ëåî80,

70
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ãë. III, � 3, ï. 5] è îáçîðàõ ß. Êîðåâààðà [Kor79] è [Kor83], à ê
íà÷àëó 1990-õ ãîäîâ ó Þ.È. Ëþáàðñêîãî [Ëþ89], À.Ì. Ãàéñèíà
[Ãàé91] è Ð. Çàéíñòðû [Ze92].

Êàê îòìå÷åíî â îáçîðå ß. Êîðåâààðà [Kor83], èçâåñòíûå ê òîìó
âðåìåíè ìåòîäû ïî çàäà÷å ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò íà äóãå íå
äàþò ðåçóëüòàòîâ áîëåå ñèëüíûõ äëÿ îãðàíè÷åííûõ äóã, ÷åì äëÿ
íåîãðàíè÷åííûõ êðèâûõ. Êàæåòñÿ, ñèòóàöèÿ ìàëî èçìåíèëàñü â
ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçàòå-
ëåé è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè. Ïîýòîìó â äàííîì ï. 3.1.1, êàê ïðàâè-
ëî, óòâåðæäåíèÿ, ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ óñëîâèÿ ðàñõîäèìî-
ñòè Áëÿøêå�Ìþíòöà ðÿäà (2.1.10), íå ðàçëè÷àþò íåîãðàíè÷åííûå
êðèâûå è îãðàíè÷åííûå äóãè. Íà ôîíå ýòîãî îñòàåòñÿ îòêðûòîé

Ïðîáëåìà 3.1.1. Íàéòè óñëîâèÿ (íå)ïîëíîòû è(èëè) (íå)ìèí-
èìàëüíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà äóãå ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå ïî ñóùåñòâó çàâè-
ñåëè áû îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äóãè (åå ðàçìåðîâ,
êîíôèãóðàöèè è ò.ï.).

Íàèáîëåå ñèëüíûå èç èçâåñòíûõ íàì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà äóãå ïðè ïîäõîäå ÷åðåç óñëîâèå
Áëÿøêå�Ìþíòöà ïðèíàäëåæàò Ð. Çàéíñòðå [Ze92, òåîðåìû 2 è 5].
Ïðèâåäåì áîëåå îáùóþ òåîðåìó 2 èç [Ze92]. Òåîðåìà 5 â [Ze92],
õîòÿ è íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíàÿ, êàñàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé.

Ïóñòü êðèâàÿ ` çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè t 7→ `(t) = t + ih(t),
t ∈ [0,+∞) è h : [0,+∞)→ R, h(0) = 0, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà

∣∣h(t2)− h(t1)
∣∣ 6M |t2− t1| ïðè âñåõ t1 6= t2, M � ïîñòî-

ÿííàÿ. Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà.
Ïîëàãàåì α(`) = arctgM .

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü êðèâàÿ ` îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà ïðåäñòà-
âèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ äóã `n, n ∈ N, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íàÿ
òî÷êà äóãè `n � íà÷àëüíàÿ òî÷êà äóãè `n+1, ïðè÷åì êàæäàÿ äóãà
`n ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ïîâîðîò íåêîòîðîé äóãè `′n îãðàíè-
÷åííîãî íàêëîíà ñ α(`′n) < π/4. Eñëè | arg Λ| < π/2−α(`)− ε ïðè
íåêîòîðîì ε > 0 è ðÿä (2.1.9) ðàñõîäèòñÿ, òî ñèñòåìà Exp(−Λ)

ïîëíà íà êðèâîé `.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1.1 âûïîëíåíû, íàïðèìåð, åñëè êðèâàÿ `
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îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà êóñî÷íî ãëàäêàÿ, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ h âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâàþùàÿ. Ïî-âèäèìîìó, îñòàåòñÿ
îòêðûòîé äàâíÿÿ

Ïðîáëåìà 3.1.2 (ß. Êîðåâààð [Kor83]). Âåðíî ëè çàêëþ÷åíèå
òåîðåìû 3.1.1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà?

Íàðÿäó ñ ýòèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîáëåìû 3.1.1 â îáçîðå
[Kor83, 1.8] ñôîðìóëèðîâàíû è äðóãèå äî ñèõ ïîð äàëåêèå îò
îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû î (íå)ïîëíîòå ñèñòåì ExpΛ íà
íåîãðàíè÷åííîé êðèâîé èëè íà îãðàíè÷åííîé äóãå.

Ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåìû ñòåïåíåé â ïðî-
ñòðàíñòâå Lp(`), ãäå ` � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â óãëå, äàíî â ðàáîòå
[ÈÀ73] â ñòåïåííîé òðàêòîâêå. Ïðèâåäåì åãî çäåñü â ýêñïîíåíöè-
àëüíîé ôîðìå.

Òåîðåìà 3.1.2 (È.È. Èáðàãèìîâ, È.Ñ. Àðøîí [ÈÀ73]). Ïóñòü
0 6 d 6 π, à çàìêíóòàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ ` ëå-
æèò â çàìêíóòîé ïîëóïîëîñå {z ∈ C : Re z > 0, |Im z| 6 d}.
Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
r→+∞

(∫ r

1

nRΛ(t)

t2
dt− d

π
log r

)
= +∞, (3.1.1)

òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå Lp(`) ïðè 1 < p < +∞.

Ïî íåïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò Exp(−Λ) ïðè Λ > 0 èçâåñòíî,
÷òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà èç (2.1.10) âëå÷åò íåïîëíîòó ñèñòå-
ìû Exp(−Λ) íà àíàëèòè÷åñêîé äóãå [MS71], [MS76], [Kor73]. Äëÿ
êóñî÷íî ãëàäêèõ äóã îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà è èíòåðïîëÿöèîííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ > 0 â ñìûñëå À.È. Ïàâëîâà [Ïà72] òàêîå
æå óñëîâèå íåïîëíîòû äàíî â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ß. Êîðåâààðà
è Ì. Äèêñîíà [DK78], [KD79].

Â òåðìèíàõ íåêâàçèàíàëèòè÷íîñòè îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ôóí-
êöèé, ïîñòðîåííûõ ïî ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λ > 0, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ íåïîëíîòû ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò íà ñïðÿìëÿåìîé äóãå ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ À. Áàéåòò è
Äæ. Ñèääèêè [BS75], [BS79], [BS81], [Sid84].

Ïðèâåäåì çäåñü ðåçóëüòàò À.Ì. Ãàéñèíà [Ãàé91], îñíîâàííûé íà
ìåòîäå èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà, îá óñëîâèÿõ
óñèëåííîé íåïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà äóãå.
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Ïóñòü Λ = (λk) > 0 � âîçðàñòàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Ñèñòåìà ExpΛ íàçûâàåòñÿ1 óñèëåííî íå ïîëíîé, åñëè
äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a < b è c > 0 äëÿ êàæäîãî 0 < β /∈ Λ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

inf
γ(a,b)

inf
ck

∥∥eβz −∑
k

cke
λkz
∥∥
γ(a,b)

> 0,

ãäå âíóòðåííÿÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì
íàáîðàì ÷èñåë ck ∈ C, à âíåøíÿÿ � ïî âñåì êðèâûì γ = γ(a, b), ñî-
åäèíÿþùèì âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà

{
z ∈ C : a 6

Re z 6 b, |Im z| < c
}
.

Ïðè ∆(Λ) = 0, ò. å. íóëåâîé (è äàæå êîíå÷íîé) âåðõíåé ïëîòíî-
ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå ÷åòíîå ïðî-
èçâåäåíèå Àäàìàðà�Âåéåðøòðàññà (ðîäà 1)

W (z; Λ) :=
∏
k

(
1− z2

λ2
k

)
, z ∈ C. (3.1.2)

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0 ïîëîæèì

h+(δ) :=

∫ +∞

0

W (ir; Λ) e−δr dr,

h−(δ) :=

∫ +∞

0

e−δr∣∣W (reiδ; Λ)
∣∣ dr,

h(δ) := max{h+(δ), h−(δ)}.
Òåîðåìà 3.1.3 (À. Ì. Ãàéñèí [Ãàé91, Òåîðåìà A]). Äîïóñòèì,
÷òî äëÿ âîçðàñòàþùåé íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ =
(λk) > 0 íóëåâîé âåðõíåé ïëîòíîñòè âûïîëíåíî óñëîâèå òèïà
Ëåâèíñîíà

∫
0 log log h(δ) dδ < +∞. Òîãäà ñèñòåìà ExpΛ óñèëåííî

íå ïîëíà è íåïîëíà íà ëþáîé íåïðåðûâíîé êðèâîé.

Â [Ãàé03] óñòàíîâëåíû ÷åòûðå áîëåå ïðîñòûõ óñëîâèÿ, ýêâèâà-
ëåíòíûõ óñëîâèþ òèïà Ëåâèíñîíà (íî ïðè îòñóòñòâèè h−). Îäíî
èç íèõ, ê ïðèìåðó, äàåò

Ñëåäñòâèå 3.1.1 ([Ãàé91, Òåîðåìà A], [Ãàé03, Òåîðåìà 2]). Äî-
ïóñòèì, ÷òî äëÿ âîçðàñòàþùåé íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ = (λk) > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü íåïðåðûâíóþ âîçðàñ-
òàþùóþ íåîãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ w > 0 íà [0,+∞) òàêóþ,

1Ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå äëÿ ñèñòåì ñòåïåíåé ââîäèëîñü ß. Êîðåâà-
àðîì â [Kor79].
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÷òî
∫ +∞

1 w(t)t−2 dt < ∞, à ïðè íåêîòîðîì a0 > 0 íåðàâåíñòâà
nrad

Λ (t)/t 6 w(a)/a âûïîëíåíû äëÿ ëþáûõ t > a > a0. Òîãäà ñè-
ñòåìà ExpΛ íåïîëíà íà êàæäîé êðèâîé îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà.

Âñå îòìå÷åííûå âûøå óñëîâèÿ ïîëíîòû (ñîîòâ. íåïîëíîòû) äëÿ
ExpΛ òàêîâû, ÷òî åå èçáûòîê ïîëíîòû = +∞ (ñîîòâ. = −∞).

Óñëîâèÿ ïîëíîòû è (ðàâíîìåðíîé) ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû
ýêñïîíåíò íà äóãå, êîòîðûå ëèøåíû ýòîãî íåäîñòàòêà, íàéäåíû
Þ.È. Ëþáàðñêèì [Ëþ89] (ñì. òàêæå åãî îáçîð [Ëþ89′]) è âî ìíî-
ãîì îñíîâàíû íà ñâîéñòâàõ ôóíêöèé òèïà ñèíóñà, ò. å. î÷åíü ðå-
ãóëÿðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçàòåëåé, è äî-
âîëüíî æåñòêèõ óñëîâèÿõ íà êîíôèãóðàöèþ äóãè.

Ðåçóëüòàòû Ñ.ß. Õàâèíñîíà [Õàâ71] è Î.À. Ìóðàäÿí [Ìó73]
î {mk}-ïîëíîòå ñèñòåìû ñòåïåíåé íà íèãäå íå ïëîòíîì êîìïàê-
òå ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì â C ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû
êàê óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïîêàçàòåëåé Λ ⊂ N íà äóãå. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êàê
ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ñ äåòàëüíîé áèáëèîãðàôèåé, òàê è
íîâûõ î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìàìè ôóíêöèé {zλk} íà ñè-
ñòåìàõ êðèâûõ, óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü, äàë È.Î. Õà÷àòðÿí
[Õà00]. Îíè, î÷åâèäíî, äîïóñêàþò è ýêñïîíåíöèàëüíóþ òðàêòîâêó
ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïåðåìåííîé.

3.1.2 Èçáûòîê ïîëíîòû íà äóãå

Âñþäó â ýòîì ïóíêòå ` � æîðäàíîâà ñïðÿìëÿåìàÿ äóãà íà C.
Åñëè â îáîçíà÷åíèÿõ ï. 1.1.2 â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà E ðàñ-

ñìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà C(`) (ñîîòâ. Lp(`), 1 6 p < +∞), à â
ðîëè ñèñòåìû EΛ cèñòåìó ýêñïîíåíò ExpΛ, òî ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðîñòðàíñòâî Ê ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ö.ô.ý.ò., âíóòðåííå
óñòîé÷èâûì íà âñåì C (ñì. [Õàá02′, Ïðåäëîæåíèå 1.3], [Õàá02′′,
Ïðåäëîæåíèå 3.3]). Òàêèì îáðàçîì, âñå îáùèå îïðåäåëåíèÿ è ôàê-
òû èç ïï. 1.1.2�1.1.3 ïåðåíîñÿòñÿ íà ïîíÿòèÿ ìèíèìàëüíîñòè è èç-
áûòêîâ exc Λ äëÿ ñèñòåì ýêñïîíåíò â C(`) èëè Lp(`), 1 6 p < +∞.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â èññëåäîâàíèÿõ Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá02′],
[Õàá02′′], [Õàá02∗] ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåìû Ðåäõåôôåðà�Àëåêñ-
àíäåðà 2.1.31 îá èçáûòêàõ ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò íà `, à çíà-
÷èò, è îá óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè. Îíè îñíîâàíû
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-
íàïðàâëåíèå θ = 0

A
A
A
A
A
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r
w◦
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q
w1

w2
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1

1
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�

H
H
H
H
H
H

qw2

Hj w1

�
Re
(
e−iθ(w1 − w2)

)
Re
(
e−iθ(w1 − w2)

)

`− `+

-

Ðèñ. 3.1. Ê îïðåäåëåíèþ äåôåêòà âûïóêëîñòè ïðîèçâîëüíîé æîðäàíîâîé
ñïðÿìëÿåìîé äóãè ` â íàïðàâëåíèè θ.

íà äàëåêî èäóùåì îáîáùåíèè ðåêóðñèâíîãî ìåòîäà Ðåäõåôôåðà�
Àëåêñàíäåðà èç [AR67], [Red68]. Ðàíåå ýòè âîïðîñû íè äëÿ êàêîé
äóãè, îòëè÷íîé îò îòðåçêà, èçó÷åíèþ íå ïîääàâàëèñü. Ýòè èññëå-
äîâàíèÿ â [Õàá02′′] èñïîëüçóþò íîâóþ õàðàêòåðèñòèêó äóã � äå-
ôåêò âûïóêëîñòè dfc(`, λ) äóãè ` â íàïðàâëåíèè òî÷êè λ 6= 0.

Ïóñòü θ ∈ arg λ. Îòìåòèì íåêîòîðóþ òî÷êó w◦ (îòìå÷åííàÿ
òî÷êà) íà äóãå `. Îíà ðàçáèâàåò äóãó ` íà äâå ïîääóãè, îäíó èç
êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç `−, äðóãóþ � `+ (âîçìîæíî âûðîæäåíèå
îäíîé èç ïîääóã â òî÷êó). Âûáåðåì îðèåíòàöèþ êàæäîé èç ïîääóã
òàê, ÷òî �äâèæåíèå� ïî êàæäîé èç íèõ íàïðàâëåíî îò êîíöà äóãè
` ê îòìå÷åííîé òî÷êå w◦. Ïðè ýòîì äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê w1

è w2, ëåæàùèõ íà äóãå `, ïèøåì w1 ≺◦ w2, åñëè, âî-ïåðâûõ, îáå
ýòè òî÷êè îäíîâðåìåííî ëåæàò ëèáî íà äóãå `−, ëèáî íà äóãå `+,
à âî-âòîðûõ, ïðè äâèæåíèè îò êîíöà äóãè ` â íàïðàâëåíèè îòìå-
÷åííîé òî÷êè w◦ òî÷êà w1 �âñòðå÷àåòñÿ ðàíüøå� òî÷êè w2. Äëèíó
äóãè, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè, îáîçíà÷èì s(w1, w2) = s(w2, w1).
Ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå w◦ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

dw◦(θ, `) := sup
{ Re

(
e−iθ(w1 − w2)

)
s(w1, w2)

: w1 ≺◦ w2

}
. (3.1.3)

Òîãäà âåëè÷èíà dfc(`, λ) := inf{dw◦(θ, `) : w◦ ∈ `} ∈ [−1, 1] � ýòî
äåôåêò âûïóêëîñòè dfc(`, λ) äóãè ` â íàïðàâëåíèè òî÷êè λ.

Òåîðåìà 3.1.4 ([Õàá02′′, Òåîðåìà 3]). Ïóñòü S � äëèíà äóãè `,
Λ = (λk) è Γ = (γk), k = 1, 2, . . ., � äâå çàíóìåðîâàííûå ïîñëåäî-



76 Ãëàâà 3. Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâàõ â C

âàòåëüíîñòè â C. Åñëè
∞∑
n=1

|λk − γk|
exp
(
S · dfc(`, λk) |λk|

)
− 1

dfc(`, λk) |λk|
< +∞ , (3.1.4)

òî exc Γ 6 exc Λ íà äóãå ` è â Lp(`), 1 6 p < +∞.

Â (3.1.4) è äàëåå, â ï. 3.4.3, ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.4.3,

ôóíêöèÿ
exp(S · x)− 1

x
, x ∈ R\{0}, S > 0, ñ÷èòàåòñÿ ïðîäîëæåí-

íîé â òî÷êó x = 0 ïî íåïðåðûâíîñòè, ò.å.
exp(S · x)− 1

x

∣∣∣
x=0

= S.

Åñëè ` = [a, b] � îòðåçîê íà R, òî dfc([a, b], λ) = −| cos θ| è
óñëîâèå (3.1.4) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (2.1.33) (ïîäðîáíîñòè � â
[Õàá02′′]). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3.1.4 ñîäåðæèò â ñåáå òåîðåìó
Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà 2.1.31. Äðóãîé âàðèàíò òåîðåìû îá èç-
áûòêàõ íà äóãå, íå ïåðåêðûâàþùèéñÿ òåîðåìîé 3.1.4, ó÷èòûâàåò
ðàçìåðû äóãè `, íî íå åå êîíôèãóðàöèþ.

Ïóñòü B ⊂ C, λ � íåíóëåâàÿ òî÷êà â C, θ ∈ arg λ. Ïîëîæèì

d(x, θ;B) := sup {|z − z′| : Re ze−iθ = Re z′e−iθ = x, z, z′ ∈ B},

d(B;λ) := d(B, θ) := sup
x∈R

d(x, θ;B) (3.1.5)

Çäåñü d(B;λ) è d(B, θ) � ýòî øèðèíà ìíîæåñòâà B â íàïðàâ-
ëåíèè òî÷êè λ è ñîîòâ. â íàïðàâëåíèè θ.

Òåîðåìà 3.1.5 ([Õàá02′, Òåîðåìà 1]). Åñëè äâå çàíóìåðîâàííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λk) è Γ = (γk) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∞∑
k=1

|λk − γk| exp
(
d(`;λk) |λk|

)
< +∞ , (3.1.6)

òî exc Γ = exc Λ íà ` è â Lp(`), 1 6 p < +∞.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè ïðåäúÿâëåíèè êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé, ïîðîæäàþùåé (íå)ïîëíóþ èëè
(íå)ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó ýêñïîíåíò íà äóãå, òåîðåìû 3.1.4 è 3.1.5
ñðàçó äàþò òåîðåìû î (íå)ïîëíîòå èëè (íå)ìèíèìàëüíîñòè äëÿ
áëèçêèõ â ñìûñëå (3.1.4) èëè (3.1.6) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçà-
òåëåé. Ïî-âèäèìîìó, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà äóãó ` è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé Λ âîçìîæíû è îñëàáëåíèÿ óñëî-
âèé â òåîðåìàõ ýòîãî ïóíêòà, ïîäîáíûå òåîðåìå À. Ì. Ñåäëåöêîãî
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2.1.32 è äð. äëÿ èçáûòêîâ â ïðîñòðàíñòâàõ íà îòðåçêå. Êàêèå-ëèáî
èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè íàì íåèçâåñòíû.

3.2 Ïîëíîòà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
è íà åå çàìûêàíèè

3.2.1 Íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ êðèòåðèé ïîëíî-
òû ñèñòåìû ExpΛ â îòêðûòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå, ïîñëå ïðåä-
øåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ Ò. Êàðëåìàíà [C22], Â. Ôóêñà [Fu46],
Æ.-Ï. Êàõàíà [Kah53], À.Ô. Ëåîíòüåâà [Ëåî51], áûë óñòàíîâ-
ëåí Ï. Ìàëüÿâåíîì è Ë.À. Ðóáåëîì [MR61, Òåîðåìû 6.2, 9.1],
[Ru96, ðàçäåë 22]. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ëåæàùåé íà ìíè-
ìîé îñè, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí È.Ô. Êðàñè÷ê-
îâûì-Òåðíîâñêèì â [Êð72′, Ñëåäñòâèå 8.7] â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè
çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà.

Çàäà÷à ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â íåîãðàíè÷åííîé âûïóê-
ëîé îáëàñòè â C áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà â ðàáîòàõ Á.Í. Õà-
áèáóëëèíà (àíîíñèðîâàíî â [Õàá88′]; ÷àñòíûé ñëó÷àé2 ïîëó÷åí â
[Õàá88], îêîí÷àòåëüíî � â [Õàá89]; äðóãèì, áîëåå îáùèì ìåòîäîì,
� â [Õàá91]). Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ îñíîâàí íà ïðèâå-
äåííîé íèæå òåîðåìå 3.2.1, èìåþùåé è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ
(ñð. ñ [MR61, Òåîðåìà 4.1], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Λ > 0 è Γ > 0).

Ôóíêöèè èíòåðâàëîâ

l−Λ (r, R) =
∑

r6|λn|<R
Reλn<0

Re
(
− 1

λn

)
, l+Λ (r, R) =

∑
r6|λn|<R
Reλn>0

Re
1

λn
(3.2.1)

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ïîðîæäàþò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ìåðó

lΛ(r, R) = max{l−Λ (r, R), l+Λ (r, R)}, 0 6 r < R < +∞, (3.2.2)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò â [Õàá89, Îñíîâíàÿ
Òåîðåìà], îïèðàþùèéñÿ íà òåõíèêó âûìåòàíèÿ ìåð íà ïðÿìóþ
(ìíèìóþ îñü), �

2Â [Ëåâ96, ñ. 86] íåâåðíî ïðèâåäåíà ññûëêà èìåííî íà ýòó ðàáîòó, à íå íà
äâå ïîñëåäóþùèå.
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Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü Λ,Γ ⊂ C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷-
íîé âåðõíåé ïëîòíîñòè è Re Γ > 0. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óòâåð-
æäåíèÿ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû:

1) Äëÿ ëþáîé ö.ô.ý.ò. g 6≡ 0 ïðè g(Γ) = 0 è ëþáîì ÷èñëå ε > 0
íàéäåòñÿ ö.ô.ý.ò. f 6≡ 0 òàêàÿ, ÷òî f(Λ) = 0 è log

∣∣f(iy)
∣∣ 6

log
∣∣g(iy)

∣∣ + ε|y| ïðè âñåõ y ∈ R \ Eε, ãäå Eε � ìíîæåñòâî
êîíå÷íîé ëåáåãîâîé ìåðû íà R.

2) Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ M òàêàÿ, ÷òî
íåðàâåíñòâî lΛ(r, R) 6 lΓ(r, R) + ε log(R/r) + M ñïðàâåäëèâî
ïðè âñåõ 0 < r < R < +∞.

3) Ñëîâà �Äëÿ ëþáîé ö.ô.ý.ò. g 6≡ 0 ïðè g(Γ) = 0 . . . � â íà÷à-
ëå ï. 1) çàìåíåíû íà ôðàçó �Äëÿ íåêîòîðîé ö.ô.ý.ò. g 6≡ 0 c
Zerog ∩C+ = Γ . . . �, à äàëåå äîñëîâíî ï. 1).

Íåîãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü G ⊂ C çâåçäíà â íàïðàâëå-
íèè θ ∈ R (îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè), åñëè ïðè
íåêîòîðîì t0 > 0 îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëó÷ {teiθ ∈ C : t > t0}. Ïðè
ôîðìóëèðîâêå êðèòåðèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â íåîãðàíè-
÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü
åå çâåçäíîé â íàïðàâëåíèè 0 (çà ñ÷åò ïîâîðîòà ïëîñêîñòè). Øè-
ðèíó d(G, 0) =: dG òàêîé îáëàñòè G, îïðåäåëåííóþ â (3.1.5) â
òåðìèíàõ âåëè÷èíû

d(x, 0;G) := sup{|z − z′| : z, z′ ∈ G,Re z = Re z′ = x},

äîïóñêàÿ äëÿ íåå è çíà÷åíèå +∞, ìîæíî çàäàòü è êàê

dG := lim
x→+∞

dG(x), dG(x) := d(x, 0;G). (3.2.3)

Â [Õàá89] ââåäåíû ïîíÿòèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé áëîê-ïëîòíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â C, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë Ë.À. Ðóáåëîì â [Ru56]
è â åãî ñîâìåñòíîé ñ Ï. Ìàëüÿâåíîì ñòàòüå [MR61]:

Dinf(Λ) := inf
a>1

1

log a
lim sup
r→+∞

lΛ(r, ar), (3.2.4i)

DL(Λ) := lim
a→+∞

1

log a
lim sup
r→+∞

lΛ(r, ar), (3.2.4L)

b∗(Λ) := inf b , (3.2.4b)
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ãäå ïîñëåäíèé in�mum áåðåòñÿ ïî âñåì b òàêèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïî-
ñòîÿííàÿ Mb, äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâà lΛ(r, R) 6 b log(R/r) +Mb

âûïîëíåíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ 0 < r < R < +∞. Äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòè âñå ýòè ïëîòíîñòè ñîâïà-
äàþò ìåæäó ñîáîé (ñì. [Õàá89], [ÊÕ00]).

Òåîðåìà 3.2.2 ([Õàá89, Òåîðåìà 2]). Ïóñòü G � íåîãðàíè÷åí-
íàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ â íàïðàâëåíèè 0. Ñèñòåìà ExpΛ

ïîëíà â òàêîé îáëàñòè G, åñëè è òîëüêî åñëè DL(Λ) >
dG
2π

èëè

âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ∆(Λ) áåñêîíå÷íà.

Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà H(G) ýêâèâàëåíòíà Lploc-
òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé íà H(G), êàê íà ìíîæåñòâî. Òàêèì
îáðàçîì, êðèòåðèé ïîëíîòû ñïðàâåäëèâ è â òàêîé òîïîëîãèè. Èç
îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé (3.2.4) è òåîðåìû 3.2.2 ñëåäóåò àíàëîã
òåîðåìû 2.2.4 îá èçáûòêå �ïîëîâèíû ýêñïîíåíò�:

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk} óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ òèïà Ëèíäåëåôà (2.2.2), îáëàñòü G òàêàÿ æå,
êàê â òåîðåìå 3.2.2, Λ+ := Λ ∩ C+, Λ− := Λ ∩ C−. Åñëè ñèñòåìà
ExpΛ ïîëíà â G, òî è ñèñòåìû ExpΛ+

, ExpΛ− ïîëíû â G.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåîðåìå 3.2.2 ñóùåñòâåí-
íû èìåííî ïëîòíîñòè (3.2.4), ïîñòðîåííûå ÷åðåç ëîãàðèôìè÷å-
ñêóþ ìåðó lΛ(r, R) ïî âñåâîçìîæíûì èíòåðâàëàì [r, R), à ôóíêöèÿ
lΛ(0, R) íåäîñòàòî÷íî èíôîðìàòèâíà.

Ïðèìåð 3.2.1. Ïóñòü rk = exp k2, k ∈ N, Ik = [rk, krk], N � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èç ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, ïîïàâøèõ â îòðåçêè Ik è èìåþùèõ â íåñîêðàòèìîé çàïè-
ñè çíàìåíàòåëü íå áîëåå 3N . Òîãäà ïðè k > 2 è 2rk 6 t < krk
ñïðàâåäëèâà îöåíêà nrad

Λ (b) > Nt. Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

lΛ(rk, krk) >

krk∫
2rk

dnrad
Λ (t)

t
> N log

krk
rk

+O(1),

ò.å. ïî òåîðåìå 3.2.2 (÷åðåç ïëîòíîñòü b∗(Λ) èç (3.2.4b), ñîâïàäà-
þùåé ñ (3.2.4L)) ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â ëþáîé îòêðûòîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîëîñå øèðèíû b = 2πN . Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèÿ lΛ(0, R)
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ðàñòåò ìåäëåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòû-
âàÿ îöåíêó nrad

Λ (t) 6 3Nt, ïðè R→ +∞ èìååì

lΛ(0, R) 6
∑
rk<R

∫ krk

rk

dnrad
Λ (t)

t

6
∑

16k6
√

logR

(∫ krk

rk

3Nt

t2
dt+O(1)

)
6 3N

∑
16k6

√
logR

log k +O
(√

logR
)

6 O
(√

logR log
√

logR
)
6 o(logR), R→ +∞.

3.2.2 Çàìûêàíèå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ïóñòü G � íåîãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, çâåçäíàÿ
â íàïðàâëåíèè 0, êàê è â ïðåäûäóùåì ï. 3.2.1. Åñëè â îáîçíà-
÷åíèÿõ (3.2.3) ëèáî dG = +∞, ëèáî äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíå-
íî dG(x) 6= dG < +∞, òî óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà
closG, êàê íåòðóäíî âèäåòü, â òî÷íîñòè òå æå, ÷òî è â Òåîðå-
ìå 3.2.2. Êîãäà æå ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå x ∈ R, ïðè êîòîðîì
dG(x) = dG < +∞, òî ïðîáëåìà ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò
â closG íå ðåøåíà è â öåëîì îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Îäíàêî, è äëÿ
òàêîé ñèòóàöèè â ðàáîòå Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá91, Ñëåäñòâèå 4.2]
óñòàíîâëåí êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà closG ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ îòäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ îò iR:
Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü íåîãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü G

çâåçäíà â íàïðàâëåíèè 0 è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî x ∈ R, ïðè
êîòîðîì dG(x) = dG < +∞, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (2.1.8) îòäåëåííîñòè îò iR. Ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà
íà closG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
16r<R<+∞

(
lΛ(r, R)− dG

2π
log

R

r

)
= +∞ .

Ðàíåå î÷åíü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ Λ > 0 â
òåðìèíàõ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè FΛ ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ çàìêíó-
òîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû À.Ô. Ëåîíòüåâûì [Ëåî63], [Ëåî80,
Òåîðåìà 3.1.7]. ×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 3.2.4 äëÿ ïîëîæèòåëü-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ � êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ â
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çàìêíóòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå � áûë óñòàíîâëåí Ë.À. Ðóáå-
ëîì è Ï. Ìàëüÿâåíîì â [MR61, Òåîðåìà 9.1]. Êàê è äëÿ Λ > 0 â
[MR61, Òåîðåìà 4.1], ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçûâàåòñÿ óñèëåíèå òåî-
ðåìû 3.2.1: âî âñåõ òðåõ óòâåðæäåíèÿõ òåîðåìû 3.2.1 ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îòäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ è
Zerog îò ìíèìîé îñè ìîæíî ïîëîæèòü ε = 0, Eε = ∅ [Õàá91,
Îñíîâíàÿ Òåîðåìà]. Äëÿ g(z) = sin πz ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê äàëåêî èäóùåå óñèëåíèå è îáîáùåíèå òåîðåìû
Ô. Êàðëñîíà [Ca14] (ñì. [Boa54, ñ. 153], [Ëåâ56, ãë. IV], [Ëåâ96, 8.3])
è ìíîãî÷èñëåííûõ åå îáîáùåíèé (äëÿ Λ > 0) â ðàáîòàõ Ò. Êàðëå-
ìàíà [C22], Â. Ôóêñà [Fu46], Æ.-Ï. Êàõàíà [Kah52], [Kah53] è äð.
Åùå îäíî ñëåäñòâèå èç [Õàá91, Îñíîâíàÿ Òåîðåìà] �

Òåîðåìà 3.2.5 ([Õàá91, Ñëåäñòâèå 4.1]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1.8) îòäåëåííîñòè îò ìíè-
ìîé îñè. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ö.ô.ý.ò. f 6≡ 0, f(Λ) = 0, ñ èíäèêà-
òîðîì ðîñòà hf(±π/2) 6 πd, ãäå d > 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ δ(y) òàêàÿ, ÷òî δ(y)→ 0 ïðè
y → +∞, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ 0 6 r < R < +∞ âûïîëíåíî

lΛ(r, R) 6
(
d+ δ(R)

)
log

R

r
+O(1). (3.2.5)

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ òàêàÿ æå, êàê
â òåîðåìå 3.2.5, d > 0. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ:

i) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî D > 0, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà ExpΛ íå-
ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé H(Π),
êîãäà Π � çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè îñÿì R è iR, øèðèíû3 2πd â íàïðàâëåíèè 0 è øè-
ðèíû D â íàïðàâëåíèè π/2.

ii) Cóùåñòâóåò ôóíêöèÿ δ(y) → 0 ïðè y → +∞, ñ êîòîðîé
(3.2.5) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ 0 6 r < R < +∞.

Óñëîâèå (2.1.8) îòäåëåííîñòè îò ìíèìîé îñè â òåîðåìàõ 3.2.4,
3.2.5 è â ñëåäñòâèè 3.2.1 ìîæíî îñëàáèòü. Äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð,
òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ëèøü ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: ñóùåñòâóþò ïî-
ñòîÿííûå δ > 0 è C òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ R ñóììà âñåõ

3Åñëè d = 0, òî ïðÿìîóãîëüíèê Π âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê äëèíû D.
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óãëîâ, ïîä êîòîðûìè âèäåí îòðåçîê [i(y − 1), i(y + 1)] èç òî÷åê
λk ∈ D(iy, δ|y|), íå ïðåâûøàåò C. Íî ïîëíîå èñêëþ÷åíèå äîïîë-
íèòåëüíûõ òðåáîâàíèé íà ðàñïîëîæåíèå òî÷åê èç Λ âäîëü iR ïðè
èñïîëüçîâàíèè ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû íåâîçìîæíî. Ïðèâå-
äåì ñîîòâåòñòâóþùèé

Ïðèìåð 3.2.2. Â ðàáîòåÆ.-Ï. Êàõàíà [Kah59] (ñì. òàêæå [Red74,
ñ. 25]) ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåâîé âåðõíåé ïëîòíîñòè
Λ0 ⊂ iR, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ö.ô.ý.ò. f0 6≡ 0, f0(Λ0), îãðàíè-
÷åííîé íà iR, õîòÿ, î÷åâèäíî, lΛ0

(r, R) ≡ 0. Ýòîò æå ïðèìåð ìîæíî
ìîäèôèöèðîâàòü è ïðèìåíèòåëüíî ê ìàæîðàíòå πd|y|, d > 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, ïîëó÷åííóþ îáúåäèíåíèåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ0 è ìíîæåñòâà íóëåé ö.ô.ý.ò. cos πdz. Òîãäà èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lΛ(r, R) 6 d log
R

r
+O(1), 0 6 r < R < +∞.

Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ö.ô.ý.ò. fd 6≡ 0, fd(Λ) = 0, òàêàÿ, ÷òî

log |fd(iy)| 6 πd|y|, òî ö.ô.ý.ò. f0(z) =
fd(z)

cos πdz
ïðîòèâîðå÷èëà áû

ïðèìåðó Æ.-Ï. Êàõàíà.

Âàðüèðóÿ îäèí ïðèìåð èç [Õàá91′, Ïðèìåð 3], íà îñíîâå ñëåä-
ñòâèÿ 3.2.1 (ñ d = 0) äëÿ ëþáîãîR > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü íåñêîëüêî
íåîæèäàííûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ, äëÿ êî-
òîðîé ñèñòåìà ExpΛ íå ïîëíà â ëþáîé ñêîëü óãîäíî óçêîé íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ëó÷, íî ïîëíà â êðóãå ðàäèóñà R
(ñì. [Õàá93, ïðèìåð 3.8.1]).

Èñïîëüçîâàíèå èìåííî ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû lΛ(r, R) ïî âñå-
âîçìîæíûì èíòåðâàëàì â òåîðåìàõ 3.2.4, 3.2.5 è â ñëåäñòâèè 3.2.1
òàêæå ïî ñóùåñòâó (ñð. ñ ïðèìåðîì 3.2.1). Íàèáîëåå ðåëüåôíî ýòî
ïðîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò óæå â
äðóãîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé H0(Sd), íåïðåðûâíûõ â çàìûêàíèè
Sd ⊂ C ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû

Sd := {z ∈ C : |Im z| < d} ⊂ C, (3.2.6)

ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî Im z ïðè Re z → +∞, z ∈ Sd,
è îäíîâðåìåííî ãîëîìîðôíûõ â Sd; òîïîëîãèÿ â H0(Sd) çàäàåòñÿ
êàê òîïîëîãèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà çàìêíóòûõ ïîëóïîëî-
ñàõ Sd ∪ {z ∈ C : Re z > a}, ãäå a > −∞. Ýòîò êðèòåðèé îòìå÷åí
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Ï. Ìàëüÿâåíîì è Ë.À. Ðóáåëîì [MR61, ñ. 204] êàê ñëåäñòâèå ðà-
áîòû Â. Ôóêñà [Fu46], íî åãî ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî ó
Äæ.Ì. Àíäåðñîíà [An72, Òåîðåìà 1]:

Òåîðåìà 3.2.6. Ïóñòü Λ = {λk} > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ðàçäåëåííîñòè (2.1.16). Ñèñòåìà Exp−Λ ïîëíà â H0(Sd) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (ñð. ñ (3.1.1))

lim sup
R→+∞

(
lΛ(0, R)− d

π
logR

)
= +∞.

Äëÿ íåîãðàíè÷åííîé âûïóêëîé n-óãîëüíîé îáëàñòè G ñ ãðàíè-
öåé ∂G, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ëó÷åé è êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, êðè-
òåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ â ïðîñòðàíñòâå Ñìèðíîâà4 Ep(G),
1 6 p <∞, ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â G ñ ïðåäåëüíûìè óãëîâûìè

çíà÷åíèÿìè èç Lp(∂G) è ñ íîðìîé ‖f‖p,∂G :=
( ∫

∂G

∣∣f(z)
∣∣p |dz|)1/p

,

áûë óñòàíîâëåí äëÿ p = 2 Á.Â. Âèííèöêèì â [Âè96, Òåîðåìà 1].
Äëÿ êðàòêîñòè ïðèâåäåì çäåñü ëèøü êðèòåðèé ïîëíîòû èç ïðåä-
øåñòâóþùåé ðàáîòû Á.Â. Âèííèöêîãî [Âè94, Òåîðåìà 5] äëÿ ïîëó-
ïîëîñû S+

d � ïåðåñå÷åíèå ïîëîñû (3.2.6) ñ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòüþ.

Òåîðåìà 3.2.7. Ïóñòü Λ = {λk} ⊂ C+ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñèñòåìà Exp−Λ ïîëíà â
â ïðîñòðàíñòâå E2(S+

d ), åñëè è òîëüêî åñëè èìååò ìåñòî õîòÿ
áû îäíî èç äâóõ ðàâåíñòâ∑

|λk|61

Reλk = +∞,

lim sup
r→∞

( ∑
1<|λk|6r

Re
( 1

λk
− λk
r2

)
− d

π
log r

)
= +∞.

Ðåçóëüòàòû èç [Âè94, Òåîðåìà 5] è [Âè96, Òåîðåìà 1] îñíîâàíû
íà ïîëíîì îïèñàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íååäèíñòâåííîñòè äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ãîëîìîðôíûõ â ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèé, ðàçâè-
âàþùåì òåîðåìó 2.1.26 äëÿ p = 2 è ñóùåñòâåííî îáîáùàþùåì
ïðåäøåñòâóþùèå êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Íåâàíëèííû îá îïèñà-
íèè íóëåé îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ â ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèé
[Ãî86, ãë. I, � 3], [Koo84, ãë. VI, C]), òåîðåìó Â. Ôóêñà [Fu46], ðå-
çóëüòàò Ì. Ì. Äæðáàøÿíà è Â. Ì. Ìàðòèðîñÿíà [ÄæÌ77, Òåîðåìà

4Ep(G) ìîæíî îïðåäåëèòü è êàê ïîïîëíåíèå C[z] ïî íîðìå ‖ · ‖p,∂G.
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3] (G � óãîë) è ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ôîðìóëèðóåìóþ çäåñü â ÷óòü
îñëàáëåííîé ôîðìå:

Òåîðåìà 3.2.8 (Æ.-Ï. Êàõàí [Kah52], [Kah53, Ch. III, � 3]).
Ïóñòü Λ > 0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíî-
ñòè, a ôóíêöèÿ b : [0,+∞) → R îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Ñóùå-
ñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèè F 6≡ 0,
F (Λ) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå |F (z)| 6 eb(|z|)|z| ïðè âñåõ
Re z > 0, â îáîçíà÷åíèÿõ (3.2.1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

lim sup
R→+∞

(
l+Λ (0, R)− 1

π

∫ R

1

b(t)

t
dt
)
< +∞. (3.2.7)

Äàëåêî èäóùèå îáîáùåíèÿ òåîðåìûÆ.-Ï. Êàõàíà 3.2.8 íà ïðî-
èçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Λ ñ Re Λ > 0
áûëè ïîëó÷åíû â ñòàòüå Á.Â. Âèííèöêîãî [Âè96′] è â ñîâìåñòíûõ
ðàáîòàõ Á.Â. Âèííèöêîãî è Â.Ë. Øàðàíà [ÂèØ98]�[ÂèØ02], îäíî
èç êîòîðûõ �

Òåîðåìà 3.2.9 (Âèííèöêèé Á. Â., Øàðàí Â. Ë. [ÂèØ98, Òåîðå-
ìà]). Ïóñòü ôóíêöèÿ b òàêàÿ æå, êàê â òåîðåìå 3.2.8, Λ = {λk}
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü5 òî÷åê â C+. Ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðô-
íîé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèè F 6≡ 0, F (Λ) = 0, óäîâëå-
òâîðÿþùåé îöåíêå |F (z)| 6 eb(|z|)|z| ïðè âñåõ Re z > 0, ýêâèâà-
ëåíòíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ äâóõ ñîîòíîøåíèé∑

|λn|61

Reλn < +∞,

lim sup
r→∞

( ∑
1<|λn|6r

Re
( 1

λn
−λn
r2

)
− 1

π

∫ R

1

b(t)

t
dt
)
< +∞.

Äëÿ Λ > 0 ñ ∆(Λ) < ∞ ïàðà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî
óïðîùàåòñÿ äî (3.2.7), çíà÷èò òåîðåìà Æ.-Ï. Êàõàíà 3.2.8 � ÷àñò-
íûé ñëó÷àé òåîðåìû 3.2.9.

Ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ îá îïèñàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå-
åäèíñòâåííîñòè â âåñîâûõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ â ïîëóïëîñêîñòè
ôóíêöèé â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé Âàòñîíà�Ìàíäåëüáðîéòà�Âèíåðà
èìåþòñÿ â êíèãàõ Ñ. Ìàíäåëüáðîéòà [Man55], [Man62] è â ñòàòüÿõ
Ï. Ìàëüÿâåíà [Mal55] è Ã.Ò. Äåíãà [De86]�[De00].

5Äëÿ Λ äîïóñêàþòñÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè è íà ìíèìîé îñè.
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Íåäàâíî, îáîáùàÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Ì.Ì. Äæðáàøÿíà
[Äæ88] è Õ. Øåíà [Sh64], â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ À. Áóàâåí è ×.Æó
ïîëó÷èëè íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåì âèäà FΛ

(ñì. ââåäåíèå) [BZh01] è ñèñòåì ñòåïåíåé {zλk} [BZh02] â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà (ñì. [HKZ00])

B2(G) :=

{
f ∈ H(G) : ‖f‖2,G :=

√∫
G

|f(z)|2 dm(z) <∞

}
, (3.2.8)

êîãäà G � íåîãðàíè÷åííàÿ è íåâûïóêëàÿ îáëàñòü. Óñëîâèÿ ïîëíî-
òû ñèñòåìû ñòåïåíåé {zλk} èç [BZh02] ðàñïðîñòðàíÿëèñü íà ïðî-
ñòðàíñòâà Bp(G), 1 < p < ∞, â ñîâìåñòíîé ñòàòüå Õ. ßíãà è
Ã.Ò. Äåíãà [YDe05].

Ðåçóëüòàòû èç [BZh01] âëåêóò çà ñîáîé óñëîâèÿ ïîëíîòû â
B2(G) äëÿ ñèñòåì ýêñïîíåíò êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåì âèäà FΛ,
à èç [BZh02] è [YDe05] òàêèå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåì ExpΛ ìîæíî
ïîëó÷èòü ïîñëå ñòàíäàðòíîé çàìåíû z = ew, íî óæå äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàííîé îáëàñòè è íîðìû. Ïîñêîëü-
êó ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò èç [BZh01] ñðàçó äàåò äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì ExpΛ, ïðèâåäåì èìåííî åãî. Ïðè ýòîì
íà íåîãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ â C∞ îáëàñòü G íàêëàäûâàþòñÿ
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

(G1) äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ α′, s′ > 0 ñóììàðíàÿ äëèíà
äóã, ïîëó÷åííûõ ïåðåñå÷åíèåì îêðóæíîñòè ∂D(r) ñ îáëà-
ñòüþ G ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r íå ïðåâûøàåò âåëè÷è-
íû exp(−α′rs′);

(G2) äîïîëíåíèå C\closG ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåîãðàíè-
÷åííûõ îäíîñâÿçíûõ â C îáëàñòåé Dn, n = 1, 2, . . . ,m, ñî-
äåðæàùèõ îòêðûòûå óãëû ðàñòâîðà ñîîòâ. π/αn, αn > 1/2.

Äëÿ òàêîé îáëàñòè G ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.2.10 (À. Áóàâåí, ×. Æó [BZh01]). Ïóñòü f ∈ E[ρ, σ],
β := 1/(s′ − ρ), è ïðîèçâîäíûå f (n)(0) 6= 0 îòëè÷íû îò íóëÿ
ïðè âñåõ n = 0, 1, . . . . Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk} ⊂ C
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ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç íåðàâåíñòâ

lim sup
r→∞

nrad
Λ (r)

rs′ρβ
>e
( 2

s′α′

)ρβ
(ρσ)s

′β,

lim inf
r→∞

nrad
Λ (r)

rs′ρβ
>
( 2

s′α′

)ρβ
(ρσ)s

′β.

(3.2.9)

Òîãäà åñëè ∫ +∞ dr

r1+ϑ−s′ = +∞, ϑ := max
16n6m

αn,

òî ñèñòåìà öåëûõ ôóíêöèé {f(λkz)} ïîëíà â B2(G).

Ïî-âèäèìîìó, àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà äëÿ ïðîñòðàíñòâ íà íåîãðà-
íè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì íå èçó÷àëàñü, çà èñêëþ-
÷åíèåì îäíîãî ðåçóëüòàòà Â.Â. Íàïàëêîâà [Íà80] (ñðàçó ìíîãî-
ìåðíîãî), î êîòîðîì ðå÷ü ïîéäåò â ï. 4.1.7. Òàêèì îáðàçîì, ýòà
òåìàòèêà åùå æäåò èññëåäîâàíèÿ. Óñòîé÷èâîñòü ïîëíîòû òàêæå
îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàëèñü, íî ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû â
ýòîì íàïðàâëåíèè íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç óïîìÿíóòûõ âûøå òåî-
ðåì è ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé â
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ è íà êîìïàêòàõ.

3.3 Ïîëíîòà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

3.3.1 Ïîëíîòà

Îñíîâà ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ðåçóëüòàòîâ çäåñü � ñëåäó-
þùàÿ âåðñèÿ òåîðåìû 1.1.2.

Òåîðåìà 3.3.1 ([Ìàð45]). Ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â âûïóêëîé îá-
ëàñòè G ñ îïîðíîé ôóíêöèåé HG, åñëè è òîëüêî åñëè Λ � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü åäèíñòâåííîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà E[1, h), ãäå
h(θ) ≡ HG(−θ), θ ∈ [−π, π].

Äîñòàòî÷íûå èëè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò, ïîëó÷åííûå â XX âåêå, � ìàòåðèàë îáøèðíåéøèé, è
ìû îòñûëàåì ïî èõ ïîâîäó ê êíèãàì È.È. Èáðàãèìîâà [Èá71],
Á.ß. Ëåâèíà [Ëåâ56], [Ëåâ96], À.Ô. Ëåîíòüåâà [Ëåî80], [Ëåî81,
ãë. II]. Ýòè óñëîâèÿ ïðåæäå âñåãî êàñàþòñÿ ïîëíîòû â îòêðûòîì
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êðóãå D(R) ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå è, êàê ïðàâèëî, ôîðìó-
ëèðîâàëèñü â òåðìèíàõ âåðõíåé èëè íèæíåé (óñðåäíåííîé) ïëîò-
íîñòåé è D(Λ) èëè ïîäîáíûõ èì õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Λ. Îòìåòèì çäåñü íàèáîëåå ñèëüíûé â ýòèõ òåðìèíàõ òî÷íûé
ðåçóëüòàò Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá92, ñëåäñòâèå 1].

Ðàäèóñ êðóãà ïîëíîòû R(Λ) � ýòî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ðà-
äèóñîâ êðóãîâ D(R), â êîòîðûõ ïîëíà ñèñòåìà ExpΛ. Â òåðìèíàõ
óñðåäíåííîé âåðõíåé ïëîòíîñòè D(Λ) èç (2.1.4) èìååò ìåñòî à

Òåîðåìà 3.3.2 ([Õàá92, Ñëåäñòâèå 1]). Ñïðàâåäëèâû è òî÷íû
îöåíêè D(Λ) 6 R(Λ) 6 πD(Λ).

Òàì æå ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîíñòðóêòèâíîãî ìåòîäà âûìåòà-
íèÿ èç ïîäðàçäåëà 1.2 â ôîðìå óïðîùåííîãî âàðèàíòà òåîðåìû
1.2.1 áûëè ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî
òèïà σinf(Λ; ρ) := inf{σ ∈ R : f ∈ E[ρ, σ], f 6≡ 0, f(Λ) = 0} â òåð-

ìèíàõ óñðåäíåííîé âåðõíåé ïëîòíîñòè6 Dρ(Λ) := lim sup
r→+∞

NΛ(r)

rρ

ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ïðè ïîðÿäêå ρ.

Òåîðåìà 3.3.3 ([Õàá92, Òåîðåìà 1]). Ïðè ëþáîì ρ > 0 èìåþò
ìåñòî òî÷íûå îöåíêè Dρ(Λ) 6 σinf(Λ; ρ) 6 P (ρ)Dρ(Λ), ãäå

P (ρ) :=

{
πρ, ρ > 1/2,

πρ/sinπρ , 0 < ρ 6 1/2.

Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû R(Λ) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ Λ ÷àñòî
óâÿçûâàëàñü ñ êàíîíè÷åñêèì ÷åòíûì ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà�
Âåéåðøòðàññà W (z; Λ) èç (3.1.2). Íî â ðàáîòå Ë.À. Ðóáåëà [Ru56,
Òåîðåìà 6] äëÿ Λ > 0 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà σinf(Λ, 1),
âñåãäà ñîâïàäàþùàÿ ïî òåîðåìå 3.3.1 ñ R(Λ), íå îáÿçàòåëüíî äî-
ñòèãàåòñÿ íà W (z; Λ). Íåêîòîðûìè êîëè÷åñòâåííûìè îöåíêàìè
(íå îêîí÷àòåëüíûìè) ýòîò ôàêò äîïîëíåí À.Þ. Ïîïîâûì [Ïî99].

Â ñîâìåñòíîé ñòàòüå Ï. Ìàëüÿâåíà è Ë.À. Ðóáåëà [MR61, Òåî-
ðåìà 8.1] äëÿ Λ > 0 â òåðìèíàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé áëîê-ïëîòíîñòè
D̄L(Λ) èç (3.2.4) è òàê íàçûâàåìîé ïëîòíîñòè Ïóàññîíà äàíî îïè-
ñàíèå âñåõ ñëó÷àåâ, êîãäà R(Λ) cîâïàäàåò ñ òèïîì ïðîèçâåäåíèÿ
Âåéåðøòðàññà (3.1.2). Òàì æå äâàæäû ñòàâèòüñÿ

6Â ÷àñòíîñòè, ïî (2.1.4) D1(Λ) = D(Λ).
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Ïðîáëåìà 3.3.1 ([MR61, ñòð. 177, 198]). Íàéòè òî÷íîå âûðà-
æåíèå äëÿ ðàäèóñà êðóãà ïîëíîòû R(Λ) èëè, áîëåå îáù�î, äëÿ
σinf(Λ; ρ) èñêëþ÷èòåëüíî â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ, èëè ñïåöè-
àëüíûõ ïëîòíîñòåé, òî÷åê èç Λ.

Ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà [MR61] âìåñòå ñ ñîâìåñòíîé ñòàòüåé Æ.-
Ï. Êàõàíà è Ë.À. Ðóáåëà [KaR60] ñîäåðæèò ìíîãî äðóãîé èí-
òåðåñíîé è ïîëåçíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèé Âåé-
åðøòðàññà (3.1.2). Â òî æå âðåìÿ çàäà÷à ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïî-
íåíò, íå ãîâîðÿ óæ î ïðîáëåìå ïîëíîòû ñèñòåì âèäà FΛ, â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ íå èìååò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ íè äëÿ êàêîé
îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G (äàæå äëÿ êðóãà � ïðîáëåìà
3.3.1). Òåì íå ìåíåå â ðàáîòå Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá91′′, Òåîðåìà
5] äàåòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîëíîòû â òåðìèíàõ ôóíêöèé
Éåíñåíà èëè Ãðèíà â äóõå ïîäðàçäåëà 1.2.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âûìåòàíèÿ

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â C, G∗ � ìíî-
æåñòâî, ñèììåòðè÷íîå åìó îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, sG(θ)
� äëèíà äóãè ãðàíèöû ∂ closG∗, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè îò çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè äî áëèæàéøåé ê íåé
(âäîëü ãðàíèöû) òî÷êè îïîðû îïîðíîé ê closG∗ ïðÿìîé, îðòîãî-
íàëüíîé íàïðàâëåíèþ θ.

Ïóñòü V ∈ PJ0
(C) (ñì. ïîäðàçäåë 1.2). Ôóíêöèþ kV (θ) :=∫ +∞

0 V (teiθ) dt íàçûâàåì èíäèêàòîðîì V (ïðè ïîðÿäêå 1). Èíäè-
êàòîð kV âñåãäà ìîæåò ìûñëèòñÿ êàê îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî
âûïóêëîãî êîìïàêòà KV òàêîãî, ÷òî 0 ∈ intKV 6= ∅. Ïîëàãàåì

S(KV , G) :=
1

2

∫ 2π

0

kV (θ) dsG(θ) , (3.3.1)

Ýòî íè ÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêàÿ ñìåøàííàÿ ïëîùàäü Ìèíêîâ-
ñêîãî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ KV è G∗ (ñì. êîììåíòàðèé â [Õàá91′]).

Äëÿ Λ = {λk} ⊂ C, 0 /∈ Λ, ïîëàãàåì DG(Λ) := inf d, ãäå òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì d ∈ R+, äëÿ êîòîðûõ

sup
V ∈PJ0

(C)

(∑
k

V (λk)−
d

π
S(KV , G)

)
< +∞ . (3.3.2)
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Çäåñü êëàññ ôóíêöèé Éåíñåíà PJ0
(C) ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîé èç

ïîäêëàññîâ (J1)�(J3) èç ï. 1.2.2, ê ïðèìåðó, íà êëàññ ôóíêöèé Ãðè-
íà G

reg
0 (Ω) èëè íà êëàññ ôóíêöèé âèäà (1.2.9) ïî àíàëèòè÷åñêèì

äèñêàì g èëè ïî ïîëèíîìèàëüíûì äèñêàì g (ñð. ñ ôîðìóëèðîâêîé
òåîðåìû 2.1.19). Êðèòåðèé èç [Õàá91′′, Òåîðåìà 5] �

Òåîðåìà 3.3.4. Ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â âûïóêëîé îáëàñòè G òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà DG(Λ) > 1.

Íà÷àëüíàÿ ôîðìà ìåòîäà âûìåòàíèÿ, ïðèìåíÿâøàÿñÿ â ðàáî-
òàõ [Õàá91′′, � 7, ï. 4, Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè], [Õàá91′, Òåî-
ðåìà 4.1], ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ðàçâåðíóòóþ �íåïðåðûâíóþ� øêà-
ëó äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé E[ρ, h) è E[ρ, h], ãäå h � ρ-òðèãîíîìå-
òðè÷åñêè âûïóêëàÿ. Ïðè ρ = 1 ïî òåîðåìå 3.3.1 îíè ïåðåõîäÿò
â óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â îáëàñòè (òåîðåìà 3.3.5
íèæå). Â êðàéíèõ ïðîÿâëåíèÿõ ýòà øêàëà îõâàòûâàåò ïðàêòè÷å-
ñêè âñå îñíîâíûå èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ñèñòåìû
ýêñïîíåíò â îáëàñòè èëè íà êîìïàêòå, ôîðìóëèðóåìûå â òåðìè-
íàõ ðàçëè÷íûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
êàçàòåëåé. Ôàêòè÷åñêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.5 áûëî â
òîé èëè èíîé ôîðìå èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (1.2.7) ñëåäñòâèÿ
1.2.1 äëÿ ôóíêöèé Éåíñåíà, ïîñòðîåííûõ ïî ñõåìå i)�v) èç ï. 1.2.2,
èñõîäÿ èç ôóíêöèé v ∈ SH+(C) âèäà q(θ)rγ, z = reiθ ∈ C.

Òåîðåìà 3.3.5. Ïóñòü îáëàñòü G âûïóêëà, sG(θ) � ôóíêöèÿ
äëèíû äóãè îò íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëåíàÿ âûøå, γ ∈ R+, à q

� íåêîòîðàÿ γ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Äëÿ Λ = {λk} ⊂ C è c ∈ R+ ïîëàãàåì

Λ(t; q) :=
∑
|λk|<t

q(arg λk), Λ(t; c) :=
∑
|λk|<t

c = c · nrad
Λ (t). (3.3.3)

Äîïóñòèì, ÷òî
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1) åñëè 0 6 γ < 1, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim sup
r→+∞

1

2r

r∫
1

((r
t

)γ
+

(
t

r

)γ)
Λ(t; q)

t
dt

>
1

1− γ2

1

2π

2π∫
0

q(θ) dsG(θ),

2) åñëè γ = 1, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim sup
a→+∞

1

log a
lim sup
r→+∞

ar∫
r

Λ(t; q)

t2
dt >

1

2π

2π∫
0

q(θ) dsG(θ),

3) åñëè γ > 1 è ‖q‖ := max06θ62π q(θ), òî

lim sup
r→+∞

1

2r

 r∫
1

(
2Λ
(
t; ‖q‖

)
−
(
t

r

)γ
Λ(t; q)

)
dt

t

+

+∞∫
r

(r
t

)γ
Λ(t; q)

dt

t

 > ‖q‖
2π

2π∫
0

h(θ) dθ+
1

γ2 − 1

1

2π

2π∫
0

q(θ) dsG(θ).

Òîãäà ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â îáëàñòè G.

Âïðî÷åì, â ñèëó òåîðåìû 3.3.1 âòîðîå óñëîâèå ïîëíîòû â òåî-
ðåìå 3.3.5 äëÿ ñëó÷àÿ γ = ρ áûëî èçâåñòíî è íåñêîëüêî ðàíüøå
êàê òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè èç ñîâìåñòíîé ðàáîòû À.Ô. Ãðèøèíà
è Ì.Ë. Ñîäèíà [ÃÑ88]. Ðÿä ïðèìåðîâ èç [Õàá91′, � 4, ïðèìåðû] è
[Õàá93, ïðèìåðû 2.5.1, 2.5.2, 3.8.1] ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ 1)�3) â
òåîðåìå 3.3.5 áåç åå îñëàáëåíèÿ íå ìîãóò áûòü óïðîùåíû îòáðàñû-
âàíèåì êàêèõ-ëèáî ñëàãàåìûõ â ëåâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ è óñëî-
âèÿ ýòè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Íà ïðèìåðàõ ïðàâèëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ â ñâåòå [Ëåâ56, ãë. IV, Òåîðå-
ìà 9] íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 3.3.1òî÷-
íû. Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ 1)�3) â êðàåâûõ ñâîèõ ïðî-
ÿâëåíèÿõ �çàìûêàþòñÿ â îêðóæíîñòü� â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïðè
γ = 0 (â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà q ≡ const.), à òàêæå ïðè γ → +∞ (â
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ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áðàòü ëþáóþ7 γ′-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóê-
ëóþ ôóíêöèþ q ñ γ′ 6 γ) óñëîâèÿ 1) è 3) ïðèâîäÿò ê îäíîìó è
òîìó æå äàâíî èçâåñòíîìó [Ëåâ56, ãë. IV, � 1] äîñòàòî÷íîìó
óñëîâèþ ïîëíîòû ExpΛ â îáëàñòè G:

D(Λ)
(2.1.4)
:= lim sup

r→+∞

NΛ(r)

r
>

1

2π

2π∫
0

dsG(θ) =
äëèíà ∂G

2π

� ýëåìåíòàðíîå ñëåäñòâèå êëàññè÷åñêèõ ôîðìóëû è íåðàâåíñòâà
Éåíñåíà (2.1.6)�(2.1.7) â ñâåòå òåîðåìû 3.3.1.

Â ñâÿçè ñî øêàëîé äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G èç C âåñüìà ïðàâäî-
ïîäîáíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ

Ãèïîòåçà. Cèñòåìà ExpΛ ïîëíà â âûïóêëîé îáëàñòè G òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè êàêîì-íèáóäü çíà÷åíèè γ ∈ R+ äëÿ íåêî-
òîðîé γ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíê-
öèè q èìåò ìåñòî îäíî èç óñëîâèé 1)�3) òåîðåìû 3.3.5.

Ïîäòâåðæäåíèå ýòîé ãèïîòåçû îçíà÷àëî áû âïîëíå óäîâëåòâî-
ðèòåëüíîå è áëèçêîå ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîëíî-
òû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè â òðàäè-
öèîííûõ òåðìèíàõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Λ (ëå-
âûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ èç 1)�3) â òåîðåìå 3.3.5) â óâÿçêå ñ
ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàñòè G (àíàëîãè ñìåøàí-
íûõ ïëîùàäåé Ìèíêîâñêîãî (3.3.1) â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ
1)�3) òåîðåìû 3.3.5). Êàê ïîêàçûâàþò óïîìèíàâøèåñÿ âûøå ïðè-
ìåðû, îáîéòèñü êîíå÷íûì ÷èñëîì ïëîòíîñòåé äëÿ Λ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ïîëíîòû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íåâîçìîæíî.

Â ñâÿçè ñ óæå ñóùåñòâóþùèì �ñëàáûì� êðèòåðèåì ïîëíîòû
� òåîðåìîé 3.3.4, îñíîâàííîé íà ñîîòíîøåíèè (3.3.2), � è ââèäó
âîçíèêíîâåíèÿ øêàëû ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Λ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.5 ÷åðåç ïîñðåäñòâî ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé Éåíñåíà íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðåõîä
îò òåîðåìû 3.3.4 ê ïîäòâåðæäåíèþ ãèïîòåçû, èñïîëüçóÿ íåêîòî-
ðóþ âûïóêëóþ àïïðîêñèìàöèþ (ñ îïðåäåëåííûìè äîïóñòèìûìè

7Êàæäàÿ γ′-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ q áóäåò â òî æå âðåìÿ
è γ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ôóíêöèåé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ γ > γ′.
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�çàçîðàìè�) âñåõ ôóíêöèé Éåíñåíà èëè Ãðèíà èç êëàññîâ PJ0
(C)

èëè G
reg
0 (Ω) ýòèìè èñïîëüçîâàííûìè ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè

Éåíñåíà. Âîçìîæíî, â ñèëó îòìå÷åííîé â ï. 1.2.2 äâîéñòâåííîñòè
ìåæäó ôóíêöèÿìè è ìåðàìè Éåñåíà, óäîáíåå íà îïðåäåëåííûõ
ýòàïàõ ïåðåõîäèòü ê ìåðàì Éåíñåíà (ñîîòâ. îò ôóíêöèé Ãðèíà ê
ãàðìîíè÷åñêèì ìåðàì). Íî ïîêà, íà äàííîì ýòàïå, îñóùåñòâèìîñòü
òàêîé àïïðîêñèìàöèè îñòàåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íîé.

Çàäà÷à ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â âûïóêëîé îáëàñòè G

ðàçðàáàòûâàëàñü òàêæå â ðàáîòàõ Â.Ñ. Àçàðèíà è Â.Á. Ãèíåðà
[ÀÃ89], [ÀÃ94] (ñì. òàêæå áëèçêóþ ê íèì ñòàòüþ [ÀÃ90]) â òåð-
ìèíàõ ïðåäåëüíîãî â ñìûñëå Â.Ñ. Àçàðèíà ìíîæåñòâà FrFΛ ïî-
ðîæäàþùåé ö.ô.ý.ò. FΛ, ZeroFΛ

= Λ, è íàèáîëüøåé ñóáãàðìîíè÷å-
ñêîé ìèíîðàíòû âêóïå ñ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîé îäíî-
ðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è íà òîðå. Èõ ðåçóëüòàòû äëÿ ñïåöèàëüíûõ
êëàññîâ òàê íàçûâàåìûõ èíäèêàòîðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé Λ äàþò â îòìå÷åííûõ òåðìèíàõ íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ â ñïåöèàëüíîé îáëàñòè
GΛ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ñîïðÿæåííîé äèàãðàììû
ôóíêöèè FΛ. Èìè æå ïðåäëîæåíà óäà÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàçëè÷-
íûõ äîïîëíèòåëüíûõ àñïåêòîâ çàäà÷è ïîëíîòû (ìàêñèìàëüíîñòü
è ïðåäåëüíàÿ ïåðåïîëíåííîñòü G äëÿ ExpΛ). Îíè íåñîìíåííî èí-
òåðåñíû â ïëàíå èññëåäîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé òåî-
ðèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ Â.Ñ. Àçàðèíà. Íî íà íàø âçãëÿä ýòè
óñëîâèÿ òðóäíî îáîçðèìû è ìàëîâåðîÿòíî, ÷òîáû íà ýòîì ïóòè
ìîæíî áûëî äîñòè÷ü óäîâëåòâîðèòåëüíîãî è äîñòàòî÷íî îñÿçàåìî-
ãî çàêîí÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëíîòû â îãðàíè÷åííîé âûïóê-
ëîé îáëàñòè. Íàøå óáåæäåíèå â ýòîì, âîçìîæíî è îøèáî÷íîå, âû-
çâàíî ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà öå-
ëûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñìûñëå Â.Ñ. Àçàðèíà èäåàëü-
íî ïðèñïîñîáëåíû ê èññëåäîâàíèþ �áëèçîñòè� öåëûõ èëè ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, äà è âûçâàíû ê æèçíè ïîòðåáíîñòÿìè èìåí-
íî òàêîãî ïëàíà � ïðåæäå âñåãî òåîðèåé Ëåâèíà�Ïôëþãåðà öåëûõ
ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà è ïðîáëåìàìè àïïðîêñèìàöèè
ñóáãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðèðîäà ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ
íîñèò â ñèëüíîé ñòåïåíè òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð (ñëàáàÿ òîïîëî-
ãèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé èëè L1

loc-òîïîëîãèÿ). Òåîðèÿ ýòà
äàëà ìíîãî ãëóáîêèõ è òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ñóùåñòâåííûõ óïðî-
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ùåíèé ñëîæíûõ è òåõíè÷åñêè òðóäíûõ äîêàçàòåëüñòâ êëàññè÷å-
ñêèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì. îáçîð [ÃËÎ91, ãë. 3]). Óñïåøíî èñïîëüçóþò-
ñÿ è åå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ (ñì. ìîíîãðàôèþ Ë.È. Ðîíêèíà
[Ðîí92] è áèáëèîãðàôèþ â íåé). Íî çàäà÷à ïîëíîòû â âûïóêëîé
îáëàñòè G, åñëè ðåøàòü åå ÷åðåç îïèñàíèå ìíîæåñòâ íååäèíñòâåí-
íîñòè â ïðîñòðàíñòâå ö.ô.ý.ò., òðåáóåò ïîèñêà çàêîí÷åííûõ óñëî-
âèé, ïðè êîòîðûõ ïîðîæäàþùóþ öåëóþ ôóíêöèþ FΛ ñ ZeroFΛ

= Λ
è ∆(Λ) < ∞ ìîæíî äîìíîæèòü íà êàêóþ-ëèáî öåëóþ ôóíêöèþ-
ìóëüòèïëèêàòîð g 6≡ 0 òàê, ÷òî èíäèêàòîð ïðîèçâåäåíèÿ hgFΛ

ñòðî-
ãî ìåíüøå îïîðíîé ôóíêöèè îáëàñòè G∗. À ýòî � çàäà÷à �ìàæî-
ðèðîâàíèÿ�, à íå �áëèçîñòè�, è èìååò îíà ÿðêî âûðàæåííûé ïîðÿä-
êîâûé, à íå òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð (õîòÿ, êîíå÷íî, ïîðÿäîê è
ïîðîæäàåò ïîðÿäêîâóþ òîïîëîãèþ). Êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì
ýòîìó ñòàë è ðåçóëüòàò ñàìîãî Â.Ñ. Àçàðèíà [Àç02, Òåîðåìà 4.1] î
íåäîñòàòî÷íîñòè òàê íàçûâàåìûõ òîòàëüíûõ ñåìåéñòâà àñèìïòî-
òè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ õàðàêòåðèçàöèè âîçìîæíîñòè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òðåáóåìûõ ôóíêöèé-ìóëüòèïëèêàòîðîâ g.

Î ïîëíîòå â íåâûïóêëûõ îáëàñòÿõ

Äëÿ íåâûïóêëûõ îãðàíè÷åííûõ èëè íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé
G êàêèå-ëèáî çàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî çàäà÷å ïîëíîòû ïîêà
íå ïðîãëÿäûâàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòÿìè â îïè-
ñàíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ôóíêöèîíàëîâ èç ñîïðÿæåí-
íîãî ê H(G). Òåì íå ìåíåå, íàðÿäó ñ òåîðåìîé 3.2.10 èìåþòñÿ
è äðóãèå ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåâûïóêëûõ îáëàñòåé.
Ïåðâûé òàêèì ðåçóëüòàòîì, îõâàòûâàþùèì êàê íåîãðàíè÷åííûå,
òàê è îãðàíè÷åííûå îáëàñòè, íî òðåáóþùèì èñêëþ÷èòåëüíî ðå-
ãóëÿðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ, ïî-
âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííàÿ Á.ß. Ëåâèíûì [Ëåâ61, Òåîðåìà
21] è íåçàâèñèìî À.Ô. Ëåîíòüåâûì [Ëåî55], [Ëåî80, Òåîðåìà 3.1.6]

Òåîðåìà 3.3.6. Åñëè äëÿ Λ = {λk} ⊂ C ñóùåñòâóåò ïðåäåë

d := lim
k→+∞

k

λk
> 0, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà âî âñÿêîé îáëàñòè, ïå-

ðåñåêàþùåé êàæäóþ ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ iR, ïî îòðåçêó äëè-
íû, íå áîëüøåé 2πd, íî íå ïîëíà íè â êàêîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé
îòðåçîê äëèíû 2πd, ïàðàëëåëüíûé iR.
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Èìåþòñÿ òàêæå ýïèçîäè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ñèñòåì
ýêñïîíåíò íà îãðàíè÷åííûõ íåâûïóêëûõ �êðåñòîîáðàçíûõ� îáëà-
ñòÿõ (Ãàëèìîâ È. Ñ. [Ãàë75]).

Êîìáèíèðîâàíèå ìåòîäà âûìåòàíèÿ, îïèñàííîãî â ïîäðàçäåëå
1.2, ñ âûìåòàíèåì íåîãðàíè÷åííîé ìåðû íà ñèñòåìó ëó÷åé [Õàá91∗]
ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåìû 3.2.1, åå
óòî÷íåíèÿ [Õàá91, Îñíîâíàÿ Òåîðåìà] (cì. ï. 3.2.2), à òàêæå â ïî-
ëó÷åíèè êðèòåðèåâ ïîëíîòû äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé (òåîðå-
ìû 3.2.2, 3.2.4). Ýòî æå ïîçâîëèëî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
[Õàá01, ñëåäñòâèå 3] î íåïîëíîòå ñèñòåìû ýêñïîíåíò â íåâûïóêëûõ
�ïî÷òè ãèïåðáîëè÷åñêè ñóæàþùèõñÿ� íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

Òåîðåìà 3.3.7. Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ C ñîäåðæèò ëó÷ l, ïàðàë-
ëåëüíûé âåùåñòâåííîé îñè, è âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé x0 + iy0

íà l ñîäåðæèò âñå òî÷êè âåðòèêàëüíîãî èíòåðâàëà

{x0 + iy ∈ C : −y−(x0) < y − y0 < y+(x0)}.

Åñëè |t|y−(t) → +∞ èëè |t|y+(t) → +∞ ïðè t → +∞ èëè
ïðè t → −∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk} êîíå÷íîé âåðõ-
íåé ïëîòíîñòè ñãóùàåòñÿ ê ìíèìîé îñè â òîì ñìûñëå, ÷òî

lim
k→∞

|Reλk|
|λk|

= 0, òî ñèñòåìà ExpΛ íåïîëíà â îáëàñòè G.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû 3.3.7 îñíîâàíî íà ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìå íååäèíñòâåííîñòè 3.3.8, ôîðìóëèðóåìîé çäåñü ñ ïî-
òåðåé çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èíôîðìàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ åå îðèãè-
íàëüíîé âåðñèåé.

Òåîðåìà 3.3.8 ([Õàá01, Òåîðåìà 1]). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ
êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòè ∆(Λ) ñãóùàåòñÿ ê iR, òî äëÿ ëþáî-
ãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ö.ô.ý.ò. f 6≡ 0, îáðàùàþ-
ùàÿñÿ â íóëü íà Λ, ñ èíäèêàòîðîì ðîñòà hf , óäîâëåòâîðÿþùèì
îäíîâðåìåííî äâóì îöåíêàì

hf(π/2) + hf(−π/2) 6 250∆(Λ)ε,

hf(0) + hf(π) 6
250∆(Λ)

ε
.

(3.3.4)

Òîëüêî ñ ïåðâîé îöåíêîé èç (3.3.4) ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòà-
íîâëåí ãîðàçäî ðàíüøå È.Ô. Êðàñè÷êîâûì-Òåðíîâñêèì â [Êð72′,
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Òåîðåìà 8.5] â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, ÷òî ïîòðå-
áîâàëî â ñâîå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèåìîâ. Â
[Õàá01] æå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû âûìåòàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
äîïîëíèòü åãî ðåçóëüòàò �ñáàëàíñèðîâàííîé� (ñð. ïðàâûå ÷àñòè â
íåðàâåíñòâàõ èç (3.3.4)) îöåíêîé è âäîëü R.

Î ïîëíîòå ñèñòåì âèäà FΛ

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî çàäà÷å ïîëíîòû â êðóãå D(R) ñèñòåìû
ôóíêöèé FΛ, áîëåå îáùåé, ÷åì ñèñòåìà ýêñïîíåíò, áûëè ïîëó÷å-
íû, ïî-âèäèìîìó, À.Î. Ãåëüôîíäîì [Ãå38] è À.È. Ìàðêóøåâè÷åì
[Ìàð45]. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ äëÿ òàêèõ îáùèõ ñèñòåì, êî-
ãäà ïîëíîòà ðàññìàòðèâàëàñü â êðóãå èëè íà âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, ïðîâîäèëèñü Á.ß. Ëåâèíûì [Ëåâ56, ñ. 283], È.È. Èá-
ðàãèìîâûì [Èá71, ãë. IV, � 3, ï. 2], À.Ô. Ëåîíòüåâûì [Ëåî81, ãë. II,
� 1]. Ïîëíîòó â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ îáëàñòÿõ íà ïëîñêîñòè, îò-
ëè÷íûõ îò êðóãà è ïëîñêîñòè, èçó÷àëè È.Ô. Ëîõèí [Ëî51], [Ëî54],
È.È. Èáðàãèìîâ [Èá71, ãë. IV, � 3, ï. 5], Õ. Øåí [Sh64].

Çäåñü ìû ïðèâåäåì ïî÷òè ïîëíûé àíàëîã òåîðåìû 3.3.5 î ïîëíî-
òå óæå äëÿ ñèñòåì FΛ, êîòîðûé òàêæå ñîäåðæèò â ñåáå ïîäàâëÿþ-
ùåå áîëüøèíñòâî ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ è îñíîâàí íà àïïàðàòå
ôóíêöèé Éåíñåíà. Ïðè ýòîì íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1 ([Õàá99, Îïðåäåëåíèå 2.1]). Ïóñòü γ, ρ ∈ R+,
à q > 0 � γ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Âåðõíþþ
(q, ρ)-ïëîòíîñòü Dq(Λ; ρ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk} ïðè
ôóíêöèè Λ(t; q), îïðåäåëåííîé â (3.3.3),

1) ïðè óñëîâèè 0 6 γ < ρ ïîëàãàåì ðàâíîé

Dq(Λ; ρ) := lim sup
r→+∞

1

2rρ

r∫
1

((r
t

)γ
+

(
t

r

)γ)
Λ(t; q)

t
dt ;

2) ïðè óñëîâèè γ = ρ çàäàåì â âèäå

Dq(Λ; ρ) := lim sup
a→+∞

1

log a
lim sup
r→+∞

ar∫
r

Λ(t; q)

tρ+1
dt ;
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3) ïðè γ > ρ è â îáîçíà÷åíèè ‖q‖ := max
06θ62π

q(θ) îïðåäåëÿåì êàê

Dq(Λ; ρ) := lim sup
r→+∞

1

2rρ

 r∫
1

(
2Λ
(
t; ‖q‖

)

−
(
t

r

)γ
Λ(t; q)

)
dt

t
+

+∞∫
r

(r
t

)γ
Λ(t; q)

dt

t

 .

Â îïðåäåëåíèè 3.3.1 ïðè ρ = 1 ïîëó÷àþòñÿ â òî÷íîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé 1)�3) òåîðåìû 3.3.5.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ óâÿçûâàþò ðîñò çàäàííîé öåëîé ôó-
íêöèè f , ó÷àñòâóþùåé â îáðàçîâàíèè ñèñòåìû FΛ = {f(λkz)}, ñ
ãåîìåòðèåé ìíîæåñòâà A ⊂ C. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îò λ ∈ C:

B(λ; f, A) := sup
z∈A

log |f(λz)|,

B∗(λ; f, A) := lim sup
λ′→λ

B(λ′; f, A),
(3.3.5)

ò. å. B∗(λ; ·, ·) � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ðåãóëÿðèçàöèÿ ôóíêöèè
B(λ; ·, ·). Ïîëóíåïðåðûâíóþ ñâåðõó ðåãóëÿðèçàöèþ ôóíêöèè

Hρ(λ; f, A) := lim sup
t→+∞

B∗(tλ; f, A)

tρ
, λ ∈ C, (3.3.6)

îáîçíà÷èì êàê H∗ρ(λ; f, A) è íàçîâåì åå ïðîäîëæåííûì (íà âñþ
ïëîñêîñòü C) âçàèìíûì èíäèêàòîðîì ôóíêöèè f è ìíîæåñòâà
A ïðè ïîðÿäêå ρ ∈ R+ (ñì. [Õàá99, � 1], ñð. ñ ôóíêöèåé M [· · · ],
ââåäåííîé â ôîðìóëèðîâêå [Èá71, Òåîðåìà 4.3.5]), à åå ñóæåíèå

H∗ρ(λ; f, A)
∣∣
∂D=: hρ(θ; f, A), λ = eiθ, (3.3.7)

íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ∂D � ïðîñòî âçàèìíûì èíäèêàòîðîì
ôóíêöèè f è ìíîæåñòâà A ïðè ïîðÿäêå ρ.

Åñëè f ∈ E[ρ,∞), à ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, òî èõ âçàèìíûé
èíäèêàòîð ïðè ïîðÿäêå ρ� ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè A = {1} òàêîé âçàèìíûé èíäèêàòîð � ýòî
èíäèêàòîð ðîñòà ôóíêöèè f ïðè ïîðÿäêå ρ; âçàèìíûé èíäèêàòîð
ôóíêöèè ez è A ïðè ρ = 1 � ýòî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A∗, ñèììåòðè÷íîãî A îòíîñèòåëüíî R.
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Ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ôóíêöèåé
h àññîöèèðóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà ds

(ρ)
h (θ) íà ∂D ïî ïðàâèëó

s
(ρ)
h (θ) = h′(θ − 0) + ρ2

θ∫
0

h(φ) dφ , 0 6 θ 6 2π . (3.3.8)

Äëÿ q ∈ C[0, 2π] ïîëàãàåì (ñð. ñ (3.3.1) è ïðàâûìè ÷àñòÿìè â
ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ â 1)�3) èç òåîðåìû 3.3.5)

Sρ(q, h) :=
1

2π

∫ 2π

0

q(θ) ds
(ρ)
h (θ) . (3.3.9)

Òåîðåìà 3.3.9 ([Õàá99, Òåîðåìà 2.1]). Ïóñòü âñå òåéëîðîâñêèå
êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f ∈ E[ρ,∞) îòëè÷íû îò íóëÿ, G �
îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, è h � âçàèìíûé èíäèêàòîð ôóíêöèè f

è îáëàñòè G ïðè ïîðÿäêå ρ. Ïóñòü Λ = {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à q > 0 �
γ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî

1) åñëè 0 6 γ < ρ, òî Dq(Λ; ρ) >
Sρ(q, h)

ρ2 − γ2
,

2) åñëè γ = ρ, òî Dq(Λ; ρ) >
Sρ(q, h)

ρ
,

3) åñëè γ > ρ, òî Dq(Λ; ρ) >
Sρ(‖q‖, h)

ρ2
+
Sρ(q, h)

γ2 − ρ2
.

Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé {f(λkz)}∞k=1 ïîëíà â îáëàñòè G.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.9 îñíîâàíî íà àíàëèòè÷åñêîì ïîä-
õîäå è èñïîëüçóåò ôàêòè÷åñêè îäíîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè � ïîëíûé àíàëîã åå ìíîãîìåðíîãî äâîéíèêà [Õàá99,
Òåîðåìà 3.2]. Ýòà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå
òåõ ðàííèõ ðåçóëüòàòîâ Ð.Ô. Áîàñà, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû è
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áóàâåíà�Æó 3.2.10 ïðè âûâîäå óñëî-
âèé (3.2.9). Ïî-âèäèìîìó, ïðèìåíåíèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè èç
[Õàá99] ìîæåò ïîçâîëèòü çíà÷èòåëüíî îáîáùèòü è óñèëèòü òåîðå-
ìó Áóàâåíà�Æó â ÷àñòè ðàçâèòèÿ óñëîâèé (3.2.9).

Íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîÿò óñëîâèÿ (íå)ïîëíîòû ñèñòåìû FΛ

â êðóãå, ïîëó÷åííûå È.È. Èáðàãèìîâûì è È.Ñ. Íàãíèáèäîé â
[ÈÍ73]. Â íèõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Λ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íóëåé íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè (ñð. ñ òåîðåìîé Àáðåó 2.1.6).
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Òåîðåìà 3.3.10 ([ÈÍ73, Òåîðåìû 1�2, 4�5]). Ïóñòü g � öåëàÿ
ôóíêöèÿ òèïà σg ∈ (0,+∞) ïðè ïîðÿäêå ρg ∈ (0,+∞) ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íóëåé Zerog = Λ, à ôóíêöèÿ

f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n, z ∈ C, ãäå âñå fn ∈ C \ {0}, (3.3.10)

� öåëàÿ è òèïà σf < +∞ ïðè ïîðÿäêå ρf ∈ (0,+∞). Òîãäà

1) åñëè σf > 0 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

n1/ρ n
√
|fn| = (σfeρf)

1/ρ,

òî ïðè ρg < ρf ñèñòåìà FΛ := {f(λz)}λ∈Λ íåïîëíà âî âñåõ
êðóãàõ D(R) ðàäèóñà R > 0, à ïðè ρg = ρf â êàæäîì êðóãå
D(R) ðàäèóñà R > (σg/σf)

1/ρf ;

2) åñëè òèï ôóíêöèè f ïðè ïîðÿäêå ρg /∈ N ðàâåí íóëþ, òî ñè-
ñòåìà FΛ ïîëíà â êðóãå D(R) ïðè ëþáîì R > 0.

Â ñòàòüå Ñ. Ç. Èáðàãèìîâîé [Èáð82, Òåîðåìà 1] ïîëó÷åíî äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîå óñëîâèå ïîëíîòû â êîëüöå D(R)\closD(r) ñèñòåìû
ôóíêöèé {f(λkz)} ñ f ∈ H

(
C \ {0}

)
è ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïîêàçàòåëåé {λk}, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ0 è Λ∞, ñòðåìÿùèõñÿ ñîîòâ. ê 0 è ê ∞. Îíî
ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ îöåíîê ñâåðõó ðîñòà ôóíêöèè f ÷åðåç
ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 1/Λ0 è Λ∞.

3.3.2 Óñòîé÷èâîñòü ïîëíîòû

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (íå)ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â H(G)
ëåãêî ñëåäóþò èç áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ Á.Í. Õàáèáóëëèíà
[Õàá94] îá óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ íååäèíñòâåííîñòè äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé. Ñëåäñòâèå èç
[Õàá94, � 7, Òåîðåìû 7.1, 7.2] ïðè ρ = 1 �

Òåîðåìà 3.3.11. Ïóñòü Λ = (λk) � çàíóìåðîâàííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Åñëè ñèñòåìà ExpΛ íåïîëíà â âûïóêëîé îáëàñòè G,
òî íàéäåòñÿ ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Γ = (γk), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

lim sup
n→∞

|λk − γk|
|λk|

6 ε , (3.3.11)
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ñèñòåìà Exp Γ òàêæå íåïîëíà íà G. Åñëè ε = 0 â (3.3.11), òî
äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè G ñèñòåìû ExpΛ è ExpΓ ïîëíû
èëè íåïîëíû â îáëàñòè G îäíîâðåìåííî. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà H(closG).

Åùå îäèí ðåçóëüòàò Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá04] îá óñòîé÷èâîñòè
ïîëíîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàöèþ íà òåìó òåîðåìû
Ðåäõåôôåðà 2.2.3 îá óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû íà èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 3.3.12 ([Õàá04, Ñëåäñòâèå 2]). Ïóñòü G � îãðàíè÷åí-
íàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, a Λ = (λk) è Γ = (γk) â C óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ Ðåäõåôôåðà (2.2.1). Òîãäà ñèñòåìû ýêñïîíåíò
ExpΛ è Exp Γ ïîëíû èëè íåïîëíû â îáëàñòè G èëè â ïðîñòðàí-
ñòâå H(closG) òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 3.3.11 íå ñîäåðæèò â ñåáå òåîðåìó 3.3.12,
êàê, âïðî÷åì, è íàîáîðîò, â òîì ñìûñëå, ÷òî óñëîâèå (2.2.1) è óñëî-
âèå (3.3.11) ñ ε = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìû. Òåîðåìà 3.3.12
ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðîñòðàíñòâà H[a, b], ïîýòîìó ìîæåò ñëóæèòü
îäíèì èç øàãîâ [Õàá04, Çàìå÷àíèå] íà ïóòè ê ðåàëèçàöèè ïðîáëå-
ìû Ð. M. Ðåäõåôôåðà ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.3 (ñì.
ï. 2.2.2). Íà ñàìîì äåëå â òåðìèíàõ ö.ô.ý.ò. óñëîâèå Ðåäõåôôå-
ðà (2.2.1) äàåò íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì óëàâëèâàåò òåîðåìà 3.3.12.
Îíî ñîõðàíÿåò íå òîëüêî ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè, íî è íóëåâûå
ìíîæåñòâà. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.3.13 ([Õàá04, Ñëåäñòâèå 1]). Ïóñòü h � òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ Λ = (λk) è Γ = (γk) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ðåäõåôôåðà (2.2.1). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è Γ ìî-
ãóò áûòü íóëåâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëÿ ïðîñòðàíñòâà
E[1, h] òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.3.12, 3.3.13 èñïîëüçóþò íåêîòîðóþ ðå-
êóððåòíóþ ïðîöåäóðó, âîñõîäÿùóþ ê Ð.M. Ðåäõåôôåðó è çàêëþ-
÷àþùóþñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíå íóëåé λk íåêîòîðîé ö.ô.ý.ò.
f ñ Λ ⊂ Zerof íà òî÷êè γk ñ ñîõðàíåíèåì îãðàíè÷åíèé íà ðîñò
ïðåîáðàçîâàííîé ö.ô.ý.ò. g ñ Γ ⊂ Zerog.
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3.3.3 Àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà â âûïóêëîé îáëàñòè

Äîñòàòî÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ïîëíîòû ñè-
ñòåìû ExpΛ â ïðîñòðàíñòâåH(G) (äàëåå àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà â G)
áûëè óñòàíîâëåíû Â.Á. Øåðñòþêîâûì â [Øå00], [Øå00′, Òåîðåìà
3.3.3] (òåîðåìà 3.3.14 íèæå). Îíî âî ìíîãîì ñëåäóåò ïðåäøåñòâó-
þùåìó óñëîâèþ àáñîëþòíîé ïîëíîòû ñèñòåì ExpΛ íà âûïóêëîì
êîìïàêòå (ñì. ï. 3.4.4). Äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè ïðèäåòñÿ íåñêîëü-
êî óñèëèòü ïîíÿòèå âïîëíå ñãóùàåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èç-
ìåíèòü îïðåäåëåíèå äèàãðàììû ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè M íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ (ñð. ñ ï. 2.1.5).

Ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü Ïîéÿ ∆min(Λ) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
çàìåíó âíóòðåííåãî âåðõíåãî ïðåäåëà â (2.1.5n) íà íèæíèé ïðåäåë.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ′ = {λ′k} âïîëíå ñãóùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè
θ, åñëè arg λ′k → θ ïðè λ′k →∞, íî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.1.9)
çàìåíÿåòñÿ íà íåðàâåíñòâî ∆min(Λ′) > 1

2π d(G,−θ), ãäå d(G,−θ) �
øèðèíà îáëàñòè G â íàïðàâëåíèè −θ èç (3.1.5).

Èíäåêñîì êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk} íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

γΛ := lim
ε→0+

lim sup
k→∞

1

|λk|

∫ ε|λk|

0

nΛ(λk, t)− 1

t
dt. (3.3.12)

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ C ñîâîêóïíîñòü íàïðàâëåíèé Θ è
íàáîð ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ(Θ) := {Λ(θ) ⊂ Λ: θ ∈ Θ} ñîãëà-
ñîâàíû, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ(θ) âïîëíå ñãóùàåòñÿ
â íàïðàâëåíèè θ ∈ Θ. Â îáîçíà÷åíèÿõ èç ï. 2.1.5 äèàãðàììîé ñó-
ùåñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = (Mk) > 0 íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λk) îòíîñèòåëüíî ñîãëàñîâàííîé ïàðû
Θ è Λ(Θ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî-ïåðåñå÷åíèå⋂

θ∈Θ

{
z ∈ C : Re ze−iθ 6 HΛ(θ)(θ) + γΛ(θ)

}
,

ãäå ôóíêöèÿ HΛ(θ) íà Θ îïðåäåëåíà â (2.1.35) ïðè Λ′ = Λ(θ).

Òåîðåìà 3.3.14. Åñëè äèàãðàììà ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè M = (Mk) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λk) îòíî-
ñèòåëüíî ñîãëàñîâàííîé ïàðû Θ è Λ(Θ) ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè
G∗ := {z : z ∈ G}, ãäå G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ
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îïîðíîé ôóíêöèåé HG, è lim sup
k→∞

logMk

|λk|HG(− arg λk)
< 1, òî ñèñòå-

ìà ExpΛ àáñîëþòíî ïîëíà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.14 îïèðàåòñÿ íà àíàëèòè÷åñêóþ
ðåàëèçàöèþ äâîéñòâåííîé êðèòåðèÿ àáñîëþòíîé ïîëíîòû â ëî-
êàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ èç ï. 1.1.4. Êàê ïðîìåæóòî÷íûé
ýòàï, ïðåäñòàâëÿþùèé è íåñîìíåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ,
â [Øå00] è [Øå00′, Òåîðåìà 3.3.2] Â. Á. Øåðñòþêîâ óñòàíîâèë
òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ

â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G â òåðìèíàõ îïðåäåëåííîãî
�àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîãî� ïîâåäåíèÿ ö.ô.ý.ò. L ñ ZeroL = Λ.
Íàêîíåö, ê òåîðåìå 3.3.14 ìîæíî îòíåñòè è ïðîáëåìó 2.1.7.

3.4 Ïîëíîòà íà êîìïàêòå

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîòà òîëüêî â äâóõ âè-
äàõ ïðîñòðàíñòâ. Âî-ïåðâûõ, ðå÷ü ïîéäåò î ïîëíîòå â ïðîñòðàí-
ñòâå A(K) (ïîëíîòå íà K), ãäå K ⊂ C � êîìïàêò ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ, êàê â ï. 7) ââåäåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî òèïà ïðîñòðàíñòâ ðàññìîòðèì îãðà-
íè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G ñ æîðäàíîâîé ñïðÿìëÿåìîé
ãðàíèöåé ∂G. ×åðåç Pol∞(∂G) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå êîëüöà ïî-
ëèíîìîâ C[z], z ∈ C, â C(K) ïî sup-íîðìå. Äëÿ 1 6 p < ∞
÷åðåç Polp(∂G) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå êîëüöà ïîëèíîìîâ C[z] â
Lp-ìåòðèêå â ïðîñòðàíñòâå Lp(∂G). Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êåë-
äûøà [Ga86] ïðîñòðàíñòâî Pol∞(∂G) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíî
èçîìåòðè÷íî ñ ïðîñòðàíñòâîì A(closG). Åñëè G � åùå è îá-
ëàñòü Ñìèðíîâà (ñì. îáçîð Ï.Ë. Äþðåíà [Du89]), òî Polp(∂G),
1 6 p < ∞, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíî èçîìåòðè÷íî ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì Ñìèðíîâà Ep(G), óæå óïîìèíàâøèìñÿ ïåðåä ôîðìóëèðîâ-
êîé òåîðåìû 3.2.7. Î÷åâèäíî, ôóíêöèè èç Polp(∂G), 1 6 p 6 ∞,
ãîëîìîðôíû â îáëàñòè G.

3.4.1 Ïîëíîòà

Òî÷íûå óñëîâèÿ íåïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ íà âûïóêëîì êîì-
ïàêòå K ⊂ C (ñîîòâ. â ïðîñòðàíñòâå Polp(∂G) ïðè 1 6 p < ∞)
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ôîðìóëèðóþòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 2.1.1 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (2.1.1) (ñîîòâ. â (2.1.2)) âåäåòñÿ ïî êîìïàêòó
K è ïî ìåðå σ c íîñèòåëåì íà K (ñîîòâ. ñ f ∈ Lq(∂G)).

Îòäåëüíûå èçâåñòíûå óñëîâèÿ (íå)ïîëíîòû íà êîìïàêòå, êàê
ïðàâèëî, ñîäåðæàòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà H(G) è óæå îòìå÷åíû â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå. Òàê, åñëè
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà convK êîìïàêòà K ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì
âûïóêëîé îáëàñòè G, òî èç òåîðåìû 3.3.5 ïîñëå çàìåíû íåñòðîãèõ
íåðàâåíñòâ â 1)�3) íà ñòðîãèå ïîëó÷àåì øêàëó äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé ïîëíîòû â ïðîñòðàíñòâå A(K). Ðàñøèðåííûé âàðèàíò òåîðå-
ìû 3.3.9 â [Õàá99, Òåîðåìà 2.1] ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâà 1)�3)
äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû {f(λkz)} íà êîìïàê-
òå K ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì, åñëè â ôîðìóëèðîâêå çàìåíèòü G
íà K. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíû è äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Polp(∂G) íà îñíîâå íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà.

Íèêàêèå òî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò íà êîìïàê-
òå K íåèçâåñòíû è ïðîáëåìà ïîëíîòû â ýòîé ñèòóàöèè âûãëÿäèò
åùå ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ïðîñòðàíñòâà C[a, b] èëè H(G), îáúåäèíÿÿ
òðóäíîñòè èõ îáîèõ. Çäåñü ìû ìîæåì ïðåäîñòàâèòü êðèòåðèé ïîë-
íîòû ñèñòåìû ExpΛ íà K ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ýêñïîíåíò â
äóõå òåîðåìû 2.1.20, ò. å. â òåðìèíàõ ôóíêöèé Éåíñåíà (èñïîëüçî-
âàíû îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ èç ïîäðàçäåëîâ 1.2 è 3.3).

Òåîðåìà 3.4.1 ([Õàá91′′, � 7, ï. 3]). Ïóñòü K � âûïóêëûé êîì-
ïàêò, intK 6= ∅, Λ = {λk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â C. Åñëè
âåëè÷èíà (â îáîçíà÷åíèè (3.3.1))

sup
V ∈PJ0

(∑
k

V (λk)−
1

π
S(KV , G)

)
(3.4.1)

ðàâíà +∞, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà íà B. Îáðàòíî, åñëè ýòî âå-
ëè÷èíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê {λ′, λ′′} ⊂ Λ
ñèñòåìà ExpΛ\{λ′,λ′′}, íå ïîëíà íà K. Êëàññ âñåõ ôóíêöèé Éåí-
ñåíà PJ0

(C) â (3.4.1) ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîé èç ïîäêëàññîâ
(J1)�(J3), ê ïðèìåðó, íà ïîäêëàññ ôóíêöèé Ãðèíà G

reg
0 (Ω) èëè íà

ïîäêëàññ ôóíêöèé âèäà (1.2.9) ïî àíàëèòè÷åñêèì äèñêàì g èëè
ïî ïîëèíîìèàëüíûì äèñêàì g.
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3.4.2 Ìèíèìàëüíîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíûå áàçèñû

Èññëåäîâàíèå ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò â
ïðîñòðàíñòâàõ A(G) è â ïðîñòðàíñòâàõ Ñìèðíîâà òåì áîëåå àê-
òóàëüíî è â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè âûäâèãàåòñÿ íà ïåðâûé ïëàí
ââèäó òîãî, ÷òî î÷åíü ÷àñòî äëÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâî-
âàíèå �õîðîøèõ� áàçèñîâ èëè ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì äëÿ âñåãî
ïðîñòðàíñòâà, íå ãîâîðÿ óæ î òàêîâûõ èìåííî âèäà ExpΛ, ïðîáëå-
ìàòè÷íî. Òàê, åñëè â îäíîé òî÷êå ãðàíèöû âûïóêëîé îáëàñòè G

êðèâèçíà ñóùåñòâóåò è îòëè÷íà îò íóëÿ, òî â ïðîñòðàíñòâå Ñìèð-
íîâà E2(G) íåò áàçèñîâ Ðèññà èç ýêñïîíåíò (ñì. ïðåäâàðèòåëü-
íûé ðåçóëüòàò ó Þ.È. Ëþáàðñêîãî [Ëþ88], ïðîìåæóòî÷íûé � ó
Â.È. Ëóöåíêî [Ëó92] è îêîí÷àòåëüíûé � â äèññåðòàöèè Ê.Ï. Èñà-
åâà [Èñ04] è â ñîâìåñòíîé ñòàòüå Ê.Ï. Èñàåâ è Ð.Ñ. Þëìóõàìåòî-
âà [ÈÞ06]. Àíàëîãè÷íî, åñëè ãðàíèöà ∂G ñîäåðæèò äóãó êëàññà
C2, êðèâèçíà êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ, òî è â
ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà B2(G) îòñóòñòâóþò áàçèñû Ðèññà èç ýêñ-
ïîíåíò (Íàïàëêîâ Â. Â. (ìë.) [Íà(ì)95]); â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì
àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì èç ýêñïîíåíò â A(K) ñì. êðàò-
êèé îáçîð Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [Êîð94]; â ïðîñòðàíñòâå A(K), êàê
è â C[0, 1] [Day61, Ãë. IV, 4, Ñëåäñòâèå 1]), íå ñóùåñòâóåò áåçóñëîâ-
íûõ áàçèñîâ [Wo84] è äàæå áàçèñîâ Áåññåëÿ8 [Bou84] (Æ. Áóðãåí).

Ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîêàçàòåëåé Λ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íóëåé öåëîé ôóíêöèè FΛ òè-
ïà ñèíóñà è ïîðîæäàþùèõ îäíîâðåìåííî ïîëíûå è ìèíèìàëüíûå
ñèñòåìû ýêñïîíåíò ExpΛ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöó âû-
ïóêëîãî êîìïàêòà B = closG, ïðîâîäèëîñü â ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëå-
íèåì ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
B À.Ô. Ëåîíòüåâûì [Ëåî76, ãë. IV, � 7], Â.Ê. Äçÿäûêîì [Äç74],
Þ.È. Ìåëüíèêîì [Ìåë75], À.Ì. Ñåäëåöêèì [Ñåä78], Á.ß. Ëåâè-
íûì è Þ.È. Ëþáàðñêèì [ËËþ75], à äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñìèðíîâà
Ep(G) è Áåðãìàíà B2(G), êîãäà ãðàíèöà ∂G âûïóêëîé îáëàñòè G
èç îïðåäåëåííîãî êëàññà ãëàäêîñòè, � ñîîòâ. â ðàáîòàõ Á.ß. Ëå-
âèíà è Þ.È. Ëþáàðñêîãî [ËËþ75], Þ.È. Ëþáàðñêîãî [Ëþ88],
Þ.È. Ëþáàðñêîãî è Ì.Ë. Ñîäèíà [ËþÑ86, ï. 16] è â äèññåðòàöèè
Â.Â. Íàïàëêîâà (ìë.) [Íà(ì)95]. Â ñâÿçè ñ îáñóæäåííûìè ñèòóà-

8Îïðåäåëåíèå ñì. â [You80].
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öèÿìè âîçíèêàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðåøåííàÿ

Ïðîáëåìà 3.4.1. Äëÿ êàêèõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ K ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå A(K) ñóùåñòâóþò áàçèñû èëè
ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû ýêñïîíåíò ExpΛ?

3.4.3 Óñòîé÷èâîñòü ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè.
Èçáûòîê ïîëíîòû

Â ðàáîòàõ Á.Í. Õàáèáóëëèíà [Õàá00], [Õàá01∗], [Õàá02] âïåð-
âûå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá èçáûòêå ïîëíîòû è ñîîòâ. îá óñòîé-
÷èâîñòè ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû óñòàíîâëåíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ Polp(∂G), 1 6 p 6 ∞, êîãäà
G � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ æîðäàíîâîé ñïðÿìëÿ-
åìîé ãðàíèöåé, à çíà÷èò, è äëÿ A(closG) è ïðîñòðàíñòâà Ñìèð-
íîâà Ep(G), åñëè G åùå è îáëàñòü Ñìèðíîâà. Äî ýòèõ ðàáîò ïî-
äîáíûå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è èçáûòêà ïîëíîòû
íå ïðîâîäèëèñü íè äëÿ êàêîé îáëàñòè G ââèäó îòñóòñòâèÿ êàêèõ-
ëèáî ìåòîäîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Îáîáùåíèå ðåêóðñèâíîãî ìåòî-
äà Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà, óïîìèíàâøååñÿ â ï. 3.1.2, ïîçâîëè-
ëî ïîëó÷èòü ïîëíûå àíàëîãè òåîðåìû Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà
2.1.31 è äëÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì åãî
òîëüêî äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè G, êîãäà àíàëîãèÿ ñ òåîðåìîé
Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà íàèáîëåå ïðîçðà÷íà.

Ïóñòü ïîêà G � âûïóêëàÿ îáëàñòü. Ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ, îðòî-
ãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèþ θ ∈ R, ò.å. ïðÿìûõ âèäà

lθ = {z ∈ C : Re ze−iθ = a}, a ∈ R,

è èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó ñ êîìïàêòîì closG, îïîðíîé ïðÿìîé ê
G â íàïðàâëåíèè θ, íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì
ïàðàìåòðà a. Îáùèå òî÷êè ýòîé îïîðíîé ïðÿìîé ñ ìíîæåñòâîì
closG íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè îïîðû ýòîé ïðÿìîé. Òî÷êà ãðàíèöû
∂G íàçûâàåòñÿ íåóãëîâîé, åñëè ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîõîäèò åäèí-
ñòâåííàÿ îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ê G. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà òî÷êà �
óãëîâàÿ. ×åðåç Sm(G) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ ìíî-
æåñòâà âñåõ òî÷åê reiθ, r > 0, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ îïîðíàÿ
ïðÿìàÿ ê G â íàïðàâëåíèè θ ñðåäè ñâîèõ òî÷åê îïîðû èìååò õî-
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òÿ áû îäíó íåóãëîâóþ òî÷êó ãðàíèöû ∂G. Ïîñëå ýòîãî ïîëîæèì
Sym(G) := Sm(G) ∪ Sm(−G).

Òåîðåìà 3.4.2 ([Õàá01∗, Òåîðåìà 1]). Ïóñòü G 6= ∅ � îãðàíè÷åí-
íàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ = (λk)
è Γ = (γk), k = 1, 2, . . ., èìååò ìåñòî óñëîâèå

∞∑
k=1

|λk − γk|
1 + dist(λk, Sym(G)) + dist(γk, Sym(G))

< +∞. (3.4.2)

Òîãäà exc Λ = exc Γ äëÿ A(closG) è Ep(G), 1 6 p < +∞.

Àíàëîã óñëîâèÿ (2.1.33) Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà � (3.4.2).
Îáùèé ñëó÷àé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñî ñïðÿì-

ëÿåìîé æîðäàíîâîé ãðàíèöåé ∂G ïîòðåáîâàë ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ
äåôåêòà âûïóêëîñòè dfc(G, λ) îáëàñòè9 G (èëè äåôåêò âûïóêëî-
ñòè êîìïàêòà closG) â íàïðàâëåíèè òî÷êè λ 6= 0.

Ïóñòü θ ∈ arg λ (ñì. Ðèñ. 3.2). Äâå îïîðíûå ïðÿìûå ê îáëàñòè
G, îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèþ θ, ò.å. îïîðíûå ïðÿìûå ñîîòâ. â
íàïðàâëåíèÿõ θ è θ + π, îáîçíà÷èì êàê

l+(θ,G) = {z ∈ C : Re ze−iθ = A},
l−(θ,G) = {z ∈ C : Re ze−iθ = a},

ãäå a 6 A. Âûáåðåì êàêèå-ëèáî äâå òî÷êè îïîðû

w−(θ,G) ∈ l−(θ,G) ∩ closG,

w+(θ,G) ∈ l+(θ,G) ∩ closG .
(3.4.3)

Îòìå÷åííûå â (3.4.3) òî÷êè îïîðû îïðåäåëÿþò ðàçáèåíèå êðèâîé
∂G íà äâå æîðäàíîâû ñïðÿìëÿåìûå äóãè `+ è `−, èìåþùèå òîëüêî
äâå îáùèå òî÷êè w−(θ,G) è w+(θ,G). Âûáåðåì îðèåíòàöèþ äóã
òàê, ÷òî �äâèæåíèå� êàê ïî äóãå `+, òàê è ïî äóãå `− ïðîèñõîäèò
â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè w−(θ,G) ê òî÷êå w+(θ,G).

Ïóñòü w1 è w2 � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé è
òîé æå äóãå `+ (ñîîòâ. `−). Ïèøåì w1 ≺ w2, åñëè ïðè äâèæåíèè
îò íà÷àëüíîé òî÷êè w−(θ,G) ê êîíå÷íîé òî÷êå w+(θ,G) ïî äó-
ãå `+ (ñîîòâ. `−), òî÷êà w1 �âñòðå÷àåòñÿ ðàíüøå� òî÷êè w2. Ïðè
ýòîì äëèíó äóãè, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè ïðè äâèæåíèè âäîëü `+

9Â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [Õàá01∗] ýòîò äåôåêò âûïóêëîñòè íåóäà÷íî íàçâàí
äåôåêòîì âûïóêëîñòè êðèâîé ∂G â íàïðàâëåíèè òî÷êè λ.
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Ðèñ. 3.2. Ê äåôåêòó âûïóêëîñòè îáëàñòè G â íàïðàâëåíèè θ = 0.

(ñîîòâ. `−), îáîçíà÷èì s(w1, w2) = s(w2, w1). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êàõ (3.4.3) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà âåëè÷èíà (ñð. ñ (3.1.3))

d(θ,G) := sup
{ Re

(
e−iθ(w1 − w2)

)
s(w1, w2)

: w1 ≺ w2

}
∈ [−1, 1].

Íàçîâåì äåôåêòîì âûïóêëîñòè (èëè èçáûòêîì âîãíóòîñòè) îá-
ëàñòè G (èëè êîìïàêòà closG) â íàïðàâëåíèè òî÷êè λ âåëè÷èíó

dfc(G, λ) := inf d(θ,G) ∈ [−1, 1],

ãäå in�mum âçÿò ïî âñåì âîçìîæíûì âûáîðàì òî÷åê îïîðû
(3.4.3) (íà Ðèñ. 3.2 òî÷êà îïîðû w+(0, G) ìîãëà áûòü âûáðàíà è
íà âåðòèêàëüíîì îòðåçêå [B,C] ⊂ `−). Ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî
− dfc(θ,G) � èçáûòîê âûïóêëîñòè èëè äåôåêò âîãíóòîñòè.

Òåîðåìà 3.4.3 ([Õàá01∗, Òåîðåìà 3]). Ïóñòü S � äëèíà æîðäà-
íîâîé ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöû îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G, è Λ = (λk)
è Γ = (γk), k = 1, 2, . . ., � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â C. Åñëè

∞∑
k=1

|λk − γk|
exp
(
S · dfc(G, λk) |λk|

)
− 1

dfc(G, λk) |λk|
< +∞ , (3.4.4)

òî exc Γ 6 exc Λ äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Polp(∂G), 1 6 p 6∞.

Ñïðàâåäëèâ è àíàëîã òåîðåìû 3.1.5 â òåðìèíàõ øèðèíû îáëàñòè
G â íàïðàâëåíèè òî÷êè (ñì. (3.1.5) è Ðèñ. 3.2; ñð. ñ òåîðåìîé 3.1.5),
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êîòîðûé òàêæå íå ïåðåêðûâàåòñÿ òåîðåìîé 3.4.3, íî ó÷èòûâàåò
òîëüêî ðàçìåðû îáëàñòè G, à íå åå êîíôèãóðàöèþ.

Òåîðåìà 3.4.4 ([Õàá01∗, Òåîðåìà 2]). Ïóñòü îáëàñòü G è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ è Γ òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 3.4.3. Åñëè

∞∑
k=1

|λk − γk| exp
(
d(G;λk) |λk|

)
< +∞ , (3.4.5)

ãäå d(G;λk) � øèðèíà îáëàñòè G â íàïðàâëåíèè òî÷êè λk, òî
exc Γ = exc Λ äëÿ ëþáîãî èç ïðîñòðàíñòâ Polp(∂G), 1 6 p 6∞.

Îñëàáëÿÿ òåîðåìó 3.4.4, ìîæíî çàìåíèòü â (3.4.5) øèðèíó îá-
ëàñòè d(G;λk) â íàïðàâëåíèè λk íà åå äèàìåòð diamG.

Êîìåíòàðèé â êîíöå ï. 3.1.2 âñåöåëî ïåðåíîñèòñÿ è íà ï. 3.4.3.

3.4.4 Àáñîëþòíàÿ ïîëíîòà íà âûïóêëîì êîìïàêòå

Ïðÿìîé ïåðåíîñ òåîðåìû 2.1.36 ñ îòðåçêà íà âûïóêëûé êîìïàêò
K, ò. å. íà ïðîñòðàíñòâî A(K), áûë äàí Ã.Í. Øèëîâîé [Øè92] ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
êàçàòåëåé Λ è ñ ïîòåðåé â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè. Ðàçâåðíóòîå èçëî-
æåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà � â ñîâìåñòíîé ñòàòüå È.Ô. Êðàñè÷êîâà-
Òåðíîâñêîãî è Ã.Í. Øèëîâîé [ÊØ05]. Îïðåäåëåíèå âïîëíå ñãóùà-
åìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ′ = {λ′k} â íàïðàâëåíèè θ ñîâïàäàåò
ñ îïðåäåëåíèåì èç ï. 3.3.3 ñ çàìåíîé øèðèíû d(G,−θ) íà øèðè-
íó d(K,−θ) âûïóêëîãî êîìïàêòà K â íàïðàâëåíèè −θ (ñíîâà ñì.
(3.1.5) è ñð. ñ ï. 2.1.5).

Îïðåäåëåíèå äèàãðàììû ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè M > 0 íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ èç
ï. 2.1.5. Ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ïîíÿòèå èíäåêñà êîíöåíòðàöèè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ, îïðåäåëåííîãî êàê

I(Λ) := lim
ε→0+

lim sup
z→∞

1

|z|

∫ ε|z|

0

(
nΛ(z, t)− 1

)+

t
dt

(3.3.12)

> γΛ .

Òåîðåìà 3.4.5 ([Øè92, Òåîðåìà 1.2], [ÊØ05, Òåîðåìà 2.1]).
Ïóñòü K � âûïóêëûé êîìïàêò, intK 6= ∅, K∗ := {z : z ∈ K},
I(Λ) = 0, M = (Mk) > 0. Åñëè ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû ∂K∗ ñ äèà-
ãðàììîé ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M íà Λ ïó-
ñòî, òî ñèñòåìà (2.1.34) àáñîëþòíî ïîëíà â A(K).
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Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà äâîéñòâåííóþ ñõåìó èç ï. 1.1.4 â
ôîðìå êðèòåðèÿ (1.1.8). Íåèçâåñòíû ñòåïåíü íåîáõîäèìîñòè ïðè-
âåäåííûõ óñëîâèé è, òåì áîëåå, îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
àáñîëþòíîé ïîëíîòû äëÿ ñèñòåì ýêñïîíåíò â A(K).

3.4.5 Äîïîëíåíèå ê ï. 3.3.1 è òåîðåìå 3.3.2
î ðàäèóñå êðóãà ïîëíîòû R(Λ)

Ïî Λ = {λk} ⊂ C, D(Λ) < +∞ , ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ

	

n :=
⋃n−1
m=0 e

i 2πm
n Λ, èíâàðèàíòíóþ ïðè ïîâîðîòàõ íà óãîë 2πm

n ;

D
[n]
P (Λ) :=

sin(π/n)

π/n
lim sup
r→+∞

∫ +∞

0

rn−1

rn + tn
nΛ(t)

t
dt (3.4.6)

� âåðõíÿÿ n-ïëîòíîñòü Ïóàññîíà äëÿ Λ. Ïðè n = 2, Λ > 0, ýòî
êëàññè÷åñêàÿ âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü Ïóàññîíà DP (Λ) äëÿ Λ [MR61].

Ïóñòü σWn
(Λ) � òèï ö.ô.ý.ò. Wn(z; Λ) :=

∏
k

(
1− zn

λnk

)
.

Òåîðåìà 3.4.6 (ñì. [Õàá09′, Òåîðåìà 5]). Ïðè n > 2 ñ ãàììà-
ôóíêöèåé Ýéëåðà Γ

21/n
√
π Γ
(
1− 1/2n

)
Γ
(
1/2− 1/2n

) · σWn
(Λ) 6 R

(
Λ

	

n ) 6 π

sin(π/n)
D

[n]
P (Λ).

Îöåíêà ñâåðõó òî÷íà óæå â êëàññå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Λ ⊂ (0,+∞), äëÿ êîòîðûõ ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî çàìåíèòü íà

21/n
√
π Γ
(
1− 1/2n

)
Γ
(
1/2− 1/2n

) · π

sin(π/n)
D

[n]
P (Λ)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2 è Λ ⊂ (0,+∞), Λ

	

2 = Λ ∪ (−Λ) =: ±Λ

(0,84721 . . . )πDP (Λ) =

√
2π Γ(3/4)

Γ(1/4)
· πDP (Λ) 6 R(±Λ) 6 πDP (Λ).

Ýòó íàèëó÷øóþ â íåêîòîðîì ñìûñëå íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè
íàøåãî îáçîðà îöåíêó ðàäèóñà êðóãà ïîëíîòû íåâîçìîæíî äî-
ïîëíèòü îöåíêîé ñâåðõó ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêóþ áëîê-ïëîòíîñòü
DL(Λ), ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà R0 > 0 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòè Λ ⊂ (0,+∞), äëÿ êîòîðîé
R(±Λ) > R0, â òî âðåìÿ êàê DL(eiθΛ) = 0 äëÿ âñåõ θ ∈ R.



Ãëàâà 4

Ìíîãîìåðíûå ðåçóëüòàòû

Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé Λ äëÿ
ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì ýêñïîíåíò (îáîçíà÷åíèÿ èç (1.1.4))

zpe<λ,z>,

p = (p1, . . . , pn) ∈ (Z+)n, zp := zp1

1 · · · · · zpnn ,
(4.0.1)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé,
òàê è àíàëèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà (÷àùå ÷èñòîé êîðàçìåðíîñòè 1).
Ïîýòîìó â ýòîì ðàçäåëå â îñíîâó êëàññèôèêàöèè ïîëîæåí âèä
ìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé, è óæå â ñëåäóþùóþ î÷åðåäü � òèï ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîòà. Òî÷íåå, âìåñòî
ïîäìíîæåñòâà Λ ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ-äèâèçîð Λ: Cn → Z+;
ìíîæåñòâî supp Λ � íîñèòåëü äèâèçîðà Λ. Êàæäîìó äèâèçîðó â
îáîçíà÷åíèÿõ (4.0.1) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà (êðàòíûõ) ýêñïîíåíò

ExpΛ := {zpe<λ,z> : λ ∈ supp Λ, p1 + · · ·+ pn < Λ(λ)}. (4.0.2)

Ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ExpΛ äèâèçîð Λ áóäåì íàçûâàòü äèâè-
çîðîì ïîêàçàòåëåé. Äèâèçîð ïîêàçàòåëåé äèñêðåòíûé, åñëè åãî
íîñèòåëü supp Λ � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ äèâèçîðà Λ ÷åðåç
iΛ è −Λ îáîçíà÷àåì ôóíêöèè-äèâèçîðû, îïðåäåëåííûå ñîîòâ. ïî
ïðàâèëó (iΛ)(z) ≡ Λ(−iz) è (−Λ)(z) = Λ(−z), z ∈ C. Â ÷àñò-
íîñòè, i supp Λ = supp iΛ è supp(−Λ) = − supp Λ. Åñëè äèâèçîð
Λ(z) 6 1, z ∈ Cn, òî îòîæäåñòâëÿåì åãî ñ íîñèòåëåì supp Λ è ðàñ-
ñìàòðèâàåì êàê ïîäìíîæåñòâî â Cn. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà B ⊂ Cn

ïîëàãàåì Λ(B) =
∑

z∈B Λ(z).
Êàæäîé ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè G ⊂ Cn ôóíêöèè f ìîæíî

ñîïîñòàâèòü äèâèçîð íóëåé Zerof : G → Z+, êîòîðûé â êàæäîé
òî÷êå z ∈ G ðàâåí êðàòíîñòè íóëÿ ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå z.

109
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Äëÿ ïîäîáëàñòè G′ ⊂ G ÷åðåç Vf(G′) îáîçíà÷àåì (2n− 2)-ìåðíûé
åâêëèäîâ îáúåì äèâèçîðà Zerof â G′ (ñì. [Ðîí92, ãë. 3]).

Äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, ãäå zj = xj + iyj, xj, yj ∈ R, j =
1, . . . , n, íàðÿäó ñ åâêëèäîâîé íîðìîé |z| :=

√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2 â

Cn ðàññìàòðèâàåì è íîðìó ‖z‖ := max{|x1|, |y1|, . . . , |xn|, |yn|}.
Âñþäó äàëåå Rn ìûñëèòñÿ êàê âåùåñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

(íàä R) â Cn. Äëÿ σ = (σ1, . . . , σn) ∈ (R+\{0})n è x0 = (x1, . . . , xn)

Tσ := {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xj| 6 |σj|, j = 1, . . . , n} (4.0.3)

� çàìêíóòûé n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä â Rn, à BRn(R) è BCn(R)
� îòêðûòûå øàðû ñîîòâ. â Rn è â Cn ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà R
â åâêëèäîâîé íîðìå.

Ðàäèóñîì øàðà ïîëíîòû RRn(Λ)
(
ñîîòâ. RCn(Λ)

)
ýêñïîíåí-

öèàëüíîé ñèñòåìû ExpΛ â Rn (ñîîòâ. â Cn) íàçûâàåì òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü ÷èñåë R, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â
C
(
closBRn(R)

) (
ñîîòâ. â H

(
BCn(R)

))
. Â îïðåäåëåíèè ðàäèóñà øà-

ðà ïîëíîòû â Rn ïðîñòðàíñòâà C
(
closBRn(R)

)
ìîæíî çàìåíèòü

íà ëþáûå èç ïðîñòðàíñòâ Lp
(
BRn(R)

)
, 1 6 p < +∞. Àíàëîãè÷íî

� äëÿ ðàäèóñà øàðà ïîëíîòû â Cn. Äâîéñòâåííûé àíàëèòè÷åñêèé
ïîäõîä èç ï. 1.1.1 â ýòîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè áåç òðóäà äàåò íåðà-
âåíñòâî RCn(Λ) 6 RRn(Λ).

4.1 Äèñêðåòíûå äèâèçîðû ïîêàçàòåëåé

4.1.1 Ïîëíîòà â øàðå è íà ïàðàëëåëåïèïåäå èç Rn

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïîäðàçäåëà îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè äèñ-
êðåòíûõ ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ö.ô.ý.ò. ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà Rn. Îäèí èç ïåðâûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëü-
òàòîâ î òàêèõ ìíîæåñòâàõ �

Òåîðåìà 4.1.1 (À. Áåðëèíã [Be66, III, Çàìå÷àíèå 1)]). Ïóñòü f �
ö.ô.ý.ò. 6 σ â Cn, îãðàíè÷åííàÿ íà Rn, f(Λ) = 0 íà äèñêðåòíîì
ïîäìíîæåñòâå Λ ⊂ Rn è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim sup
Rn3x→∞

dist(x,Λ) = ε < +∞, (4.1.1)

ãäå dist(x,Λ) := inf
λ∈Λ
|x− λ|. Åñëè σ < π

2ε
, òî f ≡ 0 íà Cn.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1 îñíîâàíî íà âûìåòàíèè êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ìåð íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Rn îòíî-
ñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé
{exp(i<x, z>)}, x ∈ Rn, â ñïåöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ö.ô.ý.ò. (ñì.
ðàçäåë 1.2). Èç òåîðåìû 4.1.1 ïî äâîéñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé ñõå-
ìå èç ï. 1.1.1 ñðàçó ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.1.2 (A. Áåðëèíã). Åñëè äëÿ äèñêðåòíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà Λ ⊂ Rn âûïîëíåíî (4.1.1), òî RRn(iΛ) >

π

2ε
.

Ïî ïîëíîòå â ïðîñòðàíñòâàõ íà ïàðàëëåëåïèïåäå ïîñëå íà÷àëü-
íîãî èññëåäîâàíèÿ ß. Êîðåâààðà è Ñ. Õåëëåðøòåéíà [KH68] (ñì.
òàêæå çàìåòêó ß. Êîðåâààðà [Kor66] è åãî îáçîð [Kor83]) íàèëó÷-
øèå èçâåñòíûå íàì ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè äîñòèãíóòû
â ñåðèè ñòàòåé Ë.È. Ðîíêèíà, ïîñëåäíèå èç êîòîðûõ � [Ðîí74],
[Ðîí74′], [Ðîí78], à òàêæå â ðàáîòå Á. Áåðíäññîíà [Ber78]. Ýòè
ðåçóëüòàòû îáúåäèíåíû è ïîäûòîæåíû â îáçîðå [Ðîí86] è ìîíî-
ãðàôèè [Ðîí92] Ë.È. Ðîíêèíà. Â âàðèàíòå èç ìîíîãðàôèè è â åå
îáîçíà÷åíèÿõ îíè è ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Íàðÿäó ñ (4.0.3) äëÿ x0 ∈ Rn è α > 0 èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

T (x0, α) := {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < α}

äëÿ �âåùåñòâåííîãî� îòêðûòîãî n-ìåðíîãî êóáà ñ öåíòðîì x0 è
ðåáðîì äëèíû 2α, à ïðè β > 0 åùå è îáîçíà÷åíèå

Tβ(x0, α) := {x+ iy ∈ Cn : x, y ∈ Rn, ‖x− x0‖ < α, ‖y‖ < β}

äëÿ �êîìïëåêñíîãî� n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Äëÿ äèâèçîðà Λ
ïðè supp Λ ⊂ Rn è x0 ∈ Rn ïîëàãàåì

ĥΛ :=
1

2
inf{‖x′ − x′′‖ : x′, x′′ ∈ supp Λ, x′ 6= x′′}, (4.1.2h)

δ̌Λ(x0) := lim sup
α→0

lim sup
r→+∞

1

(2αr)n

∑
x∈T (rx0, rα)

Λ(x). (4.1.2d)

Êðîìå òîãî, ââåäåì âåëè÷èíó

Wn := inf
α>0

inf
f∈H(Tα(0,α))

f(0)=0

Vf
(
Tα(0, α)

)
Zerof(0)(2α)2n−2

. (4.1.3)
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Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè Ðîíêèíà�Áåðíäññîíà [Ðîí92, Òåîðå-
ìà 5.2.2], îñíîâàííîé íà îöåíêàõ ñâåðõó è ñíèçó îáúåìà äèâèçîðà
íóëåé, ïî äâîéñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé ñõåìå ñðàçó âûâîäèòñÿ

Òåîðåìà 4.1.3. Ïðè σ = (σ1, . . . , σn) ∈ (R+ \ {0})n è x0 ∈ Rn äëÿ
äèâèçîðà ïîêàçàòåëåé Λ ñ supp Λ ⊂ Rn èç íåðàâåíñòâà

σ1 + · · ·+ σn < πWnĥ
n−1
Λ δ̌Λ(x0), (4.1.4)

ñëåäóåò ïîëíîòà ñèñòåìû ExpiΛ â Lp(Tσ), 1 6 p <∞, è â C(Tσ).

ßñíî, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèþ (4.1.4) òåîðåìà 4.1.3 ñîäåðæàòåëüíà
òîëüêî ïðè ĥΛ > 0, ò. å. äëÿ äèñêðåòíûõ äèâèçîðîâ Λ. Âåëè÷èíà
δ̌Λ(x0) èç (4.1.2d) èìååò åñòåñòâåííûé âèä ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ äèâèçîðà Λ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áîëåå ïðîçðà÷íîãî âèäà óñëî-
âèÿ (4.1.4) íåîáõîäèìû áîëåå èëè ìåíåå îïòèìàëüíûå îöåíêè ñíèçó
ïîñòîÿííîé Wn èç (4.1.3). Íàïðèìåð, èçâåñòíà îöåíêà [Ðîí92]

πn−1

22n−2 · (n− 1)!
6 Wn. (4.1.5)

Ïîäñòàíîâêà ïðàâîé ÷àñòè (4.1.5) âìåñòî Wn â (4.1.4) äàåò áîëåå
ÿâíîå óñëîâèå ïîëíîòû. Íî â èäåàëå äîëæíà áûòü ðåøåíà

Ïðîáëåìà 4.1.1. Íàéòè çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé Wn èç (4.1.3).

Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà � Wn = 1 äëÿ ëþáîãî n = 2, 3, . . . . Ïîä-
òâåðæäåíà îíà, ïî-âèäèìîìó, òîëüêî äëÿ n = 2 â ñîâìåñòíîé ñòà-
òüå Â.Ý. Êàöíåëüñîíà è Ë.È. Ðîíêèíà [ÊÐ74, Òåîðåìà 1], è ïðè
n = 2 ñ Wn = 1 òåîðåìà 4.1.3 òî÷íà.

Âîçìîæíà è èíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû 4.1.3 [Ðîí92, Çàìå÷àíèå 3].
Îïèñàíèþ íåêîòîðûõ íåïîëíûõ ñèñòåì ýêñïîíåíò â âåñîâûõ áà-

íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìíîãèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïîñâÿ-
ùåíà íåäàâíÿÿ ñîâìåñòíàÿ ñòàòüÿ Æ. Ãàî è Ã.Ò. Äåíãà [GDe04],
èñïîëüçóþùàÿ îáîáùåíèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè Ï. Ìàëüÿâåíà
íà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

4.1.2 Ìíîãîìåðíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Ëàíäàó

Ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ëàíäàó 2.1.14 íà ïðîñòðàí-
ñòâà L2(D) îêàçàëîñü åùå áîëåå íåîæèäàííûì ïî ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 4.1.4 (À.Ì. Óëàíîâñêèé [Óë01, Òåîðåìà 2]). Ïóñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

(
δk1,...,kn

)
k1,...,kn∈Z

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 < |δk1,...,kn| 6 const. q|k1|+···+|kn|, k1, . . . , kn ∈ Z, 0 < q < 1.

Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî íàáîð ÷èñåë s1, . . . , sn ∈ R ëèíåéíî íåçà-
âèñèì íàä Z, (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Òîãäà ñèñòåìà ýêñïîíåíò{

exp i
(
(2πk1 + s1δk1,...,kn)x1 + · · ·+ (2πkn + snδk1,...,kn)xn

)}
ïîëíà â L2(D) â ñëó÷àå îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà
D ⊂ Rn, ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèÿ êîòîðîãî ñ Zn ⊂ Rn ïóñòî.

4.1.3 Îá îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ
èç ýêñïîíåíò â L2(D)

Â ïîñëåäíèå ãîäû íåìàëî ðàáîò áûëî ïîñâÿùåíî ñóùåñòâîâà-
íèþ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ âèäà

ExpiΛ, Λ ⊂ Rn � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, n > 2, (4.1.6)

â L2(D), D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Èññëåäîâàíèÿ ýòè
ïðåæäå âñåãî íàïðàâëåíû íà ïîäòâåðæäåíèå (èëè îïðîâåðæåíèå)
ãèïîòåçû Ôóãëåäå, îñòàþùåéñÿ â îáùåì ñëó÷àå îòêðûòîé ñ 1974
ãîäà è èìåþùåé ïðèëîæåíèÿ ê êîììóòèðîâàíèþ ïîëóñîïðÿæåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ê òåîðèè ãðóïï:

Ãèïîòåçà (Á. Ôóãëåäå [Fug74]). Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé L2(D)
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rn, n > 2, äîïóñêàåò îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ âèäà (4.1.6) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ñäâèãîâ îáëàñòè D ñîâïàäàåò ñ Rn.

Îòêðûòûé êóá â Rn â êà÷åñòâå îáëàñòè D ïîäòâåðæäàåò ýòó ãè-
ïîòåçó. Èç ðåçóëüòàòîâ ïî ãèïîòåçå Ôóãëåäå îòìåòèì ñëåäóþùèå:

(a) äëÿ âûïóêëîé íåñèììåòðè÷íîé (áåç öåíòðà ñèììåòðèè) îá-
ëàñòè D îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ âèäà (4.1.6) â L2(D) íå
ñóùåñòâóåò (Ì.Í. Êîëîíöàêèñ [Kol00′]);

(b) äëÿ âûïóêëîé ñèììåòðè÷íîé îáëàñòè D ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
â L2(D) èõ òàêæå íåò (À. Èîñåâè÷, Í. Êàö, Ò. Òàî [IKT01]);
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(c) åñëè ïëîñêàÿ (n = 2) îáëàñòü D âûïóêëà, òî îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ âèäà (4.1.6) â L2(D) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà D ëèáî íåâûðîæäåííûé ïàðàëåëëîãðàìì, ëè-
áî íåâûðîæäåííûé øåñòèóãîëüíèê ñ öåíòðîì ñèììåòðèè
(À. Èîñåâè÷, Í. Êàö, Ò. Òàî [IKT03]). Â ïîñëåäíåå âïèñûâà-
åòñÿ áîëåå ðàííèé ðåçóëüòàò òåõ æå àâòîðîâ [IKT01] îá îò-
ñóòñòâèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âèäà (4.1.6) â L2(D)
äëÿ ïëîñêîé âûïóêëîé îáëàñòè D, êîãäà íà ∂D åñòü òî÷êà, â
êîòîðîé êðèâèçíà ãðàíèöû íåíóëåâàÿ (ñð. ñ íà÷àëîì ï. 3.4.2).

Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ ïî òåìàòèêå ýòîãî ïóíêòà, âêëþ÷àÿ ìíî-
ãèå îòêðûòûå ïðîáëåìû, ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç îáçîðîâ Ì.Í. Êî-
ëîíöàêèñà [Kol00], [Kol04]. Â äîïîëíåíèå ê íèì îòìåòèì, ÷òî ãèïî-
òåçà Ôóãëåäå áûëà îïðîâåðãíóòà íåäàâíî â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè â
ñòàòüÿõ Ò. Òàî [Tao04] ïðè n > 5, Ì. Ìàòîëøè [Mat05] ïðè n = 4,
Ì.Í. Êîëîíöàêèñà è Ì. Ìàòîëøè [KM04′] ïðè n = 3, à â ÷à-
ñòè äîñòàòî÷íîñòè � â ðàáîòàõ Ì.Í. Êîëîíöàêèñà è Ì. Ìàòîëøè
[KM04] ïðè n > 5, Á. Ôàðêàøà è Ñ. Ðåâåñà [FR04] ïðè n = 4.

4.1.4 Ïîëíîòà â Lp(D) ïðè íåîãðàíè÷åííîñòè D

Ìåòîäàìè, àíàëîãè÷íûìè èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 4.1.3, â ñòàòüå Ë.È. Ðîíêèíà [Ðîí73], ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû (4.0.2) â Lp(D), ãäå D ⊂ Rn �
íåîãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, à supp Λ âêëþ÷åí â êîíóñ

supp Λ ⊂ KD :=
{
ζ ∈ Rn : sup

x∈D
<ζ, x> < +∞

}
.

Óñëîâèÿ ýòè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòèêè ĥΛ èç
(4.1.2h) è ïëîòíîñòè

dΛ := lim sup
r→+∞

1

rn

∑
|x|<r

Λ(x). (4.1.7)

Òåîðåìà 4.1.5 (Ðîíêèí Ë. È. [Ðîí73]). Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Rn

âûïóêëà è íåîãðàíè÷åíà, intKD 6= ∅, supp Λ ⊂ KD. Åñëè ĥΛ > 0
è dΛ > 0, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â Lp(D), 1 6 p <∞.

Óñëîâèÿ ĥΛ > 0 è dΛ > 0 íå ó÷èòûâàþò êàêèõ-ëèáî åñòåñòâåí-
íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáëàñòèD (ñð. ñ îäíîìåðíûìè
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ðåçóëüòàòàìè èç ïîäðàçäåëîâ 3.2.1�3.2.2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî òåîðåìà
4.1.5 åùå î÷åíü äàëåêà îò òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

4.1.5 Ðàäèóñ øàðà ïîëíîòû â Cn

Äëÿ ÷èñëà ε > 0 ïîäìíîæåñòâî Λ ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ
ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Rn, åñëè

inf

{
n∑
j=1

|xj − x′j| 6 ε : x′ = (x′1, . . . , x
′
n) ∈ Λ

}
äëÿ ëþáîé òî÷êè x = (x1, . . . , xn) ∈ A. Â.Í. Ëîãâèíåíêî â [Ëîã75]�
[Ëîã91] ïðèìåíèë ïðèíöèïèàëüíî íîâûå àïïðîêñèìàöèîííûå ìå-
òîäû ê èññëåäîâàíèþ âåùåñòâåííûõ òàê íàçûâàåìûõ íîðìèðóþ-
ùèõ ìíîæåñòâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé â Cn ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè íà òèï ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå. Çäåñü âàæíî ëèøü òî, ÷òî
êàæäîå íîðìèðóþùåå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâîì åäèí-
ñòâåííîñòè, à ýòî äàåò îöåíêè ðàäèóñà øàðà ïîëíîòû RCn(Λ).

Òåîðåìà 4.1.6 ([Ëîã75, Òåîðåìà 1], [Ëîã89, Òåîðåìà 5], [Ëîã91,
Òåîðåìà 1.2.4]). Ïóñòü Λ � ε-ñåòü äëÿ Rn. Òîãäà RCn(Λ) >

1

2ε([en] + 1)
, ãäå [ · ] � öåëàÿ ÷àñòü. Åñëè Λ � ε-ñåòü äëÿ (R+)n,

òî èìååò ìåñòî áîëåå ñëàáàÿ îöåíêà RCn(Λ) >
1

2n+1ε([en] + 1)
.

Ýòè îöåíêè äàëåêè îò òî÷íûõ, ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â ñîâ-
ìåñòíîé ñòàòüå Â.Í. Ëîãâèíåíêî è Ñ.Þ. Ôàâîðîâà [ËîÔ93], íîð-
ìèðóþùèå ìíîæåñòâà îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìíîæåñòâàìè åäèíñòâåííîñòè.

Äëÿ îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G ⊂ Cn íåêîòîðûå ÷àñò-
íûå ðåçóëüòàòû î ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ äèñêðåòíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïîêàçàòåëåé â ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà B2(G), îïðå-
äåëÿåìîì â ïîëíîé àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àå (3.2.8), îòíî-
ñèòåëüíî íåäàâíî ïðèâåë â [Le99] Ëå Õàé Õîé. Êîíêðåòíåå, ïóñòü
HG � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîé îáëàñòè G 3 0, îïðåäåëåííàÿ
íà âñåì Cn êàê ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 4.1.7 ([Le99, Òåîðåìà 3.1, Ñëåäñòâèå 3.2]). Åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî ÷èñëà a > 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ Cn ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê � ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà
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ö.ô.ý.ò. E[1, aHG) ñ ðàäèàëüíûì èíäèêàòîðîì ðîñòà < aHG íà
Cn (ñð. ñ ïðîñòðàíñòâàìè â êîíöå ï. 0.1.4), òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò
ExpΛ ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà B2(G).

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé âûïóêëîé îáëàñòè G b Cn ïðè ëþáîì
÷èñëå a > 1 ìîæíî ÿâíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèí-
ñòâåííîñòè Λ äëÿ E[1, aHG), à ñòàëî áûòü è ïîëíóþ ñèñòåìó
ýêñïîíåíò ExpΛ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà B2(G).

Íà ñàìîì äåëå â ðàáîòå Ëå Õàé Õîÿ ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàå-
ìîå ñëàáî äîñòàòî÷íîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî Λ äëÿ ïðîñòðàícòâà
E[1, aHG), êîòîðîå îáÿçàíî áûòü ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ
E[1, aHG), íî íå íàîáîðîò. ßâíî êîíñòðóèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åäèíñòâåííîñòè Λ äëÿ E[1, aHG) äîñòàòî÷íî òåñíî ñâÿçàíà
ñ ãåîìåòðèåé G è ÷èñëîì a: ÷åì �áîëüøå� G è a, òåì �ðåæå� Λ.

4.1.6 Î òåîðåìàõ òèïà Ìþíòöà�Ñàñà

Â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè (4.1.7) ïåðâîíà÷àëüíûå îñëàáëåííûå
àíàëîãè òåîðåìû Ìþíòöà�Ñàñà äëÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé ìíî-
ãèõ ïðåðåìåííûõ, à çíà÷èò, è äëÿ ñèñòåì ExpΛ â ïðîñòðàíñòâàõ
Lp
(
(R+)n

)
è C0

(
(R+)n

)
ðàññìàòðèâàëèñü è óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ

ß. Êîðåâààðà è Ñ. Õåëëåðøòåéíà [Kor66], [KH68], [Kor70], [He71],
[Kor83], Ë.È.Ðîíêèíà [Ðîí73], Á. Áåðíäññîíà [Ber78].

Ìíîãîìåðíûå âåðñèè òåîðåìû Ìþíòöà�Ñàñà â ñòåïåííîé òðàê-
òîâêå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé

Λ = {λ(k)} ⊂ (Z+ \ {0})n, λ(k) = (λ
(k)
1 , . . . , λ(k)

n ),

òàêîâà, ÷òî∑
k

1

λ
(k)
j

= +∞ äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n,

ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ Á.Õ. Àóïåòèòà [Au73], à òàêæå Ø. Îãàâû
è Ê. Êèòîõàðû [OK87]. Â ïîñëåäíåé ðàáîòå ïîëó÷åíû êðèòåðèè
ïîëíîòû è äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì ôóíêöèé

n∏
j=1

ψ
λ

(k)
j

j .
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Ýòè ðåçóëüòàòû â ýêñïîíåíöèàëüíîé òðàêòîâêå äàþò êðèòåðèé
ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò Exp−Λ â ïðîñòðàíñòâå C0

(
(R+)n

)
ôóíêöèé f : x = (x1, . . . , xn)→ C, íåïðåðûâíûõ â (R+)n è ñòðåìÿ-
ùèõñÿ ê íóëþ ïðè xj → +∞ ïî ëþáîé ïåðåìåííîé xj, j = 1, . . . , n,
[Au73, Òåîðåìà], [OK87, Òåîðåìà 1] è â ïðîñòðàíñòâå Lp

(
(R+)n

)
[OK87, Òåîðåìà 2]. Íî ïðèðîäà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âî ìíîãîì îä-
íîìåðíà, ò. å. èõ äîêàçàòåëüñòâà â òîé èëè èíîé ìåðå ñâîäÿòñÿ ê
êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ìþíòöà�Ñàñà äëÿ îòðåçêà [0, 1].

Äëÿ ÿâíîé àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûìè ðåçóëüòàòàìè íåîáõîäè-
ìî äàòü ìíîãîìåðíóþ âåðñèþ óñëîâèÿ ðàñõîäèìîñòè Áëÿøêå�
Ìþíòöà (ñì. òåîðåìó 2.1.4), êîòîðóþ äëÿ äèñêðåòíîãî äèâèçîðà
ïîêàçàòåëåé Λ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå∑

z∈Cn

Λ(z)

1 + |z|
= +∞. (4.1.8)

Â íà÷àëå 1990-õ ê ìíîãîìåðíîé òåîðåìå Ìþíòöà�Ñàñà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà C0

(
(R+)n

)
íàèáîëåå áëèçêî ïîäîøëè À. Êðîî [Kro94]

(ñòàòüÿ íàïðàâëåíà â ïå÷àòü â 1991 ã.) è Ò. Áëóì [Blo90]. Â ïîñëåä-
íåé ñòàòüå áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, êîòîðóþ ïîäòâåðäèë X. ßíã
[Ya91]. Ïîñëå íåãî åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû, îñíî-
âàííîå íà èíòåðïîëÿöèîííûõ ìåòîäàõ, ïðåäîñòàâèë è Ò. Áëóì.

Òåîðåìà 4.1.8 ([Ya91], [Blo92]). Ïóñòü äëÿ äèâèçîðà ïîêàçàòå-
ëåé Λ ñ supp Λ ⊂ (R+ \ {0})n ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ïåðåñå÷åíèå
BRn(ε)∩supp Λ ïóñòî. Ñèñòåìà Exp(−Λ) ïîëíà â C0

(
(R+)n

)
òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ðàñõîäèìîñòè (4.1.8).

Ñèòóàöèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp
(
(R+)n

)
ïðè n > 2 íå òàê îä-

íîçíà÷íà, êàê â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ âåùåñòâåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé. Ïðè n > 2 äëÿ ëþáûõ 1 6 p1 <

p2 < +∞ Ñ. Õåëëåðøòåéí â [He71, Òåîðåìà 1] ïîñòðîèë ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ = {λ(k)} èç ⊂ (R+ \ {0})n, êîîðäèíàòû òî÷åê
êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ ê +∞ ïðè k → +∞, a ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà
â Lp1

(
(R+)n

)
, íî íå ïîëíà â Lp2

(
(R+)n

)
. Òàì æå ïîêàçàíî [He71,

Ñëåäñòâèå 1.1], ÷òî óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ExpΛ â C0

(
(R+)n

)
è â Lp

(
(R+)n

)
, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû.

Íåãîëîìîðôíóþ äâóìåðíóþ âåðñèþ òåîðåìû Ìþíòöà C(D)
ðàññìàòðèâàë Ò.Ò. Òðåíò [Tre81].
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4.1.7 Àïïðîêñèìàöèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà ðîñò êîýôôèöåíòîâ

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ïîëó÷åíû Â.Â. Íàïàëêîâûì [Íà80]
äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå ìíîãî-
÷ëåíàìè è ðîäñòâåííû àáñîëþòíîé ïîëíîòå (ñì. ï. 1.1.4). Íî ñàìî
äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà [Íà80, Òåîðåìà 2.1] ôàêòè÷å-
ñêè èìååò äåëî ñ ñèñòåìàìè ýêñïîíåíò è äîêàçàíî íåñêîëüêî áîëü-
øå, åñëè ïðèâëå÷ü åùå è òåîðåìó Òèòöå�Óðûñîíà î íåïðåðûâíîì
ïðîäîëæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòà â ñîäåðæàùóþ
åãî îáëàñòü. Ýòà óñèëåííàÿ âåðñèÿ è ïðèâîäèòñÿ çäåñü.

Òåîðåìà 4.1.9 (Íàïàëêîâ Â.Â. [Íà80]). Ïóñòü Λ = {λ(k)},
k ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê λ(k) =
(λ

(k)
1 , . . . , λ

(k)
n ) ∈ (R+)n òàêàÿ, ÷òî lim

k→∞
λ

(k)
j /j = 1 äëÿ êàæäîãî

j = 1, . . . , n, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mk} ⊂ (0,+∞) óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ lim
k→∞

logMk

|λ(k)|
= +∞. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâ-

íàÿ íà êîìïàêòå K ⊂ Rn (ñîîòâ. èç ïðîñòðàíñòâà C0

(
(R+)n

)
).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ Cε(x) =

∑
k

ak exp(−<λ(k), x>), äëÿ êîòîðîé

sup
x∈K

(
ñîîòâ. ∈ (R+)n

)∣∣f(x)− Cε(x)
∣∣ < ε,

∑
k

|ak|
Mk
6 ε.

Òåîðåìà 4.1.9 íå �÷óâñòâóåò� ðàñïîëîæåíèÿ è ãåîìåòðèè êîì-
ïàêòà K (ñð. ñ îäíîìåðíûìè òåîðåìàìè 2.1.36 è 3.4.5), ÷òî àê-
òóàëèçèðóåò äàëüíåéøåå åå ðàçâèòèå. Îáùèå ïðèíöèïû èññëåäî-
âàíèÿ àïïðîêñèìàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò êîýôôèöèåíòîâ
àïïðîêñèìèðóþùèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âìåñòå ñ èõ ðåàëèçà-
öèÿìè äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëà-
ñòè èç Cn, n > 1, èçëîæåíû â ðàáîòàõ Â.Á. Øåðñòþêîâà [Øå95],
[Øå97] è â åãî äèññåðòàöèè [Øå00′].
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4.2 Íåäèñêðåòíûå äèâèçîðû ïîêàçàòåëåé â Cn

4.2.1 Ìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé Λ ⊂ Rn èëè Λ ⊂ iRn

Ýòîò ïóíêò 4.2.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîìåæóòî÷íûé
ïðè ïåðåõîäå îò ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà 4.1 ê äèâèçîðàì ïîêà-
çàòåëåé ñ íîñèòåëåì, âûõîäÿùèì çà ðàìêè Rn èëè iRn.

Îäíî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îöåíîê (n − 1)-ìåðíîé
ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ supp Zerof ∩Rn äëÿ öåëîé ôóíêöèè f â Cn

÷åðåç ìàêñèìóì ìîäóëÿ f . Êîíêðåòíåå, ïóñòü Hα � α-ìåðà Õàó-
ñäîðôà â Rn [×è85, Ï 6], [Õàá92∗], [Õàá99].

Òåîðåìà 4.2.1 (Ï. Ëåëîí è Ô. Ôåéãñ [Lel77, Ñëåäñòâèå 4]). Åñëè
äëÿ Λ ⊂ Rn èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim sup
r→+∞

Hn−1

(
Λ ∩BRn(r)

)
rn

= +∞,

òî ðàäèóñ øàðà ïîëíîòû RCn(Λ) = +∞.

Äðóãîé òèï óñëîâèé ïîëíîòû êàñàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûõ
ïîäìíîæåñòâ Λ ⊂ Rn. Ñëåäóÿ Á.ß. Ëåâèíó, èçìåðèìîå ïîäìíîæå-
ñòâî Λ ⊂ Rn ïëîòíî îòíîñèòåëüíî A ⊂ Rn, åñëè

sup
α>0

inf
x∈A

m
(
Λ ∩ T (x, α)

)
> 0,

ãäå m � ìåðà Ëåáåãà íà Rn. Ïîñëå ïðåäâàðÿþùèõ ðàáîò Á.ß. Ëå-
âèíà [Ëåâ71], Â.Ý.Êàöíåëüñîíà [Êà73], Á.ß. Ëåâèíà è Â.Í. Ëî-
ãâèíåíêî [ËåË89] èç ðåçóëüòàòà Â.Í. Ëîãâèíåíêî [Ëîã89, Òåîðåìà
3] î íîðìèðóþùèõ ìíîæåñòâàõ ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.2.2. Åñëè ïîäìíîæåñòâî Λ ⊂ (R+)n ïëîòíî îòíîñè-
òåëüíî (R+)n, òî RCn(Λ) =∞.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ñïåöèôè÷åñêèé òèï óñëîâèé ïîëíîòû ñè-
ñòåìû ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå L1(A), A ⊂ Rn.

Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêèì â Rn, åñëè
A+Zn = A. Îíî æå íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíûì íàä êóáîì T (0, α), åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî x ∈ T (0, α) ñóùåñòâóåò ÷èñëî N = N(x) ∈ N òàêîå,
÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ Zn\{0} òî÷êà x ïîêðûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì N
ìíîæåñòâàìè ñåìåéñòâà (A+2α(k+p))∩(A+k), êîãäà k ïðîáåãàåò
âñå Zn. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Â.Í. Ëîãâèíåíêî è Ñ.Þ. Ôàâîðîâà
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[LF92] óñòàíîâëåíî íåñêîëüêî ñïåöèôè÷åñêèõ òåîðåì åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ Λ, èç îäíîé èç êîòîðûõ ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.2.3 ([LF92, Òåîðåìà 9]). Åñëè ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn

� ëàêóíàðíîå íàä T (0, π) è Λ ⊂ Rn ñîäåðæèò 1-ïåðèîäè÷åñêîå
ïîäìíîæåñòâî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãîâîé ìåðû â Rn, òî
ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà â L1(A).

4.2.2 Äèâèçîðû ïîêàçàòåëåé ñ íîñèòåëåì â Cn

Êîãäà íåîáõîäèìî, Cn îòîæäåñòâëÿåì ñ R2n ïî ïðàâèëó

Cn 3 z = (z1, . . . , zn)←→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n,

zj =xj + iyj, xj, yj ∈ R.

Êðîìå òîãî, äëÿ äèâèçîðîâ (ñîîòâ. ïîäìíîæåñòâ) Λ â Cn âñþäó
äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî 0 /∈ supp Λ (ñîîòâ. 0 /∈ Λ).
Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ � åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå èç Cn, òî f ≡ 0 íà âñåì Cn

(ñëàáûé àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 1.1.1). Òîëüêî íà ýòîì ôàêòå îñíî-
âàíû ðåçóëüòàòû ñëåäóþùåãî ïóíêòà

Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû

Çäåñü ìû èçëàãàåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç ñòàòüè Ë. Áåðíà-
ëà-Ãîíçàëåçà [B-G00]. Îíè îïèðàþòñÿ òîëüêî íà ýëåìåíòàðíóþ
òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè è ôîðìóëó Éåíñåíà (ìíîãîìåðíîå ïîêî-
îðäèíàòíîå ïðèìåíåíèå (2.1.6)) è ïîòîìó íå ìîãóò áûòü äîñòàòî÷-
íî òîíêèìè. Òåì íå ìåíåå ýòè ðåçóëüòàòû âñå æå ïðåäñòàâëÿþò
íåñîìíåííûé èíòåðåñ êàê äåìîíñòðàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ âîçìîæ-
íîñòåé íà ïóòè ïðèìåíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ.

Ïóñòü Λ ⊂ Cn, a = (a1, . . . , an) ∈ Cn, c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn,
ãäå |c| = 1. ×åðåç nΛ(a, c; t), t > 0, îáîçíà÷àåì ÷èñëî òî÷åê èç Λ,
ïîïàâøèõ â êðóã {a+ ζc : ζ ∈ C, |ζ| 6 t}.

Äëÿ r = (r1, . . . , rn) ∈ (Z+)n è α = (α1, . . . , αn−1) ∈ [0, 2π]n−1

ìîæåì ââåñòè âåëè÷èíû

c(α, r) :=
1

|r|
(
r1e

iα1, . . . , rn−1e
iαn−1, rn

)
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è

VΛ(a, r) :=

|r|∫
0

∫ 2π

0

· · ·
2π∫

0

nΛ

(
a, c(α, r); t

)
dα1 . . . dαn−1

 dt.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû Ë. Áåðíàëà-Ãîíçàëåçà �

Òåîðåìà 4.2.4 ([B-G00, Òåîðåìà 1]). Ïóñòü Λ ⊂ Cn, à G � íåïó-
ñòàÿ îáëàñòü â Cn. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò n ñåìåéñòâ
A1, . . . ,An èç H(G), äëÿ êîòîðûõ

span{gk1
1 · · · gknn : kj ∈ Z+, gj ∈ Aj, j = 1, . . . , n} = H(G), (4.2.1)

è ê òîìó æå âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

(i) ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Cn ñ íåïóñòîé âíóòðåí-
íîñòüþ çàìûêàíèÿ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ A íàéäåò-
ñÿ t > 0, ñ êîòîðûì ïðè ëþáîì m ∈ N ìîæíî ïîäîáðàòü
c ∈ Cn, |c| = 1, òàê, ÷òî nΛ(a, c; t) > m;

(ii) cóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Cn ñ íåïóñòîé âíóòðåí-
íîñòüþ çàìûêàíèÿ è b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî a ∈ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim sup
|r|→∞

VΛ(a, r)

|r|

> (2π)n−1 sup
gj∈Aj
j=1,...,n

sup
z∈G

(
n∑
j=1

|gj(z)− bj|2
)1/2

; (4.2.2)

(iii) âíóòðåííîñòü çàìûêàíèÿ Λ â Cn íåïóñòà.

Òîãäà â îáëàñòè G ïîëíà ñèñòåìà{
exp
( n∑
j=1

λjgj

)
: (λ1, . . . λn) ∈ Λ, gj ∈ Aj

}
.

Åñëè â â êà÷åñòâå Aj âçÿòü {zj} � j-àÿ êîîðäèíàòà z ∈ Cn, òî
(4.2.1) îçíà÷àåò ïîëíîòó ïîëèíîìîâ â G, à äâîéíàÿ òî÷íàÿ âåðõ-
íÿÿ ãðàíü â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.2.2) � ýòî íàèìåíüøèé
ðàäèóñ Rmin(G) øàðà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ îáëàñòü G. Ýòî äàåò
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Ñëåäñòâèå 4.2.1 ([B-G00, Ñëåäñòâèå 1]). Åñëè G � îáëàñòü Ðóí-
ãå, Λ ⊂ Cn è ñóùåñòâóåò A ⊂ Cn òàêîå, ÷òî int closA 6= ∅ è

lim sup
|r|→∞

VΛ(a, r)

|r|
> (2π)n−1Rmin(G)

äëÿ âñåõ a ∈ A, òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â G. Òî æå ñàìîå çà-
êëþ÷åíèå âûïîëíåíî ïðè óñëîâèè (i) èëè (iii) èç òåîðåìû 4.2.4.

Äèâèçîð ïîêàçàòåëåé = äèâèçîð íóëåé

Ïðè t > 0 è z ∈ Cn äëÿ äèâèçîðà ïîêàçàòåëåé Λ: Cn → Z+

ïîëàãàåì nΛ(t; z) :=
∑

w∈C, |w|<t Λ(wz). Êîíå÷íî, ýòà õàðàêòåðè-
ñòèêà ìîæåò ïðèíèìàòü è çíà÷åíèå +∞. Íî åñëè Λ = Zerof äëÿ
f ∈ H(Cn) è f(0) 6= 0, òî îíà êîíå÷íà è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
èíòåãðèðóåìîñòè, ïîçâîëÿþùèìè îïðåäåëèòü åå óñðåäíåíèÿ

N>
Λ (z) :=

∫ 1

0

nΛ(t; z)

t
dt, z ∈ Cn,

NΛ(r) :=

∫
∂Bn

N>
Λ (rz) dsn(z), r > 0,

ãäå Bn := BCn(1) � åäèíè÷íûé øàð â Cn, à dsn � ýëåìåíò èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ïëîùàäè åäèíè÷íîé ñôåðû ∂Bn ñ íîðìèðîâêîé
sn(∂Bn) = 1. Ïðè ýòîì óñðåäíåííàÿ âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü D(Λ) äè-
âèçîðà Λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê â (2.1.4). Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùèõ
òåîðåì (íå)åäèíñòâåííîñòè äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ, îñíîâàííûõ íà ìíîãîìåðíîé âåðñèè ìåòîäà âûìåòàíèÿ èç
ïîäðàçäåëà 1.2, à òî÷íåå, íà îáîáùåíèè òåîðåìû 1.2.1 íà ìíîãèå
ïåðåìåííûå (ñì. [Õàá92′], [Õàá92′′] è [Õàá93′]) â ðàáîòå Á.Í. Õà-
áèáóëëèíà [Õàá93′′, ââåäåíèå, ñëåäñòâèå] ïîëó÷åíû îöåíêè ðàäèóñà
øàðà ïîëíîòû RCn(Λ) â Cn (ñð. ñ òåîðåìîé 3.3.2):

Òåîðåìà 4.2.5. Ïóñòü Λ = Zerof äëÿ íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè
f íà Cn è f(0) 6= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

D(Λ) 6 RCn(Λ) 6 πD(Λ)
n−1∏
k=1

(
1 +

1

2k

)
.

Áîëåå òîãî, èç òî÷íûõ òåîðåì (íå)åäèíñòâåííîñòè, äîêàçàííûõ
â [Õàá93′′, Òåîðåìà 2.2] äëÿ êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé, âûäåëÿåìûõ
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îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ êðóãîâîé èíäèêàòîð ïðè ïîðÿäêå ρ > 0, ïî-
ëó÷åíî àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 4.2.5 òî÷íîå óòâåðæäåíèå î ïîëíîòå
ñèñòåìû ýêñïîíåíò â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ â Cn.

Êðóãîâûì èíäèêàòîðîì h∗c(z,Λ), z ∈ Cn, äèâèçîðà Λ íàçûâàåì
ïîëóíåïðåðûâíóþ ñâåðõó ðåãóëÿðèçàöèþ ôóíêöèè

lim sup
C3w→∞

N>
Λ (wz)

|w|
, z ∈ Cn.

Òåîðåìà 4.2.6 (Á.Í. Õàáèáóëëèí [Õàá93′′, ñëåäñòâèå 2.1, ïðèìåð
2.1]). Ïóñòü Λ � äèâèçîð ïîêàçàòåëåé íà Cn è 0 /∈ supp Λ, G �
âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cn ñ îïîðíîé ôóíêöèåé

KG(z) := sup
ζ∈G

Re<ζ, z>, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn.

Òîãäà èìåþò ìåñòî è òî÷íû óòâåðæäåíèÿ

(a) Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà W åäèíè÷-
íîé ñôåðû ∂Bn â íåêîòîðîé òî÷êå z ∈ W

h∗c(z,Λ) > sup{KG(eiθw) : w ∈ W, θ ∈ R},

òî ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â îáëàñòè G.

(b) Åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ H(Cn) òàêàÿ, ÷òî

f(0) 6= 0, Λ 6 Zerof , h∗c(z,Zerof) < KG(z), ∀ z ∈ ∂Bn,

òî ExpΛ íåïîëíà â îáëàñòè πG, ãäå πG := {πz : z ∈ G}.

Ïîëíîòà â îáëàñòÿõ è íà êîìïàêòàõ

Äëÿ λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn è z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn ïîëàãà-
åì λ × z := (λ1z, λ2z, . . . , λnz) ∈ Cn. Âçàèìíûé (ïðîäîëæåííûé
íà Cn) èíäèêàòîð H∗ρ(λ; f, A) öåëîé ôóíêöèè f è ïîäìíîæåñòâà
A ⊂ Cn ïðè ïîðÿäêå ρ ∈ R+ îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â (3.3.5)�
(3.3.6) äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â (3.3.5)
â ïåðâîì ðàâåíñòâå-îïðåäåëåíèè ôóíêöèþ f(λz) íàäî çàìåíèòü íà
f(λ× z) ïðè λ, z ∈ Cn. Ñóæåíèå H∗ρ(λ; f, A) íà åäèíè÷íóþ ñôåðó
∂Bn, îáîçíà÷àåìîå äàëåå h∗ρ( · ; f, A) (ñð. ñ (3.3.7)), � ïðîñòî âçà-
èìíûé èíäèêàòîð f è A ïðè ïîðÿäêå ρ. Êàê è â ñëó÷àå îäíîé
ïåðåìåííîé ýòî ïîíÿòèå ñîäåðæèò â ñåáå îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðèçî-
âàííîãî ðàäèàëüíîãî èíäèêàòîðà öåëîé ôóíêöèè ïðè ïîðÿäêå ρ è
îïîðíîé ôóíêöèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà â Cn.
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Îïðåäåëåíèå 4.2.1 (ñì., íàïðèìåð, [Êîí84], [Õàá91′]). Ïîëóíå-
ïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ h : ∂Bn → [−∞,+∞), èíòåãðèðóåìàÿ
ïî dsn íà åäèíè÷íîé ñôåðå, íàçûâàåòñÿ ñóáñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé
ïîðÿäêà ρ, åñëè Lρh > 0, ãäå îïåðàòîð Lρ := ∆θ+ρ (ρ+m−2), ∆θ

� ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà [Ðîí71], à íåðàâåíñòâî
âûïîëíåíî â ïðîñòðàíñòâå îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé)
íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Ïðè ýòîì ìåðó s

(ρ)
h = Lρh íà ∂Bn íàçûâà-

åì àññîöèèðîâàííîé ñ h ìåðîé (àíàëîã (3.3.8)). Êëàññ âñåõ (ñîîòâ.
ïîëîæèòåëüíûõ) ñóáñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ îáîçíà÷àåì
÷åðåç SSρ (ñîîòâ. SS+

ρ ).

Â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé SSρ � ýòî êëàññ ρ-òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêè âûïóêëûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè f � öåëàÿ ôóíê-
öèÿ êîíå÷íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå ρ, à ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, òî
èõ âçàèìíûé èíäèêàòîð ïðè ïîðÿäêå ρ ïðèíàäëåæèò êëàññó SSρ.

Äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ôóíêöèè q íà åäèíè÷íîé ñôåðå
ïðè h ∈ SSρ ïîëàãàåì

Sρ(q, h) :=
1

2π

∫
∂Bn

q ds
(ρ)
h

(ñð. ñ (3.3.9)); ‖q‖ := sup{q(ζ) : ζ ∈ ∂Bn}. Äëÿ Λ ⊂ Cn, n > 1,
îáîáùàÿ (3.3.3), ïîëàãàåì (ïðè óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè)

Λ(t; q) :=

∫
Λ∩tBn

q(z/|z|) dH2n−2(z) ,

Λ(t; c) := cH2n−2(Λ ∩ tBn), c ∈ R+,

H2n−2 � (2n− 2)-ìåðà Õàóñäîðôà â R2n, îòîæäåñòâëåííîì ñ Cn.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2 ([Õàá99, Îïðåäåëåíèå 3.2]). Äëÿ Λ ⊂ Cn ïðè
q ∈ SS+

γ âåðõíþþ (q, ρ)-ïëîòíîñòü Dq(Λ; ρ)

1) ïðè óñëîâèè 0 6 γ < ρ ïîëàãàåì ðàâíîé

Dq(Λ; ρ) := lim sup
r→+∞

1

2rρ+2n−2

∫ r

1

(
γ + 2n− 2

γ + n− 1

(r
t

)γ+2n−2

+
γ

γ + n− 1

(
t

r

)γ)
Λ(t; q)

t
dt ;

2) ïðè óñëîâèè γ = ρ çàäàåì â âèäå

Dq(Λ; ρ) := lim sup
a→+∞

1

log a
lim sup
r→+∞

∫ ar

r

Λ(t; q)

tρ+2n−1
dt ;
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3) ïðè γ > ρ îïðåäåëÿåì êàê

Dq(Λ; ρ) := lim sup
r→+∞

1

2rρ+2n−2

(
2 r2n−2

r∫
1

Λ
(
t; ‖q‖

)
t2n−1

dt

− γ

γ + n− 1

r∫
1

(
t

r

)γ
Λ(t; q)

t
dt

+
γ + 2n− 2

γ + n− 1

+∞∫
r

(r
t

)γ+2n−2 Λ(t; q)

t
dt

)
.

Ïðè n = 1 îïðåäåëåíèå 4.2.2 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäå-
ëåíèåì 3.3.1, âñëåäñòâèå ÷åãî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðÿìóþ ìíîãîìåðíóþ âåðñèþ òåîðåì 3.3.5 è 3.3.9.

Òåîðåìà 4.2.7 ([Õàá99, Òåîðåìà 3.1]). Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ
â Cn, n > 1, êîíå÷íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå ρ > 0 è âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå (ïî êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì) ôóíêöèè f â íóëå
îòëè÷íû îò íóëÿ, D � îáëàñòü Ðóíãå èëè ïîëèíîìèàëüíî âû-
ïóêëûé êîìïàêò â Cn, Λ ⊂ Cn, h∗ � âçàèìíûé èíäèêàòîð f è D
ïðè ïîðÿäêå ρ, h � íåïðåðûâíàÿ ñóáñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà
ρ è h∗ 6 h íà åäèíè÷íîé ñôåðå, q ∈ SS+

γ . Äîïóñòèì, ÷òî

1) åñëè γ < ρ, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Dq(Λ; ρ) >
1

(ρ− γ)(ρ+ γ + 2n− 2)
Sρ(q, h);

2) åñëè γ = ρ, òî Dq(Λ; ρ) >
1

ρ+ 2n− 2
Sρ(q, h);

3) åñëè γ > ρ, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Dq(Λ; ρ) >
‖q‖

ρ(ρ+ 2n− 2)
Sρ(1, h)

+
1

(γ − ρ)(γ + ρ+ 2n− 2)
Sρ(q, h) .

Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé {f(λ× z)}λ∈Λ ïîëíà íà ìíîæåñòâå D.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà êîíñòðóèðîâàíèè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé Éåíñåíà ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è íà ìíîãîìåðíîé âåðñèè
ñëåäñòâèÿ 1.2.1. Êàê îòìå÷åíî â [Õàá99, Çàìå÷àíèå], êîãäà

f(z) ≡ exp(z1 + · · ·+ zn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, ρ = 1,

à D � âûïóêëàÿ îáëàñòü Ðóíãå â Cn, òåîðåìà 4.2.7 ïåðåõîäèò â
òåîðåìó î ïîëíîòå ñèñòåìû ýêñïîíåíò ExpΛ â H(D). Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà îñòàíåòñÿ âåðíîé, åñëè äàæå ñòðîãèå
íåðàâåíñòâà > â ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿõ èç 1)�3) çàìåíèòü íà
íåñòðîãèå > , è â òàêîì âàðèàíòå òåîðåìà 4.2.7 òî÷íà.

Âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû 4.2.7 è íà åùå áîëåå îáùèå
ñèñòåìû öåëûõ ïî z ∈ Cn ôóíêöèé {f(z, λ)}, λ ∈ Λ (ñì. [Õàá99,
Òåîðåìà 3.3]). Ýòè îáîáùåíèÿ ñîäåðæàò â ñåáå ïîäàâëÿþùåå áîëü-
øèíñòâî èçâåñòíûõ óñëîâèé ïîëíîòû äëÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì â îá-
ëàñòè è íà êîìïàêòå äëÿ ñëó÷àÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ (2n− 2)-ìåðû
Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé â R2n, îòîæäåñòâëåííîì ñ Cn.
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- àíàëèòè÷åñêàÿ, 72
- äåôåêò âûïóêëîñòè, 75, 75
- äëèíà, 75
- - ôóíêöèÿ îò
íàïðàâëåíèÿ sG(θ), 88, 89

- êóñî÷íî ãëàäêàÿ, 72

156
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- îðèåíòàöèÿ, 75
- ñïðÿìëÿåìàÿ, 70, 72, 74, 105, 152,

154
- æîðäàíîâà, 70, 74, 105

Åìêîñòü àíàëèòè÷åñêàÿ, 140
ε-ñåòü, 115
Çàäà÷à

- Äèðèõëå, 25
- Êîðåâààðà, 40, 43, 46, 72
- Ëåâèíñîíà, 35
- Ðåäõåôôåðà, 41, 68
- Ðóáåëà�Ìàëüÿâåíà
- - î ðàäèóñå êðóãà ïîëíîòû, 88

- êðàåâàÿ
- - Ðèìàíà, 129
- - íà òîðå, 92

- ïîëíîòû, 1
Èíäèêàòîð

- ôóíêöèè Éåíñåíà, 88
- êðóãîâîé, 123
- ðîñòà
- - ö.ô.ý.ò., 33, 34, 41, 46, 81, 93,
94

- - ïðè ïîðÿäêå ρ, 11, 96
- - ðàäèàëüíûé
ðåãóëÿðèçîâàííûé, 123

- ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, 67

- âçàèìíûé
- - ôóíêöèè è ìíîæåñòâà, 96,
123

Èíòåãðàë Ïóàññîíà, 47, 48, 50
Èíòåðïîëÿöèÿ, ix, 130, 132, 133, 144,

150
Êëàññ

- Lip 1, 56
- Êàðòðàéò, 41, 44�46
- - â Cn, 138

- ìåð
- - Ðàäîíà, 6
- - àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ Mac(X), 6

- - áîðåëåâñêèõ M(X), 6
- - ïîëîæèòåëüíûõ M+(X), 7
- - ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì Mc(X), 6

- óñòîé÷èâûé â òî÷êå, 17

- âíóòðåííå óñòîé÷èâûé, 17, 20
Êîìïàêò

- ïîëèíîìèàëüíî
âûïóêëûé, 125

Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, 4
- ðàñøèðåííàÿ C∞, 4

Êîíóñ
- ïîëîæèòåëüíûé (R+)n, 5
- ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé SH(Ω), 23
Êðèòåðèé

- Áîðóàéíà�Ýðäåëè, 37
- Êëàðêñîíà�Ýðäåøà�

Øâàðöà, 35, 36, 145
- Ëþáàðñêîãî�Ñåéïà, 62
- àáñîëþòíîé ïîëíîòû
- - äâîéñòâåííûé, 21, 22, 101

- èçáûòêà
- - äâîéñòâåííûé, 20

- ìèíèìàëüíîñòè
- - äâîéñòâåííûé, 16

- íåïîëíîòû íà äóãå
- - àíàëèòè÷åñêèé, 70

- íåïîëíîòû íà îòðåçêå
- - àíàëèòè÷åñêèé, 32

- íåïîëíîòû íà çàìêíóòîì ëó÷å
- - àíàëèòè÷åñêèé, 51

- íåïîëíîòû â Lp(a, b)
- - àíàëèòè÷åñêèé, 32

- ïîëíîòû, 13
- - Ðóáåëà�Ìàëüÿâåíà â
ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå, xi, 77

- - Ðóáåëà�Ìàëüÿâåíà
â çàìêíóòîé
ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå, 81

- - Âèííèöêîãî äëÿ ïîëóïîëîñû,
83

- - äâîéñòâåííûé, 14
- - íà çàìûêàíèè âûïóêëîé
íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, 80

- - â íåîãðàíè÷åííîé âûïóêëîé
îáëàñòè, 79

- ïîëíîòû è ìèíèìàëüíîñòè
- - àíàëèòè÷åñêèé â L2(−a, a), 60

- ïîëíîòû íà îòðåçêå
- - ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé ýêñïî-
íåíòû, 46
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- ïîëíîòû íà âûïóêëîì êîìïàêòå
- - àíàëèòè÷åñêèé, 101
- - ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ýêñïî-
íåíò, 102

- ïîëíîòû â âûïóêëîé îáëàñòè, 89
- - àíàëèòè÷åñêèé, 86

- ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åäèíñòâåííîñòè

- - äëÿ ïðîñòðàíñòâà Áåðíøòåé-
íà, 46

- ðàâíîìåðíîé ìèíèìàëüíîñòè
- - äâîéñòâåííûé, 19

- ñóáãàðìîíè÷íîñòè, 24, 139
Êðèâàÿ

- ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìàÿ, 2
- íåîãðàíè÷åííàÿ, 2
- îãðàíè÷åííîãî íàêëîíà, 71, 74
- ñïðÿìëÿåìàÿ, 72
- çàìêíóòàÿ, 72
- æîðäàíîâà, 2, 72

Êðóã
- åäèíè÷íûé D, 5
- îòêðûòûé D(z, t), 5

Êóá �âåùåñòâåííûé�, 111
Êâàçèàíàëèòè÷íîñòü, ix, 67, 72, 146
Êâàçèýêñïîíåíòà, 129
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ix
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, 65
Ìàòðèöà Òåïëèöà, 43
Ìàæîðàíòà

- íàèìåíüøàÿ ïëþðè-
ñóïåðãàðìîíè÷åñêàÿ, 138

- íàèìåíüøàÿ ñóïåð-
ãàðìîíè÷åñêàÿ, 24, 149

- ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ, 132
Ìåðà

- Äèðàêà δ0, 23
- Õàóñäîðôà, 119, 124, 126
- Éåíñåíà, 23, 26, 92, 144, 153
- Ëåáåãà m, 6
- - ñóæåíèå m(r), 6

- Ðèññà, 27
- äëèíû äóãè s(r), 6
- ôîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü, 7
- ãàðìîíè÷åñêàÿ, 25, 92, 144
- - äëÿ ïîëóïëîñêîñòè, 58

- ãîëîìîðôíàÿ, 26

- ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, 60, 77, 82
- ïëîùàäè ñôåðû s(r), 6
- ñ÷èòàþùàÿ nΛ, 8
- âåðîÿòíîñòíàÿ, 6, 27, 29
- - äåòåðìèíàíòíàÿ, 43

Ìåòîä
- àïïðîêñèìàöèîííûé
- - Ëîãâèíåíêî, 115

- ôóíêöèîíàëüíî-
àíàëèòè÷åñêèé, 52

- íàèáîëüøåé ìèíîðàíòû, 23
- íàèìåíüøåé ìàæîðàíòû, 23
- îãèáàþùåé, 23
- ïðîåêòèðîâàíèÿ, 129, 152
- ðåêóðñèâíûé
- - Ðåäõåôôåðà�
Àëåêñàíäåðà, 75, 104

- âûìåòàíèÿ, 23, 40, 46, 49, 50, 87�
89, 94, 95, 122

Ìèíèìàëüíîñòü, viii
- ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

ýêñïîíåíò, 62, 133
Ìèíîðàíòà

- öåëàÿ ôóíêöèÿ, 140
- íàèáîëüøàÿ ñóá-

ãàðìîíè÷åñêàÿ, 24, 25, 92
Ìíèìàÿ îñü

- ðàñøèðåííàÿ i[−∞,+∞], 58, 59
- iR, 5

Ìíîæåñòâî
- Sm(G) äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè G,

104
- Sym(G) äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè

G, 105
- àíàëèòè÷åñêîå, 130, 140
- - ÷èñòîé êîðàçìåðíîñòè 1, 109

- åäèíñòâåííîñòè, xi, 133, 135
- - äëÿ ïðîñòðàíñòâà, 9

- ëèóâèëëåâñêîå, 133
- íååäèíñòâåííîñòè
- - äëÿ ïðîñòðàíñòâà, 9

- íîðìèðóþùåå, 115, 133
- ïîêàçàòåëåé, 13, 15
- - äèñêðåòíîå, 109

- ñëàáî äîñòàòî÷íîå, 116
- øèðèíà â íàïðàâëåíèè, 76, 100,

106, 107
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-âåðõíÿÿ
(q, ρ)-ïëîòíîñòü, 124

Íåðàâåíñòâî
- Ãåëüäåðà, 102
- Éåíñåíà, 34, 91

Íîðìà
- Lp-íîðìà, x, 10
- åâêëèäîâà | · |, 110
- sup-íîðìà, x, 2

Îáëàñòü
- Ðóíãå, 122, 125
- Ñìèðíîâà, 101, 145
- äåôåêò âûïóêëîñòè, 105, 106
- äåôåêò âîãíóòîñòè, 106
- èçáûòîê âûïóêëîñòè, 106
- èçáûòîê âîãíóòîñòè, 106
-�êðåñòîîáðàçíàÿ�, 94
- êðèâèçíà ãðàíèöû, 103, 114, 148
- ìàêñèìàëüíîñòü
- - äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò, 92

- ïðåäåëüíàÿ ïåðåïîëíåííîñòü
- - äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò, 92

- ðåãóëÿðíàÿ, 25
- âûïóêëàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ, 77,

114
- - øèðèíà, 78
- - çâåçäíàÿ â íàïðàâëåíèè, 78
- - n-óãîëüíàÿ, 83

Îáîëî÷êà
- äèñêîâàÿ, 135, 153
- ëèíåéíàÿ
- - çàìûêàíèå span, 12

Îöåíêè
- Êàöíåëüñîíà�Ðîíêèíà, 112
- Ìàöàåâà�Îñòðîâñêîãî�

Ñîäèíà, 50, 140
- ýêñòðåìàëüíîãî òèïà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, 87
- ðàäèóñà êðóãà ïîëíîòû, 87
- ðàäèóñà øàðà ïîëíîòû, 122

Îïåðàòîð
- Ëàïëàñà, 27
- - ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòü, 124

- Òåïëèöà, 40, 152
- äèôôåðåíöèàëüíûé, ix, 62
- - ïîëóñîïðÿæåííûé, 113, 146

- ñäâèãà, 134

Îïòèêà, 140
Îòðèöàòåëüíîñòü, 5

- ñòðîãàÿ, 5
Ïàðàëëåëåïèïåä

-�êîìïëåêñíûé�, 111
- n-ìåðíûé â Rn, 110

Ïëîùàäü
- Ìèíêîâñêîãî

ñìåøàííàÿ, 88, 91
Ïëîòíîñòü

- Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà, 154
- - ýôôåêòèâíàÿ, 39
- - âíóòðåííÿÿ, 69

- Êàõàíà, 39
- Ðåäõåôôåðà, 38
- ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê, 2, 89, 130

Ïîäõîä
- àíàëèòè÷åñêèé, xii, 14, 15, 16, 20,

21, 32, 44, 97, 110, 111
- äâîéñòâåííûé, 14, 16, 20, 21, 110,

111
- òåîðåòèêî-

âåðîÿòíîñòíûé, 42, 43, 52, 65
Ïîäìíîæåñòâî

- ãðàíèöà ∂, 5
- - ñïðÿìëÿåìàÿ, 101, 106
- - æîðäàíîâà, 101, 106

- ëàêóíàðíîå íàä êóáîì, 119
- îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå â Rn, 119
- 1-ïåðèîäè÷åñêîå, 119
- ïîêàçàòåëåé, 14
- ïðåäêîìïàêòíîå, 5
- âíóòðåííîñòü int, 5
- çàìûêàíèå clos, 5

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
- íóëåé
- - äëÿ êëàññà, 9

Ïîäïðîñòðàíñòâî
- èíâàðèàíòíîå
- - îòíîñèòåëüíî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, x, 13, 131

Ïîëíîòà, viii
- õàðàêòåðîâ, 131, 143
- ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

ýêñïîíåíò, 62, 133
-íà X (â X), 1
- â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå, x, 59
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Ïîëîñà
- ãîðèçîíòàëüíàÿ, xi
- - îòêðûòàÿ, 4, 77, 79
- - çàìêíóòàÿ, 80, 81

- êðèâîëèíåéíàÿ, 132
Ïîëîæèòåëüíîñòü, 5

- ñòðîãàÿ, 5
Ïîëóîñü ïîëîæèòåëüíàÿ

-ðàñøèðåííàÿ [0,+∞], 5, 51
- R+, 5

Ïîëóïëîñêîñòü
- ëåâàÿ C−, 5, 51
- íèæíÿÿ C−, 47
- ïðàâàÿ C+, 5
- âåðõíÿÿ C+, 47

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
- åäèíñòâåííîñòè
- - äëÿ ïðîñòðàíñòâà, 9

- íååäèíñòâåííîñòè
- - äëÿ ïðîñòðàíñòâà, 9

- íóëåé
- - äëÿ êëàññà, 9
- - ïåðåíóìåðîâàííàÿ
ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, 7, 9

- - ZeroF , 9
- ïîêàçàòåëåé, viii, 3, 7, 16
- - äèñêðåòíàÿ, 115

- òî÷åê, 7
- - ýêñòðåìàëüíûé
òèï σinf(Λ; ρ), 87

- - èíäåêñ êîíöåíòðàöèè, 107
- - èíäåêñ êîíäåíñàöèè, 100
- - èíäèêàòîðíàÿ, 92
- - èíòåðïîëÿöèîííàÿ â ñìûñëå
Ïàâëîâà, 72

- - èçáûòîê, 19, 63�66, 74
- - èçáûòîê íà äóãå, 74
- - èçáûòîê â Polp(∂G), 104
- - ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
áëîê-ïëîòíîñòü, 78, 87

- - ìàêñèìàëüíàÿ
ïëîòíîñòü Ïîéà ∆max(Λ), 33

- - ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü
Ïîéà ∆min(Λ), 100

- - íèæíÿÿ ïëîòíîñòü ∆(Λ), 33,
87

- - íîñèòåëü, 7

- - íóëåâîé
âåðõíåé ïëîòíîñòè, 35, 73

- - îáúåäèíåíèå, 7
- - îòäåëåííàÿ
îò ìíèìîé îñè, 35, 37, 50, 59,
67, 80�81

- - ïåðèîäè÷åñêàÿ, 92
- - ïëîòíîñòü D(Λ), 33
- - ïëîòíîñòü Ïóàññîíà, 87
- - ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, 7
- - ðàâåíñòâî, 7
- - ðàçíîñòü, 7
- - ñãóùàþùàÿñÿ ê ìíèìîé îñè,
94

- - ñòðîãî óáûâàþùàÿ, 8
- - ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ, 8
- - ñóæåíèå, 7
- - óáûâàþùàÿ, 8
- - óñëîâèå
ðàçäåëåííîñòè, 43, 59, 62, 83

- - óñðåäíåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ïëîòíîñòü Ïîéà Dmax(Λ), 33

- - óñðåäíåííàÿ íèæíÿÿ
ïëîòíîñòü D(Λ), 33, 87

- - óñðåäíåííàÿ âåðõíÿÿ
ïëîòíîñòü D(Λ), 33, 87

- - óñðåäíåííàÿ
ïëîòíîñòü D(Λ), 33

- - âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ∆(Λ), 33,
87, 94

- - âåðõíÿÿ
(q, ρ)-ïëîòíîñòü, 95

- - âåùåñòâåííàÿ, 8
- - âêëþ÷åíèå, 7
- - âîçðàñòàþùàÿ, 8
- - âïîëíå ñãóùàþùàÿñÿ
â íàïðàâëåíèè, 66, 100

- - çàíóìåðîâàííàÿ, 8, 38, 76
- âïîëíå ñãóùàþùàÿñÿ
â íàïðàâëåíèè, 107

Ïîñòîÿííàÿ const., 5
Ïîòåíöèàë

- ëîãàðèôìè÷åñêèé, 27
- - ðîäà 0, 27

- ìåðû Éåíñåíà, 27
Ïðåîáðàçîâàíèå

- Áîðåëÿ, xii
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- Ôóðüå, xii, 133, 136, 137, 143, 152,
154, 155

- Ôóðüå�Ñòèëüòüåñà, 136
- Ãèëüáåðòà, xii, 46, 47, 49
- Êîøè, xii
- Ëàïëàñà, xii, 155
- Ìåëëèíà, xii
- Ïóàññîíà, 47
- èíòåãðàëüíîå, 14

Ïðèìåð
- Õåëëåðøòåéíà, 117
- Êàõàíà, 35, 82
- Êóñèñà, 35

Ïðîáëåìà
- Ãåëüôàíäà�Øèëîâà, 130, 148
- Ìàêèíòàéðà, 128
- Âàòñîíà�

Ìàíäåëüáðîéòà�Âèíåðà, 84
- ìîìåíòîâ, 52, 145

Ïðîåêòèâíûé ïðåäåë
âåêòîðíûõ ðåøåòîê, 25

Ïðîèçâåäåíèå
- Àäàìàðà�Âåéåðøòðàññà
- - ÷åòíîå, 73, 87

- Âåéåðøòðàññà, 87, 88, 148
Ïðîñòðàíñòâî

- A(K), 3, 10
- A−p, 58
- Bp

σ, 11
- C0

(
(R+)n

)
, 117

- C(X), 2, 9
- C[a, b], 2
- C0[a,+∞), C0(−∞, b], 2
- C0[a,+∞], C0[−∞, b], 2
- C(a, b), 2, 67
- Cb(X), 16
- C∞(a, b), 10, 67
- C0(`), 2
- Ê ′, 13
- E[1,+∞), 10
- E[ρ, h], 11
- E[ρ, h), 11
- E[ρ, σ], 10
- E[ρ, σ), 10
- H0(Sd), 82
- H(G), H(Ω), 2, 10
- L∞(X), 10, 16

- Lploc(X), 10, 67, 92
- Lp(X), 9
- Lp(a, b), 3
- Pol∞(∂G), 101
- Polp(∂G), 101
- Áåðãìàíà, 85, 103, 115, 130, 134,

147, 151
- Áåðíøòåéíà B∞σ , 11, 33, 41, 44,

46, 136, 141
- Ôðåøå, 9, 129, 131
- Õàðäè, 1, 13, 131, 147
- Ïýëè�Âèíåðà PW p

σ , 10, 151
- Ñìèðíîâà, 3, 83, 101, 133
- Ñîáîëåâà, 62, 127, 136
- Æåâðåÿ, 127
- ãîëîìîðôíûõ ðîñòêîâ
- - H[a, b], 34, 99
- - H(K), K � êîìïàêò, 11, 81

- ìíèìîå iRn, 5
- ìîäåëüíîå, 1
- ïîëèíîìîâ C[z], 11
- ðàñïðåäåëåíèé, 52, 92
- - íà åäèíè÷íîé ñôåðå, 124

- ñåïàðàáåëüíîå, 16
- ñîïðÿæåííîå E ′, 12
- óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå, 127
- âåùåñòâåííîå Rn, 5

Ïðÿìàÿ
- îïîðíàÿ, 88, 104, 105

Ðàäèîôèçèêà, 140
Ðàäèóñ

-êðóãà ïîëíîòû R(Λ), 87
- ïîëíîòû ρ(Λ)
- - äëÿ îòðåçêà, 39, 50, 150

- øàðà ïîëíîòû RCn(Λ), 110, 115
- øàðà ïîëíîòû RRn(Λ), 110

Ðàññòîÿíèå
- õîðäàëüíîå, ñì. ñôåðè÷åñêîå
- ñôåðè÷åñêîå, 5

Ðàçáèåíèå òîíêîå, 39
Ðàçíîñòè ðàçäåëåííûå, 127
Ðÿä

- Äèðèõëå, 129, 132�135
- Ôóðüå, 44
- - íåãàðìîíè÷åñêèé, 62, 154, 155
- - ðàâíîñõîäèìîñòü, 62

- ýêñïîíåíò, x, 132�134, 136
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- ïðèìûêàþùèé, 133
- ñòåïåííîé
- - ëàêóíàðíûé, 134

Ñôåðà Ðèìàíà C∞, 4
Ñèìâîë

- 0, 4
- Êðîíåêåðà, 18
- •, xiv

Ñèñòåìà
- àáñîëþòíî ïîëíàÿ, 21, 140
- - èç ñòåïåíåé, 131
- - íà äóãå, 74
- - íà îòðåçêå, 66, 131
- - íà âûïóêëîì êîìïàêòå, 107,
131

- - îñëàáëåííî, 22
- - â ëîêàëüíî âûïóêëîì
ïðîñòðàíñòâå, 21

- - â âûïóêëîé îáëàñòè, 100
- áèîðòîãîíàëüíàÿ, 18, 19, 60, 136
- ýêñïîíåíöèàëüíàÿ, viii, 15
- ýêñïîíåíò, viii
- - àáñîëþòíî ïðåäñò-
àâëÿþùàÿ, xii, 62, 103, 131

- - ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ
ìèíèìàëüíîñòè â Lp(−π, π),
61, 141

- - èçáûòîê, 19, 61, 135, 136, 139,
141, 146, 152, 153, 155

- - ìèíèìàëüíàÿ, 20
- - ìíîãîìåðíàÿ, 109
- - ïîëíàÿ, 20
- - òî÷íàÿ, 20, 136
- - óñèëåííî íå ïîëíàÿ, 73, 128
- - ExpΛ, viii

- ôóíäàìåíòàëüíàÿ, ñì. ïîëíàÿ
- ôóíêöèé
- - FΛ, viii

- ìèíèìàëüíàÿ, 16
- ïîëíàÿ, 1
- ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíàÿ, 18,

19, 136
- ñ ðàñïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè, ix, 142
- ñëàáî ãîëîìîðôíàÿ, 15
- ñëàáî ìàêñèìàëüíàÿ, 140
- ñëàáî ïîëíàÿ, 12

- ñòåïåíåé, 3
- - ïîëíîòà, 35, 37, 51
- - ïîëíîòà íà îòðåçêå, 4
- - {mλ}-ïîëíîòà, 66

- ñâîáîäíàÿ, 17
- ñâÿçàííàÿ, 18
- òî÷íàÿ, 18, 19
- {mλ}-ïîëíàÿ, 21, 67, 74

Ñîãëàñîâàííîñòü
- íàïðàâëåíèé è ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, 100
Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç, 13
Ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ix, x, 3, 77, 95,

131
Ñòàòèñòèêà

- ïîðÿäêîâàÿ, 52
Ñóæåíèå

- ôóíêöèè, 5
- îòîáðàæåíèÿ, 5
- ñèñòåìû ôóíêöèé, 5

Ñâåðòêà, 25
Ñæàòèå

- âïîëíå íåóíèòàðíîå, 134
Òåîðåìà

- Àáðåó, 36, 97
- Àëüôîðñà, 146
- Àíäåðñîíà, 83
- Áåðëèíãà
- - î ðàäèóñå øàðà ïîëíîòû, 111

- Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà, 38�42, 149,
153

- Áåðíàëà-Ãîíçàëåçà, 121
- Áóàâåíà�Æîíãà, 65
- Áóàâåíà�Æó, 85, 97
- Äåíãà, 59
- Ýðäåëè�Äæîíñîíà, 53
- Ôàâîðîâà, 44
- Ôóêñà, 83
- Ãàéñèíà, 73
- Ãðàìà, 51, 53
- Õàíà�Áàíàõà, xii, 12, 16, 24
- Õåéôèöà, 65
- Èáðàãèìîâà�Àðøîíà, 72
- Èáðàãèìîâà�Íàãíèáèäû, 98
- Èîñåâè÷à�Êàöà�Òàî, 113
- Êàõàíà, 84
- Êàðëåìàíà, 4
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- Êàðëñîíà, 81, 146, 148, 154
- Êàðòðàéò, 132, 133
- Êåëäûøà, 101
- Êîëîíöàêèñà, 113
- Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâ-

ñêîãî�Øèëîâîé
- - îá àáñîëþòíîé ïîëíîòå
íà êîìïàêòå, 107

- Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî
- - îá àáñîëþòíîé ïîëíîòå íà îò-
ðåçêå, 67

- Ëàíäàó Õ. Äæ., 42, 112
- Ëå Õàé Õîÿ
- - î ïîëíîòå â ïðîñòðàíñòâå
Áåðãìàíà, 115

- Ëåëîíà�Ôåéãñà
- - î ðàäèóñå øàðà ïîëíîòû, 119

- Ëåâèíà�Ãîëîâèíà, 127
- Ëåâèíà�Ëåîíòüåâà, 93
- Ëåâèíñîíà, 56
- Ëèîíñà Ð., 43
- Ëîãâèíåíêî
- - îá îöåíêå ðàäèóñà øàðà ïîë-
íîòû, 115

- Ëîãâèíåíêî�Ôàâîðîâà, 120
- Ëþáàðñêîãî�×èñòÿêîâà, 65
- Ìþíòöà, 4, 51, 134, 141, 143, 144,

147, 152
- - íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå, 54,
141, 153

- - íåãîëîìîðôíàÿ, 117
- Ìþíòöà�Ñàñà, 35, 51, 54, 128,

129, 135, 143, 145�148, 151,
154, 155

- Íàïàëêîâà
- - îá àïïðîêñèìàöèè ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû,
118

- Íåâàíëèííû, 83
- Ïýëè�Âèíåðà, 44, 151
- Ðåäõåôôåðà, 68
- Ðåäõåôôåðà�Àëåêñàíäåðà
- - îá èçáûòêå, 63, 74, 76

- Ðîíêèíà
- - î ïîëíîòå â íåîãðàíè÷åííîé
âûïóêëîé îáëàñòè, 114

- Ðîíêèíà�Áåðíäññîíà

- - î ïîëíîòå â ïàðàëëåëåïèïåäå,
112

- Ñàñà, 4, 51
- Ñåäëåöêîãî
- - îá èçáûòêå, 64, 76

- Ñåäëåöêîãî�Ëàäûãèíà, 55
- Øåðñòþêîâà
- - îá àáñîëþòíîé ïîëíîòå â îá-
ëàñòè, 100

- Òèòöå�Óðûñîíà, 118
- Óëàíîâñêîãî, 113
- Óîëøà
- - àïïðîêñèìàöèîííàÿ, 70

- Âàãàðøàêÿíà, 54
- Âåéåðøòðàññà, 3, 134, 152
- Âèíåðà�Ïýëè, 129
- Âèííèöêîãî�Øàðàíà, 84
- ßíãà�Áëóìà, 117
- Çàéíñòðû, 71
- åäèíñòâåííîñòè
- - Áåðëèíãà, 110
- - Ãðèøèíà�Ñîäèíà, 90, 129
- - Ìàëüÿâåíà, 112, 145
- - Ðîíêèíà�Áåðíäññîíà, 112

- íååäèíñòâåííîñòè
- - ïî îñÿì, 94
- - âäîëü ìíèìîé îñè, 78, 81, 95

- î ìóëüòèïëèêàòîðå
- - Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà, 41, 41,
134

- - Ïýëè�Âèíåðà�Èíãàìà, 50
- - �íà÷àëüíàÿ�, 41

- î íàèìåíüøåé ìàæîðàíòå, 138
- î íåïîëíîòå
- - â íåâûïóêëîé îáëàñòè, 94

- î ïîëíîòå
- - ñèñòåìû FΛ â îáëàñòè, 97
- - â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè, 123,
125

- - â âûïóêëîé îáëàñòè, 89
- î ðàäèóñå ïîëíîòû
- - Áåðëèíãà�Ìàëüÿâåíà, 39, 41,
44, 49, 67, 131, 138

- - Ñåéïà�Óëàíîâñêîãî, 42
- - âåðîÿòíîñòíàÿ, 42

- îá èçáûòêå
- - íà äóãå, 75, 76
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- - â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, 106
- - â âûïóêëîé îáëàñòè, 105

- îá óñòîé÷èâîñòè
- - íóëåâûõ ìíîæåñòâ, 99

- îá óñòîé÷èâîñòè ïîëíîòû
- - â âûïóêëîé îáëàñòè, 98

Òåîðèÿ
- Ëåâèíà�Ïôëþãåðà, 92
- àíòåíí, ix
- áàíàõîâûõ àëãåáð, 53, 146
- ÷èñåë, 52
- ãðóïï, 113, 146
- êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé, ix, 134
- (ïëþðè)ïîòåíöèàëà, 24
- ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ

Àçàðèíà, 92, 127
- ðàñïðåäåëåíèé, 27
- ðàâíîìåðíûõ àëãåáð, 24
- ñèãíàëîâ, ix
- ñïåêòðàëüíàÿ, 129
- ñâÿçè, ix, 140

Òî÷êà
- îïîðû, 88, 104, 105
- - íåóãëîâàÿ, 104
- - óãëîâàÿ, 104

- îòìå÷åííàÿ, 75
Òîïîëîãèÿ

- èíäóöèðîâàííàÿ, 15
- èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà, 11
- îñëàáëåííàÿ, 12, 15
- ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà, 10, 67
- ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
- - íà êîìïàêòàõ, 1, 2, 9, 15, 67
- - íà çàìêíóòûõ
ïîëóïîëîñàõ, 82

- ñëàáàÿ, 92
- ∗-ñëàáàÿ, 6, 26

Òîæäåñòâî
- Ëåâèíñîíà, 60

Óãîë ∠(α, β), 5
Óðàâíåíèå ñâåðòêè, ix, 3, 13
Óñëîâèå

- Õåëñîíà�Ñåãå, 61
- Ëèïøèöà, 71
- Ìàêåíõàóïòà, 61, 134
- Ðåäõåôôåðà, 68

- Ñåäëåöêîãî�Ëàäûãèíà, 55
- ðàñõîäèìîñòè Áëÿøêå�

Ìþíòöà, 35, 71, 117
- òèïà Ëåâèíñîíà, 73, 128
- òèïà Ëèíäåëåôà, 69, 79

Óñòîé÷èâîñòü
- áàçèñíîñòè, 64
- ìèíèìàëü-

íîñòè, 63�65, 74, 135, 139
- - íà êîìïàêòå, 104
- - â ïðîñòðàíñòâå
Ñìèðíîâà, 104

- îòíîñèòåëüíî äåëåíèÿ
íà äâó÷ëåíû, 17

- ïîëíîòû, 63�65, 74, 135, 139
- - íà êîìïàêòå, 104
- - â îáëàñòè, 98
- - â ïðîñòðàíñòâå
Ñìèðíîâà, 104

- ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íóëåé, 139

- ðàâíîìåðíîé
ìèíèìàëüíîñòè, 63�65, 136

Ôîðìóëà
- Éåíñåíà, 34, 91, 120
- - äëÿ ýëëèïñîâ, 41

- Êàðëåìàíà, 49
- Ïóàññîíà�Éåíñåíà
- - êëàññè÷åñêàÿ, 28
- - îáîáùåííàÿ, 28

Ôóíêöèîíàë
- àííóëèðóþùèé, 12
- äåéñòâèå, 12
- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ, 13
- ñóïåëèíåéíûé, 25, 139

Ôóíêöèÿ
- Ãðèíà, 46, 89, 92, 102
- - ïðîäîëæåííàÿ, 30

- Éåíñåíà, 27, 31, 50, 68, 89, 91, 95,
102, 126

- Ìèòòàã-Ëåôôëåðà, 59, 127
- öåëàÿ, 10
- - ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, 10
- - êîíå÷íîãî òèïà, 10
- - êîíå÷íîé ñòåïåíè, ñì. ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà
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- - ìóëüòèïëèêàòîð, 93, 127, 134,
138

- - ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà, 92
- - âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, 33,
92, 138, 153

- ÷èñëîâàÿ, 6
- - ìíèìàÿ ÷àñòü, 6
- - íîñèòåëü, 6
- - îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü, 6
- - ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü, 6
- - óáûâàþùàÿ, 6
- - âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, 6
- - âîçðàñòàþùàÿ, 6

- èíòåðïîëèðóþùàÿ
À.Ô. Ëåîíòüåâà, 72

- èíòåðâàëîâ, 77
- îáðàùàåòñÿ â íóëü, 9
- îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, 32
- îïîðíàÿ, 86, 123
- - îòðåçêà, 33
- - âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà, 88, 93, 96, 101, 115,
123

- ïîðîæäàþùàÿ, x, 24, 41, 60, 61,
72, 80, 92, 93

- ðàñïðåäåëåíèÿ nR
Λ, 8

- ðàññòîÿíèÿ dist(·, ·), 5
- ðåãóëÿðèçàöèÿ
- - ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó, 96

- ñ÷èòàþùàÿ, 143
- - ðàäèàëüíàÿ nrad

Λ , 8
- - óñðåäíåííàÿ NΛ, 8

- ñóáñôåðè÷åñêàÿ
ïîðÿäêà ρ, 124

- òèïà ñèíóñà, 61, 62, 74, 103, 133,
142

- ρ-òðèãîíîìåòðè÷åñêè
âûïóêëàÿ, 11, 89, 96, 124

- âåñîâàÿ, 22
- âïîëíå ìîíîòîííàÿ, 52

Ôóíêöèÿ-äèâèçîð, 109
Õàðàêòåðèñòèêà

- Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà κ̂, 58
Ö.ô.ý.ò., 10, 33
×èñëî

- ìíèìàÿ ÷àñòü Im , 5
- îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü a−, 5

- îòðèöàòåëüíîå, 5
- ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü a+, 5
- ïîëîæèòåëüíîå, 5
- âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü Re , 5

Øêàëà
- óñëîâèé ïîëíîòû
- - íà ïîëèíîìèàëüíî âûïóêëîì
êîìïàêòå, 125

- - â îáëàñòè Ðóíãå, 125
- - â âûïóêëîé îáëàñòè, 89

Balayage, ñì. Âûìåòàíèå
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