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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå. Èñòîêè.
Îïèñàíèå çàäà÷

Ìàòåðèàëû, èçëîæåííûå â ìîíîãðàôèè, â òîé èëè ìåðå
îïèðàþòñÿ íà íàøè èññëåäîâàíèÿ, îòðàæ¼ííûå â ðàáîòàõ
[22]�[40] è [55]�[58] , íî â íàèáîëüøåé ñòåïåíè èñïîëüçóþò
ðåçóëüòàòû èç [35] è [38].

1.1 Îãèáàþùàÿ

Ñèìâîëîì ∅ îáîçíà÷àåì ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâà,
êàê îáû÷íî, çàïèñûâàåì â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, íî îäíîòî-
÷å÷íûå ìíîæåñòâà {x} ÷àñòî çàïèñûâàåì áåç ôèãóðíûõ
ñêîáîê, ò.å. ïðîñòî êàê x, åñëè ýòî íå âûçûâàåò ðàçíî÷òå-
íèé. Òàê, äëÿ ìíîæåñòâà N := {1, 2, . . . } íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ÷åðåç N0 := 0∪N = {0, 1, 2, . . . } îáîçíà÷àåì ¾ôðàí-
öóçñêîå¿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ìíîæåñòâî R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî
ñòàíäàðòíûìè ïîðÿäêîâîé (≤, sup / inf), àëãåáðàè÷åñêîé è
òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðàìè, à R±∞ := −∞ ∪ R ∪ +∞ �
ðàñøèðåííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ñ äâóìÿ êîíöàìè
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±∞ /∈ R, äîïîëíåííàÿ (íå)ðàâåíñòâàìè

sup ∅ := inf R = −∞ ⩽ x ⩽ +∞ = supR =: inf ∅ ∀x ∈ R±∞

è ñíàáæ¼ííàÿ åñòåñòâåííîé ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèåé.

Èíòåðâàëû íà R±∞ � ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà â R±∞, òà-
êèå, êàê îòðåçîê [a, b] :=

{
x ∈ R

∣∣ a ⩽ x ⩽ b
}
ñ êîíöàìè

a, b ∈ R±∞, ãäå [a, b] = ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè a > b,
à òàêæå (a, b] := [a, b]\a, [a, b) := [a, b]\b è îòêðûòûé èí-
òåðâàë (a, b) := (a, b]∩ [a, b). Òàêèì îáðàçîì, áàçó îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ â R±∞ ìîæíî çàäàòü èíòåðâàëàìè (a, b)

ñ êîíöàìè a < b, (a,+∞] ñ a < +∞, [−∞, b) ñ b > −∞;
R+ := [0,+∞), R+

±∞
:= [0,+∞], à x+ := sup{0, x} ∈ R+

±∞
è

x− := (−x)+ � ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü è
îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü x ∈ R±∞.

Ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f : X → R è ðàñøèðåí-
íûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f : X → R±∞, äåéñòâóþùèõ èç X
ñîîòâåñòâåííî â R è â R±∞, ïðåäïîëàãàåì îïðåäåë¼ííûìè
íà âñåì X , åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, à ìíîæåñòâî âñåõ òà-
êèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç RX è RX

±∞
.

Íà RX
±∞

îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà è ïîðÿäêà ≤ îïðåäåëÿþòñÿ,
åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ïîòî÷å÷íî:

(f = g)
def⇐⇒

(
f (x) = g(x) ∀x ∈ X

)
,

(f ⩽ g)
def⇐⇒

(
f (x) ⩽ g(x) ∀x ∈ X

)
.

(1.1.1)

Ñóæåíèå ôóíêöèè f ∈ RX
±∞

íà S ⊂ X îáîçíà÷àåì êàê
f
∣∣
S
è(
f
∣∣
S
⩽ g

∣∣
S

)
def⇐⇒

(
f (x) ⩽ g(x) ∀x ∈ S

)
. (1.1.2)

8



1.1.1 Àëãåáðàè÷åñêèå âåðñèè

Îäíà èç îñíîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà �

Òåîðåìà Õàíà �Áàíàõà (îá îãèáàþùåé [1, II.1.3�4], [47],
[63], [50], [64], [71]). Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì R è f ∈ RX.

I. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

1. Ôóíêöèÿ f ñóáëèíåéíàÿ è ïðèíàäëåæèò êîíóñó
sblRX, ÷òî çäåñü îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå âûïîë-
íåíèå äâóõ ñâîéñòâ:

(ph) ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü:

f (tx) = tf (x) ∀x ∈ X, ∀t ∈ R+,

(sa) è ñóáàääèòèâíîñòü:

f (x1 + x2) ⩽ f (x1) + f (x2) ∀x1 ∈ X, ∀x2 ∈ X.

2. Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà linRX íàä R âñåõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé l ∈ RX, îïðåäåëÿåìûõ òðåáî-
âàíèÿìè

l(t1x1 + t2x2) = t1l(x1) + t2l(x2)

∀x1 ∈ X, ∀x2 ∈ X, ∀t1 ∈ R, ∀t2 ∈ R,
(1.1.1)

ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ñî ñâîåé íèæíåé îãèáàþ-
ùåé envf

linRX ïî linRX? à èìåííî:

f (x) ≡
x∈X

sup
{
l(x)

∣∣ f ⩾ l ∈ linRX
}

=: envf
linRX(x).

(1.1.2)
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3. Äëÿ f èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

f (x) ≡
x∈X

inf

{ n∑
k=1

tkf (xk)

∣∣∣∣ n∑
k=1

tkxk = x,

xk ∈ X, tk ∈ R+, n ∈ N
}
. (1.1.3)

II. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ôóíêöèÿ f âûïóêëàÿ è ïðèíàäëåæèò âûïóêëîìó
ìíîæåñòâó convRX, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó Éåíñåíà

f
(
tx1 + (1− t)x2

)
⩽ tf (x1) + (1− t)f (x2)

∀x1 ∈ X, ∀x2 ∈ X, ∀t ∈ (0, 1).
(1.1.4)

2. Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà aff RX íàä R âñåõ
àôôèííûõ ôóíêöèé a ∈ RX, îïðåäåëÿåìûõ òðå-
áîâàíèÿìè

a
(
tx1 + (1− t)x2

)
= ta(x1) + (1− t)a(x2)

∀x1 ∈ X, ∀x2 ∈ X, ∀t ∈ (0, 1),
(1.1.5)

ãäå (0, 1) ìîæíî çàìåíèòü íà R, f ñîâïàäàåò ñî
ñâîåé íèæíåé îãèáàþùåé envf

aff RX ïî aff RX:

f (x) ≡
x∈X

sup
{
a(x)

∣∣ f ⩾ a ∈ aff RX
}

=: envf
aff RX(x).

(1.1.6)

3. Äëÿ f èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

f (x) ≡
x∈X

inf

{ n∑
k=1

tkf (xk)

∣∣∣∣ n∑
k=1

tkxk = x,

xk ∈ X, tk ∈ R+,
n∑

k=1

tk = 1, n ∈ N
}
.

(1.1.7)
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III. Òî÷íûå íèæíèå ãðàíèöû inf èç (1.1.3) è (1.1.7)
òîæäåñòâåííî ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

1) íàèáîëüøåé ñóáëèíåéíîé ìèíîðàíòå ôóíêöèè f :

envf
sblRX(x) := sup

{
p(x)

∣∣ f ⩾ p ∈ sblRX
}

≡
x∈X

(1.1.3),

2) è íàèáîëüøåé âûïóêëîé ìèíîðàíòå ôóíêöèè f :

envf
convRX(x) := sup

{
v(x)

∣∣ f ⩾ v ∈ convRX
}

≡
x∈X

(1.1.7).

Çàìå÷àíèå 1.1.1. ×àùå âñåãî ôîðìóëèðóþò òîëüêî
÷àñòü I Òåîðåìû Õàíà �Áàíàõà îá îãèáàþùåé è òîëüêî
èìïëèêàöèþ I1⇒I2, íî îáðàòíàÿ I2⇒I1 � ýëåìåíòàðíîå
ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé ëèíåéíîé è ñóáëèíåéíîé ôóíêöèé.
×àñòü II äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñëåäóåò èç ÷àñòè I (ñì., íà-
ïðèìåð, [72], [41, îñíîâíàÿ òåîðåìà, ÷àñòü (2)]). Ýêâèâà-
ëåíòíîñòè I1⇔I3 è II1⇔II3 ýëåìåíòàðíû è â íåÿâíîé ôîð-
ìå ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, â [17, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
1]. Ïî ñõåìå èç [17] è îïðåäåëåíèþ ñóáëèíåéíîé ôóíê-
öèè áåç òðóäà âûâîäèòñÿ III1. Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì âûâî-
äîì ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè ëåãêî óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ íàâåðíÿêà èçâåñòíàÿ è ñôîðìóëèðîâàííàÿ ãäå-
íèáóäü ðàíåå ÷àñòü III2. Â ¾Ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèêëîïå-
äèè¿ [13, Õàíà�Áàíàõà òåîðåìà] ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû
Õàíà�Áàíàõà äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íåêîððåêòíà:
¾Â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ïîëóíîð-
ìó ìîæíî çàìåíèòü ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûì ôóíê-
öèîíàëîì, . . . ¿, ò.å. îïóùåíî òðåáîâàíèå ñóáàääèòèâíîñòè
(sa). Òåì íå ìåíåå, îñíîâíîé îðèåíòèð â âûáîðå òåðìèíî-
ëîãèè è îáîçíà÷åíèé, ãäå ýòî âîçìîæíî, � èìåííî [13], à
òàêæå ìîíîãðàôèÿ [1]. Â ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêàõ è ó ðàç-
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íûõ àâòîðîâ òåðìèíîëîãèÿ çà÷àñòóþ ñóùåñòâåííî ðàçíèò-
ñÿ, ïîýòîìó â íàøåì èçëîæåíèè ïî âîçìîæíîñòè âñå, äà-
æå ýëåìåíòàðíûå, îïðåäåëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ,
âñòðå÷àâøèåñÿ íàì â ëèòåðàòóðå õîòÿ áû ðàç â ðàçëè÷íûõ
ñìûñëàõ è òðàêòîâêàõ, ïðèâîäÿòñÿ ïîëíîñòüþ âî èçáåæà-
íèå ðàçíî÷òåíèé.

Íàñ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áóäåò èíòåðåñîâàòü àêòó-
àëüíûé â òåîðèè îïòèìèçàöèè [48] è â òåîðèè ôóíêöèé
[27]�[34] ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f íà âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå X ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ, ò.å. ìîæåò ïðèíèìàòü è
çíà÷åíèÿ ±∞, à òî÷íåå ñëó÷àé

(sbl) (f : X → R+∞ := R ∪ +∞ � ñóáëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ)
def⇐⇒ (âûïîëíåíî (ph), íî òîëüêî äëÿ t ∈ R+ \ 0, è
(sa)), ãäå t · (+∞) := +∞ ïðè óñëîâèè 0 ̸= t ∈ R+, à
òàêæå t + (+∞) := +∞ =: (+∞) + t ïðè t ∈ R+∞.

Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò åù¼ ãèïîëèíåéíûìè (hypolinear
[45], [48]) èëè ðàñøèðåííûìè cóáëèíåéíûìè (extended
sublinear [70], [71, çàìå÷àíèå 1.4]) ôóíêöèîíàëàìè, íî
òîëüêî ïðè ëþáîì èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ äðóã
äðóãó äîïîëíèòåëüíûõ òð¼õ ñîãëàøåíèé

(
f (0) = 0

) èëè⇐⇒
(
f (0) ∈ R

)
èëè⇐⇒

(
(ph) ñ t ∈ R+, 0 · (+∞) := 0

)
.

(1.1.8)

Óæå ïðè X := R ïðèìåðû ôóíêöèé +∞ : x 7→ +∞ è

x 7−→
x∈R

{
+∞, x ∈ R+,

0, x /∈ R+,

ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóáëèíåéíîñòü â ñìûñëå (sbl) íå âëå÷¼ò
çà ñîáîé âûïîëíåíèÿ íè îäíîãî èç ñîãëàøåíèé (1.1.8).
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Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îïèñàíèÿ íèæíåé îãèáàþ-
ùåé ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ è äàëåêî íå òðèâèàëüíà.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíîé ïðîñòðàííàÿ öèòàòà èç [48, 1.
Ââåäåíèå]: �A surprising fact occurs when, as requested in
many constraint optimization problem, p is allowed to take
the value +∞. When the dimension of the underlying space
X is in�nite, S. Simons provided (see1 the paragraph of the
article [70] entitled `Counterexample to 4', at p.114) a highly
counterintuitive example: a hypolinear function (that is a
convex ph-function) p : X → R+

±∞
such that the inequality

g ⩽ p is false for all the linear mappings g : X → R.
Arguably, the better illustration of the di�culty to address
this case is the unusually large number of �awed Hahn �
Banach type theorems for hypolinear functions which can
be found in the mathematical literature; in the articles,
[45], [73]� [74] the reader can �nd examples and criticism of
as much as seven such incorrect results published between
1969 and 2005.� Ýòó öèòàòó ìîæíî äîïîëíèòü åùå îä-
íèì áîëåå ïîçäíèì âîñüìûì íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòîì
[52, òåîðåìà 2.4] 2013 ã., ãäå âìåñòî ñóáëèíåéíûõ ôóíê-
öèé èç (sbl)∩(1.1.8) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå
èì ñóïåðëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ñî çíà÷åíèÿìè â R−∞ :=

R ∪ −∞. Ýòîò ðåçóëüòàò ïî ñóùåñòâó èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
[52, òåîðåìû 2.7, 2.8, ñëåäñòâèÿ 2.5, 2.9], íî îïðîâåðãàåòñÿ
êîíòðïðèìåðàìè [70, Counterexample to (3), p. 113], [71,
çàìå÷àíèå 2.3], [45, ïðèìåð (1.6)].

1Íàøå äîïîëíåíèå ê öèòàòå � ñì. è [71, çàìå÷àíèå 1.4], [45, (1.6)].
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1.1.2 Òîïîëîãè÷åñêèå âåðñèè

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû
Õàíà �Áàíàõà îá îãèáàþùåé äëÿ ðàñøèðåííûõ ñóáëèíåé-
íûõ (sbl)∩(1.1.8) ôóíêöèîíàëîâ áûëà äàíà Ë. Õ¼ðìàí-
äåðîì [53] åù¼ â 1955 ã., õîòÿ, êàê îòìå÷åíî â [21, 0.1,
òåîðåìà 8 è äàëåå], êàê ìèíèìóì, â êîíå÷íîìåðíîì ñëó-
÷àå X = Rn äëÿ ðàñøèðåííûõ âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ
îíà áûëà èçâåñòíà è Ã. Ìèíêîâñêîìó.

Òåîðåìà Õ¼ðìàíäåðà (îá îãèáàþùåé [53], [45, (3.6),
(4.8)], [11, 2◦], [10, 4.7.3(3)]). Ïóñòü X � ëîêàëüíî âûïóê-
ëîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R+∞ èëè f = −∞ : x 7−→

x∈X
−∞

� òîæäåñòâåííàÿ −∞ íà X, à C(X) ⊂ RX � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä R íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî
âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X.

I. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ôóíêöèÿ f ñóáëèíåéíàÿ â ñìûñëå (sbl) ïîëóíå-
ïðåðûâíàÿ ñíèçó íà X èëè f = −∞.

2. f ñîâïàäàåò ñî ñâîåé íèæíåé îãèáàþùåé ïî
C(X) ∩ linRX:

f (x) ≡
x∈X

sup
{
l(x)

∣∣ f ⩾ l ∈ C(X) ∩ linRX
}

=: envf
C(X)∩linRX(x).

II. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

1. f : X → R ∪ +∞ � âûïóêëàÿ â ñìûñëå (1.1.4)
ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó èëè f = −∞ íà X.
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2. f ñîâïàäàåò ñî ñâîåé íèæíåé îãèáàþùåé ïî
C(X) ∩ aff RX:

f (x) ≡
x∈X

sup
{
a(x)

∣∣ f ⩾ a ∈ C(X) ∩ aff RX
}

=: envf
C(X)∩aff RX .

¾Èíäèâèäóëüíîå¿, òàêæå òîïîëîãè÷åñêîå, ðàçâèòèå
òåîðåìû Õ¼ðìàíäåðà äëÿ îòäåëüíûõ òî÷åê x ∈ X äà¼ò

Òåîðåìà Ýíãåðà �Ëåìáêå (îá îãèáàþùåé [45, òåîðåìû
(3.4), (4.7)]). Ïóñòü X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî è P ⊂ X � âûïóêëûé êîíóñ, K ⊂ X � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî.

I. Ïóñòü f : P → R ∪ +∞ � ãèïîëèíåéíûé ôóíêöèî-
íàë íà P , ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó â íóëå. Òîãäà ýê-
âèâàëåíòíû äâà óòâåðæäåíèÿ

1. f ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó â x ∈ P .

2. f (x) = sup
{
l(x)

∣∣ l ∈ C(X) ∩ linRX , l
∣∣
P
⩽ f

∣∣
P

}
.

II. Ïóñòü f : K → R ∪ +∞ � ðàñøèðåííàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ íà K, ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó. Òîãäà
ýêâèâàëåíòíû äâà óòâåðæäåíèÿ

1. f � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó â òî÷êå x ∈ K.

2. f (x) = sup
{
a(x)

∣∣ a ∈ C(X)∩aff RX , a
∣∣
K
⩽ f

∣∣
K

}
.

Ââåäåíèå òîïîëîãèè ïîçâîëÿåò äàòü è çàêîí÷åííóþ
âåêòîðíóþ âåðñèþ òåîðåìû Õàíà �Áàíàõà î ìàæîðèðó-
åìîì ïðîäîëæåíèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ:

Ñëåäñòâèå Ýíãåðà �Ëåìáêå ( [45, Ââåäåíèå, 127�128]).
Äëÿ ãèïîëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f íà âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X è äëÿ l0 ∈ linRX0 ñ îãðàíè÷åíèåì l0 ⩽ f

15



íà âåêòîðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå X0 ⊂ X ëèíåéíîå ïðî-
äîëæåíèå l ∈ linRX, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì l = l0
íà X0 è l ⩽ f íà X, âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèÿ

x 7−→
x∈X

inf
x′∈X0

(
f (x + x′)− l0(x

′)
)

îãðàíè÷åíà ñíèçó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â ñèëü-
íåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè íà X, â êîòîðîé
íåïðåðûâíû âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè èç linRX.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Òåîðåìà Õàíà �Áàíàõà �Êàíòîðîâè÷à
[10, 1.4.13�14] â ïîðÿäêîâîé âåðñèè â äóõå ïðåäûäóùèõ
òåîðåì îá îãèáàþùåé ôîðìóëèðóåòñÿ â ïîäðàçäåëå 2.4.1,
ãäå îíà íåïîñðåäñòâåííî ïîòðåáóåòñÿ, ïîñëå íåêîòîðîé
íåîáõîäèìîé ïîäãîòîâêè.

1.2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
è ïîñòàíîâêè çàäà÷

Â ýòîì ðàçäåëå 1.2.2, äàþòñÿ âîçìîæíûå îáùèå ïîñòàíîâ-
êè ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå çàäà÷, ìîòèâèðîâàííûå äëÿ
íàñ ïðåæäå âñåãî ïðåäøåñòâóþùèìè ïðèìåíåíèÿìè â òåî-
ðèè ôóíêöèé [22]� [34], [56].

1.2.1 Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ïîïîëíåíèå

Ïóñòü S � (÷àñòè÷íî) óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî [1] ñ îò-
íîøåíèåì ïîðÿäêà (ðåôëåêñèâíûì, òðàíçèòèâíûì, àíòè-
ñèììåòðè÷íûì) ⩽, ò.å. ïàðà (S,⩽); ⩾ è > � ñîîòâåò-
ñòâåííî îáðàòíûå ê ⩽ è ñòðîãîìó ïîðÿäêó <, ðàâíîìó
ïåðåñå÷åíèþ îòíîøåíèé ⩽ è ̸=.
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Ïàðà (S,⩽), èëè ìíîæåñòâî S, ïîëíîå ñíèçó (ñîîòâåò-
ñòâåííî ñâåðõó), åñëè äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæå-
ñòâà S0 ⊂ S ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ (ñîîòâåòñòâåííî
âåðõíÿÿ) ãðàíèöà inf S0 (ñîîòâåòñòâåííî sup S0). Ìíîæå-
ñòâî S ïîëíîå, åñëè S ïîëíîå è ñíèçó, è ñâåðõó. Ïîäìíî-
æåñòâî S0 ⊂ S îãðàíè÷åíî ñíèçó (ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó),
åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò s0 ∈ S, äëÿ êîòîðîãî s0 ⩽ s (ñî-
îòâåòñòâåííî s ⩽ s0) äëÿ âñåõ s ∈ S0. Ìíîæåñòâî S ïîðÿä-
êîâî ïîëíîå ñíèçó (ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó) [1], [10], [11],
[46]2, åñëè äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ñíèçó
(ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó) ïîäìíîæåñòâà S0 ⊂ S ñóùåñòâóåò
inf S0 ∈ S (ñîîòâåòñòâåííî sup S0 ∈ S). Ìíîæåñòâî S ïîðÿä-
êîâî ïîëíîå, åñëè S ïîðÿäêîâî ïîëíîå è ñíèçó, è ñâåðõó.

Ïóñòü S � ïîðÿäêîâî ïîëíîå. Åñëè inf S è/èëè sup S íå
ñóùåñòâóþò, òî ÷àñòî óäîáíà è ïîëåçíà îïåðàöèÿ (ïîëó-
)ïîïîëíåíèÿ ïîðÿäêîâî ïîëíîãî S äî ïîëíîãî ïóò�åì äî-
áàâëåíèÿ ñèìâîëîâ inf S è/èëè sup S, åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ
ïåðâîíà÷àëüíî â S íåò. Êîíêðåòíåå3,

[↓] S↓ := {inf S}∪ S � ïîëóïîïîëíåíèå, èëè ïîëóðàñøèðå-
íèå, ìíîæåñòâà S âíèç, èëè âëåâî;

[↑] S↑ := S ∪ {sup S} � ïîëóïîïîëíåíèå, èëè ïîëóðàñøè-
ðåíèå, ìíîæåñòâà S ââåðõ, èëè âïðàâî;

[↕] S↑
↓ := S↓ ∪ S↑ � ïîïîëíåíèå, èëè ðàñøèðåíèå, ìíîæå-
ñòâà S â ïîðÿäêîâîì ñìûñëå,

ãäå ïîðÿäîê ⩽ ïðîäîëæåí åñòåñòâåííûì ïóò¼ì íà ýòè
ïîïîëíåíèÿ, ò.å. inf S ⩽ s ⩽ sup S äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

2lower (upper resp.) order-complete
3Â [10, 1.3.3] èñïîëüçîâàíî èíîå îáîçíà÷åíèå S• âìåñòî S↑.

17



s ∈ S↑
↓. Î÷åâèäíî, ïîïîëíåíèÿ S↑

↓, S↓, S
↑ ñ òàêèì îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî ïîëíîå, ïîëíîå ñíèçó, ïîë-
íîå ñâåðõó óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Äëÿ ïóñòîãî ìíî-
æåñòâà ∅ ⊂ S↑

↓ ïîëàãàåì

sup ∅ := inf S, inf ∅ := sup S. (1.2.1)

1.2.2 Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îãèáàþùèå

Äëÿ ìíîæåñòâ X, Y òðàäèöèîííî, êàê è äëÿ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ Y := R èëè Y := R±∞ âûøå â ðàçäåëå 1.1, ÷åðåç
Y X îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé (îòîáðàæåíèé,
îïåðàòîðîâ, ôóíêöèîíàëîâ, ôîðì è ïðî÷.) f : X → Y ,
f : x 7−→

x∈X
f (x) èëè x 7→ f (x), x ∈ X , îïðåäåë¼ííûõ íà X .

Äàëåå â îñíîâíîì èñïîëüçóåì òåðìèí ôóíêöèÿ, èíäèôôå-
ðåíòíûé ê ïðèðîäå ìíîæåñòâ X, Y [13, Ôóíêöèÿ].

Äëÿ X0 ⊂ X ÷åðåç f
∣∣
X0

îáîçíà÷àåì ñóæåíèå f íà X0.

Äëÿ äâóõ ôóíêöèé f, g ∈ Y X ïèøåì g
∣∣
X0
= f

∣∣
X0

è ãîâî-
ðèì, ÷òî ¾g = f íà X0¿, åñëè g(x) = f (x) äëÿ âñåõ x ∈ X0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå g

∣∣
X0
̸= f

∣∣
X0
. Ïèøåì g

∣∣
X0
⩽ f

∣∣
X0

è
ãîâîðèì, ÷òî ¾g ⩽ f íà X0¿, èëè g ìèíîðèðóåò f , èëè f

ìàæîðèðóåò g, íà X0, åñëè g(x) ⩽ f (x) äëÿ âñåõ x ∈ X0.
Ïóñòü Y = S↑

↓ � ïîïîëíåíèå ïîðÿäêîâî ïîëíîãî (S,⩽ ).
Îòíîøåíèå f

∣∣
X
⩽ g

∣∣
X
îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ïîòî÷å÷-

íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé
(
S↑
↓

)X
àíàëîãè÷íî

(1.1.1)�(1.1.2). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî
(
S↑
↓

)X
ñ îòíîøåíè-

åì ïîòî÷å÷íîãî ïîðÿäêà, îáîçíà÷àåìîãî òåì æå ñèìâîëîì
⩽ , ïîëíîå, à èìåííî: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî F ⊂

(
S↑
↓

)X
âñåãäà

ñóùåñòâóþò ôóíêöèè

supF : x 7−→
x∈X

sup
f∈F

f (x) ∈ S↑
↓, inf F : x 7−→

x∈X
inf
f∈F

f (x) ∈ S↑
↓,
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êîãäà íà X ðàññìàòðèâàþòñÿ è ïîñòîÿííûå ôóíêöèè

inf
(
S↑
↓

)X
: x 7−→

x∈X
inf S ∈ S↑

↓,

sup
(
S↑
↓

)X
: x 7−→

x∈X
supS ∈ S↑

↓,
(1.2.2)

à ïðè ðàññìîòðåíèè ∅ ⊂
(
S↑
↓

)X
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøå-

íèåì (1.2.1) îïðåäåëåíû òî÷íûå ãðàíèöû

sup ∅ := inf
(
S↑
↓

)X ∈
(
S↑
↓

)X
,

inf ∅ := sup
(
S↑
↓

)X ∈
(
S↑
↓

)X
.

(1.2.3)

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïóñòü (S,⩽ ) ïîðÿäêîâî ïîëíîå, à
òàêæå

f ∈
(
S↑
↓

)X
, X0 ⊂ X, L ⊂

(
S↑
↓

)X0.

Íèæíþþ è âåðõíþþ L-îãèáàþùèå, èëè îãèáàþùèå ïî L

äëÿ f íà X0, îïðåäåëÿåì ñîîòâåòñòâåííî êàê ôóíêöèè

envfL : x 7−→
x∈X0

sup
{
l(x)

∣∣∣ L ∋ l
∣∣
X0
⩽ f

∣∣
X0

}
∈ S↑

↓, (1.2.4l)

envLf : x 7−→
x∈X0

inf
{
l(x)

∣∣∣ f ∣∣
X0
⩽ l

∣∣
X0
∈ L

}
∈ S↑

↓. (1.2.4u)

Î÷åâèäíî, âñåãäà

envfL
∣∣
X0
⩽ f

∣∣
X0
⩽ envLf

∣∣
X0

. (1.2.5)

Ôóíêöèÿ f : X → Y ñ óïîðÿäî÷åííûìè (X,⩽), (Y,⩽)

âîçðàñòàþùàÿ íà X , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç
x1 ⩽ x2 ñëåäóåò f (x1) ⩽ f (x2). Ïðè ýòîì, åñëè F ⊂ Y X ,
òî ìíîæåñòâî âñåõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé f ∈ F îáî-
çíà÷àåì êàê incrF . Ôóíêöèÿ f ∈ Y X ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ íà X , åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èç x1 < x2 ñëå-
äóåò f (x1) < f (x2). Àíàëîãè÷íî äëÿ óáûâàíèÿ. Ôóíêöèÿ
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(ñòðîãî) âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâàþùàÿ � (ñòðîãî) ìî-
íîòîííàÿ. Ôóíêöèè f 7→ envfL è f 7→ envLf äëÿ ôóíêöèè

f ∈
(
S↑
↓

)X
âîçðàñòàþùèå íà

(
S↑
↓

)X
, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

ñòðîãî âîçðàñòàþùèå.

1.2.3 Îáùèå ïîñòàíîâêè çàäà÷

Â ïðèëîæåíèÿõ ðîëü X èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1 ÷àñòî èãðà-
åò íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé è S = R [28]� [32]. Îñíîâ-
íûå ïðîáëåìû, ïðîäèêòîâàííûå îïðåäåëåíèåì 1.2.1 â ñâå-
òå òåîðåì Õàíà �Áàíàõà, Õ¼ðìàíäåðà, Ýíãåðà �Ëåìáêå,
à òàêæå ïðèâåä¼ííîé â ïîäðàçäåëå 2.4.1 òåîðåìû Õàíà �
Áàíàõà �Êàíòîðîâè÷à � ñëåäóþùèå

Çàäà÷à 1. Îïèñàòü ôóíêöèè f ∈
(
S↑
↓

)X
, ðàâíûå ñâîåé

íèæíåé (âåðõíåé) L-îãèáàþùåé íà X0.

Çàäà÷à 2. Óêàçàòü ìåòîä(û) êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðî-
åíèÿ íèæíèõ (âåðõíèõ) L-îãèáàþùèõ äëÿ f ∈

(
S↑
↓

)X
.

Èìåííî ýòè çàäà÷è 1, 2 ðåøàþò äëÿ îïðåäåëåííûõ
êëàññîâ L è ôóíêöèé f ðåçóëüòàòû ïîäðàçäåëà 1.1.1.

Â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè íå ìåíüøèé, à äëÿ íåêîòîðûõ
ïðèìåíåíèé äàæå á�îëüøèé èíòåðåñ [26]� [34], ÷åì çàäà÷à
1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåíåå òðåáîâàòåëüíàÿ

Çàäà÷à 3. Îïèñàòü òå ôóíêöèè f ∈
(
S↑
↓

)X
, äëÿ êîòîðûõ

envfL ̸= inf
(
S↑
↓

)X
èëè envLf ̸= sup

(
S↑
↓

)X
.

Åñëè ïîðÿäêîâî ïîëíîå S èçíà÷àëüíî äîïîëíèòåëüíî
ñíàáæåíî êàêèìè-ëèáî àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, ñî-
ãëàñîâàííûìè ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽ , òî ïðîäîëæåíèÿ
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ýòèõ îïåðàöèé íà ïîïîëíåíèÿ, èëè (ïîëó)ðàñøèðåíèÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ìîãóò îïðåäåëÿåòñÿ â êàæ-
äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò ïðîáëåìàòèêè
(ñì. è ñð. ñ [12, � 4], [10, 1.3.1]).

Äëÿ ïàðû äîáàâëÿåìûõ ñèìâîëîâ inf S /∈ S è/èëè
sup S /∈ S ÷àñòî, â îñîáåííîñòè, åñëè íà S èñïîëüçóåòñÿ
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ â àääèòèâíîé ôîðìå êàê îñíîâíàÿ, ïî
àíàëîãèè ñ ðàñøèðåíèÿìè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R (c îïå-
ðàöèåé ñëîæåíèÿ) ââåðõ è/èëè âíèç, èñïîëüçóþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî îáîçíà÷åíèÿ −∞ := inf S è/èëè +∞ := sup S.
Ïðèìåíÿþòñÿ, íî íå çäåñü, � â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà
è ïðèðîäû óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (S, ⩽ ), � è îáî-
çíà÷åíèÿ â âèäå ïàð 0, 1; 0,1; −∞, 0; 0,+∞ è ò.ï.

1.2.4 Ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à

Äëÿ ìíîæåñòâà S ÷åðåç cardS îáîçíà÷àåì ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ â S èëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S.

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì
R, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Íóëåâîé âåêòîð ðàçëè÷-
íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ îáîçíà÷àåì îäíèì è òåì æå
ñèìâîëîì 0. Çàäà÷è 1�3 áóäóò ðåøàòüñÿ íà ïðîåêòèâíûõ
ïðåäåëàõ âåêòîðíûõ ðåø¼òîê ïî àíàëîãèè ñ [26]� [32], [8]
äëÿ ôóíêöèé (ôóíêöèîíàëîâ) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàí-
ñòâå Êàíòîðîâè÷à K è â K±∞.

ÏóñòüX, Y � óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.
×åðåç X+ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
âåêòîðîâ â X . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäìíîæåñòâà F ⊂ Y X

òîãäà F+ � ïîäìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíê-
öèé f èç F , äëÿ êîòîðûõ ïî îïðåäåëåíèþ f (X+) ⊂ Y +.
Ïîðÿäêîâî ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà K ñ cardK > 1 �
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ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à [7], [1], [10], [11]. Ïðè ýòîì
K íå ïîëíîå íè ñíèçó, íè ñâåðõó. Áóäóò èñïîëüçîâàíû, íå
îãîâàðèâàÿ îñîáî, ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ, ñîãëàøåíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ4:

infK :=: −∞
(1.2.1)
=: sup ∅, supK :=: +∞

(1.2.1)
=: inf ∅;

−(−∞) := +∞, − (+∞) := −∞,

−∞ ⩽ k ⩽ +∞ ∀k ∈ K±∞;

K−∞ := K↓, K+∞ := K↑, K±∞ := K↑
↓;

(−∞) + k :=: k + (−∞) := −∞ ∀k ∈ K−∞,

(+∞) + k :=: k + (+∞) := +∞ ∀k ∈ K+∞,

t(−∞) :=: (−t)(+∞) := −∞ ∀t ∈ R+ \ 0
t(+∞) :=: (−t)(−∞) := +∞ ∀t ∈ R+ \ 0;
KS

−∞
:= (K−∞)

S, KS
+∞

:= (K+∞)
S, KS

±∞
:= (K±∞)

S;

infKS
±∞

:=: infKS
−∞

(1.2.2)
:= −∞ ∀S ̸= ∅,

supKS
±∞

:=: supKS
+∞

(1.2.2)
:= +∞ ∀S ̸= ∅;

sup ∅ := −∞, inf ∅ := +∞ äëÿ ∅ ⊂ KS ⊂ (K±∞)
S.

Êîíêðåòíûå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ Êàí-
òîðîâè÷à ïðèâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, â [7, ãë. I, � 3].

4Çäåñü è äàëåå ññûëêè íàä çíàêàìè áèíàðíûõ îòíîøåíèé îçíà÷à-
þò, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ êàê-òî ñâÿçàíû ñ ïðèâåä¼ííûìè ññûëêàìè,
íàïðèìåð, âûòåêàþò èç íèõ.
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Ãëàâà 2

Ïðîåêòèâíûå ïðåäåëû

2.1 Ïðîåêòèâíûé ïðåäåë óïîðÿäî÷åííûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâX è Y ÷åðåç linY X îáîçíà÷à-
åì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé l èç
Y X , óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.1.1). Â ñëó÷àå óïîðÿäî÷åííûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå
ôóíêöèè èç lin+ Y X := (linY X)+ � ýòî â òî÷íîñòè âîçðàñ-
òàþùèå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà X è lin+ Y X = incr linY X .

Ïóñòü (Xn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä R è ⩽n � îòíîøåíèå ïîðÿä-
êà íà Xn. Ïðîåêöèþ âåêòîðà x = (xn)n∈N èç âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà-ïðîèçâåäåíèÿ

x = (xn)n∈N ∈
∞∏
n=1

Xn =:
∏

n
Xn

íà ïðîñòðàíñòâî Xn îáîçíà÷àåì ÷åðåç prn x = xn, n ∈ N.
Íà

∏
nXn ââîäèòñÿ åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê ⩽ , à èìåííî:

x = (xn) ⩽ x′ = (x′n) â
∏

nXn, åñëè è òîëüêî åñëè xn ⩽n x′n
äëÿ êàæäîãî íîìåðà n ∈ N.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü pn ∈ lin+X
Xn+1
n � ëèíåéíûå

ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèèèç Xn+1 â Xn, êîòîðûå íàçûâàåì
ëèíåéíûìè âîçðàñòàþùèìè âëîæåíèÿ Xn+1 â Xn. Âåê-
òîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X â

∏
nXn, c õàðàêòåðèçóþùèì

åãî óñëîâèåì

(x ∈ X)
def⇐⇒

(
prn x = pn(prn+1 x) ∀n ∈ N

)
, (2.1.1)

ñíàáæåííîå èíäóöèðîâàííûì ñ
∏

nXn îòíîøåíèåì ïîðÿä-
êà ⩽ , íàçûâàåì ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (Xn) îòíîñèòåëüíî (pn) è îáîçíà÷àåì êàê

X = proj limnXnpn. (2.1.2)

Â çàïèñè proj limn íèæíèé èíäåêñ n ÷àñòî îïóñêàåì.
Èç (2.1.1) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

pn(prn+1B) = prnB ∀B ⊂ X = proj limXnpn. (2.1.3)

2.1.1 Ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼òîê

Óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � âåêòîðíàÿ ðå-
ø¼òêà, åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû âåêòîðîâ â í¼ì ñóùåñòâóåò
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà sup, à çíà÷èò, è òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíèöà inf. Îïåðàöèþ sup â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå S
äëÿ å¼ èäåíòèôèêàöèè îáîçíà÷àåì êàê S- sup. Ïðè ýòîì
äëÿ (Xn,⩽n) íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì Xn-sup èíîãäà èñ-
ïîëüçóåì è îáîçíà÷åíèå n-sup, êàê è äëÿ Xn-inf è n-inf.

Ïðîåêòèâíûé ïðåäåë X = proj limXnpn âåêòîðíûõ ðå-
ø¼òîê Xn íàçûâàåì ïðàâèëüíûì ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì,
åñëè pn ñîõðàíÿþò sup äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ò.å.

Xn- sup pn(Bn+1) = pn(Xn+1- sup Bn+1)

∀n ∈ N, ∀Bn+1 ⊂Xn+1 ïðè cardBn+1 < ∞.
(2.1.4)
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.1. Äëÿ ïðàâèëüíîãî ïðåäåëà (2.1.2)
âåêòîðíûõ ðåø¼òîê Xn

(i) åñëè B ⊂ X è card prnB < ∞ äëÿ êàæäîãî n ∈ N,
òî ñóùåñòâóåò

v = X- supB =
(∏

n
Xn

)
- supB,

äëÿ êîòîðîãî prn v = Xn- sup prnB;
(2.1.5)

(ii) X è âñå ïðîåêöèè prnX ñ èíäóöèðîâàííûì ñ Xn îò-
íîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽n � âåêòîðíûå ðåø¼òêè;

(iii) äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóæåíèÿ pn
∣∣
prn+1X

ñîõðàíÿþò sup

äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Ïîëîæèì v = (vn) ∈
∏

nXn, ãäå
vn = Xn- sup prnB. Î÷åâèäíî, v =

(∏
nXn

)
- supB. Ïî-

ñêîëüêó pn ñîõðàíÿþò sup ïî (2.1.4) è (2.1.3) ïîëó÷àåì

pn(vn+1) = pn(Xn+1- sup prn+1B)
(2.1.4)
= Xn- sup pn(prn+1B)

(2.1.3)
= Xn- sup prnB = vn.

Çíà÷èò äëÿ x = v èìååò ìåñòî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.1.1) è
v ∈ X ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.1. Òàê êàê ïîðÿäîê íà X èíäó-
öèðîâàí ñ

∏
nXn, òî v = X- supB ∈ X è (i) äîêàçàíî.

(ii). Ïðîñòðàíñòâî-ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ðåø¼òîê �
âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà [1], [5, ãë.II, � 1]. Ïî ï. (i) ââèäó (2.1.5)
ñ cardB = 2 åãî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X � òî-
æå âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà. Ïóñòü òåïåðü xn, x

′
n ∈ prnX , òî

åñòü ñóùåñòâóþò x, x′ ∈ X , äëÿ êîòîðûõ prn x = xn,
prn x

′ = x′n. Ïîñêîëüêó X � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà, ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð v = X- sup {x, x′} ∈ X , äëÿ êîòîðîãî
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Xn- sup {xn, x′n} = prn v ∈ prnX . Òàêèì îáðàçîì,

prn v = (prnX)- sup {xn, x′n} = Xn- sup {xn, x′n} (2.1.6)

è prnX � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî ï. (ii).

(iii). Èç (2.1.6) äëÿ xn, x
′
n ∈ prnX ïðè n ∈ N \ 1 èìååì

pn−1

∣∣
prnX

(
(prnX)- sup {xn, x′n}

)
(2.1.6)
= pn−1

(
Xn- sup {xn, x′n}

)
(2.1.4)
= Xn−1- sup

{
pn−1(xn), pn−1(x

′
n)
}

(2.1.6)
= (prn−1X)- sup

{
pn−1

∣∣
prnX

(xn), pn−1

∣∣
prnX

(x′n)
}
.

Îòñþäà âñå pn−1

∣∣
prnX

ïðè n ∈ N \ 1 ñîõðàíÿþò sup äëÿ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç prnX .

Ïðåäåë X = proj limXnpn íàçûâàåì ïðèâåä¼ííûì, åñ-
ëè prnX = Xn äëÿ êàæäîãî n ∈ N (ñð. ñ [43, ãë.IV, � 4]).
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè îáùíîñòè, ëþáîé ïðîåêòèâíûé ïðå-
äåë ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèâåä¼ííûì, ïîñêîëüêó

X = proj limXnpn
(2.1.3)
= proj lim (prnX)

(
pn

∣∣
Xn+1

)
.

Ïðè ýòîì âñå îòîáðàæåíèÿ pn
∣∣
Xn+1

: prn+1X → prnX â

ñèëó (2.1.3) ñþðúåêòèâíûå. Áîëåå òîãî, åñëè ïåðâîíà÷àëü-
íî ðàññìàòðèâàëñÿ ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåê-
òîðíûõ ðåø¼òîê, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.1 ïîñëå ïåðåõîäà
ê ïðèâåä¼ííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðåäåëó ìû ïî-ïðåæíåìó
èìååì äåëî ñ ïðàâèëüíûì ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì âåêòîð-
íûõ ðåø¼òîê prnX îòíîñèòåëüíî pn

∣∣
Xn+1

.
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Çàìå÷àíèå 2.1.1. Âåêòîðíûå ðåø¼òêè X è Y ðåø¼òî÷-
íî èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ èç X

íà Y , ñîõðàíÿþùàÿ ïîðÿäîê. Êàæäûé ïðèâåä¼ííûé ïðà-
âèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë X = proj limXnpn âåêòîð-
íûõ ðåø¼òîê äëÿ ïðîèçâîëüíîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (nk)k∈N ⊂ N ðåø¼òî÷íî èçîìîðôåí òàêîìó
æå ïðåäåëó X = proj limk Xnkqk îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ
âîçðàñòàþùèõ âëîæåíèé

qk = pnk ◦ pnk+1 ◦ · · · ◦ pnk+1−1 : Xnk+1
→ Xnk,

ãäå ◦ � îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè.

2.1.2 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 2.1.1 (Âåêòîðíûå ðåø¼òêè-ïðîèçâåäåíèÿ

è ðåø¼òêè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Ðàññìîòðèì
(Xk,≤′

k)k∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ðåøåòîê c
îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽′

k. Òîãäà êàæäîå êîíå÷íîå ïðîèç-
âåäåíèå

∏n
k=1Xk � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà ïðè åñòåñòâåííîì

îòíîøåíèè ïîðÿäêà (x1, . . . , xn) ⩽n (x′1, . . . , x
′
n), xk ∈ Xk,

ïðè xk ⩽′
k x′k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Äëÿ ëèíåéíûõ âîç-

ðàñòàþùèõ ôóíêöèé

pn :

n+1∏
k=1

Xk →
n∏

k=1

Xk,

pn : (x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (x1, . . . , xn),

(2.1.7)

ïðîñòðàíñòâî-ïðîèçâåäåíèå
∏

k∈NXk âåêòîðíûõ ðåøåòîê
ðåø¼òî÷íî èçîìîðôíî ïðèâåä¼ííîìó ïðàâèëüíîìó ïðî-
åêòèâíîìó ïðåäåëó proj lim (

∏n
k=1Xn)pn âåêòîðíûõ ðåø¼-

òîê
∏n

k=1Xn îòíîñèòåëüíî pn. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå
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ïðîñòðàíñòâî-ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà âåêòîðíûõ ðå-
ø¼òîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëü-
íûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñîâïàäàþùèõ ïðè âñåõ k âåêòîð-
íûõ ðåø¼òîê (Xk,⩽′

k) = (X,⩽′), k ∈ N, ïðîñòðàíñòâî-
ïðîèçâåäåíèå XN � ýòî âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà âñåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé (xk)k∈N ñ âåêòîðàìè xk ∈ X , êîòîðóþ ìîæ-
íî ðåø¼òî÷íî èçîìîðôíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðèâåä¼ííûì
ïðàâèëüíûì ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì proj lim (Xn)pn îòíî-
ñèòåëüíî pn èç (2.1.7).

Ïðèìåð 2.1.2 (Âåêòîðíûå ðåø¼òêè ôóíêöèé è

ìåð). Ïóñòü D � òîïîëîãè÷åñêîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ S ⊂ D ÷åðåç closS, intS è ∂S îáîçíà÷àåì ñîîò-
âåòñòâåííî çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü è ãðàíèöó S â D.
Ïîäìíîæåñòâî S ïðåäêîìïàêòíî â D (ïèøåì S ⋐ D),
åñëè closS � êîìïàêò â D.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿD ñóùåñòâóåò èñ÷åðïàíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ (Dn)n∈N ïðåäêîìïàêòíûõ îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ èç D:

intDn = Dn ⋐ Dn+1, n ∈ N,
⋃
n∈N

Dn = D. (2.1.8)

Ðàçëè÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èñ-
÷åðïàíèÿ (2.1.8) äàâíî èçâåñòíû è íå ðàç îòìå÷àëèñü è
èñïîëüçîâàëèñü [27, � 1, ïåðåä (1.3)], [52, ëåììà 2.1]:

(a) D ëîêàëüíî êîìïàêòíîå è ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ, ò.å.
σ-êîìïàêòíî [44, ñëåäñòâèå 2.77].

(b) D óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè è ïîëó-
êîìïàêòíîå (hemicompact), ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ñî ñâîéñòâîì:
êàæäîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â íåêî-
òîðîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå èç ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ïî êàæäîìó èç óñëîâèé (a)⇐(b) ïðîñòðàíñòâî D íîð-
ìàëüíîå, â ñèëó ÷åãî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èç
RclosDn � ñóæåíèå êàêîé-ëèáî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èç
RD íà çàìûêàíèå closDn.

Ïðèìåð 2.1.3 (Âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà C(D)). Äëÿ ïîä-
ìíîæåñòâà S ⊂ D ÷åðåç C(S) ⊂ RS îáîçíà÷àåì âåêòîð-
íóþ ðåø¼òêó íåïðåðûâíûõ íà S ôóíêöèé ñ îòíîøåíèåì
ïîòî÷å÷íîãî ïîðÿäêà íà S. Ïðè èñ÷åðïàíèè (2.1.8) äëÿ
pn : f 7→ f

∣∣
closDn

, f ∈ C(closDn+1), îïðåäåë¼í ïðîåêòèâ-
íûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåøåòîê proj limnC(closDn)pn, êî-
òîðûé äëÿ íîðìàëüíîãî D ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé è
åãî ìîæíî ðåø¼òî÷íî èçîìîðôíî îòîæäåñòâèòü ñ C(D).

Ïðèìåð 2.1.4 (Âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà Lp
loc(D,µ)). Ïóñòü

0 < p ∈ R+, D ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ñ èñ÷åð-
ïàíèåì (2.1.8) è µ � âåùåñòâåííàÿ ìåðà Ðàäîíà íà
D; Lp

(
closDn, µ

∣∣
closDn

)
� âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà íàä R

ôóíêöèé-êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà closDn ïî îòíîøå-
íèþ = µ-ï. â. è îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽ µ-ï. â. ïîòî÷å÷-
íî [5, ãë. IV, � 2, 6]. Òîãäà îïðåäåë¼í ïðèâåä¼ííûé ïðà-
âèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë

Lp
loc(D,µ) = proj lim

n
Lp

(
closDn, µ

∣∣
closDn

)
pn (2.1.9)

íàä R ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ â p-îé ñòåïåíè ìîäóëåì
ïî ìåðå Ðàäîíà µ ôóíêöèé-êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ãäå

pn : f 7−→ f
∣∣
closDn

, f ∈ Lp
(
closDn+1, µ

∣∣
closDn+1

)
,
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� ëèíåéíûå âîçðàñòàþùèå âëîæåíèÿ âåêòîðíîé ðå-
ø¼òêè Lp

(
closDn+1, µ

∣∣
closDn+1

)
â âåêòîðíóþ ðåø¼òêó

Lp
(
closDn, µ

∣∣
closDn

)
.

Ïðèìåð 2.1.5 (Âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà ìåð Meas(D)).

Ïóñòü D ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ñ èñ÷åðïàíèåì (2.1.8),
Meas(closDn), n ∈ N, � âåêòîðíûå ðåø¼òêè âåùåñòâåí-
íûõ ìåð Ðàäîíà íà êîìïàêòàõ closDn, à ëèíåéíûå âîçðàñ-
òàþùèå âëîæåíèÿ èç âåêòîðíîé ðåø¼òêè Meas(closDn+1)

â âåêòîðíóþ ðåø¼òêó Meas(closDn) çàäàíû êàê pn : µ 7→
µ

∣∣
Dn

� ñóæåíèÿ íà closDn ìåðû µ ∈ Meas(closDn+1)

[5, ãë. III]. Òîãäà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà âñåõ âåùåñòâåí-
íûõ ìåð Ðàäîíà Meas(D) íà D [5, ãë. III, � 2] ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèâåä¼ííûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë
proj limnMeas(closDn)pn.

2.1.3 Ïîëîæèòåëüíûå àääèòèâíûå ôóíêöèè íà

ïðîåêòèâíîì ïðåäåëå

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïóñòü (X,+) è (Y,+) � ïîëóãðóï-
ïû ïî ñëîæåíèþ. Ôóíêöèÿ a : X → Y àääèòèâíàÿ, åñëè
a(x1 + x2) = a(x1) + a(x2) äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X . Ìíî-
æåñòâî âñåõ òàêèõ àääèòèâíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåì êàê
addY X . Êîãäà X è Y � óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà, òî ïîëàãàåì (ñð. ñ [1, I.1.4.III])

add+ Y X := (addY X)+, addreg Y X := add+ Y X−add+ Y X .

Ýëåìåíòàðíî óñòàíàâëèâàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Ïóñòü (X,+) è (Y,+) � àääèòèâ-
íûå óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
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a ∈ addY X èìååì a(0) = 0 ∈ Y , a(−x) = −a(x). Êî-
ãäà X è Y � óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà,
òî add+ Y X := (addY X)+ = incr addY X.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.3 (ñð. ñ [27, ïðåäëîæåíèå 2.1]). Ïóñòü
X = proj limXnpn � ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåê-
òèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼òîê (Xn,⩽n). Äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè a ∈ add+RX ñóùåñòâóþò íîìåð na ∈ N è ôóíê-
öèè an ∈ add+RXn ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ⩾ na, äëÿ
êîòîðûõ

a(x) = an(prn x) äëÿ âñåõ x ∈ X (2.1.10)

ïðè âñåõ n ⩾ na.
Îáðàòíî, åñëè an ∈ add+RXn, òî (2.1.10) îïðåäåëÿåò

àääèòèâíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ a ∈ add+RX.
Î÷åâèäíî, add+RX è add+RXn çäåñü ìîæíî ðàñøè-

ðèòü ñîîòâåòñòâåííî äî addregRX è addregRXn.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü ¾Îáðàòíî, . . . ¿ î÷åâèäíà, ïî-
ñêîëüêó ñóïåðïîçèöèÿ a ◦ prn àääèòèâíîé ïîëîæèòåëüíîé
ôóíêöèè a ñ ëèíåéíîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé prn àä-
äèòèâíà è ïîëîæèòåëüíà.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íàéä¼òñÿ íîìåð n ∈ N, äëÿ
êîòîðîãî an(x) = an(x

′), êàê òîëüêî prn x = prn x
′, ò.å.

a(x−x′) = 0 ïðè prn(x−x′) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêî-
ãî íîìåðà n íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.2
äëÿ êàæäîãî m ∈ N íàéä¼òñÿ ýëåìåíò x(m) ∈ X , äëÿ êî-
òîðîãî

prm x(m) = 0, a(x(m)) > 0 ïðè âñåõ m ∈ N. (2.1.11)

Èç ïîñëåäíåãî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, ïåðåõîäÿ îò x(m) ê
kmx

(m) ñ äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàñòóùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ (km) ⊂ N, ïî àêñèîìå Àðõèìåäà ìîæíî äîáèòüñÿ
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òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
a(kmx

(m))
)
m∈N ⊂ R, ãäå

a(kmx
(m)) = kma(x

(m)), íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó â R è

prm(kmx
(m)) = km prm x(m) (2.1.11)= 0.

Â ñèëó ýòèõ ðàâåíñòâ è ëèíåéíîñòè p1, p2, . . . , pm−1 äëÿ
êàæäîãî kmx

(m) èìååì prn(kmx
(m)) = 0 ïðè n ⩽ m, òî

åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì n ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (prn kmx

(m))m∈N îòëè÷íî îò íó-
ëÿ â âåêòîðíîé ðåø¼òêå Xn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëî-
æåíèþ 2.1.1(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (kmx

(m))m∈N îãðàíè÷å-
íà ñâåðõó â X . Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.2 ðàññìàòðèâàåìàÿ
ôóíêöèÿ a ∈ add+RX âîçðàñòàþùàÿ. Îòñþäà è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü

(
a(kmx

(m))
)
m∈N ⊂ R îãðàíè÷åíà ñâåðõó â K.

Ïðîòèâîðå÷èå!
Ïóñòü n � íîìåð, äëÿ êîòîðîãî a(x) = a(x′), êàê òîëü-

êî prn x = prn x
′. Òîãäà an îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî

(2.1.10). Àääèòèâíîñòü an ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè prn è
àääèòèâíîñòè a. Êðîìå òîãî, åñëè èìååì xn ∈ prnX ,
0 ⩽n xn, òî ñóùåñòâóåò x ∈ X , äëÿ êîòîðîãî prn x = xn.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.1(i) èìååì xn
(2.1.5)
= prn x

+, ãäå x+ =

sup{x, 0} ⩾ 0 â X , è an(xn) = an(prn x
+) = a(x+) ⩾ 0.

Óñòàíîâëåíà ïîëîæèòåëüíîñòü an. Òåïåðü ìîæíî ïîëî-
æèòü na = n. Îñòàëüíûå am ∈ add+(RXm) îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðè m ⩾ n ïî ïðàâèëó am(xm) :=

an
(
pn ◦ pn+1 ◦ · · · ◦ pm−1(xm)

)
, m ⩾ n ⩾ na.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Ïðåäëîæåíèå 2.1.3 îáîáùàåò òîò èç-
âåñòíûé ôàêò, ÷òî ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíà-
ëû íà C(D) è Lp

loc(D,µ) è èõ ðàçíîñòè èç ïîäðàçäåëà 2.1.2
èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.
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Çàìå÷àíèå 2.1.3. Ïðåäëîæåíèå 2.1.3 îñòàåòñÿ â ñèëå è
äëÿ ôóíêöèé a ∈ add+GX , êîãäà (G,+) � àääèòèâíàÿ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ àðõèìåäîâà ãðóïïà. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ïî÷òè äîñëîâíî òàêîå æå.

Ñëåäñòâèå 2.1.1 ( [27, ïðåäëîæåíèå 2.1]). Â óñëîâèÿõ
ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3 äëÿ êàæäîé ôóíêöèè l ∈ lin+RX ñó-
ùåñòâóþò nl ∈ N è ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè
ln ∈ lin+RXn, n ⩾ nl íà Xn, äëÿ êîòîðûõ

l(x) = ln(prn x) äëÿ âñåõ x ∈ X (2.1.12)

ïðè âñåõ n ⩾ nl.
Îáðàòíî, åñëè ln ∈ lin+RXn, òî (2.1.12) îïðåäåëÿåò

l ∈ lin+RX.
Çäåñü lin+RX è lin+RXn ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåò-

ñòâåííî íà linregRX := lin+RX − lin+RX è linregRXn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîïîëíåíèå ê ïðåäëîæåíèþ 2.1.3 äî-
ñòàòî÷íî äîáàâèòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèé ëèíåéíà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ïóñòü X è Y � âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿ a : X → Y àôôèííàÿ, åñëè èìååò ìå-
ñòî (1.1.5). Ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ ôóíêöèé èç Y X

îáîçíà÷àåì êàê aff Y X . Äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ X è Y îïðåäåë¼í êëàññ aff+ Y X := (aff Y X)+

àôôèííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4. a ∈ affXY , åñëè è òîëüêî åñëè
èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

a = la + 1a(0), ãäå la ∈ linY X,

à ôóíêöèÿ 1 : x 7−→
x∈X

1 ∈ R (2.1.13)
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� òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà íà X.
Ïóñòü X è Y � óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Òîãäà

(i) a ∈ incr aff Y X, åñëè è òîëüêî åñëè â ïðåäñòàâëå-
íèè (2.1.13) la ∈ lin+ Y X � ëèíåéíàÿ ïîëîæèòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ;

(ii) åñëè â (2.1.13) îäíîâðåìåííî la ∈ lin+ Y X è ïîëîæè-
òåëüíî a(0) ∈ Y +, òî ôóíêöèÿ a ∈ aff+ Y X � àô-
ôèííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ;

(iii) åñëè a ∈ aff+RX, òî îäíîâðåìåííî èìååì ïîëîæè-
òåëüíîñòü a(0) ∈ R+ è la ∈ lin+RX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Åäèíñòâåí-
íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1.13) ñëåäóåò èç la(0) = 0 ∈ Y .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ïîëîæèì

la := a− 1a(0).

Òîãäà la(0) = 0 ∈ Y è la � àôôèííàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1] èìååì

la(tx) = a
(
tx + (1− t)0

)
− a(0)

= ta(x) + (1− t)a(0)− a(0) = t
(
a(x)− a(0)

)
= tla(x).

Ïðè 1 < t ∈ R èìååì

1

t
∈ (0, 1), la(x) = la

(
(1/t)tx

)
= (1/t)la(tx),

îòêóäà la(tx) = tla(x) ïðè t ∈ R+, ò.å. la � ïîëîæèòåëüíî
îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì

la(x) + la(−x) =
1

2
la(2x) +

1

2
la(−2x) = la(0) = 0
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è la(x) = −la(−x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X . Ýòî äîêàçûâàåò îä-
íîðîäíîñòü la íà X . Àääèòèâíîñòü la ñëåäóåò èç öåïî÷êè
ðàâåíñòâ

la(x1 + x2) = la

(1
2
2x1 +

1

2
2x2

)
=

1

2
la(2x1) +

1

2
la(2x2)

=
1

2
2la(x1) +

1

2
2la(x2) = la(x1) + la(x2).

Óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) î÷åâèäíû.
Åñëè a ∈ aff+ Y X , òî, î÷åâèäíî, a(0) ∈ Y +.
(iii). Ïóñòü òåïåðü Y = R è a ∈ aff+RX . Òîãäà ïîëî-

æèòåëüíî a(0) ∈ R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî la(x) < 0 äëÿ
íåêîòîðîãî x ∈ X+. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì

0 ⩽ a(nx) = la(nx) + a(0) = nla(x) + a(0),

îòêóäà 0 > nla(x) > −a(0) ïðè âñåõ n ∈ N, ÷òî íåâîçìîæ-
íî ïî àêñèîìå Àðõèìåäà äëÿ R.

Ñëåäñòâèå 2.1.2. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3 äëÿ ëþ-
áûõ àôôèííûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé a ∈ incr aff RX

èëè a ∈ aff+RX ñóùåñòâóþò nl ∈ N è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ln ∈ lin+RXn, n ⩾ nl, äëÿ êîòîðûõ

a(x) = ln(prn x) + a0 äëÿ âñåõ x ∈ X, (2.1.14)

ïðè âñåõ n ⩾ nl, ãäå a0 = a(0) ∈ R, à ïðè a ∈ aff+RX

åù¼ è a0 ∈ R+. Îáðàòíî, åñëè ln ∈ lin+RXn, òî (2.1.14)
ïðè a0 ∈ R îïðåäåëÿåò a ∈ incr aff RX, à ïðè a0 ∈ R+

îïðåäåëÿåò a ∈ aff+RX.
Î÷åâèäíî, çäåñü ìíîæåñòâà incr aff RX, aff+RX, lin+RXn

ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâà

incrreg aff RX := incr aff RX − incr aff RX ,

affregRX := aff+RX − aff+RX , linregRXn,
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íî áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà a0 ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ñëåäóåò èç ñî÷åòàíèÿ ïðåäëîæå-
íèé 2.1.4 è 2.1.3.

Çàìå÷àíèå 2.1.4. Ïî îáùåé ñõåìå èç [4, ãë. 3] ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ïðîåêòèâíûé ïðåäåë íåñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà
óïîðÿäî÷åííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êàê ýòî ñäåëàíî
â [62]. Â òî æå âðåìÿ íàì íå èçâåñòíî åñòåñòâåííîå îáîá-
ùåíèå óòâåðæäåíèé ïîäðàçäåëà 2.1.3, â ÷àñòíîñòè, ñëåä-
ñòâèÿ 2.1.1, â òàêîì âàðèàíòå, õîòÿ ðàíåå è áûëà ïðåäïðè-
íÿòà òàêàÿ ïîïûòêà â [62, � 2], îêàçàâøàÿñÿ íåóäà÷íîé,
ïîñêîëüêó íåêîððåêòíà [62, ëåììà 2].

Çàìå÷àíèå 2.1.5. Åñëè X � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà, òî
ïî òåîðåìå Ðèññà�Êàíòîðîâè÷à linregRX � âåêòîðíàÿ
ðåø¼òêà è äàæå ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à ñ ïîëîæè-
òåëüíûì êîíóñîì lin+RX [1, òåîðåìà 6(3.1)]. Ñëåäñòâèå
2.1.1 îçíà÷àåò, ÷òî óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî linregRX , ãäå X = proj limnXnpn � ïðèâåä¼í-
íûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼-
òîê Xn, ðåø¼òî÷íî èçîìîðôíî èíäóêòèâíîìó ïðåäåëó
inj limn in(lin

regRXn) îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé in : lin

regRXn → linregRXn+1, ñîïðÿæ¼ííûõ ê
ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì pn. Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîá-
íî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ, îòìåòèì, ÷òî îíè
ëåãêî êîíñòðóèðóþòñÿ ïî îáùåé ñõåìå [4, ãë. 3, � 2] è
ïî àíàëîãèè ñ èíäóêòèâíûìè ïðåäåëàìè òîïîëîãè÷åñêèõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ [20], [43, ãë. II è ãë. IV, � 4].
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2.2 Âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ
íà ïðîåêòèâíîì ïðåäåëå

Âñþäó äàëåå K � ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à ñ îòíîøå-
íèåì ïîðÿäêà ⩽. Ïðè ýòîì îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà è íà èíûõ
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ ìîãóò îáîçíà÷àòüñÿ òàêèì æå
ñèìâîëîì ⩽, åñëè ýòî íå âûçûâàåò ðàçíî÷òåíèé.

2.2.1 Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

Íåðàâåíñòâî èç ïðàâîé ÷àñòè (1.2.5) äà¼ò

Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Ïóñòü f
1.2.4
∈ KX

±∞
. Òîãäà

f (x) ⩽ envLf (x)
(1.2.4u)
= inf

{
l(x) : l ∈ L, f

∣∣
X0
⩽ l

∣∣
X0

}
äëÿ ëþáûõ x ∈ X0 ⊂ X è L ⊂ KX0.

(2.2.1)

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (2.2.1) = −∞, òî â (2.2.1) ïåðâûé
çíàê íåðàâåíñòâà ⩽ ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâî =.

Â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.1 è â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè 1�3
áóäåì èññëåäîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü â
íåðàâåíñòâå èç (2.2.1) ïðèíàäëåæèò K è â (2.2.1) âîçìîæ-
íî ðàâåíñòâî, ò.å. ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, äëÿ ïðî-
åêòèâíîãî ïðåäåëà X âåêòîðíûõ ðåø¼òîê.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü X = proj limXnpn � ïðèâå-
ä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðå-
ø¼òîê Xn, f ∈ KX

±∞
. Ôóíêöèþ

sup-prn f : xn 7−→
xn∈Xn

sup
{
f (x)

∣∣ x ∈ X, prn x = xn
}

(2.2.2)

íàçûâàåì sup-ïðîåêöèåé f íà Xn. Ôóíêöèè sup-prn f ìî-
ãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå ±∞.

37



Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.2.1
äëÿ sup-ïðîåêöèè fn := sup-prn f : Xn → K±∞ íà Xn

(i) fn(prn x) ⩾ fn+1(prn+1 x) ⩾ f (x) äëÿ ëþáûõ x ∈ X

ïðè êàæäîì íîìåðå n ∈ N;

(ii) äëÿ ëþáûõ X0 ⊂ X, L ⊂ KX0, n ∈ N, Ln ⊂ KprnX0

ïðè óñëîâèè âêëþ÷åíèÿ

Ln ◦ prn :=
{
ln ◦ prn

∣∣ ln ∈ Ln

}
⊂ L (2.2.3)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

envLf (x)
(1.2.4u)
= inf

{
l(x)

∣∣ l ∈ L, f
∣∣
X0
⩽ l

∣∣
X0

}
⩽ inf

{
ln(prn x)

∣∣ ln ∈ Ln, fn
∣∣
prnX0

⩽ ln
∣∣
prnX0

}
(1.2.4u)
= envLn

fn
(prn x) äëÿ âñåõ x ∈ X0. (2.2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäó-
åò èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1, à ïåðâîå � èç (2.2.2) è ñîîòíî-
øåíèÿ (2.1.1) îïðåäåëåíèÿ 2.1.1 ýëåìåíòîâ ïðîåêòèâíîãî
ïðåäåëà.

(ii). Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü (2.2.3) < +∞ è

fn
∣∣
prnX0

⩽ ln
∣∣
prnX0

, ln ∈ Ln.

Äëÿ l := ln ◦ prn
(2.2.3)
∈ L ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 ïðè âñåõ

x ∈ X0 èìååì f (x)
(2.2.2)
⩽ fn(prn x) ⩽ ln(prn x) = l(x). Îò-

ñþäà f
∣∣
X0
⩽ l

∣∣
X0

è ln(prn x) íå ìåíüøå ëåâîé ÷àñòè (2.2.4).

Ïåðåõîäÿ ê inf ïî âñåì ln
∣∣
prnX0

⩾ fn
∣∣
prnX0

, ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå íåðàâåíñòâî (2.2.4).
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Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ïóñòü (x(k))k∈N � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X . Å¼ âåðõ-
íèé ïðåäåë îïðåäåëÿåòñÿ êàê

lim sup
k→∞

x(k) := inf
n∈N

sup
k⩾n

x(k), (2.2.5)

åñëè âñå sup è inf â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x(k))k∈N âåêòîðîâ x(k) èç ïðîåê-

òèâíîãî ïðåäåëà X = proj limnXnpn ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê
x ∈ X , åñëè prn x

(k) = prn x ïðè âñåõ k ⩾ n.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.3. Ïóñòü (x(k)) := (x(k))k∈N � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ èç X = proj limnXnpn. Òîãäà

(i) åñëè prk x
(k) = prk x äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íîìåðîâ k, òî (x(k)) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê x;

(ii) åñëè X � ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé
ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼òîê è (x(k)) ñòàáèëèçèðóåò-
ñÿ ê x ∈ X, òî (x(k)) îãðàíè÷åíà è ñóùåñòâóåò

lim sup
k→∞

x(k)
(2.2.5)
= x.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Ñðàçó ñëåäóåò èç (2.1.1)�(2.1.3).
(ii). Ïóñòü x = (xn). Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ñðåäè

prn x
(k), k ∈ N, ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîåêöèé îòëè÷àåò-

ñÿ îò xn. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.1(i) è îïðåäåëåíèþ (2.2.5)
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü X = proj limXnpn � ïðèâåä¼ííûé
ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼òîê Xn

è f ∈ KX
±∞
, fn

(2.2.2)
:=
n∈N

sup-prn f , à òàêæå ïðè íåêîòîðîì

n ∈ N èìååì fn(Xn) ⊂ K−∞. Ïóñòü âûáðàíû

X0 ⊂ X, L ⊂ KX0, Ln ⊂
n∈N

KprnX0.
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Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò nf(X0) ∈ N, äëÿ êîòîðîãî

fn(prn x)
(2.2.4)
= envLn

fn
(prn x)

ïðè âñåõ x ∈ X0 è n ⩾ nf(X0).
(2.2.6)

Äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X0 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî îä-
íî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(i) äëÿ ëþáîé ñòàáèëèçèðóþùåéñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (x(k)) èç X âûïîëíåíî

lim sup
k→∞

f
(
x(k)

)
⩽ f

(
lim sup
k→∞

x(k)
)
, (2.2.7)

(ii) f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà X è äëÿ ëþáîé óáû-
âàþùåé è ñòàáèëèçèðóþùåéñÿ ê x ∈ X0 ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (x(k)) èç X èìååì

inf
k
f
(
x(k)

)
⩽ f

(
inf
k
x(k)

)
. (2.2.8)

Åñëè äëÿ L è Ln èìååì (2.2.3) ïðè âñåõ n ⩾ nf(X0), òî

f (x)
(2.2.4)
= envLf (x) äëÿ ýòîãî x ∈ X0. (2.2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ K èìååò ìå-
ñòî íåðàâåíñòâî

c < inf
{
l(x)

∣∣ l ∈ L = linKX0, f
∣∣
X0
⩽ l

∣∣
X0

}
(1.2.4u)
= envLf (x), (2.2.10)

îòêóäà ââèäó (2.2.3) ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2.2(ii) ñîãëàñíî
(2.2.4) è (2.2.6) ïðè n ⩾ nf(X0) ⩾ nf ïîëó÷àåì

c
(2.2.4)
< inf

{
ln(xn) : ln ∈ Ln, fn

∣∣
prnX0

⩽ ln
∣∣
prnX0

}
(1.2.4u)
= envLn

fn
(xn)

(2.2.6)
= fn(xn).
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Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 äëÿ fn ïðè ëþáîì íîìåðå
n ⩾ nf(X0) íàéä¼òñÿ x(n) ∈ X , äëÿ êîòîðîãî

c < f
(
x(n)

)
, prn x

(n) = xn. (2.2.11)

Ââèäó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x(n)) ïî
ïðåäëîæåíèþ 2.2.3 ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê x è lim sup

k→∞
x(k) = x.

Èç (2.2.11) ïî óñëîâèþ (2.2.7) èç ï. (i) ïîëó÷àåì

c
(2.2.11)
⩽ lim sup

k→∞
f
(
x(k)

) (2.2.7)
⩽ f

(
lim sup
k→∞

x(k)
)
= f (x).

Îòñþäà è èç (2.2.10) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæ-
íîå (2.2.1), ò.å. èìååì (2.2.9).

Ïîêàæåì, ÷òî èç (ii) ñëåäóåò (i), ò.å. (2.2.8) âëå÷¼ò çà ñî-
áîé (2.2.7). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x(k)), ñòàáèëèçèðóþùàÿ-
ñÿ ê x, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2.3(ii) îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò ñóùå-
ñòâóþò x̂(k) = supn⩾k x

(n). Ïî ïîñòðîåíèþ (x̂(k)) � óáûâàþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïî ïîñòðîåíèþ è ïðåä-
ëîæåíèþ 2.1.1 òàêæå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê x è inf x̂(k) = x.
Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2.8), òî â ñèëó âîçðàñòàíèÿ f

ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà (2.2.5) èìååì

f
(
lim sup
n→∞

x(n)
)
= f

(
inf
k
x̂(k)

) (2.2.8)
⩾ inf

k
f
(
x̂(k)

)
= inf

k
f
(
sup
n⩾k

x(n)
)
⩾ inf

k
sup
n⩾k

f
(
x(n)

)
= lim sup

n→∞
f
(
x(n)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî (2.2.7) è äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 2.2.1 çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1.1 â òåîðåìå
2.2.1 äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (2.2.6) è
(2.2.3) íå ïðè âñåõ n ⩾ nf(X0), à òîëüêî äëÿ êàêîé-ëèáî
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ n ⩾ nf(X0).
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2.2.2 Ñëó÷àé ñóïåðëèíåéíîé ôóíêöèè

C � êîíóñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X , åñëè

tC := {tc : c ∈ C} ⊂ C ïðè ëþáîì t ∈ R+ \ 0.

Êîíóñ C âûïóêëûé, åñëè x1 + x2 ∈ C äëÿ ëþáûõ x1 ∈ X

è x2 ∈ X . Êîíóñ C ñ âåðøèíîé 0, åñëè 0 ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ôóíêöèÿ f : C → K−∞ íà âûïóêëîì
êîíóñå C èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóïåðëèíåéíàÿ,
åñëè ýòà ôóíêöèÿ f

� ñóïåðàääèòèâíàÿ:

f (x1 + x2) ⩾ f (x1) + f (x2) äëÿ âñåõ x1 ∈ C, x2 ∈ C,

� è îäíîâðåìåííî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ:

f (tx) = tf (x) äëÿ âñåõ x ∈ C è t ∈ R+ \ 0.

Åñëè, â äîïîëíåíèå, C c âåðøèíîé â 0, òî òðåáóåì

f (0) ∈ K, îòêóäà f (0)
(1.1.8)
= 0. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñó-

ïåðëèíåéíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåì êàê

splKC
−∞
, KC

−∞
:= (K−∞)

C, spl↑KC
−∞

:= splKC
−∞

∪ {+∞},

ãäå ôóíêöèÿ+∞ � òîæäåñòâåííàÿ +∞ ∈ K+∞ èç ïîäðàç-
äåëà 1.2.4. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ splKC

−∞
ìîæåò áûòü êàíî-

íè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà âñ¼ X êàê ôóíêöèÿ èç f ∈ splKX
−∞

çíà÷åíèÿìè −∞ âíå C, íî ôóíêöèÿ +∞ ∈ spl↑KC
−∞
êàíî-

íè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íàX êàê ôóíêöèÿ+∞ ∈ spl↑KX
−∞
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñóáëèíåéíûõ
ôóíêöèé

sblKC
+∞

:= − splKC
−∞
, sbl↓KC

+∞
:= − spl↑KC

−∞
∋ −∞
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è èõ êàíîíè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ íà X : çíà÷åíèåì +∞ íà
X \ C äëÿ ôóíêöèé èç sblKX

+∞
, íî −∞ ∈ sbl↓KX

+∞
äëÿ

−∞ ∈ sbl↓KC
+∞
.

Â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè ôóíêöèé çäåñü è
äàëåå, â îòëè÷èå îò Ââåäåíèÿ, íàì óäîáíåå èìåòü äåëî
íå ñ ñóáëèíåéíûìè, à ñ ¾ïðîòèâîïîëîæíûìè¿ èì ñóïåð-
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è èõ âåðõíèìè îãèáàþùèìè ïî
ïðîñòðàíñòâó ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.4. Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèé 2.2.1�

2.2.3 ïóñòü f ∈ splKX
−∞
, à òàêæå fn

(2.2.2)
:= sup-prn f . Åñëè

fn(Xn) ⊂ K−∞, òî fn ∈ splKXn
−∞
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn, x
′
n ∈ Xn. Ñóïåðàääèòèâíîñòü

ñëåäóåò èç öåïî÷êè (íå)ðàâåíñòâ

fn(xn + x′n) = sup
{
f (x′′) : prn x

′′ = xn + x′n
}

⩾ sup
{
f (x + x′) : prn x = xn, prn x

′ = x′n
}

⩾ sup
{
f (x) + f (x′) : prn x = xn, prn x

′ = x′n
}

= sup
{
f (x) : prn x = xn

}
+ sup

{
f (x) : prn x

′ = x′n
}

= fn(xn) + fn(x
′
n).

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîä-
íîñòè ïðîåêöèè prn ëåãêî ñëåäóåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ
îäíîðîäíîñòü fn. Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 è óñëî-
âèþ fn(Xn) ⊂ K−∞ èìååì

0 = f (0) ⩽ fn(0) < +∞,

ò.å. fn(0) ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, fn ∈ splKXn
−∞
.
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.5. Ïóñòü X := proj limXnpn ïðèâå-
ä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðå-
ø¼òîê, X0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Òîãäà
ïðîåêöèÿ prnX0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Xn è
äëÿ L := linKX0 è Ln := linKprnX0 ïðè âñåõ n ∈ N âûïîë-
íåíû ðàâåíñòâî è âêëþ÷åíèå (2.2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëèíåéíîñòè ïðîåêöèè prn îáðàç
prnX0 âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà X0 � âåêòîðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â Xn, à äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ln ∈ linKprnX0

ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé l := ln ◦ prn ïðè-

íàäëåæèò linKX0, ÷òî îçíà÷àåò Ln ◦ prn
(2.2.3)
⊂ L.

Èç òåîðåìû 2.2.1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
2.2.1 äî ï. (ii) âêëþ÷èòåëüíî, à òàêæå äîïîëíèòåëüíî
f ∈ spl↑KX

−∞
è L,Ln âûáðàíû êàê â ïðåäëîæåíèè 2.2.5.

Òîãäà èìååì (2.2.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè f ∈ splKX
−∞
äîñòàòî÷íîå äëÿ (2.2.9)

óñëîâèå (2.2.3) � â ïðåäëîæåíèè 2.2.5.
Ïðè f = +∞ ðàâåíñòâî (2.2.9) ââèäó ñîãëàøåíèé èç

ïîäðàçäåëà 1.2.4 î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Çàìå÷àíèå 2.2.1 ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèò-
ñÿ è íà ñëåäñòâèÿ 2.2.1.

2.2.3 Ñëó÷àé âîãíóòîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Ôóíêöèÿ f : K → K−∞ âîãíóòàÿ
íà âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå K âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
X , åñëè ¾ïðîòèâîïîëîæíàÿ¿ ôóíêöèÿ −f : K → K+∞,
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(−f )(x) = −f (x) ïðè x ∈ K, � âûïóêëàÿ â ñìûñëå (1.1.4)
c çàìåíîéX íàK. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âîãíóòûõ ôóíê-
öèÿ îáîçíà÷àåì êàê

concKK
−∞
, conc↑KK

−∞

1.2.4
:= (concKK

−∞
) ∪ {+∞}.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ concKK
−∞

ìîæåò áûòü êàíîíè÷åñêè
ïðîäîëæåíà íà âñ¼ X êàê ôóíêöèÿ èç f ∈ concKX

−∞
çíà÷å-

íèÿìè −∞ âíå K, íî ôóíêöèÿ +∞ ∈ conc↑KK
−∞

êàíîíè-
÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà X êàê ôóíêöèÿ +∞ ∈ conc↑KX

−∞
.

Àíàëîãè÷íî convKK
+∞

� ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé íà K c êàíîíè÷åñêèìè âûïóêëûìè ïðîäîëæåíèÿìè
çíà÷åíèÿìè +∞ íà X \K, íî ôóíêöèÿ

−∞
1.2.4
∈ conv↓KK

+∞
:= (convKK

+∞
) ∪ {−∞}

êàíîíè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà X êàê −∞ ∈ conv↓KX
+∞
. Â

÷àñòíîñòè, affKX = concKX ∩ convKX .

Òàêæå â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè ôóíêöèé
çäåñü, â îòëè÷èå îò ïîäðàçäåëà 1.1.1 èç ââåäåíèÿ, íàì
óäîáíåå èìåòü äåëî íå ñ âûïóêëûìè, à ñ âîãíóòûìè ôóíê-
öèÿìè è èõ âåðõíèìè îãèáàþùèìè ïî ïðîñòðàíñòâó àô-
ôèííûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.6. Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèé 2.2.1,
2.2.2 è 2.2.3 ïóñòü f ∈ concKX

−∞
, à òàêæå ïîëîæèì

fn
(2.2.2)
:= sup-prn f . Åñëè fn(Xn) ⊂ K−∞, òî fn ∈ concKXn

−∞
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn, x
′
n ∈ Xn, t ∈ (0, 1). Âûïóê-
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ëîñòü ñëåäóåò èç öåïî÷êè (íå)ðàâåíñòâ

fn
(
txn+(1− t)x′n

)
= sup

{
f (x′′) : prn x

′′ = txn+(1− t)x′n
}

⩾ sup
{
f
(
xt + x′t

)
: prn xt = txn, prn x

′
t = (1− t)x′n

}
= sup

{
f
(
tx + (1− t)x′

)
: prn x = xn, prn x

′ = x′n
}

⩾ sup
{
tf (x) + (1− t)f (x′) : prn x = xn, prn x

′ = x′n
}

= t sup
{
f (x) : prn x = xn

}
+(1−t) sup

{
f (x) : prn x

′ = x′n
}

= tfn(xn) + (1− t)fn(x
′
n),

èñïîëüçóþùåé ëèíåéíîñòü ïðîåêöèè prn : X → Xn.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëî-
æåíèÿ 2.2.5. Òîãäà äëÿ L := affKX0 è Ln := affKprnX0

ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî (2.2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäëîæåíèè 2.2.5 óæå îòìå÷àëîñü,
÷òî prnX0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â prnX0, çíà÷èò
êîððåêòíî îïðåäåëåíî Ln. Äëÿ ëþáîé àôôèííîé ôóíêöèè
an ∈ affKprnX0 ñóïåðïîçèöèÿ å¼ ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé prn

äà¼ò a := an ◦ prn ∈ affKX0, îòêóäà Ln ◦ prn
(2.2.3)
⊂ L.

Èç òåîðåìû 2.2.1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.7 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
2.2.1 äî ï. (ii) âêëþ÷èòåëüíî, à òàêæå äîïîëíèòåëüíî
f ∈ conc↑KX

−∞
è L,Ln âûáðàíû êàê â ïðåäëîæåíèè 2.2.7.

Òîãäà èìååì (2.2.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè f ∈ concKX
−∞

äîñòàòî÷íîå äëÿ
(2.2.9) óñëîâèå (2.2.3) � â ïðåäëîæåíèè 2.2.7.

Ïðè f = +∞ ðàâåíñòâî (2.2.9) ââèäó ñîãëàøåíèé èç
ïîäðàçäåëà 1.2.4 î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 2.2.3. Çàìå÷àíèå 2.2.1 ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèò-
ñÿ è íà ñëåäñòâèå 2.2.2.
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2.3 Ñóïðåìàëüíûå ôóíêöèè è âûìåòàíèå

2.3.1 Ñóïðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Cóïðåìàëüíîé ôóíêöèåé, ïîðîæ-
ä¼ííîé ôóíêöèåé q ∈ KH îòíîñèòåëüíî H ⊂ X íà óïî-
ðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå X ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽, íà-
çûâàåì ôóíêöèþ

spfH,q : x 7−→
x∈X

sup
{
q(h) : H ∋ h ⩽ x

} 1.2.4
∈ K±∞. (2.3.1)

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Cóïðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ (2.3.1) îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. spfH,q(x) ∈ K+∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîé ýëåìåíò h ∈ H, ÷òî h ⩽ x.

2. spfH,q âîçðàñòàþùàÿ íà X, ïî H îòíîñèòåëüíî îòíî-
øåíèÿ âêëþ÷åíèÿ è ïî q â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè

x ⩽ x′ ∈ X, H ⊂ H ′ ⊂ X

è äëÿ q′ ∈ KH ′
ïðè q

∣∣
H
⩽ q′

∣∣
H
èìååì íåðàâåíñòâî

spfH,q(x) ⩽ spfH ′,q′(x
′).

3. Ïóñòü X � óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà

(i) åñëè 0 ∈ H è q(0) ⩾ 0, òî spfH,q � ïîëîæèòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ;

(ii) åñëè H � êîíóñ â X è q � ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íà H, òî spfH,q � ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íà X; åñëè,
â äîïîëíåíèå, H ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûé âåê-
òîð, ò.å. H ∩ (−X+) ̸= ∅, òî spfH,q(0) = +∞ èëè
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spfH,q(0) = 0, à òàêæå spfH,q � ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ (ïèøåì spfH,q ∈ (KX

−∞
)+);

(iii) åñëè H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, spfH,q(X) ⊂ K−∞,
à òàêæå q ∈ concKH, òî spfH,q ∈ concKX

−∞
;

(iv) åñëè H � âûïóêëûé êîíóñ, spfH,q(X) ⊂ K−∞ è q

� ñóïåðëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èç splKH, òî spfH,q �
ñóïåðàääèòèâíàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîä-
íàÿ ôóíêöèÿ íà X; ïðè ýòîì åñëè, â äîïîëíåíèå,
H ∩ (−X+) ̸= ∅, òî

spfH,q ∈ spl+KX
−∞

:= (KX
−∞
)+ ∩ splKX

−∞
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû 1, 2 è 3i î÷åâèäíûì îáðàçîì
ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.1, ðàñïèñàííîãî â (2.3.1).

3ii. Ïóñòü 0 < t ∈ R+. Ïåðâàÿ ÷àñòü î ñòðîãîé ïîëîæè-
òåëüíîé îäíîðîäíîñòè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

spfH,q(tx) = sup
{
q(h)

∣∣ H ∋ h ⩽ tx
}

= sup

{
tq
(1
t
h
) ∣∣∣ H ∋ 1

t
h ⩽ x

}
= t spfH,q(x).

Åñëè ïðè ýòîì H ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûé âåêòîð, òî ïî-

ëó÷àåì −∞
(2.3.1)
< spfH,q(0), îòêóäà ëèáî spfH,q(0) = +∞,

ëèáî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ââèäó spfH,q(0) = 2 spfH,q(0),
èìååì spfH,q(0) = 0. B ëþáîì èç ñëó÷àåâ ïî ï. 2 âîçðàñòà-
þùàÿ íà X ôóíêöèÿ spfH,q ïîëîæèòåëüíà.

3iii. Ïóñòü 0 < t1 ∈ R+, 0 < t2 ∈ R+ è t1+ t2 = 1. Òîãäà
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äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X èìååò ìåñòî öåïî÷êà (íå)ðàâåíñòâ

spfH,q(t1x1 + t2x2)
(2.3.1)
= sup

{
q(h)

∣∣ H ∋ h ⩽ t1x1 + t2x2
}

⩾ sup
{
q(t1h1 + t2h2)

∣∣ H ∋ h1 ⩽ x1, H ∋ h2 ⩽ x2
}

⩾ sup
{
t1q(h1) + t2q(h2)

∣∣ H ∋ h1 ⩽ x1, H ∋ h2 ⩽ x2
}

= sup
{
t1q(h1)

∣∣ H ∋ h1 ⩽ x1
}
+sup

{
t2q(h2)

∣∣ H ∋ h2 ⩽ x2
}

(2.3.1)
= t1 spfH,q(x1) + t2 spfH,q(x2). (2.3.2)

3iv. Ââèäó +∞ /∈ spfH,q(X) è q ∈ splKH ïî-ïðåæíåìó
èìååò ìåñòî öåïî÷êà (íå)ðàâåíñòâ (2.3.2), íî äëÿ âñåõ çíà-
÷åíèé 0 < t1 ∈ R+, 0 < t2 ∈ R+ è x1 ∈ X , x2 ∈ X , ÷òî
äîêàçûâàåò ñóïåðàääèòèâíîñòü è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ
îäíîðîäíîñòü spfH,q íà X . Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
H∩(−X+) ̸= ∅ è +∞ /∈ spfH,q(X) ñîãëàñíî ï. 3ii ïîëó÷àåì
spfH,q(0) = 0 è spfH,q ∈ spl+KX

−∞
.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2 (ñð. ñ [27, ïðåäëîæåíèå 4.2]). Ïóñòü
X = proj limnXnpn � ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåê-
òèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼òîê, n ∈ N, H ⊂ X è
Hn := prnH, n ∈ N, à òàêæå

q1 ∈ KH1, q := q1 ◦ pr1 : H → K,

qn := q1 ◦ p1 ◦ · · · ◦ pn−1 : Hn → K.
(2.3.3)

Òîãäà â îáîçíà÷åíèè (2.3.1) îïðåäåëåíèÿ 2.3.1 ñóïðåìàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ spfH,q, ïîðîæä¼ííàÿ ôóíêöèåé q îòíîñè-
òåëüíî H, ÷åðåç å¼ sup-ïðîåêöèþ sup-prn èç îïðåäåëåíèÿ
2.2.1 â îáîçíà÷åíèè (2.2.2) íà Xn ñâÿçàíà ñ ñóïðåìàëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè spfHn,qn ðàâåíñòâàìè

sup-prn spfH,q = spfHn,qn íà Xn ïðè âñåõ n ∈ N. (2.3.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè xn ∈ Xn ïî îïðåäåëåíèÿì 2.2.1 è
2.3.1 äëÿ ëåâîé ÷àñòè (2.3.4) èìååì(

sup-prn spfH,q

)
(xn)

(2.2.2)
= sup

{
spfH,q(x)

∣∣ x ∈ X, prn x = xn
}

(2.3.1)
= sup

{
sup

{
q(h)

∣∣ H ∋ h ⩽ x
}
: x ∈ X, prn x = xn

}
= sup

{
q(h)

∣∣ H ∋ h ⩽ x, prn x = xn
}

(2.3.3)
= sup

{
qn(prn h)

∣∣ H ∋ h ⩽ x, prn x = xn
}

= sup
{
qn(hn)

∣∣ H ∋ h ⩽ x, hn = prn h, prn x = xn
}
. (2.3.5)

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (2.3.4) ïî îïðåäåëåíèþ
2.3.1 èìååì

spfHn,qn(xn)
(2.3.1)
= sup

{
qn(hn)

∣∣ Hn ∋ hn ⩽n xn
}
, (2.3.6)

ãäå ⩽n � îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà Xn. Åñëè ïîêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâî{

hn

∣∣ h ∈ H, h ⩽ x, hn = prn h, prn x = xn
}
, (2.3.7)

ïî êîòîðîìó áåð¼òñÿ sup â ïðàâîé ÷àñòè (2.3.5), ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì {

hn

∣∣ hn ∈ Hn, hn ⩽n xn
}
, (2.3.8)

ïî êîòîðîìó áåð¼òñÿ sup â ïðàâîé ÷àñòè (2.3.6), òî (2.3.5)
ñîâïàäàåò ñ (2.3.6) ïðè âñåõ xn ∈ Xn è ðàâåíñòâî (2.3.4)
áóäåò äîêàçàíî.

Åñëè hn èç (2.3.7), òî hn ⩽n xn, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæå-
ñòâî (2.3.7) âêëþ÷àåòñÿ â (2.3.8).

Îáðàòíî, ïóñòü hn èç (2.3.8). Ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
h ∈ H è x′ ∈ X , äëÿ êîòîðûõ hn = prn h, prn x

′ = xn.
Ïîëàãàåì x = sup{h, x′}. Òîãäà prn x = xn è, î÷åâèäíî,
h ⩽ x. Ñëåäîâàòåëüíî, (2.3.8) ñîäåðæèòñÿ â (2.3.7), ÷òî è
òðåáîâàëîñü.
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2.3.2 Âûìåòàíèå è ðîñòîê ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.3.2 (îáîáùåíèå [29, îïðåäåëåíèå 1], [1,
III.1.3], [14, ãë. XI, � 3, Î41]). Ïóñòü X � óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽, H ⊂ X , q ∈ KH ,
X0 ⊂ X . Ôóíêöèþ b : X0 → K±∞ íàçûâàåì âûìåòàíèåì
ôóíêöèè q îòíîñèòåëüíî ïàðû (H,X0) è ïèøåì q≺X0

H b,
åñëè äëÿ ëþáûõ h ∈ H è x ∈ X0 èç íåðàâåíñòâà h ⩽ x

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî q(h) ⩽ b(x). Ïóñòü L ⊂ KX0
±∞
. ¾Ëó÷¿

spr(q;H,X0, L) :=
{
b ∈ L

∣∣∣ q≺X0
H b

}
, (2.3.9)

ñëåäóÿ [1, III.1.3] è [27, � 4], áóäåì íàçûâàòü ðîñòêîì
ôóíêöèè q îòíîñèòåëüíî òðîéêè (H,X0, L).

Ýëåìåíòàðíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñóïðåìàëüíîé ôóíê-
öèåé è âûìåòàíèåì äà¼ò

Ïðåäëîæåíèå 2.3.3 (ñð. ñ [29, ïðåäëîæåíèå 1]). Â îáî-
çíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèé 2.3.1 è 2.3.2

spfH,q(x)
(2.3.1)
= sup

{
q(h)

∣∣∣ H ∋ h ⩽ x
}

⩽ inf
{
b(x)

∣∣∣ q≺X0
H b

}
(2.3.9)
⩽ inf

{
b(x)

∣∣∣ b ∈ spr(q;H,X0, L)
}

= inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ X0. (2.3.10)

Òàê, äëÿ x ∈ X0 ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà h ∈ H, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó h ⩽ x, âëå÷¼ò çà ñîáîé ñòðî-
ãîå íåðàâåíñòâî −∞ < inf

{
b(x)

∣∣ q≺X0
H b ∈ L

}
, ò.å.

inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
̸= −∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â (2.3.10) ëåâàÿ ÷àñòü = −∞ èëè
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà = +∞, òî íåðàâåíñòâî (2.3.10) î÷å-
âèäíî. Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü ̸= −∞, òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíò
h ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó h ⩽ x. Äëÿ ëþáûõ
H ∋ h ⩽ x ∈ x0 ïðè q ≺X0

H b èìååì q(h) ⩽ b(x), îòêó-
äà sup

h⩽x
q(h) ⩽ b(x). Ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè îïåðàöèþ

inf ïî âñåì âûìåòàíèÿì b ôóíêöèè q îòíîñèòåëüíî ïàðû
(H,X0), ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (2.3.10). Ñëåäóþ-
ùåå íåðàâåíñòâî â (2.3.10) è çàêëþ÷èòåëüíîå óòâåðæäåíèå
� î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå èç (2.3.10) ââèäó L ⊂ KX0

±∞
.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 2.3.3 êëþ÷åâîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò óñëîâèÿ íà (X,⩽), H, q, X0, L, ïðè
êîòîðûõ â (2.3.10) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòåé � ýòî çàäà÷è 1 è 2 èç ïîäðàçäåëà 1.2.3 ââåäå-
íèÿ. Äëÿ ìåíåå òðåáîâàòåëüíîé çàäà÷è 3 íåîáõîäèìî âû-
ÿâèòü óñëîâèÿ íà òå æå îáúåêòû è íà x, ïðè êîòîðûõ èç
inf

(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
̸= −∞ ñëåäóåò spfH,q(x) ̸= −∞.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.4. Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.3.2
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Ïðè L ⊂ L′ ⊂ KX0
±∞

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
spr(q;H,X0, L) ⊂ spr(q;H,X0, L

′) è

inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
⩾
x∈X

inf
(
spr(q;H,X0, L

′)(x)
)
.

2. Åñëè L ⊂ incrKX0
±∞
, òî íà X0 âîçðàñòàåò è ôóíêöèÿ

x 7−→
x∈X0

inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
∈ K±∞. (2.3.11)
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3. Åñëè H ⊂ H ′ ⊂ X, òî

spr(q;H,X0, L) ⊃ spr(q;H ′, X0, L),

inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
⩽

x∈X0

inf
(
spr(q;H ′, X0, L)(x)

)
.

4. Åñëè q′ ∈ KH è q
∣∣
H
⩽ q′

∣∣
H
, òî

spr(q;H,X0, L) ⊃ spr(q′;H,X0, L),

inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
⩽

x∈X0

inf
(
spr(q;H ′, X0, L)(x)

)
.

5. Åñëè èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ X0 ⊂ X ′
0 ⊂ X è äëÿ

ìíîæåñòâà ôóíêöèé L′ ⊂ KX ′
0

±∞ ìíîæåñòâî èõ ñóæå-
íèé L′

∣∣
X0

íà X0 ñîäåðæèòñÿ â L, òî ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

inf
(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
⩽

x∈X0

inf
(
spr(q;H,X ′

0, L
′)(x)

)
.

6. Ïóñòü X � óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà

(i) åñëè 0 ∈ H è q(0) ⩾ 0, òî ôóíêöèÿ (2.3.11) ïîëî-
æèòåëüíà;

(ii) åñëè X0 � êîíóñ â X, à âñå ôóíêöèè èç L ⊂ KX0
±∞

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû, òî ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è ôóíêöèÿ

inf
(
spr(q;H,X0, L)

)
∈ KX0

±∞
; (2.3.12)

ïðè ýòîì åñëè, â äîïîëíåíèå, H ∩ (−X+) ̸= ∅ è
0 ∈ X0, òî inf

(
spr(q;H,X0, L)(0)

)
= +∞ èëè = 0,

à ïðè L ⊂ incrKX0
±∞

ôóíêöèÿ (2.3.11) ïðèíàäëåæèò
âûïóêëîìó êîíóñó (KX0

−∞
)+;
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(iii) åñëè ïîäìíîæåñòâî X0 ⊂ X � ïîëóãðóïïà
ïî ñëîæåíèþ (ñîîòâåòñòâåííî âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî èëè æå ñîîòâåòñòâåííî âûïóêëûé êîíóñ
c âåðøèíîé è H ∩ (−X+) ̸= ∅) è âñå ôóíêöèè
èç L ⊂ K−∞ ñóïåðàääèòèâíû (ñîîòâåòñòâåííî
âîãíóòû èëè ñîîòâåòñòâåííî ñóïåðëèíåéíû) è
spr(q;H,X0, L) ⊂ KX0

−∞
, òî ôóíêöèÿ (2.3.11) ñó-

ïåðàääèòèâíà (ñîîòâåòñòâåííî âîãíóòà èëè ñî-
îòâåòñòâåííî ñóïåðëèíåéíà) íà X0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà èç ïï. 1�5 è 6i ïðîñòî, õîòÿ è
íåñêîëüêî óòîìèòåëüíî, âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.2.

6ii. Ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè
(2.3.12) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

inf
{
b(tx)

∣∣ b ∈ spr(q;H,X0, L)
}

=
0<t∈R+

t inf
{
b(x)

∣∣ b ∈ spr(q;H,X0, L)
}
.

Åñëè H ∩ (−X+) ̸= ∅, òî spfH,q(0) > −∞ è ïî ïðåäëîæå-
íèþ 2.3.3 ñîãëàñíî (2.3.10) ïîëó÷àåì

inf
(
spr(q;H,X0, L)(0)

)
> −∞.

Ïðè inf
(
spr(q;H,X0, L)(0)

)
̸= +∞ èìååì

inf
(
spr(q;H,X0, L)(0)

)
∈ K,

îòêóäà â ñèëó ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè
inf

(
spr(q;H,X0, L)(0)

)
= 0 è ïî ï. 2 ïðè L ⊂ incrKX0

±∞

ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè (2.3.11) íà X0.
6iii. Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì S := spr(q;H,X0, L). Äëÿ

t1 = t2 = 1 (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ 0 < t1, t2 ∈ R+, t1 + t2 = 1
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èëè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ 0 < t1, t2 ∈ R+) èìååì

inf
{
b(t1x1 + t2x2)

∣∣ b ∈ S
}

⩾ inf
{
b(t1x1) + b(t2x2)

∣∣ b ∈ S
}

⩾ inf
{
t1b(x1) + t2b(x2)

∣∣ b ∈ S
}

⩾ t1 inf
{
b1(x1)

∣∣ b1 ∈ S
}
+ t2 inf

{
b2(x2)

∣∣ b2 ∈ S
}
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóïåðëèíåéíîñòè îñòàëîñü îòìåòèòü,
÷òî ïî ï. 6ii èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (inf S)(0) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.5 (îáîáùåíèå [27, ïðåäëîæåíèå 4.1],
[1, III.1.3.VI]). Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèé 2.3.1 è 2.3.2
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

spr(q;H,X0, L) =
{
b ∈ L

∣∣∣ spfH,q

∣∣
X0
⩽ b

∣∣
X0

}
. (2.3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.3.13)
âêëþ÷åíà â ëåâóþ. Ïóñòü

spfH,q

∣∣
X0
⩽ b

∣∣
X0
, ãäå b ∈ L. (2.3.14)

Äîïóñòèì, ÷òî h ∈ H è h ⩽ x ∈ X0. Òîãäà ïî ñîîòíîøå-
íèþ (2.3.1) èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.1 ñóïðåìàëüíîé ôóíêöèè,
â ñèëó å¼ âîçðàñòàíèÿ íà X ïî ï. 2 ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1
ïîëó÷àåì

q(h) = spfH,q(h) ⩽ spfH,q(x)
(2.3.14)
⩽ b(x). (2.3.15)

Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.2 îçíà÷àåò, ÷òî b � âûìåòàíèå q
îòíîñèòåëüíî ïàðû (H,X0), ò.å. q ≺X0

H b, è, òàêèì îáðà-

çîì, b
(2.3.9)
∈ spr(q;H,X0, L). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü

(2.3.13) âêëþ÷åíà â ëåâóþ.
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Îáðàòíî, ïóñòü b ∈ spr(q;H,X0, L). Òîãäà ïî îïðåäåëå-
íèÿì ñóïðåìàëüíîé ôóíêöèè (2.3.1) è ðîñòêà ôóíêöèè q

îòíîñèòåëüíî òðîéêè (H,X0, L) â îïðåäåëåíèè 2.3.2 ïðè
x ∈ X0 èìååì

spfH,q(x)
(2.3.1)
:= sup

{
q(h) : H ∋ h ⩽ x

} (2.3.9)
⩽

x∈X0

b(x),

îòêóäà ëåâàÿ ÷àñòü (2.3.13) âêëþ÷åíà â ïðàâóþ.

2.4 Ïðåäñòàâëåíèå âåðõíåé îãèáàþùåé
íà ïðîåêòèâíîì ïðåäåëå

2.4.1 Ïîðÿäêîâî-ëèíåéíàÿ âåðñèÿ

äëÿ âûïóêëîãî êîíóñà

Â ýòîì ïîäðàçäåëå K � ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à. Íàì
ïîòðåáóåòñÿ (ñð. ñ òåîðåìàìè îá îãèáàþùåé èç Ââåäåíèÿ)

Òåîðåìà Õàíà �Áàíàõà �Êàíòîðîâè÷à (îá îãèáàþ-
ùåé [10, 1.4.14(2)]). Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
è f ∈ KX. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

1. f � ñóïåðëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà X, ò.å. f ∈ splKX.

2. f (x)
(1.2.4u)
= envlinK

X

f (x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

3. Äëÿ f èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

f (x) ≡
x∈X

sup

{ n∑
k=1

tkf (xk)

∣∣∣∣ n∑
k=1

tkxk = x,

xk ∈ X, tk ∈ R+, n ∈ N
}
. (2.4.1)
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Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïóñòü (X,⩽) � óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî, X0 ⊂ X . Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ X ìèíîðèðóåò X0,
èëè ìèíîðèðóþùåå äëÿ X0, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X0 ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò h ∈ H, ÷òî h ⩽ x.

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü X = proj limXnpn � ïðèâåä¼í-
íûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼-
òîê Xn, n ∈ N,

q1 ∈ incr splKX1, q
(2.3.3)
:= q1 ◦ pr1,

X0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X, H ⊂ X � âûïóê-
ëûé êîíóñ, Hn := prnH ⊂ Xn. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

(i) êàæäàÿ ïðîåêöèÿ Hn ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûé
âåêòîð èç Xn, ò.å. Hn ∩ (−X+

n ) ̸= ∅;

(ii) äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïðîåêöèÿ Hn ìèíîðèðóåò prnX0;

(iii) supH ′ ∈ H äëÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó H ′ ⊂ H;

(iv) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(h(k))k∈N ⊂ H (2.4.2)

óáûâàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó â X, òî å¼ òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíèöà inf

k∈N
h(k) ïðèíàäëåæèò H;

(v) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2) óáûâàþùàÿ â X è

q(h(1)) ⩾ inf
k∈N

q(h(k)) ∈ K, (2.4.3)
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òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2) îãðàíè÷åíà ñíèçó â
X è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî1

q
(
inf
k∈N

h(k)
)
⩾ inf

k∈N
q(h(k)), inf

k∈N
h(k)

(iv)
∈ H. (2.4.4)

Òîãäà äëÿ L := linKX0 ñóïðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ spfH,q ñî
çíà÷åíèÿìè â K−∞ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé è ïîëîæè-
òåëüíî îäíîðîäíîé, à òàêæå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

spfH,q(x)
(2.3.1)
:= sup

{
q(h)

∣∣ H ∋ h ⩽ x
}

= inf
{
l(x)

∣∣ l ∈ L;

q(h) ⩽ l(x′) ïðè âñåõ h ∈ H, h ⩽ x′, x′ ∈ X0

}
= inf

{
l(x)

∣∣ l ∈ L, q≺X0
H l

}
(2.3.9)
=: inf

(
spr(q;H,X0, L)(x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ X0. (2.4.5)

Åñëè óñèëèòü (i) äî H∩ (−X+) ̸= ∅, òî spfH,q ∈ spl+KX
−∞
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 2.2.1 â âè-
äå ñëåäñòâèÿ 2.2.1 èç íå¼. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

f := spfH,q, fn = sup-prn f,

L := linKX0, Ln := linKprnX0.

Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2.5 âûïîëíåíî (2.2.3) è ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 2.3.2 â îáîçíà÷åíèÿõ (2.3.3) èìååì ðàâåíñòâà

fn = sup-prn spfH,q

(2.3.4)
= spfHn,qn äëÿ ëþáîãî Xn, (2.4.6)

ãäå ïî , ï. 3iv ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1 ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ (i)

spfHn,qn ∈ spl+KXn
−∞

(2.4.6)
=⇒ fn ∈ spl+KXn

−∞
. (2.4.7)

1Èç íåðàâåíñòâà â (2.4.4) ñëåäóåò ðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó ïðîòèâîïî-
ëîæíîå íåðàâåíñòâî äëÿ q ∈ incrKX î÷åâèäíî.
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Êðîìå òîãî, ïî ï. 3iv ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1 ôóíêöèÿ spfH,q

ñóïåðàääèòèâíàÿ è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ, à
ïðè H ∩ (−X+) ̸= ∅ åù¼ è spfH,q(0) = 0, spfH,q ∈ spl+KX

−∞
.

Íàïîìíèì, ÷òî prnX0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
Xn ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2.5. Ðàññìîòðèì ñóæåíèÿ

fn
∣∣
prnX0

= spfHn,qn

∣∣
prnX0

.

Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü � ñóïåðëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà
prnX0 ñî çíà÷åíèÿìè òîëüêî â K ïî ðàâåíñòâó (2.3.1)
îïðåäåëåíèÿ 2.3.1 ñóïðåìàëüíîé ôóíêöèè spfHn,qn

∣∣
prnX0

è ïî óñëîâèþ (ii) î ìèíîðèðîâàíèè. Òàêèì îáðàçîì,
fn

∣∣
prnX0

∈ spl+KprnX0. Òîãäà ïî òåîðåìå Õàíà �Áàíàõà �
Êàíòîðîâè÷à îá îãèáàþùåé, ïðèìåí¼ííîé â ÷àñòè èìïëè-
êàöèè 1⇒2 â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå prnX0, èìååì

fn
∣∣
prnX0

(1.2.4u)
= envlinK

prn X0

fn|prn X0
íà prnX0.

Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2.6)
òåîðåìû 2.2.1.

Ôóíêöèÿ f = spfH,q � âîçðàñòàþùàÿ íàX ïî ï. 2 ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.3.1. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (ii) òåîðå-
ìû 2.2.1. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ ëþáîé óáûâàþ-
ùåé è ñòàáèëèçèðóþùåéñÿ ê x ∈ X0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(x(k)) èç X áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.2.8). Ïî îïðå-
äåëåíèþ 2.2.2

inf
k∈N

x(k) = x ∈ X0, x
(k+1) ⩽ x(k), x(k) = sup

m⩾k
x(m),

prn x
(k) = prn x

(n) ïðè âñåõ k ⩾ n ⩾ 1.
(2.4.8)
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Ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 ñóïðåìàëüíîé ôóíêöèè

f (x(k)) = spfH,q(x
(k))

(2.3.1)
= sup

{
q(h)

∣∣ h ⩽ x(k), h ∈ H
}

= sup
{
q1(pr1 h)

∣∣ h ⩽ x(k), h ∈ H
}
=: ak ∈ K−∞. (2.4.9)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)k∈N � óáûâàþùàÿ. Ïðè ðàâåí-
ñòâå inf

k∈N
ak = −∞ óñëîâèå (2.2.8) âûïîëíåíî àâòîìà-

òè÷åñêè. Ïîýòîìó äàëåå óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ak)k∈N îãðàíè÷åíà â K è

a0
(2.4.8)
:= inf

k∈N
ak

(2.4.9)
= inf f (x(k)) ∈ K,

a0 ⩽ ak ⩽ a1 äëÿ âñåõ k ∈ N.
(2.4.10)

Ïî óñëîâèþ (iii) ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ â X ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

h(k) := sup
{
h ∈ H

∣∣ h ⩽ x(k)
}
∈ H,

k ∈ N, h(k) ⩽ x(k),
(2.4.11)

äëÿ êîòîðîé â ñèëó âîçðàñòàíèÿ q1 è q = q1 ◦ pr1 èìååì
ðàâåíñòâà

ak
(2.4.9)
= q(h(k)) = q1(pr1 h

(k)), k ∈ N. (2.4.12)

Ïóñòü ñíà÷àëà âûïîëíåíî (2.4.3), ò.å. inf
k∈N

q(h(k)) ∈ K. Òî-
ãäà ïî óñëîâèþ (v) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2) îãðàíè÷åíà
ñíèçó â X è ïî óñëîâèþ (iv) ñóùåñòâóåò

h = inf
k∈N

h(k) ∈ H, (2.4.13)

à èç (2.4.11) è ñòàáèëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x(k)) ê
âåêòîðó x ∈ X0 èìååì

h ⩽ x. (2.4.14)
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Èç óñëîâèÿ (v) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû è èç (2.4.11) ïî
ïîñòðîåíèþ (2.4.13) âåêòîðà h ∈ H âûòåêàåò

q(h) = q
(
inf
k∈N

h(k)
) (v)
⩾ inf

k∈N
q(h(k))

(2.4.12)
= inf

k∈N
ak

(2.4.10)
= a0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (2.4.9) è (2.4.14), äëÿ íåêîòîðîãî

h ∈ H, h
(2.4.14)
⩽ x, âûïîëíåíî

q(h) ⩾ inf
k∈N

spfH,q(x
(k)).

Ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 ñóïðåìàëüíîãî ôóíêöèîíàëà spfH,q

è ââèäó (2.4.9) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

inf f (x(k)) = inf
k
spfH,q(x

(k))

⩽ spfH,q

(
inf
k∈N

x(k)
)
= f

(
inf
k∈N

x(k)
)
. (2.4.15)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (h(k))k∈N âûïîëíåíî (2.2.8).

Åñëè æå (2.4.3) íå âûïîëíåíî, ò.å.

q(h(1)) ⩾ inf
k∈N

q(h(k)) = −∞

è ïî óñëîâèþ (iv) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2) íå îãðàíè-
÷åíà ñíèçó, òî ñîãëàñíî (2.4.12) èìååì inf

k∈N
ak = −∞. Êàê

óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè inf
k∈N

ak = −∞ óñëîâèå (2.2.8),

èëè (2.4.15), âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
Ïî òåîðåìå 2.2.1 â âèäå ñëåäñòâèÿ 2.2.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî

ñóïåðëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f = spfH,q ∈ splKX
−∞

äîïóñêàåò
îïèñàíèå ÷åðåç âåðõíþþ îãèáàþùóþ íà X0:

spfH,q(x) ≡
x∈X0

inf
{
l(x)

∣∣∣ l ∈ L, spfH,q ⩽ l íà X0

}
.
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Ïî ðàâåíñòâó (2.3.13) ïðåäëîæåíèÿ 2.3.5 ïðàâàÿ ÷àñòü
çäåñü ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (2.4.5).

Ñëåäñòâèå 2.4.1 (ðàçâèòèå [27, òåîðåìà 5.1]). Ïóñòü äëÿ
ñëó÷àÿ K := R âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.1 çà
èñêëþ÷åíèåì óñëîâèé (iii) è (iv), êîòîðûå çàìåíÿåì íà
îäíî óñëîâèå

(iii�iv) äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé â X ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(2.4.2) ñóùåñòâóåò âåðõíèé ïðåäåë (ñì. ôîðìóëó
(2.2.5) îïðåäåëåíèÿ 2.2.2)

lim sup
k→∞

h(k) (2.2.5):= inf
n∈N

sup
k⩾n

h(k) ∈ H. (2.4.16)

Òîãäà ôóíêöèÿ spfH,q òàêàÿ æå, êàê â òåîðåìå 2.4.1 è âû-
ïîëíåíî çàêëþ÷åíèå (2.4.5), ãäå L := linRX0 ìîæíî çàìå-
íèòü íà lin+RX0, åñëè â H åñòü îòðèöàòåëüíûé âåêòîð,
ò.å. H ∩ (−X+) ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò èñïîëüçîâàíà

Ëåììà 2.4.1. Äëÿ êàêèõ áû òî íè áûëî óñëîâèé íà ïîä-
ìíîæåñòâî H ⊂ X óñëîâèå (iii�iv) ýêâèâàëåíòíî ñî÷å-
òàíèþ óñëîâèé (iv) òåîðåìû 2.4.1 è óñëîâèÿ

(iii′) äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ñâåðõó â X ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (2.4.2) èìååì sup

k∈N
h(k) ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4.1. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (iv)
òåîðåìû 2.4.1 è (iii′) äëÿ âûïîëíåíèÿ (iii�iv) î÷åâèäíà ïî
îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà â (2.4.16), èëè â (2.2.5).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (iii�iv). Åñëè âû-
áðàòü h, h′ ∈ H, òî äëÿ ñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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b := (h, h′, h, h′, . . . ) ÷åðåäóþùèõñÿ ïàð h, h′ ïî óñëîâèþ
(iii�iv) èìååì

sup{h, h′} = sup b
(2.2.5)
= lim sup b

(2.4.16)
∈ H.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ëþáîãî êîíå÷-
íîãî ïîäìíîæåñòâà èç H ïðèíàäëåæèò H. Îòñþäà, åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2) îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî íîâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(

sup
k⩽n

h(k)
)
n∈N ⊂ H

îãðàíè÷åíà è ïî óñëîâèþ (iii�iv)

sup
k∈N

h(k) = sup
n∈N

{
sup
k⩽n

h(k)
}

(2.2.5)
= lim sup

n→∞

(
sup
k⩽n

h(k)
) (2.4.16)

∈ H.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (iii′). Êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé îãðàíè÷åííîé ñíèçó, à çíà÷èò è
îãðàíè÷åííîé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.4.2) å¼ âåðõíèé ïðå-
äåë, åñëè îí ñóùåñòâóåò, ðàâåí òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ (iii�
iv) ñëåäóåò óñëîâèå (iv) òåîðåìû 2.4.1.

Óñëîâèå (iii′) ñëàáåå óñëîâèÿ (iii) òåîðåìû 2.4.1, ïîýòî-
ìó íàì ïðèä¼òñÿ èçìåíèòü ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
2.4.1. Äàëåå ïðèâåä¼ì ëèøü òå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà, êî-
òîðûå äëÿ K = R îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.1. Èçìåíåíèÿ íà÷èíàåì ñðàçó
ïîñëå (2.4.10).

Ïóñòü 0 < ε ∈ R+. Ââèäó (2.4.10) è (2.4.9) íàéä¼òñÿ
íåêîòîðûé âåêòîð h

(k)
ε ∈ H, äëÿ êîòîðîãî

q(h(k)
ε ) ⩾ ak − ε, h(k)

ε ⩽ x(k) ⩽ x(1), k ∈ N. (2.4.17)
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (h
(k)
ε )k∈N îãðàíè÷åíà ñâåðõó,

ïî óñëîâèþ (iii′) ñóùåñòâóþò âåêòîðû

h(k) :=
k∈N

sup
n⩾k

h(n)
ε ∈ H,

h(k)
ε ⩽

k∈N
h(k)

(2.4.17)
⩽
k∈N

x(k) ⩽
k∈N

x(1),
(2.4.18)

êîòîðûå îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2).
Ïðè ýòîì ïî (2.4.17) ââèäó ñòàáèëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (x(k))k∈N ⊂ X èç (2.4.8) ê x = (xn)n∈N ∈ X0,
xn := prn x ∈ Xn, èìååì

prn h
(k) ⩽n prn x

(k) = xn ïðè k ⩾ n ∈ N,

q(h(k)) ⩾ q(h(k)
ε )

(2.4.17)
⩾ ak − ε.

(2.4.19)

Ïóñòü ñíà÷àëà âûïîëíåíî (2.4.3), ò.å. inf
k∈N

q(h(k)) ∈ R.
Òîãäà ïî óñëîâèþ (v) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.4.2) îãðà-
íè÷åíà ñíèçó â X è ïî óñëîâèþ (iv) èìååì (2.4.13), à
èç (2.4.18) è ñòàáèëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x(k)) ê
x ∈ X0 ñëåäóåò (2.4.14), ò.å. h ⩽ x. Èç óñëîâèÿ (v) äî-
êàçûâàåìîé òåîðåìû è èç (2.4.17) ïî ïîñòðîåíèþ (2.4.13)
âåêòîðà h ∈ H âûòåêàåò

q(h)
(2.4.13)
= q

(
inf
k∈N

h(k)
) (v)
⩾ inf

k∈N
q(h(k))

(2.4.18)
⩾ inf

k∈N
q(h(k)

ε )
(2.4.17)
⩾ inf

k∈N
ak − ε

(2.4.10)
= a0 − ε.

Îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ R+ \ 0 ïðè íåêîòîðîì,

çàâèñÿùåì îò ε, h ∈ H, h
(2.4.14)
⩽ x, âûïîëíåíî

q(h) ⩾ inf
k∈N

spfH,q(x
(k))− ε.
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Ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 ñóïðåìàëüíîãî ôóíêöèîíàëà spfH,q

ñîãëàñíî (2.4.9) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

inf f (x(k)) = inf
k
spfH,q(x

(k))

⩽ spfH,q

(
inf
k∈N

x(k)
)
+ ε = f

(
inf
k∈N

x(k)
)
+ ε. (2.4.20)

Ïîñëåäíåå, ââèäó ïðîèçâîëà â âûáîðå ε ∈ R+
∗ , äà¼ò

(2.4.15). Òåïåðü ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè ïî-
ñëå (2.4.15) äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.1. Îñòà-
ëîñü çàìåíèòü linKX0 íà lin+RX0 â (2.4.5).

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ òåîðå-
ìû 2.4.1 äî ï. (i) âêëþ÷èòåëüíî âûïîëíåíû åù¼ è óñëîâèÿ

K := R, l ∈ linRX0, q ≺X0
H l, H ∩ (−X+) ̸= ∅.

Òîãäà l ∈ lin+RX0, ò.å. ôóíêöèÿ l ïîëîæèòåëüíà íà X0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4.2. Ïîñêîëüêó â H ñóùåñòâó-
åò îòðèöàòåëüíûé âåêòîð, èç ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé îä-
íîðîäíîñòè spfH,q ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3.1, ï. 3ii, èìååì
spfH,q(0) = 0. Èç ðàâåíñòâà (2.3.13) ïðåäëîæåíèÿ 2.3.5
è îïðåäåëåíèÿ 2.3.2 ðîñòêà â (2.3.9) ïîëó÷àåì òàêæå
spfH,q ⩽ l íàX0. Êðîìå òîãî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3.1, ï. 3iv,
ââèäó óñëîâèÿ H ∩ (−X+) ̸= ∅ èìååì spfH,q ∈ spl+RX

−∞
.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ X+
0 . Òîãäà

0 = spfH,q(0) ⩽ spfH,q(x) ⩽ l(x),

÷òî äîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü l íà X0.

Ïðèìåíåíèå ëåììû 2.4.2 ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ïðîñòðàí-
ñòâî L := linRX0 íà ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ lin+RX0 è çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.4.1.
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2.4.2 Âåêòîðíî-àôôèííàÿ âåðñèÿ

äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü X è X0 ⊂ X òå æå, ÷òî è â
òåîðåìå 2.4.1, íî

q1 ∈ incr concRX1, q
(2.3.3)
:= q1 ◦ pr1, H ⊂ X

� âûïóêëîå ìíîæåñòâî, Hn = prnH ⊂ Xn, K := R.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (ii) è (v) èç òåîðåìû 2.4.1 è
óñëîâèå (iii�iv) èç ñëåäñòâèÿ 2.4.1. Òîãäà äëÿ L := aff RX0

âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ spfH,q ∈ concRX
−∞
äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-

ëåíèå (2.4.5).
Åñëè 0 ∈ H è q1(0) ⩾ 0, òî spfH,q ∈ conc+RX

−∞
, à L =

aff RX0 â (2.4.5) ìîæíî çàìåíèòü íà

L := aff+RX0
(2.1.13)
= lin+RX0 + R+ · 1. (2.4.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 2.2.1 â âè-
äå ñëåäñòâèÿ 2.2.2 èç íå¼. Ïîëîæèì

f := spfH,q, fn = sup-prn f,

L := affKX0, Ln := affKprnX0.

Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2.7 âûïîëíåíî (2.2.3) è ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 2.3.2 â îáîçíà÷åíèÿõ (2.3.3) èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî (2.4.6), ãäå ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3.1, ï. 3iii, èìååì

spfHn,qn ∈ concKXn
−∞

=⇒ fn
(2.4.6)
∈ concKXn

−∞
,

a òàêæå f = spfH,q ∈ concRX
−∞

ââèäó K := R. Íàïîìíèì,
÷òî prnX0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Xn ïî ïðåäëî-
æåíèþ 2.2.5. Ðàññìîòðèì ñóæåíèÿ

fn
∣∣
prnX0

= spfHn,qn

∣∣
prnX0

.
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Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà prnX0 ñî
çíà÷åíèÿìè èñêëþ÷èòåëüíî â R ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1, ðà-
âåíñòâî (2.3.1), ñóïðåìàëüíîé ôóíêöèè spfHn,qn

∣∣
prnX0

è
ïî óñëîâèþ (ii) èç òåîðåìû 2.4.1 î ìèíîðèðîâàíèè. Òà-
êèì îáðàçîì, fn

∣∣
prnX0

∈ concKprnX0. Òîãäà ïî òåîðåìå
Õàíà �Áàíàõà îá îãèáàþùåé èç Ââåäåíèÿ, ïðèìåí¼ííîé
â ÷àñòè èìïëèêàöèè II1⇒II2 â ¾âîãíóòîé ôîðìå¿ â âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå prnX0, èìååì

fn
∣∣
prnX0

(1.2.4u)
= envaff Kprn X0

fn|prn X0

íà prnX0, îòêóäà âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2.6) òåîðåìû 2.2.1.
Ôóíêöèÿ f = spfH,q � âîçðàñòàþùàÿ íàX ïî ï. 2 ïðåä-

ëîæåíèÿ 2.3.1. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (ii) òåîðå-
ìû 2.2.1. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ ëþáîé óáûâàþ-
ùåé è ñòàáèëèçèðóþùåéñÿ ê x ∈ X0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(x(k)) èç X áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.2.8). Ïî îïðå-
äåëåíèþ 2.2.2 èìååì (2.4.8). Ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 ñóïðå-
ìàëüíîé ôóíêöèè òàêæå âûïîëíåíî (2.4.9).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)k∈N � óáûâàþùàÿ. Ïðè óñëî-
âèè inf

k∈N
ak = −∞ óñëîâèå (2.2.8) âûïîëíåíî àâòîìà-

òè÷åñêè. Ïîýòîìó äàëåå óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ak)k∈N îãðàíè÷åíà â R è âûïîëíåíî (2.4.10) ñ K := R.
Èç óñëîâèÿ (iii-iv) ñëåäñòâèÿ 2.4.1 ïî ëåììå 2.4.1 ñëåäóþò
óñëîâèÿ (iv) òåîðåìû 2.4.1 è (iii′) ëåììû 2.4.1.

Ïóñòü 0 < ε ∈ R+. Ââèäó (2.4.10) è (2.4.9) íàéä¼ò-
ñÿ íåêîòîðûé âåêòîð h

(k)
ε ∈ H, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

(2.4.17). Äàëåå äîñëîâíî ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ è âû-
êëàäêè èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2.4.1 îò (2.4.17) äî
(2.4.20) âêëþ÷èòåëüíî. Ïîñëåäíåå ââèäó ïðîèçâîëà â âû-
áîðå ε ∈ R+ \ 0 äà¼ò (2.4.15). Òåïåðü îñòà¼òñÿ ëèøü ïî-
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âòîðèòü ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè ïîñëå (2.4.15) äî êîí-
öà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.1, íî ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé
f = spfH,q ∈ concRX

−∞
, ÷òî äà¼ò (2.4.5) äëÿ L := aff RX0.

Ïðè 0 ∈ H è q1(0) ⩾ 0, ò.å. q(0) ⩾ 0, ïî ïðåäëîæå-
íèþ 2.3.1, ï. 3i, spfH,q � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3.5 èç ðàâåíñòâà (2.3.13) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ l ∈ spr(q;H,X0, aff RX0) èìååì l ⩾ spfH,q íà X0, îò-
êóäà l ∈ (RX0)+. Òàêèì îáðàçîì, aff RX0 ìîæíî çàìåíèòü
íà aff+RX0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (2.4.21) ñîñòàâëÿåò ñî-
äåðæàíèå ïóíêòîâ (ii) è (iii) ïðåäëîæåíèÿ 2.1.4.

2.4.3 Òîïîëîãè÷åñêèå âåðñèè äëÿ âûïóêëîãî

êîíóñà èëè ìíîæåñòâà

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ âàðèàíòîâ òåîðåì î äâîéñòâåííîì
ïðåäñòàâëåíèè ñóïðåìàëüíûõ ôóíêöèé ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿ-
òèå ðåø¼òêè Ôðåøå [43].

Ïóñòü X � âåêòîðíàÿ ðåø¼òêà. Äëÿ x ∈ X , êàê îáû÷-
íî, ïîëàãàåì |x| = sup{−x, x} � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà
âåêòîðà x. Åñëè ê òîìó æå X � ïîëíîå ìåòðèçóåìîå ëî-
êàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïðîñòðàíñòâî Ôðå-
øå, è îáëàäàåò òàêèì áàçèñîì îêðåñòíîñòåé íóëÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ V èç ýòîãî áàçèñà ïðè ëþáîì
x ∈ V íåðàâåíñòâî |x′| ⩽ |x| âëå÷¼ò çà ñîáîé x′ ∈ V , òî
X íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé Ôðåøå. Ðåø¼òêà Ôðåøå � óïî-
ðÿäî÷åííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. êîíóñ
ïîëîæèòåëüíûõ âåêòîðîâ â í¼ì çàìêíóò [43, ãë. V, 7.2].

Êðîìå òîãî, åñëè p � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ðåø¼òêè
Ôðåøå â ðåø¼òêó Ôðåøå, òî p íåïðåðûâíî [43, ãë.V, 6.4,
6.1]. Â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíû ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå
ôóíêöèîíàëû íà ðåø¼òêå Ôðåøå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
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X = proj limnXnpn � ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåê-
òèâíûé ïðåäåë ðåø¼òîê Ôðåøå êàê óïîðÿäî÷åííûõ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî îòîáðàæåíèÿ pn íåïðåðûâíû è
ïîðîæäàþò íà X òîïîëîãèþ ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà [43,
ãë. II], [20]. Òîïîëîãèÿ íà X îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíäóöè-
ðîâàííàÿ ñ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∏
nXn. Åñëè

ïðîåêöèè prn ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåë¼ííûå íà X , òî
prn � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è â êà÷åñòâå
áàçèñà îêðåñòíîñòåé íóëÿ â X ìîæíî âçÿòü ïðîîáðàçû
pr−1

n (Vn) âñåâîçìîæíûõ îêðåñòíîñòåé íóëÿ Vn ïðîñòðàíñòâ
Xn. Ïðîñòðàíñòâî X êàê òîïîëîãè÷åñêèé ïðîåêòèâíûé
ïðåäåë ëîêàëüíî âûïóêëûõ õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ
áóäåò ëîêàëüíî âûïóêëûì è õàóñäîðôîâûì.

Êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â X çàìêíóò â X .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Kn � êîíóñû ïîëîæèòåëüíûõ âåê-
òîðîâ â ðåø¼òêàõ Ôðåøå Xn , òî îíè çàìêíóòû â Xn. Êî-
íóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ K â X � ýòî ïåðåñå÷åíèå⋂
n
pr−1

n (Kn) çàìêíóòûõ â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-

íèé prn ìíîæåñòâ pr−1
n (Kn), ò.å. êîíóñ K çàìêíóò â X .

Ñëåäîâàòåëüíî, X � óïîðÿäî÷åííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå
ïðîñòðàíñòâî. Âñþäó äàëåå â ïîäðàçäåëå 2.4.3 ïðîåêòèâ-
íûé ïðåäåë ðåø¼òîê Ôðåøå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîâðåìåí-
íî è êàê óïîðÿäî÷åííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî
ñ òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà, îïèñàííîé âûøå.

Ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî â ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïîäìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî
çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âåêòîðîâ èç S ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè-
íàäëåæèò S. Ïîäìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî
ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòî-
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ðîâ èç S ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 2.4.3 (âàðèàöèÿ [27, òåîðåìà 6.1]). Ïóñòü X =

proj limnXnpn � ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé
ïðåäåë ðåø¼òîê Ôðåøå Xn, n ∈ N, è X0 � âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â X, q1 ∈ lin+RX1 è q
(2.3.3)
:= q1 ◦ pr1,

âûïóêëûé êîíóñ H ⊂ X ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóò â X è
H ∩ (−X+) ̸= ∅. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ N
âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

(i) Hn = prnH ìèíîðèðóåò prnX0,

(ii) sup-ïðîåêöèÿ fn
(2.2.2)
:= sup-prn spfH,q ïîëóíåïðåðûâíà

ñâåðõó íà ïðîåêöèè prnX0 ⊂ Xn,

à òàêæå âûïîëíåíî åù¼ è óñëîâèå

(iii) äëÿ êàæäîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî îãðàíè÷åí-
íîãî ñâåðõó ïîäìíîæåñòâà B â H ïðè óñëîâèè
inf q(B) > −∞ íàéä¼òñÿ nq ∈ N, äëÿ êîòîðî-
ãî ïðè êàæäîì n ⩾ nq ïðîåêöèÿ prnB ⊂ Xn

ñåêâåíöèàëüíî ïðåäêîìïàêòíà â Xn.

Òîãäà äëÿ êîíóñà L := lin+RX0 è ñóïðåìàëüíîé ôóíêöèè
spfH,q ∈ spl+RX

−∞
ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 2.4.1

âìåñòå c ïðåäñòàâëåíèåì (2.4.5) íà X0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ L := linRX0 è Ln :=

linRprnX0 òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.4.1,
óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûïîëíåíî (2.2.3), ñóïðåìàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ f := spfH,q ∈ spl+RX

−∞
âîçðàñòàþùàÿ è äëÿ fn èç

(2.4.6), èëè èç óñëîâèÿ (ii), èìååì fn ∈ spl+RXn
−∞
. Åñëè

âûïîëíåíî óñëîâèå ìèíîðèðîâàíèÿ (i), òî fn ∈ spl+RXn

è ïî òåîðåìå Õàíà �Áàíàõà îá îãèáàþùåé èç Ââåäåíèÿ,
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ïðèìåí¼ííîé â ÷àñòè èìïëèêàöèè I1⇒I2, ïîëó÷àåì óñëî-
âèå (2.2.6) òåîðåìû 2.2.1 íà âåêòîðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå
prnX0 ïðè n ∈ N. Â ñëó÷àå æå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (ii)
ïî òåîðåìå Õ¼ðìàíäåðà îá îãèáàþùåé èç Ââåäåíèÿ, ïðè-
ìåí¼ííîé â ÷àñòè èìïëèêàöèè I1⇒I2, ïî-ïðåæíåìó ïîëó-
÷àåì óñëîâèå (2.2.6) òåîðåìû 2.2.1 ïðè n ∈ N. Îñòà¼òñÿ
ïðîâåðèòü óñëîâèå (ii) òåîðåìû 2.2.1 äëÿ óáûâàþùåé ñòà-
áèëèçèðóþùåéñÿ ê x = (xn)n∈N ∈ X0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(2.4.8). Ïðè ýòîì ïî çàìå÷àíèþ 2.1.1 ìîæåì â óñëîâèè
(iii) ïîëîæèòü nq = 1. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak),
îïðåäåë¼ííîé â (2.4.9), inf

k∈N
ak = −∞, òî óñëîâèå (2.2.8)

âûïîëíåíî î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïóñòü

inf
k∈N

ak
(2.4.10)
=: a0 > −∞. (2.4.22)

Òîãäà ñîãëàñíî (2.4.9) íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (h(k))k∈N ⊂ H, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî (2.4.17). Ïðè
ýòîì ââèäó (2.4.22) äëÿ îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà
B = {h(k) : k ∈ N} âûïîëíåíî óñëîâèå (iii), çíà÷èò âñå
ïðîåêöèè prnB ñåêâåíöèàëüíî ïðåäêîìïàêòíû â Xn. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ìíîæåñòâå B ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (h(1,n)) , ñõîäÿùóþñÿ â X1; èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (h(1,n)) ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (h(2,n)),
ñõîäÿùóþñÿ âX2 è ò.ä. Äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ äà¼ò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (h(n,n)), ñõîäÿùóþñÿ â êàæäîì Xn, n ∈ N.
Èç ýòîãî ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè ïðîåêòèâíîãî ïðåäå-
ëà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (h(n,n)) â X .
Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ (h(n,n)) ⊂ H, òî â ñèëó ñåêâåíöè-
àëüíîé çàìêíóòîñòè H â X ïðåäåë h ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(h(n,n)) ëåæèò â H. Èç âêëþ÷åíèÿ

(h(n,n)) ⊂ (h(k)) (2.4.23)
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è íåðàâåíñòâ h(k) ⩽ x(k) èç (2.4.17) ââèäó ñòàáèëèçàöèè
(x(k)) ê x = (xn) èìååì

prk h(n,n) ⩽k prkx
(k) = xk ïðè âñåõ k ∈ N.

Îòñþäà ââèäó çàìêíóòîñòè êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ âåêòî-
ðîâ â êàæäîìXk è íåïðåðûâíîñòè ïðîåêöèé prk ïîëó÷àåì
prk h ⩽k prk x ïðè âñåõ k ∈ N, ÷òî îçíà÷àåò h ⩽ x â X .

Ïóñòü qk �ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â (2.3.3) íà ðåø¼òêå
Ôðåøå Xk. Òàê êàê qk � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ôóíê-
öèîíàë íà ðåø¼òêå Ôðåøå, òî qk � íåïðåðûâíûé ôóíê-
öèîíàë. Îòñþäà

q(h) = qk
(
prkh

)
= qk

(
prk lim

n
h(n,n)

)
= lim

n
qk
(
prkh

(n,n)
)
= lim

n
q
(
h(n,n)

)
è â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (2.4.23) è âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî íåðà-
âåíñòâà èç (2.4.17) èìååì q(h) ⩾ a0−ε, à òàêæå, êàê ïîêà-
çàíî âûøå, h ∈ H, h ⩽ x. Ñëåäîâàòåëüíî, spfH,q(x) ⩾ a0.
Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû a0 èç (2.4.22) è (2.4.9),
à òàêæå (2.4.8), âèäèì, ÷òî âûïîëíåíî (2.4.15). Ïî òåîðå-
ìå 2.2.1 è ïðåäëîæåíèþ 2.3.5 ôóíêöèÿ spfH,q äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå âèäà (2.4.5) ñ L := linRX0. Âîçìîæíîñòü
çàìåíû çäåñü ïðîñòðàíñòâà L := linRX0 íà ïîëîæèòåëü-
íûé êîíóñ L := lin+RX0 ñëåäóåò èç ëåììû 2.4.2.

Òåîðåìà 2.4.4 (âàðèàöèÿ [27, òåîðåìà 6.1]). Ïóñòü X =

proj limnXnpn � ïðèâåä¼ííûé ïðàâèëüíûé ïðîåêòèâíûé
ïðåäåë ðåø¼òîê Ôðåøå Xn, n ∈ N, è X0 � âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â X, q1 ∈ aff+RX1 è q
(2.3.3)
:= q1 ◦ pr1, âû-

ïóêëîå ïîäìíîæåñòâî H ⊂ X ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî
â X. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè êàæäîì n ∈ N âûïîëíåíî îä-
íî èç äâóõ óñëîâèé (i) èëè (ii) òåîðåìû 2.4.3, à òàêæå
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âûïîëíåíî åù¼ è óñëîâèå (iii) òåîðåìû 2.4.3. Òîãäà äëÿ
L := aff RX0 âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ spfH,q ∈ concRX

−∞
äîïóñêà-

åò ïðåäñòàâëåíèå (2.4.5). Åñëè äîïîëíèòåëüíî 0 ∈ H è
q1(0) ⩾ 0, òî spfH,q ∈ conc+RX

−∞
, à L = aff RX0 â (2.4.5)

ìîæíî çàìåíèòü íà L := aff+RX0 èç (2.4.21).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.4 îïóñêàåì, ïîñêîëüêó îíî
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñèìáèîç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 2.4.2
è 2.4.3. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óñëî-
âèÿ (2.2.6) òåîðåìû 2.2.1 íà âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ
prnX0 ïðè n ∈ N â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (ii) íóæíî
èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Õ¼ðìàíäåðà îá îãèáàþùåé èç Ââå-
äåíèÿ â ÷àñòè èìïëèêàöèè II1⇒II2.

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ êî âñåì ÷å-
òûð¼ì òåîðåìàì 2.4.1�2.4.4. Çàêëþ÷åíèå ýòèõ òåîðåì î
âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4.5) äëÿ âåêòîðîâ x èç âåê-
òîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà X0 c ïîìîùüþ óòâåðæäåíèé òè-
ïà òåîðåì î ìèíèìàêñå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âåêòîðû
x ∈ X , ïðåäñòàâèìûå â âèäå òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíèö âîç-
ðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ èç X0 [8], [32,
2.5]. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïåðåõîäà ïîêà äîâîëüíî îáú¼ì-
íî. Ïîëíîå èçëîæåíèå âîçìîæíîñòè òàêîãî ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4.5) íà òî÷íûå âåðõíèå ãðàíèöû âîç-
ðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç X0 íàìå÷àåòñÿ îáîñ-
íîâàòü â èíîì ìåñòå.
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Ãëàâà 3

Ïðèìåíåíèÿ
â òåîðèè ôóíêöèé

3.1 Ãäå âîçíèêàþò îãèáàþùèå?

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñõåìàõ ïðèìåíåíèÿ äâîéñòâåííûõ
îïèñàíèé âåðõíèõ îãèáàþùèõ èç ãëàâû 1.1 â êîìïëåêñ-
íîì àíàëèçå. Â îñíîâíîì ñëåäóåì èçëîæåíèþ òàêèõ ñõåì
â [27]� [33], [57] è â íàèáîëåå áëèçêîé ôîðìå â [35].

Âñþäó âî ýòîì ðàçäåëå D � îáëàñòü (îòêðûòîå ñâÿç-
íîå ïîäìíîæåñòâî) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C èëè n-
ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn ñî ñòàíäàðòíîé åâ-
êëèäîâîé òîïîëîãèåé, n ∈ N. ×åðåç Hol(D), Mer(D),
har(D), plhar(D), sbh(D) è plsbh(D) îáîçíà÷àåì êëàññû
ñîîòâåòñòâåííî ãîëîìîðôíûõ, ìåðîìîðôíûõ, ãàðìîíè÷å-
ñêèõ, ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ, ñóáãàðìîíè÷åñêèõ è ïëþðè-
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà D. Ïîñëåäíèå äâà êëàññà
ïî îïðåäåëåíèþ ñîäåðæàò ôóíêöèþ −∞, òîæäåñòâåííî
ðàâíóþ −∞. Ïðè ýòîì sbh(D) = plsbh(D) è har(D) =

plhar(D) â ðàçìåðíîñòè n = 1.

Äëÿ S ⊂ Cn ðàçëè÷àåì CR(S) è CC(S) � êëàññû íåïðå-
ðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ è ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñ-

75



íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Âñþäó âî ââåäåíèè Z � ãëàâíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíî-

æåñòâî â D, ò.å. íóëåâîå ìíîæåñòâî íåêîòîðîé íåíóëåâîé
ôóíêöèè gZ ∈ Hol(D), çàäàííîå âìåñòå ñ ôóíêöèåé êðàò-
íîñòè íóëåé, èëè ñ äèâèçîðîì íóëåé, ôóíêöèè gZ. Ïðè
ýòîì è äèâèçîð íóëåé îáîçíà÷àåì òîé æå áóêâîé Z.

Â ñëó÷àå n = 1 ÷àñòî óäîáíî ìûñëèòü Z êàê ðàñïðåäå-
ëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîâòîðÿþùèõñÿ òî÷åê {zk}k∈N, äëÿ
êîòîðîé ïîðÿäîê íóìåðàöèè íå âàæåí, à èìååò çíà÷åíèå
òîëüêî ÷èñëî ïîâòîðåíèé òî÷êè â íåé. Åñëè Z � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âñåõ íóëåé (êîðíåé) ôóíêöèè f ∈ Hol(D), òî
êàæäàÿ òî÷êà z ∈ D ïîâòîðÿåòñÿ Z â ñòîëüêî ðàç, êàêîâà
êðàòíîñòü íóëÿ (êîðíÿ) ôóíêöèè f â òî÷êå z. Ïðè ýòîì ïî-
ëàãàåì Zerof := Z. Îòíîøåíèÿ è îïåðàöèè äëÿ ìíîæåñòâ
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) íóëåé ïîíèìàþòñÿ êàê â [27]�[33].

Ðàçëè÷íûå çàäà÷è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ñâîäÿòñÿ â
ñóùåñòâåííîé ñâîåé ÷àñòè ê ïîñòðîåíèþ èëè äîêàçàòåëü-
ñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ (òî÷íîé) îãèáàþùåé � âåðõíåé èëè
íèæíåé � èç îïðåäåëåííîãî êëàññà ôóíêöèé íà D èëè
íà ïîäìíîæåñòâå S ⊂ D. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ â
ïîäõîäÿùåé òðàêòîâêå.

3.1.1 Íåòðèâèàëüíîñòü âåñîâîãî êëàññà

Ïî ýòîìó ïîäðàçäåëó ñì. [28, � 10], [32, 1.1]. Ïðè êà-
êèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ-ìàæîðàíòó (âåñîâóþ ôóíê-
öèþ, âåñ) M : D → R±∞ íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ
f ∈ Hol(D) ñ îãðàíè÷åíèåì ln |f | ⩽ M íà D? Äðóãèìè
ñëîâàìè, âîïðîñ ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè óñëîâèé íåòðè-
âèàëüíîñòè êëàññà ôóíêöèé

Hol(D,M) :=
{
f ∈ Hol(D)

∣∣ ln |f | ⩽ M + const íà D
}
,
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ò.å. óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ Hol(D,M) ̸= {0}. Çà÷àñòóþ äî-
ñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â íåòðèâèàëüíîñòè âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé{

h ∈ plsbh(D)
∣∣ h ⩽ M íà D

}
, (3.1.1)

ò.å. äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè h ̸= −∞ èç ýòîãî
êëàññà, à çàòåì äëÿ òàêîé ôóíêöèè h ⩽ M ïîïûòàòüñÿ
ïîñòðîèòü ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f ̸≡ 0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ îöåíêå

ln |f | ⩽ ȟ ⩽ M̌,

ãäå ȟ è M̌ � íåêîòîðûå íåçíà÷èòåëüíûå óâåëè÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ôóíêöèé h è M . Ïðè ýòîì ñóùåñòâîâàíèå òà-
êîé ôóíêöèè f ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè ðåøåíèé ∂-
èëè ∂∂-çàäà÷è ñ îöåíêàìè (ñì. [28, � 9], [61, IIIA], [2, òåî-
ðåìà 1], [36, òåîðåìà 3, ñëåäñòâèÿ 1�3]) â äóõå Ë. Õ¼ðìàí-
äåðà [54, ãë. IV] èëè æå ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè h

ëîãàðèôìîì ìîäóëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Ïðàâäà, ïî-
ñëåäíèé àïïðîêñèìàöèîííûé ñïîñîá ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì
íå ñîîòâåòñòâóþùèì ïîñòàíîâêå çàäà÷è è â äàííîé òåìà-
òèêå èçëèøíèì, ïîñêîëüêó çäåñü òðåáóåòñÿ òîëüêî ìèíî-
ðèðîâàíèå ôóíêöèè h, à íå å¼ àïïðîêñèìàöèÿ.

3.1.2 Îïèñàíèå íóëåâûõ ìíîæåñòâ

Ïî ýòîìó ïîäðàçäåëó íàðÿäó ñ [35] ñì. [28, � 8], [30], [40],
[32, 1.2], [15], [16]. Ïóñòü Z� íóëåâîå ìíîæåñòâî íåêîòîðîé
ôóíêöèè gZ ∈ Hol (D). Åñëè D � îäíîñâÿçíàÿ ïðè n = 1

èëè çâ¼çäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïðè n > 1 îáëàñòü, òî
Z � íóëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ êëàññà Hol(D,M) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ h ∈ plhar(D), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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ln |gZ| + h ⩽ M . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî h ∈ plhar(D)

äëÿ îäíîñâÿçíîé ïðè n = 1 èëè çâ¼çäíîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè ïðè n > 1 îáëàñòè D â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå h = Re f äëÿ íåêîòî-
ðîé f ∈ Hol(D), èëè h = ln |ef | [60, ïðåäëîæåíèå 2.2.13].
Äðóãèìè ñëîâàìè, Z � íóëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ Hol(D,M),
åñëè è òîëüêî åñëè íåïóñò êëàññ{

h ∈ plhar(D)
∣∣ h ⩽ M − ln |gZ| íà D

}
. (3.1.2)

Íåêîòîðûå ïîäõîäû ïîäîáíîãî ðîäà âîçìîæíû è äëÿ êî-
íå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòåé D ⊂ C [30], [58], íî ïðè ýòîì ïðè-
õîäèòüñÿ çàìåíèòü ôóíêöèè h è M íà èõ âåñüìà ìàëûå
èçìåíåíèÿ ȟ è M̌ .

3.1.3 Îïèñàíèå íóëåâûõ ïîäìíîæåñòâ

Ïî ýòîìó ïîäðàçäåëó íàðÿäó ñ [35] ñì. [28, � 11]�[33], [40],
[8], [39], [59]. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà çà-
äà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f ̸= 0,
äëÿ êîòîðîé gZf ∈ Hol(D,M), ò.å. ñïðàâåäëèâî îãðàíè-
÷åíèå ln |gZf | ⩽ M , èëè ln |f | ⩽ M − ln |gZ|. Àíàëîãè÷-
íî ïðåäûäóùèì ïîäðàçäåëàì, âîïðîñ âíîâü ñâîäèòñÿ ê
íåòðèâèàëüíîñòè êëàññà{

h ∈ plsbh(D)
∣∣ h ⩽ M − ln |gZ| íà D

}
. (3.1.3)

Ýòà ïîñòàíîâêà èìååò äâîéñòâåííûå âûõîäû íà ïðî-
áëåìû àïïðîêñèìàöèè â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, ïðåæ-
äå âñåãî ýêñïîíåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè, íà ñóùåñòâîâà-
íèå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé-
ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ¾ïîãàøàþùèõ¿ èõ ðîñò, è äð. [61], [28,
� 10], [33].
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3.1.4 Ïðåäñòàâëåíèå ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ïî ýòîìó ïîäðàçäåëó íàðÿäó ñ [35] ñì. [28, � 12], [30], [32,
1.4], [57]. Ïóñòü Q = q1/q2 � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â îá-
ëàñòè D è q1, q2 ∈ Hol(D), q1, q2 ̸= 0. Çàäà÷à ñîñòîèò â
âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Q ∈ Mer(D) â âèäå
îòíîøåíèÿ äâóõ ôóíêöèé èç êëàññà Hol(D,M), âîçìîæíî
áåç îáùèõ íóëåé. Ðåøåíèå åå íàèáîëåå åñòåñòâåííî èñêàòü
â òåðìèíàõ ôóíêöèé M è UQ := max

{
ln |q1|, ln |q2|

}
èëè

UQ := ln
√
|q1|2 + |q2|2 â ñâÿçè ñ èçâåñòíûìè îïðåäåëåíè-

ÿìè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ õàðàêòåðèñòèêè Íåâàíëèííû
ôóíêöèè Q èìåííî ÷åðåç UQ. Ïðè ýòîì çàäà÷ó ìîæíî
â íåñêîëüêî îñëàáëåííîé ôîðìå ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê
ïîèñê óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ êëàññ{

h ∈ plsbh(D)
∣∣ h ⩽ M − UQ íà D

}
(3.1.4)

èëè êëàññ (ïðè òðåáîâàíèè ¾áåç îáùèõ íóëåé¿){
h ∈ plhar(D)

∣∣ h ⩽ M − UQ íà D
}

(3.1.5)

íåòðèâèàëåí.

3.1.5 Êîìïëåêñíàÿ òåîðèÿ ïîòåíöèàëà

Ïî ýòîìó ðàçäåëó ñì. [65]� [67], [60]. Îñíîâíûå îáúåê-
òû, òàêèå, êàê (ïëþðè)ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû, ôóíêöèè
Ãðèíà è èì ïîäîáíûå, (ìàêñèìàëüíûå) ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Äèðèõëå è ïð., íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ
ýòîé òåîðèè, ñòðîÿòñÿ êàê âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ ñïåöè-
àëüíûõ, ÷àùå âñåãî âûïóêëûõ è îãðàíè÷åííûõ ñâåð-
õó íåêîòîðîé ôóíêöèåé-ìàæîðàíòîé M , ñåìåéñòâ (ïëþ-
ðè)ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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3.1.6 Òåîðèÿ ðàâíîìåðíûõ àëãåáð

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ýòîé òåîðèè íàøëà òåî-
ðåìà äâîéñòâåííîñòè Ýäâàðäñà [49], [51, 1.2]. Êîíêðåò-
íåå, ïóñòü H � íåêîòîðûé âûïóêëûé êîíóñ âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ôóíêöèé íà íåêîòî-
ðîì êîìïàêòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå K ñî çíà-
÷åíèÿìè â R−∞ è H ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû. ×åðåç Ja(H)

îáîçíà÷èì êëàññ ìåð Éåíñåíà â òî÷êå a ∈ K îòíîñèòåëüíî
H, à èìåííî: ïîëîæèòåëüíûõ ìåð Ðàäîíà µ íà K, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

h(a) ⩽
∫

h dµ äëÿ âñåõ h ∈ H. (3.1.6)

Ïî îäíîé èç òåîðåì Ýäâàðäñà èç [49, 2] äëÿ ëþáîé ïîëó-
íåïðåðûâíîé ñíèçó ôóíêöèè x ∈ RK

+∞

sup
{
h(a)

∣∣ h ∈ H, h ⩽ x
}

= inf

{∫
x dµ

∣∣∣∣ µ ∈ Ja(H)

}
. (3.1.7)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî{
h
∣∣ h ∈ H, h ⩽ x

}
íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû äëÿ îäíîé
òî÷êè a ∈ K êîíå÷íà ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.1.7).

3.1.7 Ñâÿçü ñ çàäà÷àìè 1�3 èç ïîäðàçäåëà 1.2.3

Òðàêòîâêè ïðîáëåì èç 3.1.1�3.1.4, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé
íåòðèâèàëüíîñòè êëàññîâ (3.1.1)�(3.1.5), ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü â ñëåäóþùåé îáùåé ôîðìå. Ïóñòü H � âûïóê-
ëûé êîíóñ èëè, áîëåå îáù�î, âûïóêëîå ìíîæåñòâî â âåê-
òîðíîé ðåøåòêå X ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽. Äëÿ êàêèõ
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X0 ⊂ X ïðè âñåõ x ∈ X0 ìíîæåñòâî
{
h ∈ H

∣∣ h ⩽ x
}

íåïóñòîå? Åñëè q : X → R� íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íàX , òî
ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå1

−∞ < sup
{
q(h)

∣∣ h ∈ H, h ⩽ x
} (2.3.1)

= spfH,q(x). (3.1.8)

Ñîáñòâåííî, ýòî è åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 3 èç ïîä-
ðàçäåëà 1.2.3. Åñëè óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî âèäà
(3.1.7), ãäå â ðîëè q âûñòóïàåò ìåðà Äèðàêà δa(h) = h(a)

â òî÷êå a, òî ýòî ðåøàåò â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ÷àñòíûå
ñëó÷àè çàäà÷ 1 è 2. Â ÷àñòíîñòè, â òàêîì ñëó÷àå ñîîòíî-
øåíèå (3.1.8) ñ q := δa âûïîëíåíî, åñëè è òîëüêî åñëè

−∞ < inf

{∫
x dµ

∣∣∣∣ µ ∈ Ja(H)

}
,

ãäå inf â ïðàâîé ÷àñòè áåð¼òñÿ ïî äåéñòâèÿì íà x ∈ X0 âñå-
âîçìîæíûõ âûìåòàíèé ìåðû Äèðàêà â òî÷êå a, ò.å. ðîñòêà
spr(δa;H,X0, lin

+RX), îïðåäåë¼ííîãî â ïîäðàçäåëå 2.3.2,
îïðåäåëåíèå 2.3.2.

3.1.8 Íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ ê ïðåäøåñòâóþùèì

îïðåäåëåíèÿì è îáîçíà÷åíèÿì

Ìíîæåñòâà, òîïîëîãèÿ, ïîðÿäîê. Äëÿ n,m ∈ N àôôèí-
íûå ïðîñòðàíñòâà Cn è Rm ñîîòâåòñòâåííî íàä C è R íà-
äåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìîé-ìîäóëåì | · |.
Ïîëàãàåì Rm

∞
:= (Rm)∞, Cn

∞
:= (Cn)∞, C∞ := (C1)∞ � îäíî-

òî÷å÷íûå êîìïàêòèôèêàöèè Àëåêñàíäðîâà; |∞| := +∞.

1Íàïîìèíàåì, ÷òî sup ∅ := −∞ è inf ∅ := +∞ äëÿ ïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà ∅.
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Ïðè íåîáõîäèìîñòè Cn è Cn
∞
îòîæäåñòâëÿåì ñîîòâåòñòâåí-

íî ñ R2n è R2n
∞

(íàä R). Äàëåå, êîãäà âîçìîæíî, îáîçíà-
÷åíèÿ ââîäÿòñÿ è îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ òîëüêî äëÿ Rm è
Rm

∞
. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Rm

∞
÷åðåç closS, intS è ∂S

îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü è
ãðàíèöó S â Rm

∞
. (Ïîä)îáëàñòü â Rm

∞
� îòêðûòîå ñâÿçíîå

ïîäìíîæåñòâî â Rm
∞
. Äëÿ S0 ⊂ S ⊂ Rm

∞
ïèøåì S0 ⋐ S, åñ-

ëè closS0 � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â S â òîïîëîãèè,
èíäóöèðîâàííîé ñ Rm

∞
íà S. Äëÿ r ∈ R+

+∞
è x ∈ Rm ïîëà-

ãàåì B(x, r) :=
{
x′ ∈ Rm

∣∣ |x′ − x| < r
}
� îòêðûòûé øàð

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì x, B(r) := B(0, r) è B(x,+∞) = Rm;
B(∞, r) := {x ∈ Rm : |x| > 1/r} è B(∞,+∞) := Rm

∞
\ 0.

Ïðè r ⩽ 0 åñòåñòâåííî B(0, r) := ∅. Ïðè r > 0 ïîëàãàåì
B(·, r) := closB(·, r)� çàìêíóòûå øàðû, íîB(x, 0) := {x}
è ïðè r < 0 åñòåñòâåííî B(·, r) := ∅. Ïîëîæèòåëüíîñòü
âñþäó ïîíèìàåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíòåêñòîì, êàê ⩾ 0,
à > 0 � ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü. Àíàëîãè÷íî äëÿ îò-
ðèöàòåëüíîñòè. Îòêðûòûå (çàìêíóòûå ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ) øàðû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ñ öåí-
òðîì x ∈ Rm

∞
îáðàçóþò îòêðûòóþ (ñîîòâåòñòâåííî çà-

ìêíóòóþ) áàçó îêðåcòíîñòåé òî÷êè x ∈ Rm
∞
.

Ôóíêöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : X → Y äî-
ïóñêàåì, ÷òî íå äëÿ âñåõ x ∈ X îïðåäåëåíî çíà÷åíèå
f (x) ∈ Y . Ôóíêöèÿ f ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ, åñëè åå îá-
ðàç � ïîäìíîæåñòâî â R±∞.

Äëÿ îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà O ⊂ Rm ÷åðåç har(O)

îáîçíà÷àåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ãàðìîíè÷åñêèõ
(àôôèííûõ ïðè m = 1) â O ôóíêöèé; sbh(O) � âû-
ïóêëûé êîíóñ íàä R+ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ (âûïóêëûõ ïðè
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m = 1) â O ôóíêöèé. Ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâ-
íóþ −∞ íà O, îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì −∞ ∈ sbh(O);
sbh∗(O) := sbh(O) \ −∞. Äëÿ O ⊂ Cn ÷åðåç Hol(O)

îáîçíà÷àåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé íà O.

Ïðè p ∈ N∪{∞} êëàññ Cp ñîñòîèò èç ÷èñëîâûõ ôóíê-
öèé íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ ñ íåïðåðûâíûìè (÷àñò-
íûìè) ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà p âêëþ÷èòåëüíî.

×åðåç dist(·, ·) îáîçíà÷àåì ôóíêöèè åâêëèäîâà ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè òî÷åê, ìåæäó òî÷êîé è ìíîæåñòâîì,
ìåæäó ìíîæåñòâàìè â Rm

∞
. Ïî îïðåäåëåíèþ

dist(·, ∅) :=: dist(∅, ·) := inf ∅ := +∞ =: dist(x,∞)

:=: dist(∞, x) ïðè x ∈ Rm; dist(∞,∞) := 0.

Ìåðû. Äàëåå Meas+(S) � êëàññ ïîëîæèòåëüíûõ áîðå-
ëåâñêèõ ìåð íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ S ⊂ Rm

∞

ñî çíà÷åíèÿìè â R±∞ è êîíå÷íûõ íà êîìïàêòàõ èç S,
Meas(S) := Meas+(S) − Meas+(S) � êëàññ çàðÿäîâ;
Meascmp(S) � ïîäêëàññ çàðÿäîâ â Meas(S) ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì supp ν ⋐ S. Äëÿ x ∈ Rm

∞
è 0 < r ∈ R+ ïîëàãà-

åì µ(x, r) := µ
(
B(x, r)

)
. Ìåðó Ðèññà ôóíêöèè u ∈ sbh(O),

O ⊂ Rm, ÷àùå âñåãî îáîçíà÷àåì êàê

∆u :=
1

sm−1max{1,m− 2}
△u ∈ Meas+(O),

ãäå sm−1 :=
2πm/2

Γ(m/2)

(3.1.9)

� ïëîùàäü (m−1)-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû ∂B(1) â Rm,
△ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé â ñìûñëå òåîðèè

83



ðàñïðåäåëåíèé, èëè îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé, à Γ � ãàììà-
ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òàêèå ìåðû ∆u � ìåðû Ðàäîíà, ò.å.
îïðåäåëÿþò ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé íåïðåðûâíûé è
îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå C0(O) íåïðå-
ðûâíûõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé íà O.

Â ÷àñòíîñòè, ∆u(S) < +∞ äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî
ïî ∆u ïîäìíîæåñòâà S ⋐ O. Ïðè u = −∞ ∈ sbh(O) ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì ∆−∞(S) := +∞ äëÿ âñåõ S ⊂ O.

×åðåç λm ∈ Meas+(S) îáîçíà÷àåì ñóæåíèÿ ìåðû Ëåáå-
ãà íà ñîáñòâåííûå áîðåëåâñêèå ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Rm;
δx ∈ Meas+(S) � ìåðà Äèðàêà â òî÷êå x ∈ S, ò.å.
supp δx = {x} è δx

(
{x}

)
= 1. Â îáîçíà÷åíèè ìåðû

Ëåáåãà èíäåêñ m ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü. Âî âêëþ÷åíèè
Meas∞(O) ⊂ Meas(O) ñ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì O, ïåðâîå
ìíîæåñòâî Meas∞(S) ñîñòîèò èç âñåõ ìåð µ ñ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ, ò.å. dµ = f dλ, ãäå f èç
êëàññà C∞ íà O.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 (âàðèàöèÿ îïðåäåëåíèÿ 2.3.2). Ïóñòü
D � ïîäîáëàñòü â Rm, H ⊂ sbh(D), ν ∈ Meas+(D),
M ⊂ Meas+(D). Ãîâîðèì, ÷òî ìåðà µ ∈ M � ëèíåéíîå
âûìåòàíèå ìåðû ν îòíîñèòåëüíî H â M, è ïèøåì

ν≺H,Mµ, åñëè
∫

h dν ⩽
∫

h dµ ∀h ∈ H. (3.1.10)

Ïðè ν = δx, x ∈ D, ëèíåéíûå âûìåòàíèÿ µ ∈ M ìåðû
Äèðàêà δx îòíîñèòåëüíî H â M íàçûâàþò ìåðàìè Éåí-
ñåíà äëÿ òî÷êè x ∈ D, åñëè âûáðàíî H := sbh∗(D) è
M = Meas+cmp(D) (ñì. è (3.1.6)).

Äëÿ ÷èñëà c ∈ R ãîâîðèì, ÷òî àôôèííàÿ ôóíêöèÿ

µ + c := µ + c · 1 ∈ M + R1
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� àôôèííîå âûìåòàíèå ìåðû ν îòíîñèòåëüíî H â M+

R1, è ïèøåì

ν⋞H,Mµ+c, åñëè
∫

h dν ⩽
∫

h dµ+c ∀h ∈ H. (3.1.11)

Íèæíèå èíäåêñû H,M â ≺H,M è ⋞H,M îïóñêàåì è ïè-
øåì ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòî ≺ è ⋞, åñëè â ôîðìóëèðîâêàõ
óòâåðæäåíèé èëè æå èç êîíòåêñòà ÿñíî êàêîâû H è M.

Î÷åâèäíî, åñëè ν≺µ, òî ν⋞µ+ c äëÿ c ∈ R+ â (3.1.11).

Íóëè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé [18, � 11], [19], [68], [6], [33], [42,

ãë. 1] Ïóñòü D � ïîäîáëàñòü â Cn
∞
, 0 ̸= f ∈ Hol(D).

Äèâèçîðîì íóëåé ôóíêöèè f íàçûâàåì ôóíêöèþ
Zerof : D → N0, ðàâíóþ êðàòíîñòè íóëÿ ôóíêöèè f â êàæ-
äîé òî÷êå z ∈ D. Äëÿ f = 0 ∈ Hol(D) ïî îïðåäåëåíèþ
Zero0 ≡ +∞ íà D. Â ãëàâå 3 äàëåå âñþäó

D ̸= ∅ � îáëàñòü â Rm
èëè â Cn

.

3.2 (Ïëþðè)ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ
íèæíÿÿ îãèáàþùàÿ

3.2.1 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ âûïóêëûõ

ïîäìíîæåñòâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1 (÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäëîæåíèÿ
3.2.1, ñì. è [28, ïðåäëîæåíèå 7.1]). Ïóñòü H ⊂ sbh∗(D)

íåïóñòîå è íåíóëåâàÿ ìåðà ν ∈ Meas+cmp(D) òàêîâà, ÷òî

−∞ <

∫
h dν äëÿ âñåõ ôóíêöèé h ∈ H. (3.2.1)
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Ïóñòü M ⊂ Meas+cmp(D) è ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíê-
öèÿ F íà D ëîêàëüíî óíèâåðñàëüíî èçìåðèìàÿ äëÿ M,
ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D ñóæåíèå F

∣∣
K
ÿâëÿ-

åòñÿ µ
∣∣
K
-èçìåðèìîé ôóíêöèåé äëÿ âñåõ µ ∈ M. Åñ-

ëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ H, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî h ⩽ F íà D, òî

−∞
(3.1.10)
< inf

{∫
F dµ

∣∣∣∣ ν≺µ

}
. (3.2.2l)

−∞
(3.1.11)
< inf

{∫
F dµ + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c

}
, (3.2.2a)

Òåîðåìà 3.2.1 íèæå, â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè îáðàòíàÿ
ê ïðåäëîæåíèþ 3.2.1, è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ðàçäåëà 3.2.

Ïóñòü (uk)k∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèõ â D ôóíêöèé, (ðàâíîìåðíî ïî k) ëîêàëüíî îãðàíè-
÷åííûõ ñâåðõó (ò.å. íà êîìïàêòàõ) â D. ×åðåç lim sup∗k uk
áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóíåïðåðûâíóþ ñâåðõó ðåãóëÿðèçà-
öèþ (ïîòî÷å÷íîãî) âåðõíåãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(uk), êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöè-
åé. Ïðè ýòîì lim sup∗k uk ∈ sbh∗(D), åñëè lim supn un(x) ̸≡
−∞ íà D, è λm-ï. â. ñîâïàäàåò ñ lim supk uk [6, Ïðèëîæå-
íèå I]. Ïîýòîìó lim supk uk è lim sup∗k uk â L1

loc(D,λm) äëÿ
(uk)k∈N ⊂ sbh∗(D), ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó, ìîæíî
íå ðàçëè÷àòü.

Ôóíêöèÿ f ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî
ñòðîãî îòðèöàòåëüíàÿ) íà D, åñëè f (x) > 0 (ñîîòâåò-
ñòâåííî f (x) < 0) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D. Ïîëîæèòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ f : D → R+ ëîêàëüíî îòäåëåíà îò íóëÿ, åñ-
ëè inf

x∈K
f (x) > 0 äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⋐ D. Î÷åâèäíî,

ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
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íà D ëîêàëüíî îòäåëåíà îò íóëÿ.
Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèé è ìåð îïåðàöèåé ñâåðòêè ∗

è å¼ ¾ñêîëüçÿùåé¿ âåðñèåé áóäåò èñïîëüçîâàíà àïïðîêñè-
ìàòèâíàÿ åäèíèöà a : Rm → R+, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò |x|,
ñî ñâîéñòâàìè

a(x) ≡ 0 ïðè |x| ⩾ 1, a ∈ C∞,∫
Rm

a(x) dλm(x) = 1.
(3.2.3)

Â øàðå B(r), r > 0, ýòà ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ êàê

ar(x)
(3.2.3)
:= cra

(1
r
x
)
, cr ∈ R+,

∫
Rm

ar dλm = 1, (3.2.4)

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìåðà α(r) ∈ Meas+(Rm) ÷åðåç å¼
ïëîòíîñòü êàê

dα(r) (3.2.4):= ar dλm, suppαr ⊂ B(r). (3.2.5)

Ðàññìîòðèì ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ îòäåëåííóþ îò íóëÿ
ôóíêöèþ

r : D → R+, r(x) < dist(x, ∂D) ∀x ∈ D. (3.2.6)

Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëåíà ìåðà

α(r(x))
x ∈ Meas+

(
B(x, r(x))

)
ñ íîñèòåëåì suppα

(r(x))
x ⊂ D, ïîëó÷åííàÿ ñäâèãîì ìåðû

α(r(x)) â òî÷êó x:

α(r(x))
x (S) := α(r(x))(S − x).

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ∅ ̸= H ⊂ sbh∗(D), F � ðàñøè-
ðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ èç L1

loc(D) := L1
loc(D,λ), à ìåðà

ν ∈ Meas+cmp(D) íåíóëåâàÿ. Äîïóñòèì, ÷òî
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(c) äëÿ ëþáûõ êîìïàêòà K ⊂ D è c ∈ R ñóùåñòâóåò
h ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó h ⩽ c íà K,

à òàêæå âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(a) äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé (hk) ⊂ H èìååì lim sup∗khk ∈ H,
åñëè òîëüêî ïðè ýòîì lim supk hk(x) ̸≡ −∞ íà D;

(b) ìíîæåñòâî H ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî â L1
loc(D).

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå

M := Meas+
∞
(D)

⋂
Meas+cmp(D \ U0), (3.2.7)

ãäå îáëàñòü U0 òàêîâà, ÷òî

supp ν ⊂ U0 ⋐ D. (3.2.8)

I. Åñëè H � âûïóêëûé êîíóñ, ñîäåðæàùèé îòðèöà-
òåëüíóþ ôóíêöèþ, è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

−∞
(3.1.10)
< inf

{∫
F dµ

∣∣∣∣ ν≺µ, µ ∈ M
}
, (3.2.9)

òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ëîêàëüíî îòäåë¼ííîé
îò íóëÿ ôóíêöèè (3.2.6) íàéäóòñÿ íåêîòîðàÿ ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r êëàññà C∞ íà D,
ïîñòîÿííàÿ C ∈ R è ôóíêöèÿ h ∈ H, äëÿ êîòîðûõ

h(x) ⩽F ∗r̂(x) + C ïðè âñåõ x ∈ D,

ãäå F ∗r̂(x) :=

∫
B(r̂(x))

F (x + y) dα(r̂(x))(y). (3.2.10)
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II. Åñëè H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è 0 ∈ H, òî ïðè
óñëîâèè

−∞
(3.1.11)
< inf

{∫
F dµ + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c,

µ ∈ M, c ∈ R+

} (3.2.11)

äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ëîêàëüíî îòäåë¼ííîé îò
íóëÿ ôóíêöèè (3.2.6) íàéäóòñÿ òàêàÿ æå, êàê â ï. I,
ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r íà D, ïîñòîÿííàÿ C ∈ R è ôóíêöèÿ
h ∈ H, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (3.2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ (3.2.8) ñîãëàñíî âûáîðó U0

âñåãäà íàéäóòñÿ ¾ïðîìåæóòî÷íàÿ¿ ðåãóëÿðíàÿ äëÿ çàäà-
÷è Äèðèõëå îáëàñòü U1 â D ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂U1, äëÿ êîòîðîé

∅ ̸= supp ν ⊂ U0 ⋐ U1 ⋐ D. (3.2.12)

Ëåììà 3.2.1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ëîêàëüíî îòäåë¼ííîé
îò íóëÿ ôóíêöèè (3.2.6) íàéä¼òñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íàÿ êëàññà C∞, à çíà÷èò, è îòäåë¼ííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ
r̂ ⩽ r íà D ñ⋃

x∈S

B
(
x, r̂(x)

)
⋐ D äëÿ ëþáîãî S ⋐ D, ⋃

x∈D\U1

B
(
x, r̂(x)

)⋂
U0 = ∅.

(3.2.13)

Ýëåìåíòàðíîå, íî äîâîëüíî òðóäîåìêîå äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé ëåììû îïóñêàåì. Ïî ëåììå 3.2.1 ñðàçó ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî óæå èçíà÷àëüíî ôóíêöèÿ r îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

89



ôóíêöèè r̂, óêàçàííûìè â ëåììå 3.2.1 è òåîðåìå 3.2.1, ï. I.
Ïðè ýòîì ñîãëàøåíèè äëÿ ëþáîé ìåðû

µ ∈ Meas+cmp(D), suppµ ⊂ D \ U1, (3.2.14)

îïðåäåë¼í èíòåãðàë ñåìåéñòâà ìåð
{
α
(r(x))
x

}
x∈D ïî ìåðå

µ [5], çàïèñûâàåìûé äàëåå êàê

µ∗r :=

∫
α(r(x))
x dµ(x) ∈ Meas+

∞
(D)

⋂
Meas+cmp(D\U0) ⊂ M,

(3.2.15)
ãäå ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó Meas+

∞
(D) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïî-

ñòðîåíèåì ìåð α
(r(x))
x ïîñëå (3.2.4)�(3.2.5) ÷åðåç àïïðîêñè-

ìàòèâíóþ åäèíèöó èç (3.2.3), à òàêæå ââèäó ñîãëàøåíèÿ
î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè r êëàññó C∞, à ïðèíàäëåæ-
íîñòü êëàññó Meas+cmp(D \U0) îñíîâàíà íà (3.2.12) è ñîîò-
íîøåíèÿõ (3.2.13) ëåììû 3.2.1. Ïðè ýòîì ìåðà µ∗r ïî å¼
îïðåäåëåíèþ (3.2.15) äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ F ∈ L1

loc(D)

ïî ïðàâèëó∫
F dµ∗r (3.2.15)

=

∫
F d

∫
α(r(x))
x dµ(x)

:=

∫ ∫
|y|<r(x)

F (x + y) dα(r(x))(y) dµ(x)

(3.2.9)
=

∫
F ∗r dµ. (3.2.16)

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü µ ∈ M1 = Meas+cmp(D\U1) � ëèíåé-
íîå (ñîîòâåòñòâåííî µ + c ∈ M1 + c1 � àôôèííîå) âû-
ìåòàíèå ìåðû ν îòíîñèòåëüíî H ⊂ sbh∗(D) â M1 (ñî-
îòâåòñòâåííî â M1 + R+1) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.1
è ñîîòíîøåíèÿ (3.1.10) (ñîîòâåòñòâåííî (3.1.11)), ò.å.
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ν ≺ µ (ñîîòâåòñòâåííî ν ⋞ µ + c) â M1 (ñîîòâåò-
ñòâåííî âM1+R+1). Òîãäà â îáîçíà÷åíèè (3.2.15) èìååì
ν ≺ µ∗r (ñîîòâåòñòâåííî ν ⋞ µ∗r + c) â M (ñîîòâåò-
ñòâåííî â M + R+1), ãäå M èç (3.2.7).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.2. Êàæäàÿ ìåðà α(r) èç (3.2.5)
� ýòî ìåðà Éåíñåíà äëÿ 0 â sbh∗

(
B(r′)

)
ïðè ëþáîì r′ > r.

Îòñþäà ïðè óñëîâèè ν ≺ µ â M1 äîêàçûâàåìîé ëåììû
èìååì∫

h dν ⩽
∫

h(x) dµ(x)

⩽
∫ ∫

|y|<r(x)

h(x + y) dα(r(x))(x) dµ(x)
(3.2.16)
=

∫
h dµ∗r,

÷òî äà¼ò ν ≺ µ∗r âM ââèäó (3.2.14)�(3.2.15). Ïðè óñëîâèè
ν ⋞ µ+ c â M1 +R+1 èç äîêàçûâàåìîé ëåììû äëÿ ìåðû
Éåíñåíà α(r(x)) äëÿ íóëÿ èìååì

∫
h dν ⩽

∫
h(x) dµ(x) + c

⩽
∫ ∫

|y|<r(x)

h(x+y) dα(r(x))(x) dµ(x)+c
(3.2.16)
=

∫
h dµ∗r+c,

÷òî äà¼ò ν ⋞ µ∗r+c âM+R+1 ââèäó (3.2.14)�(3.2.15).

Â óñëîâèÿõ ï. I èç (3.2.9) ââèäó (3.2.16) ïî ëåììå 3.2.2
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ïîëó÷àåì

−∞ < inf

{∫
F dµ

∣∣∣∣ ν≺µ, µ ∈ M
}

⩽ inf

{∫
F dµ∗r

∣∣∣∣ ν≺µ, µ ∈ M1

}
(3.2.16)
= inf

{∫
F ∗r dµ

∣∣∣∣ ν≺µ, µ ∈ M1

}
,

ãäå M1 = Meas+cmp(D \ U1). (3.2.17)

Â óñëîâèÿõ ï. II èç (3.2.11) ââèäó (3.2.16) ñîãëàñíî ëåììå
3.2.2 ñëåäóåò

−∞ < inf

{∫
F dµ + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c, µ ∈ M, c ∈ R+

}
⩽ inf

{∫
F dµ∗r + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c, µ ∈ M1, c ∈ R+

}
(3.2.16)
= inf

{∫
F ∗r dµ + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c, µ ∈ M1, c ∈ R+

}
,

ãäå M1 = Meas+cmp(D \ U1). (3.2.18)

Ôóíêöèÿ F ∗r â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (3.2.17) è (3.2.18) íåïðå-
ðûâíà è äàæå èç êëàññà C∞, ïîñêîëüêó F ∈ L1

loc(D) è ïî
ñîãëàøåíèþ r èç êëàññà C∞. Âðåìåííî çàìåíèì ôóíêöèþ
F ∗r íà ôóíêöèþ

F ∗r
bal :=


F ∗r íà D \ U1,

ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå F ∗r

ñ ãðàíèöû ∂U1 âíóòðü U1 íà U1.

(3.2.19)
Ïðè âûïîëíåíèè (3.2.17) èëè (3.2.18) ââèäó

µ ∈ M1 = Meas+cmp(D \ U1)
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èìååì ñîîòâåòñòâåííî

−∞ < inf

{∫
F ∗r
bal dµ

∣∣∣∣ ν≺µ, µ ∈ M1

}
(3.2.20l)

èëè

−∞ < inf

{∫
F ∗r
bal dµ + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c, µ ∈ M1, c ∈ R+

}
.

(3.2.20a)

Ïóñòü òåïåðü µ ∈ Meas+cmp(D). Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå
âûìåòàíèå µbal ìåðû µ èç U1 [12]:

µbal :=


µ
∣∣
D\closU1

íà D \ closU1,

âûìåòàíèå èç closU1 ìåðû

µ
∣∣
closU1

íà ãðàíèöó ∂U1 íà closU1.
(3.2.21)

Èç îïðåäåëåíèÿ (3.2.21) ñëåäóåò suppµbal ⋐ D \ U1 è äëÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F ∗r

bal èç (3.2.19) â ñèëó å¼ ãàðìî-
íè÷íîñòè â U1 ïî îïðåäåëåíèþ êëàññè÷åñêîãî âûìåòàíèÿ
ìåðû èç [12] èìååì∫

F ∗r
bal dµ =

∫
F ∗r dµbal. (3.2.22)

Ïðè ýòîì åñëè ν ≺ µ (ñîîòâåòñòâåííî ν ⋞ µ + c) â
Meas+cmp(D) (ñîîòâåòñòâåííî â Meas+cmp(D)+R+1), òî èìå-
åì ν ≺ µbal (ñîîòâåòñòâåííî ν ⋞ µbal+c) âMeas+cmp(D\U1)

(ñîîòâåòñòâåííî â Meas+cmp(D \ U1) + R+1). Îòñþäà è èç
(3.2.20) â ñèëó (3.2.22) ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî

−∞
(3.2.20l)
< inf

{∫
F ∗r
bal dµ

∣∣∣∣ ν≺µ, µ ∈ Meas+cmp(D)

}
(3.2.23l)
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èëè

−∞
(3.2.20a)
< inf

{∫
F ∗r
bal dµ + c

∣∣∣∣ ν⋞µ + c,

µ ∈ Meas+cmp(D), c ∈ R+

}
.

(3.2.23a)

Ïîëîæèì òåïåðü

X := L1
loc(D), X0 := CR(D) ⊂ X, q1 = q := ν (3.2.24)

è ñîîòâåòñòâåííî

H ⊂ sbh∗(D) � âûïóêëûå êîíóñ èëè ìíîæåñòâî;

L = lin+RX èëè L = aff+RX .
(3.2.25)

Ïðè ýòîì X ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðèâåä¼ííûé ïðà-
âèëüíûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë âåêòîðíûõ ðåø¼òîê (Ôðå-
øå) L1(Dn) ñ åñòåñòâåííûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽ ïîòî-
÷å÷íî ï. â. � ïðèìåð 2.1.4 ñ ïðåäñòàâëåíèåì (2.1.9). Çäåñü
èñ÷åðïàíèå îáëàñòè D îáëàñòÿìè Dn ìîæíî íà÷èíàòü ñ
îáëàñòè D1 ⊃ supp ν (ñì. çàìå÷àíèå 2.1.1).

Äàëåå óäîáíî ñëó÷àè âûïóêëûõ êîíóñà H è ìíîæåñòâà
H ðàññìîòðåòü ðàçäåëüíî.

I. H � âûïóêëûé êîíóñ Ïðè óñëîâèè (a) òåîðåìû 3.2.1
èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå 2.4.1 èç òåîðåìû 2.4.1, à ïðè óñëî-
âèè (b) � òîïîëîãè÷åñêóþ òåîðåìó 2.4.3. Óñëîâèå (iii-iv)
ñëåäñòâèÿ 2.4.1 ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå óñëîâèÿ (a) òåîðå-
ìû 3.2.1, à óñëîâèå (b) òåîðåìû 3.2.1 òðåáóåòñÿ â òåîðåìå
2.4.3. Óñëîâèå (c) òåîðåìû 3.2.1 âëå÷¼ò çà ñîáîé âûïîë-
íåíèå êàê óñëîâèÿ (ii) òåîðåìû 2.4.1, òàê è óñëîâèÿ (i)
òåîðåìû 2.4.3. Â ðàìêàõ óñëîâèÿ (a) òåîðåìû 3.2.1 äëÿ
H ⊂ sbh∗(D) êàê óñëîâèå (v) òåîðåìû 2.4.1, òàê è óñëîâèå
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(iii) òåîðåìû 2.4.3 âõîäÿò â ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ñâîéñòâ
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òî, ÷òî H ñîäåðæèò îòðè-
öàòåëüíóþ ôóíêöèþ îçíà÷àåò, ÷òî H ∩ (−X+) ̸= ∅. Â
÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî óñëîâèå (i) òåîðåìû 2.4.1. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè âûáîðå óñëîâèÿ (a) â ðàìêàõ òåîðåìû 3.2.1
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.4.1 èç òåîðåìû 2.4.1, à
ïðè âûáîðå óñëîâèÿ (b) â ðàìêàõ òåîðåìû 3.2.1 âûïîëíå-
íû âñå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû 2.4.3 â äîïîëíåí-
íîé óñèëåííîé âåðñèè ñ H ∩ (−X+) ̸= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå (2.4.5), êîòîðîå â ðàññìàòðèâàå-
ìîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ ëþ-

áîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ X0
(3.2.24)
= CR(D) êàê

spfH,q(f )
(2.3.1)
:= sup

{∫
h dν

∣∣∣∣ H ∋ h ⩽ f

}
= inf

{
l(f )

∣∣∣∣ l ∈ lin+RX ;

∫
h dν ⩽ l(g)

ïðè âñåõ h ∈ H, h ⩽ g, g ∈ CR(D)

}
= inf

{
l(f )

∣∣∣ l ∈ lin+RX , q≺X0
H l

}
(2.3.9)
=: inf

(
spr(ν;H,X0, lin

+RX)(f )
)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé f ∈ CR(D). (3.2.26)

Íî ïî ñëåäñòâèþ 2.1.1 ìîæåì lin+RX îòîæäåñòâèòü ñ
Meas+cmp(D), ÷òî, âïðî÷åì, â ðàìêàõ (3.2.24) è (3.2.25) äàâ-
íî èçâåñòíî è ðàíåå. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ïî îïðå-
äåëåíèþ 3.1.1 ëèíåéíîãî âûìåòàíèÿ ìåðû è îïðåäåëåíèþ
2.3.2 àáñòðàêòíîãî âûìåòàíèÿ è ðîñòêà â (2.3.9) â äàííîé
êîíêðåòíîé ñèòóàöèè

spr(ν;H,X0, lin
+RX) =

{
µ ∈ Meas+cmp(D)

∣∣ ν ≺ µ
}
.
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Îòñþäà è èç (3.2.26)

sup

{∫
h dν

∣∣∣∣ H ∋ h ⩽ f

}
= inf

{∫
f dµ

∣∣∣∣ ν ≺ µ ∈ Meas+cmp(D)

}
∀f ∈ CR(D).

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F ∗r
bal èç

(3.2.19) ñîãëàñíî (3.2.23l) ïîëó÷àåì

sup

{∫
h dν

∣∣∣∣ H ∋ h ⩽ F ∗r
bal

}
= inf

{∫
F ∗r
bal dµ

∣∣∣∣ ν ≺ µ ∈ Meas+cmp(D)

}
(3.2.23l)
> −∞

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ H, êîòîðàÿ óäî-
âëåòîâðÿåò íåðàâåíñòâó h ⩽ F ∗r

bal íà D. Òàê êàê ôóíêöèè

F ∗r
bal ∈ CR(D), F ∗r ∈ CR(D)

ñîâïàäàþò âD\U1, òî äëÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ïîñòîÿííîé C ∈ R èìååì

F ∗r
bal ⩽ F ∗r + C íà D. (3.2.27)

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ï. I.

II. H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî Ïðè óñëîâèè (a) òåîðåìû
3.2.1 èñïîëüçóåì òåîðåìó 2.4.2, à ïðè óñëîâèè (b) � òîïî-
ëîãè÷åñêóþ òåîðåìó 2.4.4. Óñëîâèå (iii-iv) ñëåäñòâèÿ 2.4.1,
òðåáóåìîå â òåîðåìå 2.4.2, ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå óñëîâèÿ
(a) òåîðåìû 3.2.1, à óñëîâèå (b) òåîðåìû 3.2.1 òðåáóåòñÿ â
òåîðåìå 2.4.4. Óñëîâèå (c) òåîðåìû 3.2.1 âëå÷¼ò çà ñîáîé
âûïîëíåíèå êàê óñëîâèÿ (ii) òåîðåìû 2.4.1, òðåáóåìîå â
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òåîðåìå 2.4.2, òàê è óñëîâèÿ (i) òåîðåìû 2.4.3, òðåáóåìîå
â òåîðåìå 2.4.4. Â ðàìêàõ óñëîâèÿ (a) òåîðåìû 3.2.1 äëÿ
H ⊂ sbh∗(D) êàê óñëîâèå (v) òåîðåìû 2.4.1, òðåáóåìîå â
òåîðåìå 2.4.2, òàê è óñëîâèå (iii) òåîðåìû 2.4.3, òðåáóåìîå
â òåîðåìå 2.4.4, âõîäÿò â ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñóá-
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðè âñ¼ì ýòîì 0 ∈ H. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè âûáîðå óñëîâèÿ (a) â ðàìêàõ òåîðåìû 3.2.1
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.2, à ïðè âûáîðå óñëî-
âèÿ (b) â ðàìêàõ òåîðåìû 3.2.1 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû 2.4.4 â äîïîëíåííîé óñèëåííîé
âåðñèè ñ 0 ∈ H è q1(0) =

∫
0 dν = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå (2.4.5), êîòîðîå â ðàññìàòðèâàå-
ìîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî äëÿ ëþ-

áîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ X0
(3.2.24)
= CR(D) êàê

spfH,q(f )
(2.3.1)
:= sup

{∫
h dν

∣∣∣∣ H ∋ h ⩽ f

}
= inf

{
a(f )

∣∣∣∣ a ∈ aff+RX ;

∫
h dν ⩽ a(g)

ïðè âñåõ h ∈ H, h ⩽ g, g ∈ CR(D)

}
= inf

{
a(f )

∣∣∣ a ∈ aff+RX , q≺X0
H a

}
(2.3.9)
=: inf

(
spr(ν;H,X0, aff

+RX)(f )
)

äëÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ f ∈ CR(D). (3.2.28)

Íî ïî ñëåäñòâèþ 2.1.2 ìîæíî aff+RX îòîæäåñòâèòü ñ

Meas+cmp(D) + 1 · R+

â ðàìêàõ (3.2.24) è (3.2.25). Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ïî
îïðåäåëåíèþ 3.1.1 àôôèííîãî âûìåòàíèÿ ìåðû è îïðåäå-
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ëåíèþ 2.3.2 àáñòðàêòíîãî âûìåòàíèÿ è ðîñòêà â (2.3.9) â
äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè

spr(ν;H,X0, aff
+RX)

(2.4.21)
=

{
µ + c · 1

∣∣∣ µ ∈ Meas+cmp(D), c ∈ R+, ν ⋞ µ + c
}
.

Îòñþäà è èç (3.2.28) äëÿ âñåõ f ∈ CR(D)

sup

{∫
h dν

∣∣∣∣ H ∋ h ⩽ f

}
= inf

{∫
f dµ + c

∣∣∣∣ ν ⋞ µ + c,

µ ∈ Meas+cmp(D), c ∈ R+

}
. (3.2.29)

Ïðèìåíÿÿ (3.2.29) ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F ∗r
bal, èç

(3.2.19) ñîãëàñíî (3.2.23a) ïîëó÷àåì

sup

{∫
h dν

∣∣∣∣ H ∋ h ⩽ F ∗r
bal

}
= inf

{∫
F ∗r
bal dµ + c

∣∣∣∣ ν ⋞ µ + c,

µ ∈ Meas+cmp(D), c ∈ R+

}
(3.2.23a)
> −∞

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ H, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó h ⩽ F ∗r

bal íà D. Òàê êàê äëÿ íåêî-
òîðîãî C ∈ R èìååì (3.2.27), ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî äëÿ ï. II.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Åñëè H èç òåîðåìû 3.2.1 � êîíóñ, ñî-
äåðæàùèé ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ ïîëóíåïðåðûâíóþ ñâåð-
õó ôóíêöèþ íàD, òî óñëîâèå (c) òåîðåìû 3.2.1 âûïîëíåíî
àâòîìàòè÷åñêè.
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Â çàêëþ÷åíèå ïîäðàçäåëà ïðèâåä¼ì ïðîñòûå ïðèìå-
ðû âûïóêëûõ êîíóñîâ è ìíîæåñòâ â sbh(D), D ⊂ Rm

èëè D ⊂ Cn, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì óñëîâèÿì òåîðå-
ìû 3.2.1. Ýòè ïðèìåðû ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå èç-
âåñòíûõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ, (ïëþðè)ñóáãàðìîíè÷åñêèõ è
(ïëþðè)ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. òàêæå [28, ïðèìåðû
7.1�7.4]).

Ïðèìåðû. 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D ⊂ Rm � ýòî
âûïóêëûå êîíóñû H, ðàâíûå sbh∗(D), har(D), convRD â
ñëó÷àå âûïóêëîñòè D.
2. Äëÿ îáëàñòè D ⊂ Cn � ýòî âûïóêëûå êîíóñû H,

ðàâíûå plsbh∗(D) := plsbh(D) \−∞, plhar(D).
3. Ïóñòü C � íåêîòîðûé âûïóêëûé êîíóñ íåïðåðûâ-

íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé íàD ⊂ Rm èëè íàD ⊂ Cn.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíóñà H èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ 1 è
2 èõ ïîäìíîæåñòâà{

h ∈ H
∣∣ ∃f ∈ C, h ⩽ f íà D

}
(3.2.30)

� âûïóêëûå êîíóñû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ÷àñòè I
òåîðåìû 3.2.1.
4. Ïóñòü C � íåêîòîðîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî íåïðå-

ðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé íà D ⊂ Rm èëè íà
D ⊂ Cn. Òîãäà ìíîæåñòâà ôóíêöèé (3.2.30) � âûïóê-
ëûå ïîäìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ÷àñòè II
òåîðåìû 3.2.1.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Îòìåòèì, ÷òî êàê â ï. 4, òàê è â ï.
3 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êëàññû ôóíêöèé C, îïðåäåë¼í-
íûõ òîëüêî íà ÷àñòè S ⊂ D, ñ èçìåíåíèÿìè ¾h ⩽ f íà
S¿ â îïðåäåëåíèÿõ êëàññîâ (3.2.30), íî ïðè ýòîì ïðèä¼òñÿ
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íàêëàäûâàòü íà S íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ñâÿçàííûå, íàïðè-
ìåð, ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà, ÷òîáû âåðõíèå ðåãóëÿðèçà-
öèè âåðõíèõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé èç
H, îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó íà S ôóíêöèÿìè èç C, íå ïðè-
íèìàëè çíà÷åíèé +∞ è ïðèíàäëåæàëè H. Òàêîãî ðîäà
âûïóêëûå êîíóñû èñïîëüçîâàëèñü, íàïðèìåð, â [55].

Êðîìå òîãî, ìíîãèå èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îïðå-
äåë¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáëàñòè D âûïóêëûå ïîäêîíó-
ñû è âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà êîíóñîâ H èç ïóíêòîâ 1 è 2
ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.1 (÷¼òíûå, ïå-
ðèîäè÷åñêèå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ è
áèãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïñåâäîâûïóêëîé îáëàñòè
D ⊂ Cn è ò. ä., è ò. ï.). Ýòî òåìà îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
è ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü å¼ â èíîì ìåñòå.

3.2.2 Îäíà âåðñèÿ äëÿ ïðèìåíåíèé

Äëÿ ïðèìåíåíèé ê ïðîáëåìàì 3.1.1�3.1.4 èç ðàçäåëà 3.1
áóäåò îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ôóíêöèè âèäà F :=

M − u, ãäå u � íåêîòîðàÿ (ïëþðè)ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå íåñêîëüêî óòî÷íÿåò è
îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ñ ïîäîáíîé ôóíêöèåé F = M − u

èç íàøèõ ðàáîò [9], [24]� [33], [56].

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü H ⊂ sbh∗(D), u ∈ sbh∗(D),
M ∈ L1

loc(D), M(D) ⊂ R±∞ è ôèêñèðîâàíû

0 ̸=ν ∈ Meas+cmp(D),

supp ν
(3.2.8)
⊂ U0 ⋐ D, U0 � îáëàñòü.

(3.2.31)

I. Ïóñòü âûïîëíåíî (3.2.1), ôóíêöèÿ M ëîêàëüíî óíè-
âåðñàëüíî èçìåðèìàÿ äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
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ìåð2 M ⊂ Meas+cmp(D). Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
h ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

u + h ⩽ M íà D, (3.2.32)

òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C ∈ R, äëÿ êîòîðîé∫
u dµ ⩽

∫
M dµ + C

ïðè âñåõ ν ≺ µ ∈ M,
(3.2.33l)∫

u dµ ⩽
∫

dµ + c + C

ïðè âñåõ ν ⋞ µ + c, µ ∈ M, c ∈ R+.
(3.2.33a)

II. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (c) è îäíî èç óñëîâèé (a)
èëè (b) èç òåîðåìû 3.2.1,

M
(3.2.7)
:= Meas+

∞
(D)

⋂
Meas+cmp(D \ U0),

à r ⩾ 0 � ëîêàëüíî îòäåë¼ííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ ñî
ñâîéñòâàìè èç (3.2.6).

1. Ïóñòü H � âûïóêëûé êîíóñ, ñîäåðæàùèé îòðè-
öàòåëüíóþ ôóíêöèþ, è äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿí-
íîé C ∈ R èìååò ìåñòî (3.2.33l). Òîãäà íàéäóòñÿ
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r êëàññà C∞

íà D, ïîñòîÿííàÿ const ∈ R è ôóíêöèÿ h ∈ H,
äëÿ êîòîðûõ (ñð. ñ (3.2.32))

u + h ⩽ M ∗r̂ + const íà D. (3.2.34)

Êðîìå òîãî, ÷àñòî ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ó÷à-
ñòèÿ ôóíêöèè r̂ â ïðàâîé ÷àñòè (3.2.34):

2Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ïîëóíåïðåðûâíîñòè (ñâåðõó èëè
ñíèçó) ôóíêöèè M .
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(i) åñëè ôóíêöèÿ M íåïðåðûâíà íà D, òî â
(3.2.34) ìîæíî çàìåíèòüM ∗r̂ íàM , ÷òî îò-
ëè÷àåòñÿ îò (3.2.32) ëèøü äîïîëíèòåëüíûì
ñëàãàåìûì +const â ïðàâîé ÷àñòè;

(ii) åñëè M ∈ sbh∗(D), òî â (3.2.34) ìîæíî çà-
ìåíèòü M ∗r̂ íà óñðåäíåíèå M ïî ñôåðàì

SM

(
x, r(x)

)
:=
x∈D

1

sm−1rm−1(x)

∫
∂B(x,r(x))

M(y) dσ(y),

(3.2.35)
ãäå sm−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû èç
(3.1.9), à dσ � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíî-
ñòè ñôåðû ∂B

(
x, r(x)

)
.

2. Ïóñòü H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, 0 ∈ H, è
äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ∈ R èìååò ìåñòî
(3.2.33a). Òîãäà íàéäóòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r êëàññà C∞ íà D, ïîñòîÿííàÿ
const ∈ R è ôóíêöèÿ h ∈ H, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíî (3.2.34). Êðîìå òîãî, ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò
ó÷àñòèÿ ôóíêöèè r̂ â ïðàâîé ÷àñòè (3.2.34) êàê â
II(1)i è II(1)ii.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ïîëàãàåì F := M−u.

I. Ôóíêöèÿ F ëîêàëüíî óíèâåðñàëüíî èçìåðèìàÿ äëÿ
M, ïîñêîëüêó u ∈ sbh∗(D) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 3.2.1 èç (3.2.2l) è (3.2.2a) ïîëó÷àåì ñîîòâåò-
ñòâåííî (3.2.33l) è (3.2.33a).

II1. Âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.1 â ÷àñòè I,
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îòêóäà ââèäó F ∗r̂ = M ∗r̂ − u∗r̂ ïîëó÷àåì

u∗r̂ + h
(3.2.10)
⩽ M ∗r̂ + const íà D

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè h ∈ H.
(3.2.36)

Ìåðà α(r(x)) � ýòî ìåðà Éåíñåíà, âñëåäñòâèå ÷åãî u ⩽ u∗r̂

íà D è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.2.34).

ÅñëèM ∈ C(D), òîM ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîì-
ïàêòàõ èçD. Ïîýòîìó èçíà÷àëüíî ìîæíî âûáðàòü ëîêàëü-
íî îòäåë¼ííóþ îò íóëÿ ôóíêöèþ r > 0 èç (3.2.6) ñòîëü
ìàëîé, ÷òî

sup
|y−x|⩽r(x)

M(y) ⩽ M(x) + 1 äëÿ âñåõ x ∈ D.

Îòñþäà M ∗r̂ ⩽ M +1 íà D è èìååò ìåñòî óñèëåíèå II(1)i.

Åñëè M ∈ sbh∗(D), òî çíà÷åíèå óñðåäíåíèÿ M ∗r̂(x)

íå ïðåâûøàåò (ñì.3 [3, ïðåäëîæåíèå 3]) óñðåäíåíèÿ
SM

(
x, r̂(x)

)
⩽ SM

(
x, r(x)

)
ââèäó âîçðàñòàíèÿ ïî ðàäèóñó

óñðåäíåíèé (3.2.35).

II2. Âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.1 â ÷àñòè II,
îòêóäà ïîëó÷àåì (3.2.36). Äàëüøå ðàññóæäåíèÿ äîñëîâíî
òå æå, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå II1 ïîñëå (3.2.36).

3Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿ íà C,
íî äîêàçàòåëüñòâî áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ íà ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-
öèè â îêðåñòíîñòè B

(
x, r̂(x)

)
⊂ Rm.
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3.3 Ïðèìåíåíèÿ
ê ãîëîìîðôíûì ôóíêöèÿì

Äëÿ îáëàñòè D ⊂ Cn è ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè
M íà D ðàññìàòðèâàåì âåñîâûå êëàññû

Hol(D,M) :=

{
f ∈ Hol(D)

∣∣∣∣ sup
z∈D

∣∣f (z)∣∣
expM(z)

< +∞

}
. (3.3.1)

Äàëåå âñþäó â ýòîì ïîäðàçäåëå 3.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ

M
(3.2.7)
:= Meas+

∞
(D) ∩Meas+cmp(D \ U0),

r ⩾ 0� ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëüíî îòäåë¼ííàÿ îò íóëÿ ôóíê-
öèÿ èç (3.2.6), ôèêñèðîâàííûå ìåðà ν ∈ Meas+cmp(D) è îá-
ëàñòü U0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.2.31), àM ∈ L1

loc(D).
Ïðè ýòîì â ðàìêàõ îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 ëèíåéíûå âûìåòà-
íèÿ ≺ ðàññìàòðèâàþòñÿ â M è àôôèííûå âûìåòàíèÿ ⋞
â M + R1 îòíîñèòåëüíî âûïóêëûõ êîíóñîâ H, êîòîðûå
êîíêðåòíî óêàçûâàþòñÿ â êàæäîì óòâåðæäåíèè.

3.3.1 Ê íåòðèâèàëüíîñòè âåñîâûõ êëàññîâ

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü D � ïñåâäîâûïóêëàÿ îáëàñòü,
H = plsbh∗(D). Åñëè

−∞
(3.2.33l)
< inf

{∫
M dµ

∣∣∣∣ ν ≺ µ ∈ M
}

(3.3.2)

òî íàéä¼òñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r

êëàññà C∞ íà D, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì ÷èñëå a > 0
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äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè

M̃(z) := inf
0<d<min

{
1,dist(z,∂D)

}(BM∗r̂(z, d) + n ln
1

d

)
+(n + a) ln

(
2 + |z|

)
,

(3.3.3)

çàâèñÿùåé òîëüêî îò M , r̂ è a, ãäå

BM(z, d) :=
n!

πnd2n

∫
B(z,d)

M dλ (3.3.4)

� óñðåäíåíèå ôóíêöèèM ïî øàðó B(z, d), êëàññ Hol
(
D, M̃

)
íå òðèâèàëåí, ò.å. ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ôóíêöèþ.

Åñëè M ∈ C(D), òî ôóíêöèþ r̂ ìîæíî óáðàòü, çàìå-
íèâ M ∗r̂ â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.3) íà M .

Åñëè M ∈ sbh∗(D), òî äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî îòäåë¼í-
íîé îò íóëÿ ôóíêöèè d : D → R+

∗ ñî ñâîéñòâàìè

d(z) < min
{
1, dist(z, ∂D)

}
ïðè âñåõ z ∈ D,

A := sup
z∈D

(
1

d(z)
sup

z′∈B(z,d(z))

d(z′)

)
< +∞ (3.3.5)

âìåñòî ôóíêöèè M̃ èç (3.3.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèþ

M̃(z) :=
z∈D

BM

(
z, d(z)

)
+ n ln

1

d(z)
+ (n + a) ln

(
2 + |z|

)
.

(3.3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1, ÷àñòü II1, äëÿ u = 0

èç óñëîâèÿ (3.3.2), ñîîòâåòñòâóþùåãî (3.2.33l), íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ h ∈ plsbh∗(D), ñ êîòîðîé âûïîëíåíî (3.2.34), ò.å.

h ⩽ M ∗r̂ + const íà D. (3.3.7)
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Òåîðåìà A ( [2, òåîðåìà 1]). Äëÿ ïñåâäîâûïóêëîé îáëà-
ñòè D ⊂ Cn è h ∈ plsbh∗(D) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a > 0

íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hol(D), óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ îöåíêå

ln
∣∣f (z)∣∣ ⩽ Bh(z, d) + n ln

1

d
+ (n + a) ln

(
1 + |z| + d

)
äëÿ âñåõ z ∈ D è d ∈

(
0, dist(z, ∂D)

)
.

(3.3.8)

Ïðèìåíèì óñðåäíåíèå ïî øàðàì B(z, d) ê îáåèì ÷à-
ñòÿì íåðàâåíñòâà (3.3.7) ñ äîáàâêàìè äâóõ ïîñëåäíèõ ñëà-
ãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè (3.3.8) ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðà-
íè÷åíèè d < 1. Òîãäà ïî òåîðåìå A ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ
ôóíêöèÿ f ∈ Hol(D, M̃) ñ ôóíêöèåé M̃ èç (3.3.3). Âàðèà-
öèÿ òåîðåìû 3.3.1 äëÿ M ∈ C(D) ñëåäóåò èç ÷àñòè II(1)i
ñëåäñòâèÿ 3.2.1. Â ñëó÷àå M ∈ sbh∗(D) ñëåäóåò âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ÷àñòüþ II(1)ii ñëåäñòâèÿ 3.2.1 ïðè r = 1

Ad äëÿ
ôóíêöèè d èç (3.3.5). Ïðè ýòîì íåñëîæíûå òåõíè÷åñêèå
âûêëàäêè ïîçâîëÿþò âûáðàòü M̃ êàê â (3.3.6).

3.3.2 Ê îïèñàíèþ íóëåâûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Cn îäíîñâÿçíàÿ ïðè
n = 1 è çâ¼çäíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè z0 ∈ D

ïðè n > 1, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ D îòðåçîê [z0, z] ëå-
æèò â D. Ïóñòü H = plhar(D), ν := δz0 � ìåðà Äèðàêà
â òî÷êå z0 ∈ D, Z � äèâèçîð íóëåé íåêîòîðîé íåíóëåâîé
ôóíêöèè fZ ∈ Hol(D), ò.å. ZerofZ = Z. Åñëè äëÿ íåêîòî-
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ðîé ïîñòîÿííîé C ∈ R èìååì∫
ln |fZ| dµ ⩽

∫
M dµ + C

ïðè âñåõ δz0 ≺ µ ∈ M,
(3.3.9)

òî íàéäóòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r

êëàññà C∞ íà D è ôóíêöèÿ f ∈ Hol(D,M ∗r̂) ñ äèâèçî-
ðîì íóëåé Zerof = Z. Åñëè äîïîëíèòåëüíî M ∈ C(D),
òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ f ñ Zerof = Z èç
Hol(D,M). Åñëè M ∈ sbh∗(D), òî òàêóþ f ìîæíî âû-
áðàòü èç Hol(D,M ∗r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1, ÷àñòü II1, äëÿ u =

ln |fZ| èç óñëîâèÿ (3.3.9), ñîîòâåòñòâóþùåãî (3.2.33l), íàé-
äåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h ∈ plhar(D), ñ êî-
òîðîé âûïîëíåíî (3.2.34), ò.å.

ln |fZ| + h ⩽ M ∗r̂ + const íà D. (3.3.10)

Äëÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè h ∈ plhar(D) íà íàé-
ä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ Hol(D) [60, ïðåäëîæåíèå 2.2.13], äëÿ
êîòîðîé Re g = h. Òîãäà ôóíêöèÿ f := fZe

g ââèäó (3.3.10)
èñêîìàÿ. Óòî÷íåíèÿ èëè óïðîùåíèÿ äëÿ M ∈ C(D) è
M ∈ sbh∗(D) ñëåäóþò ñîîòâåòñòâåííî èç ÷àñòè II(1)i ñëåä-
ñòâèÿ 3.2.1 è èç M ∗r̂ ⩽ M ∗r.

3.3.3 Ê îïèñàíèþ íóëåâûõ ïîäìíîæåñòâ

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Cn ïñåâäîâûïóêëàÿ,
H = plsbh∗(D), ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Z ⩽ Zerof0 íà
D, ãäå Zerof0 � äèâèçîð íóëåé íåêîòîðîé íåíóëåâîé ôóíê-
öèè f0 ∈ Hol(D). Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ∈ R
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èìååì ∫
ln |f0| dµ ⩽

∫
M dµ + C

ïðè âñåõ ν ≺ µ ∈ M,
(3.3.11)

òî íàéäóòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r̂ ⩽ r

êëàññà C∞ íà D è íåíóëåâàÿ g ∈ Hol
(
D, M̃

)
, ãäå M̃ èç

(3.3.3), ñ äèâèçîðîì íóëåé Zerog ⩾ Z íà D. Åñëè äîïîëíè-
òåëüíî M ∈ C(D), òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ
g ̸= 0 ñ Zerog ⩾ Z èç Hol(D,M). Åñëè M ∈ sbh∗(D),
òî äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî îòäåë¼ííîé îò íóëÿ ôóíêöèè
d : D → R+

∗ , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (3.3.5), ìîæ-
íî âûáðàòü òàêóþ íåíóëåâóþ g ∈ Hol

(
D, M̃

)
ñ M̃ èç

(3.3.6) è Zerog ⩾ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1, ÷àñòü II1, äëÿ ñóá-
ãàðìîíè÷åñêîé u := ln |f0| èç óñëîâèÿ (3.3.11), ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî (3.2.33l), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ h ∈ plsbh∗(D), ñ
êîòîðîé âûïîëíåíî (3.2.34):

ln |f0| + h ⩽ M ∗r̂ + const íà D. (3.3.12)

Ïî òåîðåìå A ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hol(D),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3.3.8). Ïðèìåíèì óñðåäíåíèå ïî øà-
ðàì B(z, d) ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (3.3.12) ñ äîáàâ-
êàìè äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè (3.3.8)
ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè d < 1. Òîãäà ââèäó ñóá-
ãàðìîíè÷íîñòè ln

∣∣f0(z)∣∣ ⩽ Bln |f0|(z, d) ïðè âñåõ z ∈ D

è ôóíêöèÿ g := f0f � òðåáóåìàÿ. Âàðèàöèÿ òåîðåìû
3.3.3 äëÿ M ∈ C(D) ñëåäóåò èç ÷àñòè II(1)i ñëåäñòâèÿ
3.2.1. Â ñëó÷àå M ∈ sbh∗(D) ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷à-
ñòüþ II(1)ii ñëåäñòâèÿ 3.2.1 ïðè r = 1

Ad äëÿ ôóíêöèè d
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èç (3.3.5). Ïðè òàêîì âûáîðå íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå âû-
êëàäêè ïîçâîëÿþò âûáðàòü M̃ êàê â (3.3.6).

3.3.4 Ê ïðåäñòàâëåíèþ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Cn ïñåâäîâûïóêëà
è

Q =
q1
q2

∈ Mer(D), q1, q2 ∈ Hol(D) \ 0,

UQ :=

[
max

{
ln |q1|, ln |q2|

}
,

ln
√

|q1|2 + |q2|2.

(3.3.13)

Åñëè H := plsbh∗(D) è äëÿ íåêîòîðîãî C ∈ R èìååì∫
UQ dµ ⩽

∫
M dµ+C ïðè âñåõ ν ≺ µ ∈ M, (3.3.14)

òî íàéäóòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ r̂ ⩽ r êëàññà C∞

íà D è íåíóëåâûå g1, g2 ∈ Hol
(
D, M̃

)
, ãäå M̃ èç (3.3.3),

ïðåäñòàâëÿþùèå Q = g1/g2. Åñëè M ∈ C(D), òî ìîæíî
âûáðàòü ýòè ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè g1, g2 ̸= 0, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå Q = g1/g2, èç Hol(D,M). Åñëè M ∈ sbh∗(D),
òî äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî îòäåë¼ííîé îò íóëÿ ôóíêöèè
d : D → R+

∗ , óäîâëåòâîðÿþùåé (3.3.5), ìîæíî âûáðàòü
g1, g2 ∈ Hol

(
D, M̃ \ 0

)
ñ M̃ èç (3.3.6) è Q = g1/g2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1, ÷àñòü II1, äëÿ
ôóíêöèè u := UQ ∈ sbh∗(D) èç óñëîâèÿ (3.3.14), ñîîò-
âåòñòâóþùåãî (3.2.33l), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ h ∈ plsbh∗(D),
ñ êîòîðîé âûïîëíåíî (3.2.34):

UQ + h ⩽ M ∗r̂ + const íà D. (3.3.15)
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Ïî òåîðåìå A ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hol(D),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3.3.8). Ïðèìåíèì óñðåäíåíèå ïî øà-
ðàìB(z, d) ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (3.3.15) ñ äîáàâêà-
ìè äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè (3.3.8) ïðè
äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè d < 1. Òîãäà ââèäó ñóáãàð-
ìîíè÷íîñòè UQ(z) ⩽ BUQ

(z, d) ïðè âñåõ z ∈ D è ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî UQ+ln |f | ⩽ M̃ +const íà D äëÿ ôóíêöèè M̃

èç (3.3.3). Îòñþäà ïðè ëþáîì èç äâóõ âûáîðîâ ôóíêöèè
UQ â (3.3.13) èìååì

max
{
ln |q1|, ln |q2|

}
+ ln |f |

ln
√
|q1|2 + |q2|2 + ln |f |

]
⩽ M̃ + const íà D.

è ôóíêöèè{
g1 := q1f,

g2 := q2f,

g1
g2

=
q1f

q2f
=

q1
q2

= Q, (3.3.16)

� èñêîìûå. Âàðèàöèÿ òåîðåìû 3.3.1 äëÿ M ∈ C(D) ñëå-
äóåò èç ÷àñòè II(1)i ñëåäñòâèÿ 3.2.1. Â ñëó÷àåM ∈ sbh∗(D)

ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷àñòüþ II(1)ii ñëåäñòâèÿ 3.2.1
ïðè r = 1

Ad äëÿ ôóíêöèè d èç (3.3.5). Ïðè ýòîì ïðîñòûå

âûêëàäêè ïîçâîëÿþò âûáðàòü M̃ êàê â (3.3.6).

Òåîðåìà 3.3.5. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Cn îäíîñâÿçíàÿ ïðè
n = 1 è çâ¼çäíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè z0 ∈
D ïðè n > 1. Ïóñòü H := plhar(D), ν := δz0, Q è UQ

� ôóíêöèè èç (3.3.13). Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
C ∈ R èìååì∫

UQ dµ ⩽
∫

M dµ + C

ïðè âñåõ δz0 ≺ µ ∈ M,
(3.3.17)
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òî íàéäóòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ r̂ ⩽ r êëàññà C∞

íà D è ôóíêöèÿ f ∈ Hol(D), íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà
D, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî (3.3.16), g1, g2 ∈ Hol(D,M ∗r̂)

è, â ÷àñòíîñòè, Zerog1 = Zeroq1, Zerog2 = Zeroq2. Åñëè
äîïîëíèòåëüíî M ∈ C(D), òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ïàðó ôóíêöèé g1, g2 èç Hol(D,M). Åñëè M ∈ sbh∗(D), òî
òàêèå g1, g2 ìîæíî âûáðàòü èç Hol(D,M ∗r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1, ÷àñòü II1, äëÿ ñóá-
ãàðìîíè÷åñêîé u = UQ èç óñëîâèÿ (3.3.17), ñîîòâåòñòâó-
þùåãî (3.2.33l), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ h ∈ plhar(D), ñ êîòî-
ðîé âûïîëíåíî (3.2.34), ò.å. (3.3.15). Äëÿ ïëþðèãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèè h â D íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ Hol(D) [60,
ïðåäëîæåíèå 2.2.13], äëÿ êîòîðîé Re g = h. Òîãäà äëÿ
ôóíêöèè f := eg ôóíêöèè g1, g2 âèäà (3.3.16) ñîãëàñíî
(3.3.15) èñêîìûå. Óòî÷íåíèÿ/óïðîùåíèÿ äëÿ M ∈ C(D)

è M ∈ sbh∗(D) ñëåäóþò ñîîòâåòñòâåííî èç ÷àñòè II(1)i
ñëåäñòâèÿ 3.2.1 è èç M ∗r̂ ⩽ M ∗r.

3.3.5 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìû íå èñïîëüçîâàëè çäåñü ïðèìåíèòåëüíî ê ãîëîìîðô-
íûì ôóíêöèÿì ñëåäñòâèå 3.2.1 â ÷àñòè II2 äëÿ âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà H, à òàêæå å¼ ÷àñòü I. Ñîäåðæàòåëüíîå ïðè-
ìåíåíèå ïîñëåäíåé ÷àñòè äàíî íàìè â [33], [37] (ñì. òàêæå
áèáëèîãðàôèþ â íèõ). Çäåñü ìû òàêæå íå ïðèìåíÿëè àï-
ïàðàò ïîòåíöèàëîâ Éåíñåíà, äâîéñòâåííûõ ê ìåðàì Éåí-
ñåíà, òåîðèè ãîëîìîðôíûõ ïîòîêîâ Å.Ì. Ïîëåöêîãî âêó-
ïå ñ ãîëîìîðôíûìè è ïîëèíîìèàëüíûìè äèñêàìè. Ýòè è
äðóãèå ïîäõîäû áóäóò ðàññìîòðåíû â èíîì ìåñòå.
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Ãëàâà 4

Îäíîðîäíûå ôóíêöèè

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ è
ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îãèáàþùåé äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè èç ïîïîëíåíèÿ óïîðÿäî÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà S ïî íåêîòîðîìó êëàññó ôóíêöèé ñî çíà-
÷åíèÿìè èç S òîëüêî äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ êëàññà
îäíîðîäíûõ ôóíêöèé. Çàòðàãèâàþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîâî-
àëãåáðàè÷åñêèå âåðñèè áåç ïðèâëå÷åíèÿ òîïîëîãèè [38].

4.1 Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû è ñâîéñòâà
îäíîðîäíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü (H, ·) � ïîëóãðóïïà ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîð-
ìîé çàïèñè, ò.å. ìíîæåñòâî ñ àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïå-
ðàöèåé · : H2 → H, èëè · : (h1, h2) 7→ h1 · h2 =: h1h2,
h1, h2 ∈ H.

Ìíîæåñòâî X � H-ìíîæåñòâî, åñëè íà ìíîæåñòâå
X îïðåäåëåíî äåéñòâèå ïîëóãðóïïû H (ñëåâà). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, íà X çàäàíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ (ñëåâà)
íà ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû H ïî ïðàâèëó (h, x) 7→ hx ∈ X ,
h ∈ H, x ∈ X , ñ àêñèîìîé àññîöèàòèâíîñòè

Ax0. h1(h2x) = (h1h2)x äëÿ ëþáûõ x ∈ X è h1, h2 ∈ H.
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Åñëè H � ïîëóãðóïïà ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì 1, ò.å.
ìîíîèä, òî îïðåäåëåíèå H-ìíîæåñòâà X äîïîëíÿåì åù¼
îäíîé àêñèîìîé åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà

Ax1. 1x := 1 · x = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X .

Ïóñòü (H, ·) � åù¼ îäíà, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãàÿ ïîëó-
ãðóïïà H ñ äðóãîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ

· : (h1, h2) 7→ h1h2 ∈ H äëÿ h1, h2 ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ïóñòü X � H-ìíîæåñòâî, à S � H-
ìíîæåñòâî, à òàêæå h � ãîìîìîðôèçì ïîëóãðóïïû H â
ïîëóãðóïïó H. Ôóíêöèþ f : X → S áóäåì íàçûâàòü h-îä-
íîðîäíîé, åñëè

f (hx) = h(h)f (x) äëÿ ëþáûõ x ∈ X è h ∈ H. (hg)

Ìíîæåñòâî âñåõ h-îäíîðîäíûõ ôóíêöèé f ∈ SX íàX îáî-
çíà÷àåì ÷åðåç h-hg (X).

Âñþäó äàëåå H è H � êàê ìèíèìóì ïîëóãðóïïû,
à h : H → H � ãîìîìîðôèçì ïîëóãðóïï, X � H-
ìíîæåñòâî, S � H-ìíîæåñòâî, à ïðè èñïîëüçîâàíèè
ìíîæåñòâà h-hg (X) ÷àñòî íå óêàçûâàåì H-ìíîæåñòâî X ,
ò.å. ïèøåì ïðîñòî h-hg. Êðîìå òîãî, âñþäó äàëåå â îïðå-
äåëåíèÿõ è, êàê ñëåäñòâèå, â óòâåðæäåíèÿõ, ôèãóðèðó-
åò òîëüêî îáðàç h(H) ⊂ H ïîëóãðóïïû H. Ïîýòîìó, íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì âñþäó ñ÷èòàòü, ÷òî h � ýïè-
ìîðôèçì ïîëóãðóïï. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà (H, ·, 1)
åù¼ è ãðóïïà, òî ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû H â ïîëó-
ãðóïïå H ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóïïó ñ 1 := h(1)

è
(
h(h)

)−1
:= h(h−1), h ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå

ãðóïïû H, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü ãðóïïîé
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è H = h(H). Äàëåå J � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïðîèçâîëüíîé
ïðèðîäû. Ïðèìåðû 4.1.1�4.1.7 îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì
âèäàì îäíîðîäíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 4.1.1. Ïóñòü R∗ = R \ 0 � ¾ïðîêîëîòàÿ¿ âåùå-
ñòâåííàÿ îñü, H = H =

(
R∗, ·, 1

)
� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ãðóïïà c îáû÷íûì óìíîæåíèåì · . Ïðè ôèêñèðîâàííîì
p ∈ Z îïðåäåë¼í ãîìîìîðôèçì h : r 7−→

r∈R∗
rp. Ïóñòü ïðè

êàæäîì j ∈ J ìíîæåñòâî Cj � ýêçåìïëÿð âåùåñòâåííîé
îñè R è ïðè ðàçëè÷íûõ j1 ̸= j2 êàæäûå äâà ýêçåìïëÿðà
ìíîæåñòâ C j1 è C j2 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó
0 ∈ R. Ïîëàãàåì S := R, à

X :=
⋃
j∈J

Cj. (4.1.1)

Çäåñü h-îäíîðîäíûå ôóíêöèè � ýòî îäíîðîäíûå ñòåïåíè
p ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4.1.2. Ïóñòü R+
∗ := R+ \ 0; H = H =

(
R+

∗ , ·, 1
)

� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ R îïðåäåë�åí ãîìîìîðôèçì
h : r 7→ rp, r ∈ R+

∗ . Ïóñòü ïðè êàæäîì j ∈ J ìíîæåñòâî Cj

� ýêçåìïëÿð ïîëîæèòåëüíîãî ëó÷à R+ è êàæäûå C j1 è
C j2 ïðè j1 ̸= j2 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó 0 ∈ R+.

Ðàññìàòðèâàåì S := R+, à X ïîñòðîåííîå êàê â (4.1.1).
Â ýòèõ ñîãëàøåíèÿõ h-îäíîðîäíûå ôóíêöèè � ýòî ïîëî-
æèòåëüíî îäíîðîäíûå ñòåïåíè p ôóíêöèè [13, Îäíîðîä-
íàÿ ôóíêöèÿ].

Ïðèìåð 4.1.3. H = (R∗, ·, 1), H =
(
R+

∗ , ·, 1
)
� ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûå ãðóïïû; ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ R ãîìî-
ìîðôèçì h : r 7−→

r∈R∗
|r|p; X òàêîå æå, êàê â Ïðèìåðå 4.1.1,
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à S := R+ òàêîå æå, êàê â Ïðèìåðå 4.1.2. Â òàêîì ñëó÷àå
óæå h-îäíîðîäíûå ôóíêöèè � ýòî àáñîëþòíî îäíîðîäíûå
ñòåïåíè p ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4.1.4. Çäåñü r0, r0 ∈ R+
∗ ; p ∈ Z;

H =
{
rn0

∣∣ n ∈ Z
}
, H =

{
rn0

∣∣ n ∈ Z
}

� ìóëüòèïëèêàòèâíûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû; ãîìîìîð-
ôèçì h : rn 7→ r

np
0 , n ∈ Z; X è S òàêèå æå, êàê â Ïðèìåðå

4.1.2. Ïðè ýòîì h-îäíîðîäíûå ôóíêöèè � ýòî îãðàíè÷åííî
(îòíîñèòåëüíî H) îäíîðîäíûå ñòåïåíè p ôóíêöèè [69].

Ïðèìåð 4.1.5. Ïóñòü n ∈ N; H =
(
(R+

∗ )
n, ·, (1, · · · , 1)

)
� ãðóïïà ñ ïîêîìïîíåíòíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ, H =(
R+

∗ , ·, 1
)
. Ïðè ôèêñèðîâàííîì p⃗ = (p1, . . . , pn) ∈ Rn îïðå-

äåë�åí ãîìîìîðôèçì

r⃗ := (r1, . . . , rn) ∈ (R+
∗ )

n = H, h(r⃗ ) :=

n∏
k=1

r
pk
k ∈ R+

∗ = H,

X := Rn � âåêòîðû-ñòîëáöû x⃗ ∈ X è r⃗ · x⃗ � ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå, S := R. Çäåñü h-îäíîðîäíûå ôóíêöèè
� ýòî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ñòåïåíè p⃗ ôóíêöèè n

ïåðåìåííûõ [13, Îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ].

Ïðèìåð 4.1.6. ÏóñòüC� ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,C∗ :=

C\0� ïðîêîëîòàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü.H = (C∗, ·, 1),
H =

(
R+

∗ , ·, 1
)
� ãðóïïû, à ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ R ðàñ-

ñìàòðèâàåì ãîìîìîðôèçì h : z 7−→
z∈C∗

|z|p. Ïóñòü ïðè j ∈ J

ìíîæåñòâî C j � ýêçåìïëÿð êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è
êàæäûå C j1 è C j2 ïðè j1 ̸= j2 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ
òî÷êó 0 ∈ C; X ïîñòðîåíî êàê â (4.1.1), S := C. Â òàêîì
ñëó÷àå h-îäíîðîäíûå ôóíêöèè � ýòî êîìïëåêñíî îäíîðîä-
íûå ñòåïåíè p ôóíêöèè [6, ãë. 1, � 3].
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Ïðèìåð 4.1.7. Ïóñòü H =
(
(C∗)

n, ·, (1, · · · , 1)
)
ñ ïîêîì-

ïîíåíòíûì óìíîæåíèåì, H =
(
R+

∗ , ·, 1
)
, p⃗ ∈ Rn � ìóëüòè-

èíäåêñ, äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn
∗ ïîëîæèì h(z) := |z|p⃗ :=

|z1|p1 . . . |zn|pn; X := Cn, S := C. Ïðè ýòîì h-îäíîðîäíûå
ôóíêöèè � êîìïëåêñíî îäíîðîäíûå ñòåïåíè p⃗ ôóíêöèè n

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ; ñð. ñ [6, ãë. 1, � 3].

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ñ ðàçíûìè îïåðàöèÿìè â H è H.

Ïðèìåð 4.1.8. Ãðóïïû (R,+, 0), (R+
∗ , ·, 1), p ∈ R, èçî-

ìîðôèçì h := expp : x 7→ epx, x ∈ R; X = R = S; ôóíê-
öèÿ f : R → R èç êëàññà expp-hg(R), åñëè è òîëüêî åñëè
f (h + x) = ephf (x) äëÿ âñåõ h, x ∈ R.

Äðóãèå îáùèå ïðèìåðû ìîæíî ñòðîèòü äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé H îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X

ôóíêöèé f ∈ SX , äåéñòâèÿ-ñóïåðïîçèöèè (h, f ) 7→ f ◦ h,
ãîëîìîðôèçìà h èç H â íåêîòîðóþ, âîîáùå ãîâîðÿ, äðó-
ãóþ ãðóïïó H ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X . Ïðè ýòîì
f ∈ h-hg (X), åñëè è òîëüêî åñëè f ◦h = f ◦

(
h(h)

)
äëÿ âñåõ

h ∈ H. ×àñòíûé ñëó÷àé � êëàññû ôóíêöèé, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé H, êîãäà â ðî-
ëè ãðóïïû H � òðèâèàëüíàÿ îäíîòî÷å÷íàÿ ãðóïïà, ñîñòî-
ÿùàÿ òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ idX ìíîæåñòâà X ,
ñ î÷åâèäíûì ãîìîìîðôèçìîì h(h) = idX äëÿ âñåõ h ∈ H.
Âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ýòîãî îáùåãî ïðèìå-
ðà, Ïðèìåðà 4.1.8 â ÷àñòè ðàçëè÷íûõ H è H è îïåðàöèé
íà íèõ, äà è êëàññè÷åñêèõ Ïðèìåðîâ 4.1.1�4.1.7 ïîèñòèíå
íåèñ÷åðïàåìû.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. H-ìíîæåñòâî S íàçûâàåì óïîðÿäî-
÷åííûì, åñëè îíî ñíàáæåíî îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ⩽ ñ àê-
ñèîìîé ñîãëàñîâàííîñòè
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Ax2. Äëÿ ëþáûõ s1, s2 ∈ S è h ∈ H èç íåðàâåíñòâà s1 ⩽ s2
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî hs1 ⩽ hs2.

Âñþäó äàëåå S � ïîðÿäêîâî ïîëíîå óïîðÿäî÷åííîå H-
ìíîæåñòâî.

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå h-îäíîðîäíîé ôóíêöèè íà
ôóíêöèè f ∈

(
S↑
↓

)X
. Äëÿ ýòîãî äîîïðåäåëèì ñíà÷àëà äåé-

ñòâèÿ H íà òî÷íûå ãðàíè â ïîïîëíåíèè S↑
↓. Åñëè èçíà÷àëü-

íî ñóùåñòâóþò inf S ∈ S è/èëè sup S ∈ S, òî íåîáõîäèìî-
ñòè â ýòîì íåò. Èíà÷å äëÿ ëþáîãî h ∈ H ïîëàãàåì

[↓] h · inf S := inf S ∈ S↓ ⊂ S↑
↓, åñëè inf S /∈ S;

[↑] h · sup S := sup S ∈ S↑ ⊂ S↑
↓, åñëè sup S /∈ S.

Òàêèì îáðàçîì, H-ìíîæåñòâî S ìîæíî ðàñøèðèòü äî H-
ìíîæåñòâà S↑

↓. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : X → S↑
↓

êîððåêòíî óñëîâèå (hg) îïðåäåëåíèÿ 4.1.1, êîòîðîå òåïåðü
ìîæíî äîñëîâíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà òàêèå ôóíêöèè f .
Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå ôóíêöèè

inf
(
S↑
↓

)X
: x 7−→

x∈X
inf S↑

↓, sup
(
S↑
↓

)X
: x 7−→

x∈X
sup S↑

↓

âñåãäà h-îäíîðîäíû.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ìíîæåñòâî h-îäíîðîäíûõ ôóíêöèé
f ∈ (S↑

↓)
X
ñî çíà÷åíèÿìè â H-ìíîæåñòâå S↑

↓ â ðàìêàõ ñî-
ãëàøåíèé [↓] è [↑] îáîçíà÷àåì ÷åðåç h-hg↓↑ (X). Äàëåå ïðè
èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ìíîæåñòâà ÷àñòî íå óêàçûâàåì H-
ìíîæåñòâî X , ò.å. ïèøåì ïðîñòî h-hg↓↑ .

Âî âñåõ Ïðèìåðàõ 4.1.2�4.1.7 íà ìíîæåñòâå S ìîæíî
çàäàòü åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê, ïðè êîòîðîì S ñòàíîâèòñÿ
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óæå ïîðÿäêîâî ïîëíûì R+
∗ -ìíîæåñòâîì, à S↑

↓ � óïîðÿäî-
÷åííîå R+

∗ -ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, ïðè S := C â Ïðèìå-
ðàõ 4.1.6�4.1.7 ìîæíî ââåñòè ¾ïîêîìïîíåíòíûé¿ ïîðÿäîê:
z1 ⩽ z2 îçíà÷àåò, ÷òî Re z1 ⩽ Re z2 è Im z1 ⩽ Im z2, à C↑

↓,
ãäå Re è Im � îïåðàöèè âûäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíè-
ìîé ÷àñòè, ïîëó÷àåòñÿ èç C äîáàâëåíèåì äâóõ ñèìâîëîâ

(−∞) + i(−∞) := inf C,
(+∞) + i(+∞) := supC;

r
(
(±∞) + i(±∞)

)
:=

r∈R+
∗
(±∞) + i(±∞).

(4.1.2)

4.2 Âåðõíèå è íèæíèå ãðàíèöû

Ïîòðåáóåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü S0 ⊂ S↑
↓, h ∈ H. Òîãäà

sup
s∈S0

hs ⩽ h sup
s∈S0

s, h inf
s∈S0

s ⩽ inf
s∈S0

hs. (4.2.3)

Åñëè æå H � ãðóïïà, òî â ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâàõ ìîæ-
íî ïîñòàâèòü çíàê ðàâåíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ s ∈ S0 èç s ⩽ sups∈S0 s è àêñèîìû
Ax2 ñðàçó ñëåäóåò hs ⩽ h sups∈S0 s, îòêóäà

sup
s∈S0

hs ⩽ h sup
s∈S0

s. (4.2.4)

Àíàëîãè÷íî äëÿ inf. Åñëè H � ãðóïïà, òî äëÿ sup â S↑
↓

èìååì òàêæå

h sup
s∈S0

s
Ax1
= h sup

s∈S0
1s = h sup

s∈S0
(h−1h)s

Ax0
= h sup

s∈S0
h−1(hs)

(4.2.4)
⩽ h

(
h−1 sup

s∈S0
hs
) Ax0
= (hh−1) sup

s∈S0
hs = sup

s∈S0
hs.
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Àíàëîãè÷íî äëÿ inf.

Â äîïîëíåíèå ê Îïðåäåëåíèÿì 4.1.1�4.1.3 äàäèì

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Ôóíêöèþ f ∈ (S↑
↓)

X
íàçûâàåì h-ïî-

ëóîäíîðîäíîé ñíèçó (ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó) åñëè èìååì
f (hx) ⩽ h(h)f (x) (ñîîòâåòñòâåííî h(h)f (x) ⩽ f (hx))
äëÿ âñåõ x ∈ X è h ∈ H. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
îáîçíà÷àåì êàê h-hg↑(X) (ñîîòâåòñòâåííî h-hg↓(X)). Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî X ÷àñòî íå óêàçûâàåì. Î÷åâèäíî,

h-hg↑ ∩ h-hg↓ = h-hg↓↑.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.1. Åñëè F ⊂ h-hg↑ èëè F ⊂ h-hg↓, òî
ñîîòâåòñòâåííî supF ∈ h-hg↑ èëè inf F ∈ h-hg↓.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè H � ýòî ãðóïïà, òî èç F ⊂ h-hg↓↑
ñëåäóåò êàê supF ∈ h-hg↓↑ , òàê è inf F ∈ h-hg↓↑ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ F ⊂ h-hg↑ ïðè

F (x) :=
{
f (x)

∣∣ f ∈ F
}

èìååì

(supF )(hx) = sup
f∈F

f (hx) ⩽ sup
f∈F

h(h)f (x)

= sup
{
h(h)s : s ∈ F (x)

}∣∣∣Ëåììà 4.2.1 ñ S0 := F (x)
∣∣∣

(4.2.3)
⩽ h(h) sup

{
s
∣∣ s ∈ F (x)

}
= h(h)(supF )(x).

Çäåñü â ñëó÷àå F ⊂ h-hg↓↑ ïåðâûé çíàê íåðàâåíñòâà ⩽
ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâî, à êîãäà H � ãðóïïà, è ñëå-
äóþùèé çíàê ⩽ ïîìåíÿòü íà çíàê = . Àíàëîãè÷íî äëÿ
inf. Ïðåäëîæåíèå 4.2.1 äîêàçàíî.
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Äëÿ f ∈ (S↑
↓)

X
â îáîçíà÷åíèÿõ ýòîé ãëàâû è ïîäðàçäå-

ëà 1.2.2 âñåãäà ñóùåñòâóþò ó÷àñòâóþùèå íèæå íèæíèå è
âåðõíèå îãèáàþùèå

envfh-hg ⩽ envf
h-hg↓

↑
⩽ envfh-hg↑ ⩽ f

⩽ envh-hg
↓

f ⩽ env
h-hg↓

↑

f ⩽ envh-hgf (4.2.5)

íà X , ãäå â ñëó÷àå f ∈ h-hg âñþäó ìîæíî ïîñòàâèòü
ðàâåíñòâà.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.2.1 è îïðåäåëåíèé ëåãêî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.2.1. Äëÿ f ∈ (S↑
↓)

X
âñåãäà

envfh-hg , env
f
h-hg↓

↑
, envfh-hg↑ ∈ h-hg↑ ,

envh-hgf , env
h-hg↓

↑

f , envh-hg
↓

f ∈ h-hg↓ ,

à åñëè H � ãðóïïà, òî

envfh-hg , env
f
h-hg↓

↑
, envh-hgf , env

h-hg↓
↑

f ∈ h-hg↓↑ .

Ýòî Ñëåäñòâèå 4.2.1 ñðàçó ðåøàåò Çàäà÷ó 1 èç ïîäðàç-
äåëà 1.2.3 äëÿ ðÿäà êëàññîâ L ïîëóîäíîðîäíûõ ôóíêöèé:

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü f ∈ (S↑
↓)

X
. Ñïðàâåäëèâû óòâåð-

æäåíèÿ

[l] envfh-hg↑ = f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ h-hg↑.

[u] f = envh-hg
↓

f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ h-hg↓.

Åñëè H � ãðóïïà, òî ýêâèâàëåíòíû òðè ñîîòíîøåíèÿ:
1) f ∈ h-hg↓↑ ; 2) envf

h-hg↓
↑
= f ; 3) f = env

h-hg↓
↑

f .

Ñëó÷àé êëàññà L = h-hg ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
ñâåäåíèé.
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Çàìå÷àíèå 4.2.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå [l]�[u] äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîëóãðóïïûH è H íå íàêëàäûâàþòñÿ.
Â ñëó÷àå æå = h-hg↓↑ â Òåîðåìå 4.2.1 èìåííî äëÿ âîçìîæ-
íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 4.2.1 è Ëåììû 4.2.1
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî H � ãðóïïà.

4.3 Îðáèòû è ñòàöèîíàðíûå ýëåìåíòû

4.3.1 Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà îðáèò

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Äëÿ ýëåìåíòà x èç H-ìíîæåñòâà X
îïðåäåëÿåòñÿ åãî îðáèòà

orbX(x) := H · x :=: Hx :=
{
hx

∣∣ h ∈ H
}
.

Ýëåìåíò x ∈ X ñòàöèîíàðíûé, åñëè orbX(x) = {x}.
Îäíî èç ýëåìåíòàðíûõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ îðáèò � â

ñëó÷àå ãðóïïû H îðáèòû íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòà-
âèòåëÿ è ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Ïóñòü H � ãðóïïà, à S, êàê è ïðåæäå, H-ìíîæåñòâî.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ s ∈ S↑

↓ â ðàìêàõ ñîãëàøåíèé [↓] è [↑]
ïîñëå Îïðåäåëåíèÿ 4.1.2 îïðåäåëåíû îðáèòû orb

S
↑
↓
(s), à

òàêæå ñòàöèîíàðíûå ýëåìåíòû â S↑
↓. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåí-

òû inf S ∈ S↑
↓ ïðè inf S /∈ S è sup S ∈ S↑

↓ ïðè sup S /∈ S �
ñòàöèîíàðíûå.

Ïóñòü f ∈ h-hg↓↑ . Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ

1) f
(
orbX(x)

)
⊂ orb

S
↑
↓
f (x); â ÷àñòíîñòè, åñëè f (x) �

ñòàöèîíàðíûé ýëåìåíò â S↑
↓, òî f

(
orbX(x)

)
= {f (x)};

2) åñëè h � ýïèìîðôèçì, òî f
(
orbX(x)

)
= orb

S
↑
↓
f (x) è
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äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ýëåìåíòà x ∈ X ýëåìåíò f (x)

ñòàöèîíàðíûé â S↑
↓.

Òàê, äëÿ S := R â S↑
↓ ñ −∞ := inf R, +∞ := supR è

H := R+
∗ � ïÿòü îðáèò

{
{−∞},−R+\0, {0},R+\0, {+∞}

}
è òðè ñòàöèîíàðíûõ ýëåìåíòà {−∞, 0,+∞}, à äëÿ S := C
è H := R+

∗ îðáèòû � ýòî {0}, äâà ýëåìåíòà (±∞)+ i(±∞)

èç (4.1.2) èëè ëþáîé èç ëó÷åé
{
reiθ

∣∣ r ∈ R+ \ 0
}
⊂ C ñî

âñåâîçìîæíûìè θ ∈ (−π, π], à ñòàöèîíàðíûõ ýëåìåíòîâ
òîæå òðè: {0} è (±∞) + i(±∞).

4.3.2 Ðàñùåïëåíèå ôóíêöèè ïî îðáèòàì

Ïóñòü H � ãðóïïà. Ïî Îñíîâíîìó ñâîéñòâó îðáèò, îò-
ìå÷åííîìó â Îïðåäåëåíèè 4.3.1, H-ìíîæåñòâî X ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

X =
⋃
j∈J

orbX(xj), J � ìíîæåñòâî èäåêñîâ, (4.3.6)

íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îðáèò orbX(xj) ñ âûáðàííûìè ïî àê-
ñèîìå âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿìè xj ∈ orbX(xj). Òîãäà
êàæäóþ îðáèòó orbX(xj) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê H-
ìíîæåñòâî, à ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ (S↑

↓)
X îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñóæåíèÿìè

fj := f
∣∣
orbX(xj)

, j ∈ J. (4.3.7)

Áîëåå òîãî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ h-hg↓↑ ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè f (xj), ïîñêîëüêó ìîæåò áûòü
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæåíà íà âñþ îðáèòó orbX(xj) ïî ïðàâè-
ëó

f (hxj) := h(h)f (xj), h ∈ H. (4.3.8)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðåøàåò Çàäà÷ó 1 äëÿ L = h-hg .
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Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü H è H � ãðóïïû, f ∈ (S↑
↓)

X. Ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

[l] envfh-hg = f , åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ äâóõ óñëîâèé:

[l1] f (X) ⊂ S↑ è f ∈ h-hg↓↑ ,

[l2] inf S /∈ S è f = inf
(
S↑
↓

)X
íà X.

[u] f = envh-hgf , åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ äâóõ óñëîâèé:

[u1] f (X) ⊂ S↓ è f ∈ h-hg↓↑ ,

[u2] sup S /∈ S è f = sup
(
S↑
↓

)X
íà X.

[lu] envfh-hg = f = envh-hgf , åñëè è òîëüêî åñëè f ∈ h-hg .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå [lu]=[l]∩[u] ñëåäóåò èç [l]
è [u]. Óòâåðæäåíèå [u] äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è [l], êî-
òîðîå è äîêàæåì.

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü. Åñëè envfh-hg = f , inf S /∈ S, à f
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå inf S õîòÿ áû ðàç, òî ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé l ∈ h-hg , ìàæîðèðóåìûõ ôóíêöèåé f , ïóñòî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî Îïðåäåëåíèþ 1.2.1 èìååì f = inf

(
S↑
↓

)X
.

Ïóñòü òåïåðü inf S ∈ S èëè ôóíêöèÿ f ∈ (S↑
↓)

X íèãäå íå
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå inf S, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ f (X) ⊂ S↑. Òîãäà ïî Ñëåäñòâèþ 4.2.1 â ÷àñòè, êîãäà
H � ãðóïïà, èìååì f = envfh-hg ∈ h-hg↓↑ , ò.å. [l1].

Òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âûïîëíåíî [l2], òî ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé φ ∈ h-hg , ìàæîðèðóåìûõ ôóíêöèåé
f = inf

(
S↑
↓

)X
, ïóñòî. Îòñþäà ïî Îïðåäåëåíèþ 1.2.1 íèæ-

íÿÿ îãèáàþùàÿ envfh-hg âñþäà íà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

inf S, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå envfh-hg = inf
(
S↑
↓

)X
.
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Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî [l1]. Ïóñòü x0 ∈ X è
s0 ∈ S � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî s0 ⩽ f (x0).
Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàñùåïëåíèåì ôóíêöèè f ïî íåïåðå-
ñåêàþùèìñÿ îðáèòàì, îïèñàííîì â (4.3.6)�(4.3.7). Çäåñü
ìû óæå ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òîH � ãðóïïà. Íàéä¼òñÿ èíäåêñ
j0, äëÿ êîòîðîãî x0 ∈ orbX(xj0). Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
orbX(x0) = orbX(xj0), òî, èñïîëüçóÿ ïåðåèíäåêñàöèþ, ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî xj0 = x0. Äëÿ êàæäîé èç îñòàëüíûõ
îðáèò orbX(xj) ñ j ̸= j0 âûáåðåì, âíîâü èñïîëüçóÿ àêñèî-
ìó âûáîðà, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò sj ∈ S, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèþ sj ⩽ f (xj). Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè l ∈ h-hg ,

ìàæîðèðóåìîé ôóíêöèåé f = inf
(
S↑
↓

)X
, à òàêæå óäîâëå-

òâîðÿþùåé óñëîâèþ l(x0) = s0 ⩽ f (x0), ïðîâåä¼ì ïî ñõå-
ìå (4.3.8), à èìåííî: ïîëîæèì l(xj) = sj äëÿ âñåõ j ∈ J

è ïðîäîëæèì l ñ ýëåìåíòà xj íà âñþ îðáèòó orbX(xj) ïî
ïðàâèëó l(hxj) := h(h)l(xj) = h(h)sj, h ∈ H. Ïîñòðîåí-
íàÿ ôóíêöèÿ l ∈ h-hg ìèíîðèðóåò ôóíêöèþ f , îòêóäà, â
ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå s0 ∈ S ñ s0 ⩽ f (x0), ïîëó÷àåì
sup

{
l(x0)

∣∣ l ∈ h-hg , l ⩽ f íà X
}
= f (x0). Ïî Îïðåäåëå-

íèþ 1.2.1 ýòî, ââèäó ïðîèçâîëà â âûáîðå ýëåìåíòà x0 ∈ X ,
îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî envfh-hg = f , ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Íà ïîëóãðóïïû H è H ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå íåîáõîäèìîñòè íàêëàäûâàëîñü òîëüêî îäíî äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå: H � ãðóïïà. Íàïðîòèâ, ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå äîñòàòî÷íîñòè ïðèìåíÿëîñü òîæå òîëüêî îäíî äîïîë-
íèòåëüíîå óñëîâèå, íî äðóãîå: H � ãðóïïà, èç êîòîðîãî,
âïðî÷åì, ñëåäóåò, ÷òî H = h(H) � ãðóïïà.
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4.4 Çàäà÷à 2 äëÿ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé

4.4.1 Ðåãóëÿðèçîâàííûå

ìèíîðàíòà è ìàæîðàíòà

Íàðÿäó ñ (4.2.5) äàäèì åù�å îäèí ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ

ìèíîðàíòû è ìàæîðàíòû ôóíêöèè f ∈ (S↑
↓)

X
. Äëÿ ýòîãî,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî H � ýòî ãðóïïà, îïðåäåëèì âîçðàñ-
òàþùèå íà (S↑

↓)
X
ôóíêöèè f 7→ f∧ è f 7→ f∨, f ∈ (S↑

↓)
X
,

äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó

f∧(x) :=
x∈X

inf
h∈H

(
h(h)

)−1
f (hx),

f∨(x) :=
x∈X

sup
h∈H

(
h(h)

)−1
f (hx)

� ñîîòâåòñòâåííî ðåãóëÿðèçîâàííûå ìèíîðàíòà è ìàæî-
ðàíòà ôóíêöèè f . Î÷åâèäíî,

f∧ ⩽ f ⩽ f∨ íà X äëÿ ìîíîèäà H.

.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Ëþáóþ ïîëóãðóïïó H áåç åäèíè÷íî-
ãî ýëåìåíòà ìîæíî ïðåâðàòèòü â ìîíîèä, ïðîñòî ïðèñî-
åäèíèâ ôîðìàëüíûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1 è îïðåäåëèâ
1h := h =: h1 äëÿ âñåõ h ∈ H. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ãîìî-
ìîðôèçì h êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ìîíîèä H ∪ {1}
ïî ïðàâèëó h(1) = 1 ∈ H � çäåñü ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1. Âñåãäà f∧ ∈ h-hg↓ è f∨ ∈ h-hg↑.
Åñëè æå, â äîïîëíåíèå, H � ãðóïïà, òî f∧, f

∨ ∈ h-hg↓↑ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h0 ∈ H èìååì

f∧(h0x) = inf
h∈H

(
h(h)

)−1
f
(
h(h0x)

)
= inf

h∈H
h(h0)

(
h(h)h(h0)

)−1
f
(
(hh0)x

)
= inf

h∈H
h(h0)

(
h(hh0)

)−1
f
(
(hh0)x

)
.

Â ýòîì ìåñòå ïðèìåíèì Ëåììó 4.2.1 ïðè

S0 :=
{
h(hh0)

)−1
f
(
(hh0)x

) ∣∣∣ h ∈ H
}

ñ h(h0) âìåñòî h è ïðîäîëæèì ðàâåíñòâà êàê

f∧(h0x) = h(h0) inf
h∈H

(
h(hh0)

)−1
f
(
(hh0)x

)
= h(h0) inf

h∈Hh0

(
h(h)

)−1
f (hx)

⩾ h(h0) inf
h∈H

(
h(h)

)−1
f
(
(h)x

)
= h(h0)f∧(x)

ââèäó Hh0 :=
{
hh0

∣∣ h ∈ H
}

⊂ H äëÿ âñåõ x ∈ X .
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò f∧ ∈ h-hg↓.

Åñëè æå H � ãðóïïà, òî Hh0 = H è ïîñëåäíèé çíàê
íåðàâåíñòâà ⩾ çäåñü ìîæíî çàìåíèòü íà = .

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ è f∨.

Çàìå÷àíèå 4.4.2. Èç äîêàçàòåëüñòâà íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ f∧ ∈ h-hg↓↑ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â H

ñóùåñòâîâàëè ïðàâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò è ïðàâûé îá-
ðàòíûé äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èç H. Äëÿ f∨ ∈ h-hg↓↑ òî æå
ñàìîå, íî ñ ëåâûìè.

4.4.2 Îãèáàþùèå ïî îäíîðîäíûì ôóíêöèÿì

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ðåøàåò Çàäà÷ó 2 èç ïîäðàçäåëà
1.2.3 äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ L óæå îäíîðîäíûõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü H, H � ãðóïïû, f ∈ (S↑
↓)

X
. Òîãäà

I. envf
h-hg↓

↑
= f∧ ⩽ f ⩽ f∨ = env

h-hg↓
↑

f íà X.

II. envfh-hg = f∧ íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî îäíî èç äâóõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óñëîâèé:

II1. f∧(X) ⊂ S↑;

II2. inf S /∈ S è f∧ = inf
(
S↑
↓

)X
íà X.

III. f∨ = envh-hgf íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî îäíî èç äâóõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óñëîâèé:

III1. f∨(X) ⊂ S↓;

III2. sup S /∈ S è f∨ = sup
(
S↑
↓

)X
íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Äëÿ ôóíêöèè f ðàññìîòðèì å¼ ðåãó-
ëÿðèçîâàííóþ ìèíîðàíòó f∧ ⩽ f . Ïî Ïðåäëîæåíèþ 4.4.1
è Îïðåäåëåíèþ 1.2.3 èìååì f∧ ⩽ envf

h-hg↓
↑
íà X . Êðîìå òî-

ãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè l ∈ h-hg↓↑ , ìàæîðèðóåìîé
ôóíêöèåé f , ïðè âñåõ x ∈ X ïî Îïðåäåëåíèþ 4.1.3 èìååì

l(x) =
(
h(h)

)−1
l(hx)

Ax2

⩽
(
h(h)

)−1
f (hx) äëÿ âñåõ h ∈ H.

Îòñþäà

l(x) ⩽ inf
h∈H

(
h(h)

)−1
f (hx) = f∧(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî envf
h-hg↓

↑
⩽ f∧ íà X , è äîêàçûâàåò I äëÿ

f∧. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ f∨ èç I.
II. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè inf S /∈ S è f∧(x0) = inf S,

òî, ââèäó äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì ï. I, envfh-hg ⩽ f∧
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íà X , ò.å. envfh-hg (x0) = inf S. Îòñþäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé
l ∈ h-hg , ìàæîðèðóåìûõ ôóíêöèåé f , à çíà÷èò è f∧, ïóñòî
è inf

(
S↑
↓

)X
= envfh-hg = f∧. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòà�åòñÿ

òîëüêî ñèòóàöèÿ II2, ò.å. f∧(X) ⊂ S↑.
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âûïîëíåíî II2, òî èç ï. I ñðàçó

ñëåäóåò envfh-hg ⩽ f∧ = inf
(
S↑
↓

)X
íà X , ÷òî è íóæíî.

Ïóñòü òåïåðü f∧(X) ⊂ S↑. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 4.4.1 ïî-
ëó÷àåì f∧ ∈ h-hg↓↑ , ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå [l1] Òåîðåìû
4.3.1 äëÿ ôóíêöèè f∧ âìåñòî f . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðå-
ìå 4.3.1 èìååì envfh-hg = f∧ íà X .

III äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

4.5 Ëîêàëèçóåìîñòü
(ïîëó)îäíîðîäíûõ ôóíêöèé

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ (S↑
↓)

X
îïðåäåëåíî óìíî-

æåíèå (ñëåâà) ôóíêöèè f íà ýëåìåíòû h ∈ H, à èìåííî:
hf : x 7→ hf (x), x ∈ X .

Ïðåäëîæåíèå 4.5.1. Åñëè ïîëóãðóïïà H êîììóòàòèâ-
íà, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ H èç f ∈ h-hg↑ (ñîîò-
âåòñòâåííî f ∈ h-hg↓) ñëåäóåò hf ∈ h-hg↑ (ñîîòâåò-
ñòâåííî hf ∈ h-hg↓). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ f ∈ h-hg ïîëó-
÷àåì hf ∈ h-hg .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ∈ h-hg↑, òî â ñèëó êîììóòàòèâ-
íîñòè H ïîëó÷àåì

(hf )(hx) ⩽ hh(h)f (x) = h(h)hf (x) = h(h)(hf )(x)

ïðè ëþáûõ x ∈ X è h ∈ H. Àíàëîãè÷íî äëÿ f ∈ h-hg↓.
Îòñþäà çàêëþ÷åíèå è äëÿ f ∈ h-hg .
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà (ïî-
ëó)ãðóïïó H óñëîâèÿ (ïîëó)îäíîðîäíîñòè ìîæíî ïðîâå-
ðÿòü ëèøü äëÿ ïîðîæäàþùåé ÷àñòè H. Íàïîìíèì, ÷òî
ïîäìíîæåñòâî H ′ ⊂ H ïîðîæäàåò ïîëóãðóïïó H, åñëè
ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà h1 · · ·hn ñ
hk ∈ H ′ ïðè êàæäîì k = 1, . . . , n ñîâïàäàåò ñ H, è ïî-
ðîæäàåò ãðóïïó H, åñëè ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðî-
èçâåäåíèé òîãî æå âèäà, íî ñ hk ∈ H ′ èëè h−1

k ∈ H ′ ïðè
êàæäîì k = 1, . . . , n, � ýòî â òî÷íîñòè ãðóïïà H.

Òåîðåìà 4.5.1. Ïóñòü f ∈ (S↑
↓)

X
. Åñëè äëÿ ëþáîé íåîä-

íîòî÷å÷íîé îðáèòû orbX(·) èç (4.3.6)�(4.3.8) íàéä¼òñÿ
ïîäìíîæåñòâî H ′ ⊂ H, ïîðîæäàþùåå ïîëóãðóïïó H,
ñ êîòîðûì

f (hx) ⩽ h(h)f (x) (4.5.9)

äëÿ âñåõ h ∈ H ′ è x ∈ orbX(·), òî (4.5.9) âûïîëíåíî äëÿ
âñåõ h ∈ H è x ∈ X. Àíàëîãè÷íî ïðè çàìåíå ⩽ â (4.5.9)
íà ⩾ èëè = .

Åñëè äëÿ ëþáîé íåîäíîòî÷å÷íîé îðáèòû orbX(·) íàé-
ä¼òñÿ ïîäìíîæåñòâî H ′ ⊂ H, ïîðîæäàþùåå ãðóïïó
H, ñ êîòîðûì f (hx) = h(h)f (x) äëÿ âñåõ h ∈ H ′ è
x ∈ orbX(·), òî f ∈ h-hg↓↑(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà H � ïîëóãðóïïà. Òîãäà
â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 4.5.1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h ∈ H íàé-
äóòñÿ h1, . . . , hn ∈ H ′, n ∈ N, ñ êîòîðûìè h = h1 · · ·hn.
Îòñþäà

f (hx) = f (h1 · · ·hnx)
Ax2,(4.5.9)

⩽ h(h1) · f (h2 · · ·hnx)
Ax2,(4.5.9)

⩽ · · ·
Ax2,(4.5.9)

⩽ h(h1) · · · h(hn)f (x)

= h(h1 · · ·hn)f (x) = h(h)f (x)
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äëÿ ëþáûõ h ∈ H â ïðîèçâîëüíîé îðáèòå orbX(·) ∋ x, à
çíà÷èò è ëþáûõ x ∈ X , ÷òî è òðåáóåòñÿ.

Äëÿ ⩾ è = àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü òåïåðü H � ãðóïïà, à çíà÷èò è H = h(H) �

ãðóïïà. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé îðáèòû orb (·) ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèì ïîðîæäàþùèì H ìíîæåñòâîì H ′ ðàññìîòðèì ýëå-
ìåíò h ∈ H, äëÿ êîòîðîãî h−1 ∈ H ′. Òîãäà äëÿ x ∈ orb (·)
èìååì

f (x) = f (h−1hx) = h(h−1)f (hx) =
(
h(h)

)−1
f (hx),

ò.å. f (hx) =
(
h(h)

)
f (x) äëÿ ëþáûõ x ∈ orbX(·) è h−1 ∈ H ′.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî (4.5.9) ñ ðàâåíñòâîì = âìåñòî
íåðàâåíñòâà ⩽ äëÿ âñåõ h èç ìíîæåñòâà H ′∪(H ′)−1 ⊂ H,
ïîðîæäàþùåãî H êàê ïîëóãðóïïó. Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ äîêàçàííûì äî ýòîãî.

Ïðèìåð 4.5.1. Ïðè H = R+
∗ ñ îáû÷íîé ñòðóêòó-

ðîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü h-
îäíîðîäíîñòü íà ñêîëü óãîäíî êîðîòêèõ íåïóñòûõ îòêðû-
òûõ èíòåðâàëàõ

(
r1, r2

)
⊂ R+

∗ , ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïîêà-
çàòü, ëþáîé òàêîé èíòåðâàë ïîðîæäàåò ãðóïïó R+

∗ .

Çàìå÷àíèå 4.5.1. Ñîäåðæàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ ïî Çà-
äà÷å 3 äëÿ êëàññîâ L (ïîëó)îäíîðîäíûõ ôóíêöèé ëåãêî
ñëåäóþò èç Òåîðåì 4.2.1, 4.3.1, 4.4.1. Äðóãèå âàðèàíòû ðå-
øåíèÿ ýòîé Çàäà÷è, íå îïèðàþùèåñÿ íà ýòè Òåîðåìû, íàì
ïîêà íåèçâåñòíû. Â êàêîé ìåðå óñòàíîâëåííûå â ãëàâå 4
ðåçóëüòàòû äëÿ ãðóïïû H ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ïî-
ëóãðóïïûH � îñòà¼òñÿ íåÿñíûì. Ñêîðåå âñåãî âñåãäà åñòü
êîíòðïðèìåðû.

Äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ïðåäñòàâëåííûõ
èññëåäîâàíèé îá îãèáàþùèõ èç ãë. 1, 2, 4 � ðàñ-
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ñìîòðåíèå L-îãèáàþùèõ äëÿ äðóãèõ êëàññîâ L, êàê-òî:
(ïîëó=ñóá- èëè ñóïåð-)àääèòèâíûõ ôóíêöèé, ñ óñëîâèÿ-
ìè òèïà âûïóêëîñòè�âîãíóòîñòè, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàöèÿ-
ìè sup èëè inf (èäåìïîòåíòíûå, èëè òðîïè÷åñêèå, âåðñèè)
è ïðî÷. Âîçìîæíû âàðèàöèè è â ðàìêàõ ñòðóêòóðû ìíî-
æåñòâà X � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé, àëãåáðàè÷åñêîé,
òîïîëîãè÷åñêîé, ãåîìåòðè÷åñêîé, ïîðÿäêîâîé è ïð. Îáú-
¼ì âîçìîæíûõ òàêèõ èññëåäîâàíèé íåîáîçðèì. Ïðè ýòîì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì èçó÷åíèå ïîäîáíûõ âîïðîñîâ äëÿ
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè èìåííî â ïîïîëíåíèè (ðàñøèðå-
íèè) S↑

↓ â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèÿìè êàê â òåîðèè ôóíêöèé,
÷òî â íåêîòîðîé ìåðå îòðàæåíî â ãë. 3, òàê è â òåîðèè
îïòèìèçàöèè [48], [73]�[74].
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