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НОВЫЙ АЛГОРИТМ АСИМПТОТИЧЕСКИ
ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕТЧАТЫХ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ

М.Д. РАМАЗАНОВ

Аннотация. Решетчатые кубатурные формулы служат для приближенных вычис-
лений интегралов гладких функций нескольких переменных,

∫︀
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, с помощью ли-

нейных комбинаций ℎ𝑛
∑︀

𝑘∈Z𝑛,
ℎ𝑘∈Ω

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘). Асимптотически оптимальная формула на 𝑊𝑚
2

–пространстве определяется равенством sup
𝑓∈𝑊 𝑚

2 (Ω)

⃒⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥− ℎ𝑛
∑︀

ℎ𝑘∈Ω

𝑐𝑎𝑠
𝑘 𝑓(ℎ𝑘)

⃒⃒⃒⃒
/

inf
{𝑐𝑘}

sup
𝑓∈𝑊 𝑚

2 (Ω)

⃒⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝑥− ℎ𝑛
∑︀

ℎ𝑘∈Ω

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘)
⃒⃒⃒⃒
= 1.

К.И. Бабенко принадлежит понятие ненасыщаемости вычислительных алгоритмов
[7] — сохранения оптимальных порядков сходимостей для всех пространств функций,
являющихся параметрами задачи.

В работе описан новый алгоритм построения решетчатых кубатурных формул, нена-
сыщаемых не только по порядку, но и по свойству асимптотической оптимальности на
𝑊𝑚

2 –пространствах, 𝑚 ∈ (𝑛/2,∞).
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1. Введение

Решетчатые кубатурные формулы дают приближенные значения интегралов
∫︀
Ω

𝑑𝑥𝑓(𝑥)

по многомерным областям Ω ⊂ R𝑛 в виде линейных комбинаций значений подинтеграль-
ной функции в узлах выбранной решетки.

𝐾𝑁𝑓 ≡ det𝐻𝑁 ·
∑︁
𝑘∈Z𝑛,

𝐻𝑁 𝑘∈Ω

𝑐𝑘(𝑁)𝑓(𝐻𝑁𝑘), 𝐻𝑁 — матрица 𝑛× 𝑛, det𝐻𝑁 = |Ω|/𝑁.

В конце 60–х годов прошлого века С.Л. Соболев [1]–[3] предложил алгоритм формул
высокой точности, объединяющий подходы функционального анализа и алгебраический.
Именно, гладкость интегрантов задавалась принадлежностью их конкретному банахово-
му функциональному пространству 𝐵(Ω) ⊂ 𝐶, качество формулы определялось нормой
функционала погрешности
𝑙Ω𝑁 : 𝑓 →

∫︀
Ω

𝑑𝑥 𝑓(𝑥)−𝐾𝑁𝑓, с оптимизацией по коэффициентам {𝑐𝑘}.

𝑙Ω, 𝑜𝑝𝑡
𝑁 = arg min

𝑙Ω𝑁 ,{𝑐𝑘}
‖𝑙Ω𝑁‖[𝐵(Ω)]* . (1)

А сам алгоритм строился как сумма локальных формул для интегрирования по элементар-
ным ячейкам решетки 𝑄𝑁,𝑘 = {𝑥| 𝐻−1

𝑁 𝑥− 𝑘 ∈ [0, 1)𝑛} с помощью алгебраических формул
с теми же узлами, точно интегрирующих многочлены до некоторой степени 𝑀 , связанной

M.D. Ramazanov, New algorithm of asymptotically optimal lattice cubature formulas.
c○ Рамазанов М.Д. 2010.
Работа поддержана РФФИ (грант 09-01-00349-a).
Поступила 5 июля 2010 г.

61



62 М.Д. РАМАЗАНОВ

с гладкостью интегрантов. С.Л. Соболев установил, что при 𝑁 →∞ последовательность
функционалов погрешностей таких формул обладает свойством асимптотической опти-
мальности:

‖𝑙Ω, 𝑎𝑠
𝑁 ‖[𝐵(Ω)]* = ‖𝑙Ω, 𝑜𝑝𝑡

𝑁 ‖[𝐵(Ω)]* · (1 + 𝑜(1)) (2)

на пространствах интегрантов 𝐵(Ω) = 𝐿
(𝑚)
2 (Ω) с полунормой

‖𝑓 | 𝐿(𝑚)
2 (Ω)‖ =

⎡⎣∫︁
Ω

𝑑𝑥

⎛⎝∑︁
|𝛼|=𝑚

|𝛼|!
𝛼!

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)|2
⎞⎠⎤⎦1/2

.

Свойство асимптотической оптимальности было установлено и для многих других бана-
ховых пространств, обычно употребляемых в вычислительной математике [2]–[6]. Важней-
шей особенностью соболевского алгоритма является свойство пограничного слоя: узлам,
удаленным от границы области на расстояние больше 𝑂(𝑁−1/𝑛) соответствуют одинаковые
коэффициенты:

∃𝐿, ∀𝑘, 𝑁 dist (𝐻𝑁𝑘, 𝜕Ω) > 𝐿𝑁−1/𝑛 ⇒ 𝑐𝑘 ≡ 1. (3)
Это на порядок уменьшает объем вычислительной работы и позволяет установить для та-
ких формул фактическую эквивалентность асимптотической и порядковой оптимальности
на соболевских пространствах 𝑊𝑚

𝑝 [5].
Заложенная в алгоритме алгебраическая точность локальных формул на всех многочле-

нах до некоторой степени 𝑀 проявилась в условной «асимптотической ненасыщаемости»
алгоритма. Именно, построенная последовательность кубатурных формул остается асимп-
тотически (при𝑁 →∞) оптимальной на каждом пространстве𝑊𝑚

𝑝 с𝑚 ∈ (𝑛/𝑝,𝑀), то есть
в ослабленной форме удовлетворяет введенному К. И. Бабенко определению ненасыщае-
мости. (У К. И. Бабенко [7], [8] универсальна порядковая оптимальность без ограничения
сверху на гладкость интегрантов). Ненасыщаемость — важное свойство вычислительных
алгоритмов, позволяющее созданным по ним программам автоматически настраиваться
на проявляющиеся характеристики гладкостей параметров задач, обеспечивая наилучшие
скорости сходимостей аппроксимаций.

В настоящей работе мы ограничиваемся кубической решеткой узлов
𝐻 = ℎ𝐼𝑛, 𝑁 = ℎ−𝑛, и предлагаем новый алгоритм решетчатых кубатурных формул
𝐾ℎ𝑓 = ℎ𝑛

∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘), обладающих свойством ограниченного пограничного слоя и являю-

щихся асимптотически ненасыщаемыми на всех пространствах 𝑊𝑚
2 (R𝑛) с 𝑚 > 𝑛

2
.

Сначала выводим формулу коэффициентов оптимальных кубатурных формул для ин-
тегралов более общего вида ℐ𝜙𝑓 =

∫︀
R𝑛

𝑑𝑥𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) и на более общих пространствах 𝑊 𝜇
2 (R𝑛).

Норма их задается равенством

‖𝑓 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖ =

⎛⎝ ∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
⃒⃒⃒
𝑓(𝜉)𝜇(2𝜋𝑖𝜉)

⃒⃒⃒2⎞⎠1/2

(4)

с довольно произвольной функцией 𝜇. Затем упрощаем выражения оптимальных коэф-
фициентов, отсекая слагаемые, порядки которых пренебрежимо малы по сравнению с
главным членом.

Таким образом, мы приходим к формуле коэффициентов асимптотически оптимальной
кубатурной формулы с ограниченным пограничным слоем.

Далее мы ограничиваемся частным случаем с весовой функцией 𝜙, являющей-
ся характеристической функцией области интегрирования, и изотропной функцией 𝜇,
𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2. Окончательно, упрощая формулу коэффициентов в погранич-
ном слое, получаем коэффициенты асимптотически ненасыщаемой формулы.
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2. Формула коэффициентов решетчатой кубатурной формулы,
оптимально аппроксимирующей интегралы с весовыми функциями

Определим пространство 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) как пополнение в норме (4) множества 𝐶∞0 (R𝑛) фи-

нитных бесконечно дифференцируемых функций.

̃︀𝑓(𝜉) ≡
∫︁
R𝑛

𝑑𝑥𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉

— это преобразование Фурье функции 𝑓 ; 𝜇 : R𝑛 → C — функция с конечным интегралом∫︀
R𝑛

𝑑𝜉/|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 < ∞, что обеспечивает вложение 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) в пространство непрерывных

функций 𝐶(R𝑛).
Без ограничения общности будем полагать 𝜇 бесконечно дифференцируемой, четной, не

обращающейся в нуль нигде и равной единице в начале координат, 𝜇(0) = 1. Кроме того,
мы полагаем, что функция 𝜇 имеет не более, чем степенной порядок роста. Точнее:

∃ 𝑚′′ > 𝑚′ > 0, ∃ 𝐶 > 0 ∀𝜉 (1 + |𝜉|𝑚′
/𝐶) 6 |𝜇(2𝜋𝑖𝜉)| 6 (1 + |𝜉|𝑚′′ · 𝐶).

Мы берем 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) символом гипоэллиптического псевдодифференциального оператора

𝜇(𝐷) : 𝑓(𝑥) → 𝜇(𝐷)𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑑𝜉𝑓(𝜉)𝜇(2𝜋𝑖𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝜉.

Гипоэллиптичность означает выполнение условия

∃ 𝜌 ∈ (0, 1] ∀𝛼 ∈ Z𝑛
+ ∃𝐶𝛼 : ∀𝜉 ∈ R𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝛼𝜇(2𝜋𝑖𝜉)

𝜇(2𝜋𝑖𝜉)

⃒⃒⃒⃒
6

𝐶𝛼

(1 + |𝜉|)𝜌|𝛼| . (5)

В этой работе основным частным случаем будет 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2
, 𝑚 > 𝑛/2.

Обычное обозначение этого пространства, взятого в одной из эквивалентных нормировок
𝑊𝑚

2 (R𝑛).
Как мы уже указали, качество кубатурной формулы характеризуется

[𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]*-нормой ее функционала погрешности 𝑙𝜙ℎ : 𝑓 → ℐ𝜙𝑓 −𝒦ℎ𝑓 .

Оптимальные коэффициенты определяются условием

{𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 (ℎ)} = arg min

{𝑐𝑘}
‖ℐ𝜙 −𝒦ℎ | [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*‖.

Следует заметить, что мы берем кубатурную формулу с суммированием по всем уз-
лам {ℎ𝑘 | 𝑘 ∈ Z𝑛}, требуем принадлежность функционала 𝐾ℎ пространству [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*.
Функционал погрешности оптимальной кубатурной формулы 𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ = ℐ𝜙 − 𝐾𝑜𝑝𝑡
ℎ должен

удовлетворять условию

‖𝑙Ω,𝑜𝑝𝑡
𝑁 | [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]* ‖ = inf
{𝑐𝑘}

‖ℐ𝜙 −𝐾ℎ | [𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]* ‖.

В гильбертовом пространстве шар слабо компактен и слабо замкнут. Поэтому мы можем
описанную выше операцию инфимума нормы в [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]* ‖ заменить на нахождение мини-
мума нормы. При этом аргумент минимума — единственный и оптимальный функционал
погрешности — однозначно определен.

Первой нашей целью является получение формул оптимальных коэффициентов и выпи-
сывание их асимптотики по параметру ℎ до такого порядка, который позволит заменить
оптимальную кубатурную формулу асимптотически оптимальной 𝒦𝑎𝑠

ℎ 𝑓 , см. (2), с более
простым алгоритмом вычисления коэффициентов.

Коэффициенты кубатурных формул естественно считать комплексными,
𝑐𝑘 = 𝑐1𝑘 + 𝑖𝑐2𝑘. Поскольку квадрат нормы функционала погрешности является положи-
тельным многочленом второй степени от {𝑐1𝑘, 𝑐2𝑘}𝑘∈Z𝑛 , уравнения, которым подчиняются
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оптимальные коэффициенты, задаются формулами

0 =
𝜕

𝜕𝑐1𝑘
‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ | [𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]*‖2 =

𝜕

𝜕𝑐2𝑘
‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ | [𝑊 𝜇
2 (R𝑛)]*‖2 .

Прямыми вычислениями они сводятся к одному равенству

0 =

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
𝑒2𝜋𝑖𝜉ℎ𝑗

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2

[︃̃︀𝜙(𝜉)− ℎ𝑛
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 · 𝑒−2𝜋𝑖𝜉ℎ𝑘

]︃
, ∀𝑗 ∈ Z𝑛 .

где ̃︀𝜙(𝜉) =
∫︀

R𝑛

𝑑𝑥𝜙(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜉. Сходимость этого интеграла обеспечивается нашими основны-

ми предположениями о весовой функции 𝜙. Именно, считаем носитель функции замыка-
нием 𝑛−мерной области Ω, ограниченной гладкой границей Γ, а саму функцию бесконечно
дифференцируемой в Ω̄,

supp 𝜙 ≡ Ω̄ b R𝑛, 𝜕Ω ≡ Γ ∈ 𝐶∞, 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω̄). (6)

Эти ограничения впоследствии можно будет ослабить до естественных пределов, включа-
ющих обычно употребительные функции весовых интегралов.

Займемся решением уравнений оптимальных коэффициентов.
Интеграл по 𝜉 разобьем на отдельные блоки:

𝜉 =
𝑡

ℎ
+ 𝜂, 𝑡 ∈ Z𝑛, 𝜂 ∈ 𝑄/ℎ, 𝑄 =

[︂
−1

2
,

1

2

)︂𝑛

,

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 =
∑︁
𝑡∈Z𝑛

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂.

Теперь

ℎ𝑛
∑︀

𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘

∫︀
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂(𝑗−𝑘)ℎ
∑︀

𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖( 𝑡
ℎ

+ 𝜂))|2
=

=
∫︀

𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑗ℎ
∑︀

𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙( 𝑡
ℎ

+ 𝜂)

|𝜇(2𝜋𝑖( 𝑡
ℎ

+ 𝜂))|2
.

Сделаем замену переменных ℎ · 𝜂 = 𝜁∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘

∫︀
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁(𝑗−𝑘)
∑︀

𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
=

= ℎ−𝑛
∫︀
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑗
∑︀

𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
.

Обе части равенства умножим на 𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑗 и просуммируем по 𝑗 ∈ Z𝑛 :∑︀
𝑗∈Z𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑗
∫︀
𝑄

𝑑𝜁

[︂ ∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 𝑒−2𝜋𝑖𝜁𝑘

∑︀
𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2

]︂
𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑗 =

=
∑︀

𝑗∈Z𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑗
∫︀
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑗

[︂
ℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2

]︂
.

Заменим 𝑗 на −𝑗 и заметим : в правой и левой частях равенства стоят ряды Фурье
по 𝑗 с коэффициентами от функций, заключенных в квадратные скобки. Значит, равны
сами функции. Отсюда следует∑︁

𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 𝑒−2𝜋𝑖𝜁𝑘 = ℎ−𝑛

∑︁
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
/
∑︁
𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
.

Заменим 𝜁 на −𝜁 и заметим, что 𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 — это коэффициенты ряда Фурье функции, стоящей

с правой стороны равенства.
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По формулам для коэффициентов Фурье получаем

𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 ≡ 𝑐𝑜𝑝𝑡

𝑘 (ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 𝑒−2𝜋𝑖𝜁𝑘 · ℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡− 𝜁)/ℎ)/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡− 𝜁)/ℎ)|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠− 𝜁)/ℎ)|2
.

Если ввести функцию непрерывного аргумента (и переменить 𝜁 на −𝜁 )

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎ · ℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ)/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
, (7)

то
𝑐𝑜𝑝𝑡
𝑘 (ℎ) = 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ)

⃒⃒
𝑥=ℎ𝑘

, ∀𝑘 ∈ Z𝑛 . (8)
Назовем 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) функцией оптимальных коэффициентов.
Сформулируем полученный результат.

Теорема 1. Равенства (7), (8) задают коэффициенты кубатурной формулы, опти-
мальной на пространстве 𝑊 𝜇

2 (R𝑛).

3. Оценка порядка точности вычислений при получении функции
асимптотически оптимальных коэффициентов

Асимптотическая оптимальность функционала погрешности означает, что отличие его
нормы от нормы оптимального функционала есть величина бесконечно малая по сравне-
нию с нормой асимптотически оптимального функционала. В наших гильбертовых про-
странствах оценка разности норм может быть заменена на оценку нормы разности оп-
тимального и асимптотически оптимального функционалов. Покажем это, обозначая для
краткости [𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*− норму 𝑙 через ‖𝑙‖* и эквивалентность порядков знаком ≍ .

0 6
‖𝑙𝜙,𝑎𝑠

ℎ ‖* − ‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ ‖*

‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖*

=
‖𝑙𝜙,𝑎𝑠

ℎ ‖2
* − ‖𝑙

𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ ‖2

*

(‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖* + ‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡

ℎ ‖*)‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖*

≍
(︂
‖𝑙𝜙,𝑎𝑠

ℎ − 𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ ‖*

‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ ‖*

)︂2

и это должно быть 𝑜(1) при ℎ→ 0.

Лемма 1. Если 𝜙 ̸≡ 0, то

‖𝑙𝜙,𝑎𝑠
ℎ |[𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*‖ > ‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ |[𝑊 𝜇

2 (R𝑛)]*‖ > const
√︃ ∑︁

𝑘∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑘/ℎ)|2
.

Доказательство. Очевидно, для любого функционала погрешности и любой функции
𝑢 ∈ 𝑊 𝜇

2 (R𝑛)

‖𝑙𝜙ℎ |[𝑊
𝜇
2 (R𝑛)]*‖ > |(𝑙𝜙ℎ , 𝑢)|/‖𝑢|𝑊 𝜇

2 (R𝑛)‖.
Подберем подходящую функцию 𝑢. Наша функция 𝑢 будет неотрицательной и обращаю-

щейся в нуль в каждом узле ℎ𝑘. Поэтому |(𝑙𝜙ℎ , 𝑢)| = |
∫︀
Ω

𝑑𝑥𝜙(𝑥)𝑢(𝑥)|. Так как 𝜙 непрерывна
и не является тождественным нулем, то она отделена от нуля на некотором множестве
𝜔, |𝜙(𝑥)| |𝑥∈𝜔> 𝑐 > 0.

Можем полагать, что 𝜔 имеет форму прямоугольного параллелепипеда

𝜔 =
𝑛∏︀

𝑗=1

[𝑎𝑗, 𝑏𝑗], целиком помещающегося в единичном кубе [−1/2, 1/2)𝑛.

Обозначим эту область срезывающей функцией. Пусть κ(𝑡) — «гладкая ступенька»: бес-
конечно дифференцируемая, неотрицательная, монотонная, с графиком, симметричным
относительно точки

(︀
1
2
, 1

2

)︀
, κ ∈ 𝐶∞,κ′(𝑡) > 0, κ(𝑡) = 0 при 𝑡 6 0 и κ(𝑡) = 1 при 𝑡 > 1,
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κ′(1
2
− 𝑡) = κ′(1

2
+ 𝑡). Положим 𝜃(𝑥) =

∏︀𝑛
𝑗=1 κ

(︀𝑥𝑗−𝑎𝑗

𝜏

)︀
·κ
(︁

𝑏𝑗−𝑥𝑗

𝜏

)︁
, подобрав параметр 𝜏 так,

чтобы множество, на котором 𝜃(𝑥) = 1, было достаточно массивным:∫︁
𝑑𝑥 𝜃(𝑥) =

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗 − 𝜏) >
1

2

𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) = |supp 𝜃|/2.

Возьмем 𝑢(𝑥) = 𝜃(𝑥) · [𝑣ℎ(𝑥) − 𝑣ℎ(0)], где 𝑣ℎ(𝑥) — экстремальная функция однородно-
го функционала погрешности 𝑙1ℎ(𝑥) = 𝜒𝑄ℎ

(𝑥) − ℎ𝑛
∑︀

ℎ𝑘∈𝑄ℎ

𝛿(𝑥 − ℎ𝑘), 𝑄ℎ = [−𝐻ℎ,𝐻ℎ)𝑛 с

𝐻 = [([1/ℎ] + 1)/2] (квадратные скобки последней формулы означают целую часть чис-
ла).

(𝑙1ℎ, 𝑣ℎ) = ‖𝑙1ℎ | (̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ))*‖, ‖𝑣ℎ | ̃︁𝑊 𝜇

2 (𝑄ℎ)‖ = 1.

Пространство ̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ) состоит из периодических с основным периодом 𝑄ℎ функций

𝑓(𝑥) =
∑︀

𝑘∈Z𝑛

𝑓𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥/2𝐻ℎ с 𝑓𝑘 = (2𝐻ℎ)−𝑛

∫︀
𝑄ℎ

𝑓(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦/2𝐻ℎ𝑑𝑦 и конечной нормой

‖𝑓 | ̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ)‖ = (2𝐻ℎ)−𝑛/2

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

|𝑓𝑘𝜇(2𝜋𝑖𝑘/2𝐻ℎ)|2
)︃1/2

.

Как известно [6], экстремальная функция 𝑣ℎ(𝑥) имеет еще и маленький период
ℎ, 𝑣ℎ(𝑥+ ℎ𝑘) = 𝑣ℎ(𝑥), ∀𝑘 ∈ Z𝑛, и вещественна и всюду не меньше своего значения в нуле,
𝑣ℎ(𝑥)− 𝑣ℎ(0) > 0.

Таким образом,

‖𝑙𝜙ℎ | (𝑊 𝜇
2 (R𝑛))*‖ > 𝑐 ·

∑︁
𝑗∈Z𝑛,

𝜃(ℎ𝑗)=1

∫︁
ℎ𝑄

𝑑𝑥[𝑣ℎ(𝑥− ℎ𝑗)− 𝑣ℎ(0)]/‖(𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0))𝜃 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖

Числитель этой дроби есть∑︁
𝑗∈Z𝑛,

𝜃(ℎ𝑗)=1

∫︁
ℎ𝑄

𝑑𝑥[𝑣ℎ(𝑥− ℎ𝑗)− 𝑣ℎ(0)] =
|{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}|

ℎ𝑛

∫︁
ℎ𝑄

𝑑𝑥[𝑣ℎ(𝑥)− 𝑣ℎ(0)] =

= |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (2𝐻ℎ)−𝑛 · (𝑙1ℎ, 𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0)) = |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (2𝐻ℎ)−𝑛 · (𝑙1ℎ, 𝑣ℎ) =

= |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (2𝐻ℎ)−𝑛 · ‖𝑙1ℎ | (̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ))*‖ =

=

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|−2

⎞⎠1/2

= |{𝑥 | 𝜃(𝑥) = 1}| · (1 +𝑂(ℎ))

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|−2

⎞⎠1/2

.

При оценке знаменателя учтем известную эквивалентность норм 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) и ̃︁𝑊 𝜇

2 (𝑄ℎ) для
функций, сосредоточенных в 𝑖𝑛𝑡 𝑄ℎ, и гипоэллиптических символов 𝜇. Благодаря этому

‖(𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0))𝜃 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖ 6 const · ‖(𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0))𝜃 | ̃︁𝑊 𝜇

2 (𝑄ℎ)‖ 6

6 const · ‖𝑣ℎ − 𝑣ℎ(0) | ̃︁𝑊 𝜇
2 (𝑄ℎ)‖ 6 const.

Итак,

‖𝑙𝜙ℎ | (𝑊 𝜇
2 (R𝑛))*‖ > const ·

(︃∑︁
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|2
)︃1/2

.

Следствие 1. ‖𝑙𝜙ℎ | (𝑊𝑚
2 (R𝑛))*‖ > const · ℎ𝑚.
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(Можно показать, что для оптимального функционала выполняется и обратная оценка

‖𝑙𝜙,𝑜𝑝𝑡
ℎ | (𝑊𝑚

2 (R𝑛))*‖ 6 const · |supp 𝜙|
1
2 · ℎ𝑚 ).

4. Упрощение формулы коэффициентов для узлов, достаточно удаленных
от области интегрирования

Возвращаясь от переменных 𝑡 ∈ Z𝑛, 𝜁 ∈ 𝑄 к 𝜉 =
𝑡+ 𝜁

ℎ
, можем написать

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝜈(𝜉, ℎ), где 𝜈(𝜉, ℎ) =

1∑︀
𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖 𝑠
ℎ

+ 𝜉)|2
.

Функция 𝜉 → 𝜈(𝜉, ℎ) бесконечно дифференцируемая, периодическая с основным перио-
дом 𝑄/ℎ. Мы накладываем условие

dist (𝑥,Ω) > 𝜓(ℎ) = 𝑜(1) при ℎ→ 0.

и хотим воспользоваться этим, чтобы упростить выражение 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ). Зададим финитную
функцию 𝜎(𝜉, 𝛿) =

∏︀𝑛
𝑗=1[1− κ(|𝜉𝑗|ℎ𝛿 − 2)] с некоторым 𝛿 > 0. Рассмотрим часть функции

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) вне 𝑂(ℎ−𝛿) окрестности начала координат переменных 𝜉.

𝐶𝑜𝑝𝑡
𝛿 (𝑥, ℎ) ≡

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝜈(𝜉, ℎ)[1− 𝜎(𝜉, 𝛿)].

Теперь подготовим удобное нам интегрирование по частям в интеграле по 𝜉 с вычисле-
нием первообразных от 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝜈(𝜉, ℎ). Пусть будет

𝜈(𝜉, ℎ). · 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 ≡ ∆𝑁
𝜉 (𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝑓(𝜉)).

Вычислим 𝑓(𝜉) как решение этого уравнения.

∆𝑁
𝜉 (𝑔(𝜉)𝑓(𝜉)) = ∆𝑁

𝜉

⎡⎣𝐹−1
𝑥→𝜉

⎛⎝∫︁
R𝑛

𝑑𝑡 𝑔(𝑡) · 𝑓(𝑥− 𝑡)

⎞⎠⎤⎦ (𝜉) =

= ∆𝑁
𝜉

∫︁
𝑑𝑥 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉

∫︁
𝑑𝑡 𝑔(𝑡) · 𝑓(𝑥− 𝑡) =

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 (2𝜋𝑖)2𝑁𝑔(𝑡) · 𝑓(𝑥− 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 ≡ 𝐼

Для упрощения формулы возьмем 𝑁 четным числом.

𝐼 = (2𝜋)2𝑁

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 (|𝑡|2 + 2(𝑡, 𝑥− 𝑡) + |𝑥− 𝑡|2)𝑁𝑔(𝑡)𝑓(𝑥− 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 =

= (2𝜋)2𝑁

∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 ·

∑︁
𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

𝐶𝛼
𝑁 |𝑡|2𝛼1 · (2(𝑡, 𝑥− 𝑡))𝛼2|𝑥− 𝑡|2𝛼3𝑔(𝑡)𝑓(𝑥− 𝑡).

(2(𝑡, 𝑥− 𝑡))𝛼2 = 2𝛼2(𝑡1(𝑥1 − 𝑡1) + . . .+ 𝑡𝑛(𝑥𝑛 − 𝑡𝑛))𝛼2 = 2𝛼2
∑︀

𝛽∈Z𝑛
+,

𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛽
𝛼2
𝑡𝛽(𝑥− 𝑡)𝛽. Поэтому
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𝐼 = (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2·

·
∫︁
𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉(|𝑡|2𝛼1 · 𝑡𝛽𝑔(𝑡)) · (|𝑥− 𝑡|2𝛼3(𝑥− 𝑡)𝛽𝑓(𝑥− 𝑡)) =

= (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2𝐹−1
𝑥→𝜉·

·
∫︁
𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉(|𝑡|2𝛼1 · 𝑡𝛽𝑔(𝑡)) · (|𝑥− 𝑡|2𝛼3(𝑥− 𝑡)𝛽𝑓(𝑥− 𝑡)) =

= (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2·

· 1

(2𝜋𝑖)2𝛼1+2(𝛽1+...+𝛽𝑛)+2𝛼3
(𝐷𝛽

𝜉 ∆𝛼1
𝜉 𝑔(𝜉))(𝐷𝛽

𝜉 ∆𝛼3
𝜉 𝑓(𝜉)).

Применим эту формулу к 𝑔(𝜉) = 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

∆𝑁
𝜉

(︀
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝑓(𝜉)

)︀
= (2𝜋)2𝑁

∑︁
𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

2𝛼2(2𝜋𝑖)2𝛼1+𝛽1+...+𝛽𝑛·

· (𝑥− 𝑦)𝛽 · |𝑥− 𝑦|2𝛼1𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 ·𝐷𝛽
𝜉 ∆𝛼3

𝜉 𝑓(𝜉) = 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 · 𝜈(𝜉, ℎ).

Относительно 𝑓(𝑥) получили уравнение в частных производных с постоянными коэффи-
циентами. Это эллиптическое уравнение — с главным членом ∆2𝑁

𝜉 𝑓(𝜉). 𝑃 (𝐷)𝑓(𝜉) = 𝜈(𝜉, ℎ).
Характеристический многочлен дифференциального оператора есть

𝑃 (2𝜋𝑖𝑡) ≡ (2𝜋)2𝑁
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

(𝑥− 𝑦)𝛽|𝑥− 𝑦|2𝛼1(2𝜋𝑖)2𝛼1+2𝛼2+2𝛼3·

· 𝑡𝛽|𝑡|2𝛼3 = (2𝜋)4𝑁 · [|𝑡|2𝑁 + |𝑥− 𝑦|2𝑁+

+
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁
𝛼1 ̸=𝑁 ̸=𝛼3

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝛽∈Z𝑛
+

𝐶𝛼
𝑁𝐶

𝛽
𝛼2

(𝑥− 𝑦)𝛽|𝑥− 𝑦|2𝛼1 · 𝑡𝛽|𝑡|2𝛼3 ].

Замена переменных 𝑡 = 𝜏 |𝑥− 𝑦| дает

𝑃 (2𝜋𝑖𝜏 |𝑥− 𝑦|) = (4𝜋2|𝑥− 𝑦|)2𝑁 [|𝜏 |2𝑁 + 1+

+
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁
𝛼1 ̸=𝑁 ̸=𝛼3

𝐶𝛼
𝑁

∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝛽∈Z𝑛
+

𝐶𝛽
𝛼2

(︂
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|

)︂𝛽

· 𝜏𝛽|𝑥− 𝑦|2𝛼1 · |𝜏 |2𝛼3 ] ≡ (4𝜋2|𝑥− 𝑦|)2𝑁𝑄(𝜏).

Отметим: ∑︁
𝛽1+...+𝛽𝑛=𝛼2

𝛽∈Z𝑛
+

𝐶𝛽
𝛼2

(︂
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|

)︂𝛽

𝜏𝛽 = (𝑒𝑥−𝑦, 𝜏)𝛼2 , где 𝑒𝑥−𝑦 =
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
.

Фундаментальное решение дифференциального оператора 𝑃 (𝐷) можно задать форму-
лой

Φ𝑁(𝜉) =

∫︁
Γ𝑛

𝑑𝑡
𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑡

𝑃 (2𝜋𝑖𝑡)
=|𝑡=𝜏 |𝑥−𝑦|= |𝑥− 𝑦|𝑛

∫︁
Γ𝑛/|𝑥−𝑦|

𝑑𝜏
𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜉|𝑥−𝑦|

(4𝜋2|𝑥− 𝑦|)2𝑁𝑄(𝜏)
.
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Здесь Γ𝑛 — это 𝑛 –мерная поверхность в C𝑛 — лестница Хёрмандера для многочлена
𝑃 (2𝜋𝑖𝜉), [9], а Γ𝑛/|𝑥− 𝑦| — соответствующая лестница Хёрмандера для многочлена

𝑄(𝜏) = |𝜏 |2𝑁 + 1 +
∑︁

𝛼1+𝛼2+𝛼3=𝑁
𝛼1 ̸=𝑁 ̸=𝛼3

𝐶𝛼
𝑁(𝑒𝑥−𝑦, 𝜏)𝛼2|𝜏 |2𝛼3 с |𝜏 |2 ≡ 𝜏 2

1 + . . .+ 𝜏 2
𝑛.

с может быть комплексными 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛. Фундаментальное решение гладкое при достаточно
большом 𝑁, Φ𝑁 ∈ 𝐶2𝑁−𝑛.

Отметим еще: вещественные корни многочлена 𝑄(𝜏), {𝜏 | 𝜏 ∈ R𝑛, 𝑄(𝜏) = 0} , если они
есть, остаются в ограниченной области равномерно по параметрам (𝑥−𝑦). Поэтому лестни-
цу Хёрмандера можно построить так, чтобы фундаментальное решение экспоненциально
убывало при |𝜉| → ∞, 𝜉 ∈ R𝑛.

Подходящее нам решение дифференциального уравнения 𝑃 (𝐷𝜉)𝑓(𝜉) = 𝜈(𝜉, ℎ) мож-
но выписать в виде свертки этого фундаментального решения с правой частью
𝑓(𝜉) =

∫︀
R𝑛

𝑑𝜂Φ𝑁(𝜂) · 𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ).

Итак,

𝐶𝑜𝑝𝑡
𝛿 (𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉𝑓(𝜉)∆𝑁
𝜉

(︂
1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

)︂
=

= (2𝜋)−2𝑁

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 |𝑥− 𝑦|𝑛−2𝑁

∫︁
Γ𝑛/|𝑥−𝑦|

𝑑𝜏
𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜉|𝑥−𝑦|

𝑄(𝜏)
𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)·

·∆𝑁
𝜉

(︂
1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

)︂
≡

≡ (2𝜋)−2𝑁

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)|𝑥− 𝑦|𝑛−2𝑁

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉

∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|)𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)·

·∆𝑁
𝜉

(︂
1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

)︂
,

где Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|) ≡
∫︀

Γ𝑛/|𝑥−𝑦|
𝑑𝜏

𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜂|𝑥−𝑦|

𝑄(𝜏)
.

Для гипоэллиптического символа 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) (5) имеем

⃒⃒⃒⃒
∆𝑁

𝜉

1

𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)
· [1− 𝜎(𝜉, 𝛿)]

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝑁

1

|𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)|

(︃
max
|𝜉|> 1

ℎ𝛿

1

(1 + |𝜉|)2𝑁𝜌
+ ℎ𝛿·2𝑁

)︃
=

= 𝐶𝑁
1

|𝜇2(2𝜋𝑖𝜉)|
(︀
ℎ𝜌 + ℎ𝛿

)︀2𝑁
.

Полагая 𝜓(ℎ) = 𝑂(ℎ𝛾) с 𝛾 < min{𝜌, 𝛿}, получаем

⃒⃒
𝐶𝑜𝑝𝑡

𝛿 (𝑥, ℎ)
⃒⃒
6 const · ℎ2𝑁𝜌

𝜓(ℎ)2𝑁−𝑛
·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
|𝜉|6ℎ−𝛿

𝑑𝜉

∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|)𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)
1

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .
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Внутренний интеграл допускает такую оценку⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∫︁
R𝑛

𝑑𝜂 Φ̂𝑁(𝜂|𝑥− 𝑦|)𝜈(𝜉 − 𝜂, ℎ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=|𝜂= 𝑡+𝜁
ℎ

,𝑡∈Z𝑛,𝜁∈𝑄=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑡∈Z𝑛

ℎ−𝑛

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 Φ̂𝑁

(︂
𝑡+ 𝜁

ℎ
· |𝑥− 𝑦|

)︂
𝜈

(︂
𝜉 − 𝑡+ 𝜁

ℎ
, ℎ

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =

= ℎ−𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝑄

𝑑𝜁 𝜈

(︂
𝜉 − 𝜁

ℎ
, ℎ

)︂∑︁
𝑡∈Z𝑛

Φ̂𝑁

(︂
𝑡+ 𝜁

ℎ
· |𝑥− 𝑦|

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 6 𝐶𝑁 · ℎ−𝑛.

Теперь, чтобы сделать 𝐶𝑜𝑝𝑡
𝛿 (𝑥, ℎ) = 𝑜

⎛⎝(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

1/𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)

)︃1/2
⎞⎠ , достаточно взять боль-

шое 𝑁.
При соблюдении этого условия мы можем пренебречь членом 𝐶𝑜𝑝𝑡

𝛿 (𝑥, ℎ), переходя от
оптимальной формулы к асимптотически оптимальной.

Таким образом,

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝜎(𝜉, 𝛿) при dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),

и

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
при dist (𝑥,Ω) 6 𝑂(ℎ𝛾).

В варианте dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾), возможно уточнение оценки. Благодаря условию
|𝜉| 6 𝑂(ℎ−𝛿) на носителе 𝜎(𝜉, 𝛿) после замены 𝜉 = 𝑡

ℎ
+ 𝜂, 𝑡 ∈ Z𝑛, 𝜂 ∈ 𝑄/ℎ остается только

слагаемое с 𝑡 = 0. Поэтому

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜂𝜎(𝜂, 𝛿) · 1∑︀
𝑠∈Z𝑛

⃒⃒
𝜇(2𝜋𝑖𝜂)/𝜇(2𝜋𝑖( 𝑠

ℎ
+ 𝜂))

⃒⃒2 =

=

∫︁
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜂𝜎(𝜂, 𝛿) (1− 𝜌(𝜂, ℎ))

с

𝜌(𝜂, ℎ) ≡
∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

⃒⃒⃒
𝜇(2𝜋𝑖𝜂)/𝜇(2𝜋𝑖(

𝑠

ℎ
+ 𝜂))

⃒⃒⃒2
/

⎛⎝1 +
∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

⃒⃒⃒
𝜇(2𝜋𝑖𝜂)/𝜇(2𝜋𝑖(

𝑠

ℎ
+ 𝜂))

⃒⃒⃒2⎞⎠ .

Подберем достаточно малое 𝛿 так, чтобы с некоторым 𝜆 > 0 было

|𝜇(2𝜋𝑖𝜂)|2
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2

6

6 𝐶 · ℎ−2𝑚′′𝛿

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2

= 𝑂(ℎ𝜆). (9)
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Тогда

𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
=

1

1 +
∑︀

𝑠∈Z𝑛∖0
|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠/ℎ− 𝜉))|2

=

= 1 +𝑂

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠ · |𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 =

= 1 + 𝑜

⎛⎜⎝
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2
⎞⎟⎠ ,

и можно исключить из рассматриваемой формулы
𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
.

Получаем с 𝛾 < min{𝛿, 𝜌}

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︀
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)
∫︀

R𝑛

𝑑𝜉 𝜎(𝜉, 𝛿)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 если dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),∫︀
Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)
∫︀

R𝑛

𝑑𝜉
𝜈(𝜉, ℎ)

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉, если dist (𝑥,Ω) 6 𝑂(ℎ𝛾).

Заметим, что∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝜎(𝜉, 𝛿)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉 =
𝑛∏︁

𝑗=1

∫︁
𝑑𝜉𝑗 (1− κ(|𝜉𝑗|ℎ𝛿 − 2))𝑒2𝜋𝑖(𝑥𝑗−𝑦𝑗)𝜉𝑗 =

= ℎ−𝛿𝑛

𝑛∏︁
𝑗=1

∫︁
|𝜏 |64

𝑑𝜏 (1− κ(|𝜏 | − 2))𝑒2𝜋𝑖(𝑥𝑗−𝑦𝑗)𝜏/ℎ𝛿

.

Функция
∫︀
𝑑𝜏 (1 − κ(|𝜏 | − 2))𝑒2𝜋𝑖𝑡𝜏 ≡ 𝑇 (𝑡), принадлежит известному пространству 𝑆

быстро убывающих функций. Значит,

𝐼 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
R𝑛

𝑑𝜉 𝜎(𝜉, 𝛿)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 const ℎ−𝛿𝑛 1

𝑛∏︀
𝑗=1

(︂
1 +

|𝑥𝑗 − 𝑦𝑗|
ℎ𝛿

)︂𝑀

с любым 𝑀. Следовательно

𝐼 6 const ℎ−𝛿𝑛

(︂
ℎ𝛿

𝜓(ℎ)

)︂𝑀

= 𝑂
(︀
ℎ−𝛿𝑛+(𝛿−𝛾)𝑀

)︀
=𝑜(ℎ𝑚′′

) = 𝑜

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠
при достаточно большом 𝑀.

Поэтому мы положим 𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) = 0, если dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾) и 𝛾 < min{𝛿, 𝜌}.
Приведем в пример пространство 𝑊𝑚

2 (R𝑛). Для |𝜉| 6 𝑐 · ℎ−𝛿

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
√︃ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2 6 const ℎ−2𝑚𝛿+𝑚.

Чтобы это было порядка 𝑂(ℎ𝜆) с 𝜆 > 0, достаточно положить 𝜆 = 𝑚(1−2𝛿) и 𝛿 ∈
(︀

1
2
, 1
)︀
.

При этом min{𝛿, 𝜌} = min{𝛿, 1} = 𝛿 = 1
2

+ 𝜀 с ∀𝜀1 ∈
(︀
0, 1

2

)︀
. Значит, можно взять любое

𝛾 6 1
2
.
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Итак,

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎨⎩
0, при dist (𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾)∫︀

Ω

𝑑𝑦 𝜙(𝑦)
∫︀

R𝑛

𝑑𝜉
𝜈(𝜉, ℎ)

(1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚
𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜉, если dist (𝑥,Ω) 6 𝑂(ℎ𝛾).

5. Асимптотически оптимальные коэффициенты кубатурной формулы в
случае финитной бесконечно дифференцируемой весовой функции 𝜙

Пусть 𝜙 ∈ 𝐶∞0 (Ω).
За основу опять берем формулу оптимальных коэффициентов

𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙 ((𝑡+ 𝜁)/ℎ) /|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2
.

Лемма 2.
𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) = 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) · (1 + 𝑜(1)) = 𝜙(𝑥) · (1 + 𝑜(1)).

Доказательство
Оценим ̃︀𝜙((𝑡+ 𝜁)/ℎ). ̃︀𝜙(𝜉) является элементом пространства 𝑆 бесконечно дифференци-

руемых функций, убывающих на бесконечности вместе со своими производными быстрее

любой степени |𝜉| . Поэтому при 𝑡 ̸= 0 |̃︀𝜙 ((𝑡− 𝜁)/ℎ)| 6 const
1

(1 + |𝑡− 𝜁|/ℎ)𝑀
= 𝑂(ℎ𝑀) с

любым 𝑀. В частности, при 𝑡 ̸= 0

|̃︀𝜙 ((𝑡+ 𝜁)/ℎ)| = 𝑜

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

(︀
1/|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ|2

)︀⎞⎠ .

Значит, для асимптотически оптимальной функции достаточно оставить
только слагаемое с 𝑡 = 0

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎ · ℎ−𝑛 · ̃︀𝜙(𝜁/ℎ) · 1/|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2/
∑︁
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2.

Здесь тоже выделим слагаемое с 𝑠 = 0.

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛̃︀𝜙 (𝜁/ℎ)−

−
∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛̃︀𝜙 (𝜁/ℎ)

∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

1 +
∑︀

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

.

Первое слагаемое есть∫︁
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛̃︀𝜙 (𝜁/ℎ) =

∫︁
𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑥̃︀𝜙 (𝜂) = 𝜙(𝑥) +

∫︁
R𝑛∖𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑥̃︀𝜙 (𝜂) .

Остаток
∫︀

R𝑛∖𝑄/ℎ

𝑑𝜂 𝑒2𝜋𝑖𝜂𝑥̃︀𝜙 (𝜂) = 𝑜

(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

)︃
, так как ̃︀𝜙 ∈ 𝑆.

Поэтому первое слагаемое в формуле 𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) заменим на 𝜙(𝑥).
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Оценим второе слагаемое. Пусть 𝛿 ∈ (0, 1) удовлетворяет условию

max
|𝜁|6ℎ𝛿

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)|2 = 𝑜

⎛⎜⎝1/

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

⎞⎠1/2
⎞⎟⎠ .

Тогда дробь, выписанная в формуле второго слагаемого,∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

1 +
∑︀

𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ|2

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2

,

не превосходит 𝑜

(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

)︃
.

А для |𝜁| > ℎ𝛿 используем то, что вся эта дробь меньше 1. Поэтому соответствующая
часть интеграла по 𝜁 допускает оценку

ℎ−𝑛
∫︀

𝜁∈𝑄,

|𝜁|>ℎ𝛿

𝑑𝜁 |̃︀𝜙(𝜁/ℎ)| 6 const · ℎ−𝑛
∫︀

𝜁∈𝑄,

|𝜁|>ℎ𝛿

𝑑𝜁
1

(1 + |𝜁/ℎ|)𝑀
с любым 𝑀.

Очевидно, что при достаточно большом 𝑀 это есть

𝑂(ℎ(1−𝛿)(𝑀−𝑛)) = 𝑜

⎛⎜⎝
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

⎞⎠1/2
⎞⎟⎠ .

Таким образом, мы показали, что при 𝜙 ∈ 𝐶∞0 можно положить

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) = 𝜙(𝑥).

6. Функция асимптотически оптимальных коэффициентов вне
пограничного слоя

Теперь покажем, что для внутренних узлов, удаленных от границы Γ, области больше,
чем на 𝜓(ℎ), в асимптотически оптимальной формуле можно полагать значения коэффи-
циентов 𝑐𝑘(ℎ) равными 𝜙(ℎ𝑘).Действительно, функцию 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω) через гладкую границу
Γ можно продолжить с сохранением гладкости любых порядков производных вне обла-
сти — на все пространство. Причем вне некоторого шара {𝑥 | |𝑥| 6 𝑅} можно считать
𝜙(𝑥) ≡ 0.

Для оптимальной кубатурной формулы, выписанной для области {𝑥 | |𝑥| 6 𝑅}∖Ω,
внутренность Ω будет внешностью. Соответственно, сохраняя асимптотическую оптималь-
ность, можно полагать коэффициенты нулевыми для узлов, лежащих внутри Ω на рас-
стоянии 𝜓(ℎ) от границы Γ. Разность асимптотически оптимальных формул для области
{𝑥 | |𝑥| 6 𝑅} с 𝜙 ∈ 𝐶∞0 ({𝑥 | |𝑥| 6 𝑅}) и области {𝑥 | |𝑥| 6 𝑅}∖Ω будет асимптотически
оптимальной для области Ω с 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω).

Очевидно, ее коэффициенты в узлах из Ω, удаленных от границы Γ на расстояние боль-
шее 𝜓(ℎ), будут равны значениям весовой функции 𝜙(𝑥) в этих узлах.

В частности, для 𝜙(𝑥) = 𝜒Ω(𝑥) — характеристической функции области Ω, в этих внут-
ренних узлах коэффициенты равны 1. Таким образом, в этом отношении полученные фор-
мулы являются естественными обобщениями кубатурных формул с ограниченным погра-
ничным слоем. Здесь следует отметить, что прежнее определение ОПС формул [6] огра-
ничивало толщину пограничного слоя порядком 𝑂(ℎ). Пограничиный слой наших формул
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толще, имеет порядок 𝜓(ℎ). Поэтому изменим определение свойства ОПС, разрешив боль-
шую толщину пограничного слоя. Пусть теперь требуется, чтобы толщина пограничного
слоя была 𝑜(1) при ℎ → 0. Это сохраняет основные качественные свойства решетчатых
ОПС формул, полезные в приложениях, в частности, утверждение об эквивалентности
порядковой и асимптотической оптимальностей решетчатых ОПС формул на семействах
𝑊𝑚

𝑝 пространств [5].
Предлагаемые формулы являются асимптотически оптимальными на каждом 𝑊 𝜇

2 (R𝑛)−
пространстве интегрантов, вложенном в 𝐶(R𝑛).

Сформулируем этот наш основной результат
Рассматриваются решетчатые кубатурные формулы 𝒦ℎ(𝑓)=ℎ𝑛

∑︀
𝑘∈Z𝑛

𝑐𝑘𝑓(ℎ𝑘), приближаю-

щие интегралы с весом ℐ(𝑓) =
∫︀

Rn
𝑑𝑥 𝜙(𝑥)𝑓(𝑥). Весовая функция предполагается гладкой

в ограниченной области Ω с гладкой границей Γ : supp 𝜙 ⊂ Ω, 𝜙 ∈ C∞(Ω), Γ ∈ C∞.
Интегранты 𝑓 принадлежат пространствaм 𝑊 𝜇

2 (R𝑛) с нормами

‖𝑓 | 𝑊 𝜇
2 (R𝑛)‖ =

⎯⎸⎸⎷∫︁
R𝑛

𝑑𝜉| ̃︀𝑓(𝜉) · 𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2,
∫︁
R𝑛

𝑑𝜉|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 <∞.

Другие свойства функций 𝜇 перечислены в начале пункта 2.

Теорема 2. Асимптотически оптимальная решетчатая кубатурная формула с огра-
ниченным пограничным слоем может быть задана такой функцией своих коэффициен-
тов 𝑐𝑎𝑠

𝑘 (ℎ) = 𝐶𝑎𝑠(ℎ𝑘, ℎ),

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при dist(𝑥,Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),
𝜙(𝑥) при dist(𝑥,R𝑛∖Ω) > 𝑂(ℎ𝛾),
𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︀
𝑄

𝑑𝜁𝑒2𝜋𝑖𝜁𝑥/ℎℎ−𝑛·

·

∑︀
𝑡∈Z𝑛

̃︀𝜙 ((𝑡+ 𝜁)/ℎ) /|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ|2∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ|2
при dist(𝑥,Γ) 6 𝑂(ℎ𝛾),

с любым 𝛾 < min(𝛿, 𝜌), где 𝜌— показатель гипоэллиптичности символа 𝜇, см. (5), а 𝛿
определяется условием (9).

Сформулируем этот результат в самом важном частном случае, когда пространство
изотропно 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2, а интеграл невесовой

𝜙(𝑥) ≡ 𝜒Ω(𝑥) =

{︂
1, 𝑥 ∈ Ω̄,
0, 𝑥 ̸= Ω.

Теорема 3. Для любых 𝑚 > 𝑛/2 асимптотически оптимальная кубатурная формула
с ограниченным пограничным слоем может быть задана функцией коэффициентов: с
любым 𝛾 < 1

2

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при dist(𝑥,Ω) > ℎ𝛾,
1 при dist(𝑥,R𝑛∖Ω) > ℎ𝛾,
𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) =

∫︀
Ω

𝑑𝑦
∫︀
𝑄

𝑑𝜁 · ℎ−𝑛

·

∑︀
𝑡∈Z𝑛

𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)(𝑡+𝜁)/ℎ/(ℎ2 + |2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑚∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/(ℎ2 + |2𝜋(𝑠+ 𝜁)|2)𝑚
при dist(𝑥,Γ) 6 ℎ𝛾.
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7. Упрощение формулы асимптотически оптимальных коэффициентов в
пограничном слое

Упростим формулу асимптотически оптимальных коэффициентов в пограничном слое.
Пограничиный слой задается условием dist (𝑥,Γ) 6 𝜓(ℎ) = 𝑜(1) при ℎ→ 0. Нам достаточ-
но считать переменные 𝑦 меняющимися в некоторой малой, но фиксированной (независимо
от ℎ ) окрестности Γ𝑦. Эту окрестность вырежем домножением на соответствующую глад-
кую ступеньку κΓ(𝑦), полагая вместо 𝜙(𝑦) произведение 𝜙(𝑦) · κΓ(𝑦) ≡ 𝑔(𝑦). С некоторой
постоянной 𝐶 𝑔(𝑦) совпадает с 𝜙(𝑦) в окрестности границы, dist (𝑦,Γ) 6 𝐶, и 𝑔(𝑦) = 0 в
Ω∖{𝑦 | dist (𝑦,Γ) 6 2𝐶}.

𝐶𝑜𝑝𝑡
Γ (𝑥, ℎ) =

∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦 𝑔(𝑦)

∫︁
𝑄

𝑑𝜁 ℎ−𝑛𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ ·

∑︀
𝑡∈Z𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ/𝜇2(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)∑︀
𝑠∈Z𝑛

1/𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)
=

= ℎ−𝑛

∫︁
𝑄

𝑑𝜁

∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦 𝑔(𝑦)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ ·
1 +

∑︀
�̸�=0

𝑒−2𝜋𝑖𝑡𝑦/ℎ 𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

𝜇2(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)

1 +
∑︀
𝑠 ̸=0

𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)

.

Зададимся вопросом: для каких 𝜁 будет∑︁
𝑠 ̸=0

𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠− 𝜁)/ℎ)
= 𝑜(𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ)), где 𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ) =

√︃∑︁
𝑠 ̸=0

1

𝜇2(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)

— порядок оптимального функционала погрешности.
Дело в том, что для такого множества {𝜁}ℎ можно убрать из формулы 𝐶𝑜𝑝𝑡(𝑥, ℎ) суммы∑︀

�̸�=0

и
∑︀
𝑠 ̸=0

. Останется

𝐶𝑎𝑠
Γ (𝑥, ℎ) = ℎ−1

∫︁
{𝜁}ℎ

𝑑𝜁

∫︁
Γ𝑦

𝑔(𝑦)𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ ≡
∫︁

{𝜁}ℎ/ℎ

𝑑𝜉 ̃︀𝑔(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉. (10)

Например, для 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2 наше требование означает∑︁
𝑠 ̸=0

(︂
1 + |2𝜋𝜁/ℎ|2

1 + |2𝜋(𝑠− 𝜁)/ℎ|2

)︂𝑚

= 𝑜(ℎ𝑚).

Или |𝜁/ℎ|2𝑚 · ℎ2𝑚 = 𝑜(ℎ𝑚) ⇔ |𝜁| 6 𝑂(ℎ
1
2
+𝜀) с ∀𝜀 > 0.

В общем случае это будет некоторой окрестностью нуля

{𝜁}ℎ ≡
{︂
𝜁 | |𝜁| 6 𝑂(ℎ𝛼), где 𝜇(2𝜋𝑖𝜁/ℎ) 6 𝑜(1) · 1

𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ)

}︂
.

Заметим, что наши ранее проделанные вычисления показывают, что можно взять 𝛼 = 𝛿.
Для |𝜁| > 𝐶ℎ𝛿 при 𝑡 = 0 или ∀𝜁 ∈ 𝑄 при 𝑡 ̸= 0 упрощение формулы коэффициентов в

пограничном слое произведем за счет интегрирования по частям по переменной 𝑦. Именно,
будем много раз перебрасывать оператор Лапласа ∆𝑦 с множителя

∆𝑦

(︂
𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)/ℎ · ℎ2

−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2

)︂
|∀𝑡∈Z𝑛 на 𝑔(𝑦).
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Для этого воспользуемся формулой Грина∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦 𝑔(𝑦)∆𝑦𝑓(𝑦) =

∫︁
Γ𝑦

𝑑𝑦∆𝑦𝑔(𝑦)𝑓(𝑦)+

+

∫︁
Γ

𝑑Γ 𝑔(𝑦) (𝑛𝑥(𝑦), 𝐷𝑦) 𝑓(𝑦)−
∫︁
Γ

𝑑Γ (𝑛𝑒𝑥𝑝(𝑦), 𝐷𝑦) 𝑔(𝑦)𝑓(𝑦).

После многократного применения этой формулы интеграл
∫︀
Γ𝑦

можно будет исключить,

когда порядок этого слагаемого по ℎ при ℎ→ 0 станет выше 𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ).

Итак, при |𝜁| > 𝐶ℎ𝛿 c 𝑓(𝑦) = 𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)/ℎ · ℎ2

−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2
имеем

𝐶𝑎𝑠
Γ (𝑥, ℎ) = −

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (𝑡 ̸=0)

𝑑𝜁 ℎ−𝑛

𝐽∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑡∈Z𝑛

⎧⎨⎩
∫︁
Γ

𝑑Γ
[︀
∆𝑗−1𝑔(𝑦)·

· ℎ2𝑗−1 · ⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), 2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)⟩
(− |2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑗

− ⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), 𝐷𝑦⟩∆𝑗−1
𝑦 𝑔(𝑦)·

· 𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)𝑦/ℎ

(−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑗 ℎ
2𝑗

]︂
· 𝜇2(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)

1
𝜇2(2𝜋𝑖𝜁/ℎ)

+
∑︀
𝑠 ̸=0

1
𝜇2(2𝜋𝑖(𝑠+𝜁)/ℎ)

⎫⎪⎬⎪⎭ 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜁/ℎ.

Надо взять 𝐽 из условия ℎ(1−𝛿)·2𝐽−𝑛 = 𝑜(𝜈𝑜𝑝𝑡(ℎ)). Например, при 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1 + |2𝜋𝜉|2)𝑚/2

получаем 𝐽 >
𝑚+ 𝑛

2(1− 𝛿)
.

В итоге, функция асимптотически оптимальных коэффициентов в пограничном слое
dist (𝑥,Γ) 6 ℎ𝛾 принимает вид

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑂(ℎ𝛿−1)

𝑑𝜉 ̃︀𝑔(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 + ℎ−𝑛

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (𝑡 ̸=0)

∑︁
𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2

𝐽∑︁
𝑗=1

∫︀
Γ

𝑑Γ

[︂
𝑒−2𝜋𝑖(𝑡+𝜁)𝑦/ℎ

(−|2𝜋(𝑡+ 𝜁)|2)𝑗 ℎ
2𝑗−1⟨𝑛𝑒(𝑦), 2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)−𝐷𝑦⟩

]︂
∑︀

𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
·∆𝑗−1𝑔(𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜁/ℎ.

Напомним: здесь 𝛿 > 0 определяется условием

{︀
𝜁 | |𝜁| 6 𝑂(ℎ𝛿)

}︀
⊂

⎧⎪⎨⎪⎩𝜁 | |𝜇(2𝜋𝑖(𝜁/ℎ)|2 = 𝑜(1)/

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

⎞⎠1/2
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

а 𝐽 = 𝐽(ℎ) — условием ℎ(1−𝛿)·2𝐽−𝑛 = 𝑜

⎛⎝(︃ ∑︀
𝑠∈Z𝑛∖0

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|−2

)︃1/2
⎞⎠ .

Если 𝜙(𝑥) = 𝜒Ω(𝑥), то в пограничном слоем 𝐷𝛽𝑔(𝑦) |Γ= 0 при любой |𝛽| > 1
и остается
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𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑐·ℎ𝛿−1

𝑑𝜉̃︁κΓ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉−

− 𝑖 · ℎ−𝑛

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (�̸�=0)

∑︀
𝑡∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|2
∫︀
Γ

𝑑Γ⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), (𝑡+𝜁)
|𝑡+𝜁|2 ⟩∑︀

𝑠∈Z𝑛

1

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|2
· 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ · 𝑒2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ.

Для дальнейших преобразований введем разбиение единицы в приграничной области

Ω ∩ supp κΓ,
𝑃∑︀

𝑝=1

𝜙𝑝(𝑦) ≡ 1. Можно сделать (так и будем считать), чтобы пересечение

границы Γ с носителем любой функции 𝜙𝑝 задавалось уравнением, выражающим одну
координату через остальные:

∀𝑝 Γ ∩ supp 𝜙𝑝 =
{︀
𝑦 | 𝑦𝑝 = 𝛾𝑝(𝑦1, . . . , 𝑦𝑠𝑝−1, 𝑦𝑠𝑝+1, . . . , 𝑦𝑛)

}︀
,

причем 𝛾 ∈ 𝐶∞(R𝑛−1).
Теперь

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑐·ℎ𝛿−1

𝑑𝜉̃︁κΓ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 +
𝑃∑︁

𝑝=1

𝐶𝑎𝑠
𝑝 (𝑥, ℎ)

с

𝐶𝑝(𝑥, ℎ) = −𝑖 · ℎ−𝑛

∫︁
|𝜁|>𝑐ℎ𝛿, (𝑡=0),

𝜁∈𝑄 (�̸�=0)

∑︁
𝑡∈Z𝑛

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑡+ 𝜁)/ℎ)|−2∑︀
𝑠∈Z𝑛

|𝜇(2𝜋𝑖(𝑠+ 𝜁)/ℎ)|−2
·

·
∫︁
Γ

𝑑Γ𝜙𝑝(𝑦)⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦),
𝑡+ 𝜁

|𝑡+ 𝜁|2
⟩ · 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ+2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ. (11)

Для сокращения записи вычисления проведем только для содержащегося внутри фор-
мулы 𝐶(𝑥, ℎ) интеграла по Γ, считая

Γ ∩ supp 𝜙𝑝 = {𝑦 | 𝑦𝑛 = 𝛾(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) ≡ 𝛾(𝑦′)} .

Остановимся сначала на варианте 𝛾(𝑦′) ≡ const = 𝑦0
𝑛. Тогда 𝑛𝑒𝑥 =

(︂
0′

1

)︂
,

∫︁
Γ

𝑑Γ𝜙𝑝(𝑦)⟨𝑛𝑒𝑥(𝑦), 𝑡+ 𝜁⟩/|𝑡+ 𝜁|2 · 𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝑡/ℎ+2𝜋𝑖(𝑥−𝑦)𝜁/ℎ =

=

∫︁
𝑑𝑦′

𝜙𝑝(𝑦′, 𝛾(𝑦′))√︀
1 + |𝐷𝛾(𝑦′)|2

𝑡𝑛 + 𝜁𝑛
|𝑡𝑛 + 𝜁𝑛|2

𝑒−2𝜋𝑖(𝑡′+𝜁′)𝑦′/ℎ · 𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜁/ℎ−2𝜋𝑖𝑦0
𝑛(𝑡𝑛+𝜁𝑛)/ℎ.

В интеграле по 𝑦′ произведем многократные интегрирования по частям, используя фор-
мулу

(−∆𝑦′)
𝑁

(︂
ℎ

2𝜋|𝑡′ + 𝜁 ′|

)︂2𝑁

𝑒−2𝜋𝑖(𝑡′+𝜁′)𝑦′/ℎ = 𝑒−2𝜋𝑖(𝑡′+𝜁′)𝑦′/ℎ.

Дифференциальный оператор (−∆𝑦′)
𝑁 перекинем на сомножитель

𝜙𝑝(𝑦′, 𝛾(𝑦′))√︀
1 + |𝐷𝛾(𝑦′)|2

. Благодаря финитности функции 𝜙𝑝(𝑦′, 𝛾(𝑦′)) граничные члены не появят-

ся.
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Самая грубая оценка результата дает порядок убывания при ℎ → 0 больший
𝑂
(︀
ℎ(1−𝛿)·2𝑁

)︀
, который при достаточно большом 𝑥 можно сделать бесконечно малым по

сравнению с главным членом. Таким образом, мы можем пренебречь слагаемыми 𝐶𝑝(𝑥, ℎ)
с функциями 𝛾𝑝, являющимися константами.

Рассмотрим общий случай 𝐷𝛾(𝑦′) ̸≡ 0, для которого построим специальный оператор
интегрирования по частям. Мы хотим подобрать функцию 𝑓(𝑦′, ℎ), удовлетворющую усло-
вию

∆𝑦 ·
[︂
𝑓(𝑦′, ℎ) · 𝑒

2𝜋𝑖𝜉𝑛𝛾(𝑦′)−2𝜋𝑖𝜉′𝑦′

|𝜉|2

]︂
= 𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑛𝛾(𝑦′)−2𝜋𝑖𝜉′𝑦′ . (12)

Здесь обозначено 𝜉 = 𝑡+𝜁
ℎ

с |𝜁| > 𝑐ℎ𝛿 при 𝑡 = 0 и 𝜁 ∈ 𝑄 при 𝑡 ̸= 0. То есть при
ℎ→ 0 |𝜉| ≡ 𝜆→∞ с порядком не ниже ℎ1−𝛿.

Функция 𝑓 должна быть решением уравнения

𝑀(𝑦′, 𝐷)𝑓 ≡ ∆𝑦′𝑓 − 4𝜋𝑖⟨𝜉′ + 𝜉𝑛𝐷𝛾(𝑦′), 𝐷𝑦′𝑓⟩−

−
[︁
|2𝜋𝜉′ + 2𝜋𝜉𝑛𝐷𝛾(𝑦′)|2 + 2𝜋𝑖𝜉𝑛∆𝑦′𝛾

]︁
𝑓 = 𝜆2. (13)

Ищем это решение в виде 𝑓(𝑦′, ℎ) = 𝑔(𝜆 · 𝑦′, ℎ), что приводит к такому уравнению для
𝑔(𝑧′, ℎ) : где

𝐿(𝑧′, 𝐷)𝑔 ≡ ∆𝑧′𝑔 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑧′𝑔⟩−

− 2𝜋
[︁
|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2 + 𝑖𝑒𝑛∆𝛾/𝜆

]︁
𝑔 = 1, (14)

где 𝑒 ≡ 𝜉/𝜆.

Естественно положить 𝑔(𝑧′, ℎ) =
∞∑︀

𝑠=0

𝑔𝑠(𝑧
′, ℎ)/𝜆𝑠 с рекуррентными соотношениями для

функций 𝑔𝑠 : ∀𝑠 > 0 и 𝑔−1 ≡ 0

𝐿1(𝑧
′, 𝐷)𝑔𝑠 ≡ ∆𝑔𝑠 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑔𝑠⟩−

− 4𝜋2|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2𝑔𝑠 = 2𝜋𝑖𝑒𝑛∆𝛾 · 𝑔𝑠−1 + 𝛿1
0. (15)

Или
∆𝑔0 − 4𝜋2|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2𝑔0 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑔0⟩ = 1.

а для 𝑠 > 1

∆𝑔𝑠 − 4𝜋2|𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾|2𝑔𝑠 − 4𝜋𝑖⟨𝑒′ + 𝑒𝑛𝐷𝛾,𝐷𝑔𝑠⟩ = 2𝜋𝑖𝑒𝑛∆𝛾 · 𝑔𝑠−1.

Область определения функции 𝑔 — это увеличенная в 𝜆 раз область определения 𝑓 —
последняя является ограниченным множеством в R𝑛−1,
{𝑦′ | (𝑦′, 𝛾(𝑦′)) ∈ Γ ∩ supp 𝜙𝑝} .

Наше требование к 𝑓 следующее: каждое найденное решение уравнения𝑀(𝑦′, 𝐷)𝑓𝑟 = 𝑓𝑟−1,
𝑟 > 1, 𝑓0 = 1, должно быть ограниченным равномерно по 𝜆 → ∞. Но может быть, с

весом 𝜆−𝑘 с фиксированным 𝑘 при 𝑟 →∞.
Безусловно, все 𝑓𝑟 бесконечно дифференцируемы как решения эллиптических уравне-

ний (13) с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами. Но нужны равномерные по

𝜆 оценки. Благодаря теореме вложения 𝑊𝑚
2 (R𝑛−1) ⊂ 𝐶(R𝑛−1) при 𝑚 >

𝑛− 1

2
достаточ-

но иметь оценки 𝑊𝑚
2 –норм, допуская 𝐾 = 𝑚. Это значит, достаточно получить равно-

мерные по 𝜆 оценки 𝑊𝑚
2 –норм функции 𝑔(𝑧′, ℎ), которая удовлетворяет более удобному

для нас эллиптическому уравнению (14) с ограниченными коэффициентами. Годится лю-
бое подходящее решение, поэтому рассмотрим область определения 𝑔(𝑧′, ℎ), продолжив
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коэффициенты (теми же аналитическими выражениями) и потребовав от 𝑔 быть реше-
нием однородной краевой задачи Дирихле в расширенной области,границу которой мож-
но считать тоже бесконечно дифференцируемой. Перейдем к уравнению (15). Обычными
априорными оценками можно показать, что решение такой задачи будет единственным
и, следовательно, будет существовать в 𝑊 2

2 при любых правых частях из ℒ2. Более того,
по теоремам о повышении гладкости эллиптического уравнения с оператором Лапласа в
главной части получим принадлежность функции 𝑔 пространству 𝑊𝑚

2 с оценкой нормы
равномерно по 𝜆→∞ (несмотря на то, что диаметр области растет пропорционально 𝜆).
Это то, что нам нужно.

Теперь обратимся к формуле (12), поместив ее в интеграл
∫︀
Γ

𝑑𝑦′. Интегрированием по ча-

стям перебросим оператор Лапласа ∆𝑦′ на остальные сомножители и в результате получим
функцию 𝑓/𝜆2. Повторяя такую операцию много раз, накопим в знаменателе множитель

1

𝜆2𝑁−𝑚
. Это при достаточно большом 𝑁 обеспечит всему интегралу порядок убывания

по ℎ, пренебрежимо малый по сравнению с главным членом. Таким образом, и в общем
случае в пограничном слое остается только

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

∫︁
|𝜉|6𝑐·ℎ𝛿−1

𝑑𝜉̃︁κΓ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉.

Теорема 4. Асимптотически оптимальную решетчатую кубатурную формулу, при-
ближающую

∫︀
Ω

𝑑𝑥 𝑓(𝑥) на интегрантах из пространства 𝑊 𝜇
2 (R𝑛) с гипоэллиптиче-

ским символом гладкости 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) с показателем 𝜌 ∈ (0, 1], подчиненным условию∫︀
R𝑛

𝑑𝜉

|𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2
<∞, можно задать функцией коэффициентов

𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, для dist(𝑥,Ω) > ℎ𝛾,
1, для dist(𝑥,R𝑛∖Ω) > ℎ𝛾,∫︀
max

16𝑗6𝑛
|𝜉𝑗 |6ℎ𝛿−1

𝑑𝜉 ̃︀κ(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉, для dist(𝑥,Γ) > ℎ𝛾.

с любым 𝛾 < min(𝜌, 𝛿), где 𝛿 ∈ (0, 1) и выбирается из условия

∫︁
max

16𝑗6𝑛
|𝜉𝑗 |6ℎ𝛿−1

𝑑𝜉 |𝜇(2𝜋𝑖𝜉)|2 ·

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Z𝑛∖0

1

|𝜇(2𝜋𝑖𝑠/ℎ)|2

⎞⎠1/2

= 𝑜(1).

Например, для 𝑊𝑚
2 (R𝑛) пространств можно взять любое 𝛿 6

1

2
и 𝜌 = 1. Тогда будет

𝛾 6
1

2
.

8. Заключение

Нам удалось получить асимптотически ненасыщаемую формулу. То есть вид коэффи-
циентов не зависит от показателя гладкости — функции 𝜇(2𝜋𝑖𝜉). А в частном случае (наи-
более важном) 𝜇(2𝜋𝑖𝜉) = (1+|2𝜋𝜉|2)𝑚/2 и толщина пограничного слоя остается одной и той
же для всех 𝑚 > 𝑛

2
. И над каждым пространством интегрантов 𝑊𝑚

2 (R𝑛) наши формулы
коэффициентов дают асимптотически оптимальные решетчатые кубатурные формулы с
ограниченным пограничным слоем.
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Более того, вид функции коэффициентов в пограничном слое проявляет явление Гиббса
в колебаниях амплитуд коэффициентов кубатурной формулы. В частности, эти колеба-
ния амплитуд не зависят от гладкостей, заданных пространствaми 𝑊𝑚

2 (R𝑛). В указанном
пограничном слое

|𝐶𝑎𝑠(𝑥, ℎ)| 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∫︁
max

16𝑗6𝑛
|𝜉𝑗 |6ℎ𝛿−1

𝑑𝜉

∫︁
Ω

𝑑𝑦 κΓ(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝑦𝜉+2𝜋𝑖𝑥𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

𝑑𝑦 κΓ(𝑦)
𝑛∏︁

𝑗=1

sin 2𝜋(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)ℎ
𝛿−1

𝜋(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Согласно явлению Гиббса последнее выражение ограничено равномерно по 𝑥 и ℎ.
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