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РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ НЕПОЛОГИХ ИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК

ТИПА ТИМОШЕНКО НУЛЕВОЙ ГЛАВНОЙ КРИВИЗНЫ

С.Н. ТИМЕРГАЛИЕВ

Аннотация. Изучается разрешимость краевой задачи для системы нелинейных диф-
ференциальных уравнений с частными производными второго порядка при заданных
граничных условиях, описывающей состояние равновесия упругих непологих изотроп-
ных неоднородных оболочек с незакрепленными краями в рамках сдвиговой модели
Тимошенко. В основе метода исследования лежат интегральные представления для
обобщенных перемещений, содержащие произвольные функции, в том числе, произ-
вольные голоморфные функции. Произвольные функции определяются таким обра-
зом, чтобы обобщенные перемещения удовлетворяли линейной системе уравнений и
линейным граничным условиям, выделенным из исходной краевой задачи. Голоморф-
ные функции ищутся в виде интегралов типа Коши с действительными плотностями.
Интегральные представления позволяют свести исходную краевую задачу к нелиней-
ному операторному уравнению относительно обобщенных перемещений в соболевском
пространстве. При исследовании разрешимости операторного уравнения наиболее су-
щественным моментом является его обращение относительно линейной части. В ре-
зультате исходная задача сводится к уравнению, разрешимость которого устанавлива-
ется с использованием принципа сжатых отображений.
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1. Введение

В настоящее время разрешимость нелинейных краевых задач равновесия упругих по-
логих оболочек достаточно полно изучена в рамках простейшей модели Кирхгофа-Лява
([1]–[5] и цитированная литература). В то же время актуальной задачей является иссле-
дование подобных краевых задач в рамках более сложных моделей теории оболочек, не
опирающихся на гипотезы Кирхгофа-Лява [1, c. 349]. На сегодняшний день имеется ряд
работ [6]–[12], в которых в рамках сдвиговой модели С.П. Тимошенко исследована раз-
решимость нелинейных краевых задач для пологих оболочек. В основе исследований в
[6]–[12] лежат интегральные представления для обобщенных перемещений, содержащие
произвольные голоморфные функции, которые находятся таким образом, чтобы обобщен-
ные перемещения удовлетворяли заданным граничным условиям. В настоящей статье ме-
тод работ [6]–[12] развивается на случай непологих неоднородных изотропных оболочек
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типа Тимошенко нулевой главной кривизны, отнесенных к евклидовой системе координат.
Переход к непологим оболочкам существенно усложняет исследование краевой задачи.

2. Постановка задачи

В плоской односвязной ограниченной области Ω рассматривается система нелинейных
дифференциальных уравнений вида

𝑇 𝑗𝜆
𝛼𝜆 −𝐵𝑗𝜆𝑇

𝜆𝜇𝜔𝜇 −𝐵𝑗𝜆𝑇
𝜆3 +𝑅𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2,

(𝑇 𝜆𝜇𝜔𝜇)𝛼𝜆 + 𝑇 𝜆3
𝛼𝜆 +𝐵𝜆𝜇𝑇

𝜆𝜇 +𝑅3 = 0,

𝑀 𝑗𝜆
𝛼𝜆 − 𝑇 𝑗3 + 𝐿𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2,

(2.1)

при выполнении на границе Γ области Ω условий

𝑇 𝑗1𝑑𝛼2/𝑑𝑠− 𝑇 𝑗2𝑑𝛼1/𝑑𝑠 = 𝑃 𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2,

𝑇 13𝑑𝛼2/𝑑𝑠− 𝑇 23𝑑𝛼1/𝑑𝑠+ (𝑇 1𝜆𝑑𝛼2/𝑑𝑠− 𝑇 2𝜆𝑑𝛼1/𝑑𝑠)𝜔𝜆 = 𝑃 3(𝑠),

𝑀 𝑗1𝑑𝛼2/𝑑𝑠−𝑀 𝑗2𝑑𝛼1/𝑑𝑠 = 𝑁 𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2.

(2.2)

В (2.1), (2.2) и ниже используются следующие обозначения:

𝑇 𝑖𝑗 ≡ 𝑇 𝑖𝑗(𝛾) = 𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛
𝜆−1𝛾

𝜆−1
𝑘𝑛 , 𝑀 𝑖𝑗 ≡𝑀 𝑖𝑗(𝛾) = 𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛

𝜆 𝛾𝜆−1
𝑘𝑛 ,

𝛾 = (𝛾0, 𝛾1), 𝛾𝑘 = (𝛾𝑘11, 𝛾
𝑘
12, 𝛾

𝑘
13, 𝛾

𝑘
22, 𝛾

𝑘
23, 𝛾

𝑘
33), 𝑘 = 0, 1;

𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛
𝑚 = 𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛

𝑚 (𝛼1, 𝛼2) =

ℎ0/2∫︁
−ℎ0/2

𝐵𝑖𝑗𝑘𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)(𝛼3)𝑚𝑑𝛼3, 𝑚 = 0, 2, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑛 = 1, 3;

𝐵1111 = 𝐵2222 = 𝐸/(1− 𝜈2), 𝐵1122 = 𝜈𝐸/(1− 𝜈2),

𝐵1212 = 𝐸/(2(1 + 𝜈)), 𝐵1313 = 𝐵2323 = 𝐸𝜅2/(2(1 + 𝜈));

𝜔𝑗 = 𝑤3𝛼𝑗 +𝐵𝑗1𝑤1 +𝐵𝑗2𝑤2, 𝑗 = 1, 2;

𝛾0𝑗𝑗 = 𝑤𝑗𝛼𝑗 −𝐵𝑗𝑗𝑤3 + 𝜔2
𝑗/2, 𝑗 = 1, 2,

𝛾012 = 𝑤1𝛼2 + 𝑤2𝛼1 − 2𝐵12𝑤3 + 𝜔1𝜔2, 𝛾1𝑗𝑗 = 𝜓𝑗𝛼𝑗 , 𝑗 = 1, 2,

𝛾112 = 𝜓1𝛼2 + 𝜓2𝛼1 , 𝛾0𝑗3 = 𝜔𝑗 + 𝜓𝑗, 𝑗 = 1, 2, 𝛾033 = 𝛾1𝑘3 ≡ 0, 𝑘 = 1, 3;

(2.3)

остальные 𝐵𝑖𝑗𝑘𝑛 равны нулю, 𝛼𝑗 = 𝛼𝑗(𝑠) (𝑗 = 1, 2) — уравнения кривой Γ, 𝑠 — длина дуги Γ;
нижний индекс 𝛼𝜆 в (2.1)–(2.3) и далее означает дифференцирование по 𝛼𝜆, 𝜆 = 1, 2.
Система (2.1) совместно с граничными условиями (2.2) описывает состояние равнове-

сия упругой непологой изотропной неоднородной оболочки с незакрепленными краями в
рамках сдвиговой модели Тимошенко [13, c. 164–173], отнесенной к евклидовой системе
координат. При этом: 𝑇 𝑖𝑗 — усилия, 𝑀 𝑖𝑗 — моменты; 𝛾𝑘𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 3, 𝑘 = 0, 1) — компо-
ненты деформаций срединной поверхности 𝑆0 оболочки, отождествляемой с областью Ω;
𝑤𝑗 (𝑗 = 1, 2) и 𝑤3 — соответственно тангенциальные и нормальное перемещения точек 𝑆0;
𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2) — углы поворота нормальных сечений 𝑆0; 𝐵𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) — составляющие
тензора кривизны поверхности 𝑆0, 𝑅

𝑗, 𝑃 𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝐿𝑘, 𝑁𝑘 (𝑘 = 1, 2) — компоненты внеш-
них сил, действующих на оболочку; 𝜈-коэффициент Пуассона, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜅2 —
коэффициент сдвига, ℎ0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 — толщина оболочки; 𝛼1, 𝛼2 — декартовы координаты
точек области Ω.
В (2.1)–(2.3) и в дальнейшем по повторяющимся латинским индексам ведется суммиро-

вание от 1 до 3, по повторяющимся греческим индексам — от 1 до 2.
Задача (1), (2). Требуется найти решение системы (2.1), удовлетворяющее граничным

условиям (2.2).
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Краевую задачу (1), (2) будем изучать в обобщенной постановке. Пусть выполнены
следующие условия:

(a) 𝐵𝑖𝑗𝑘𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) ∈ (𝑊
(1)
𝑝 (Ω) ∩ 𝐶𝛽(Ω))× 𝐿1[−ℎ0/2, ℎ0/2], 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑛 = 1, 3;

(b) 𝐵𝜆𝜇(𝛼
1, 𝛼2) ∈ 𝐶1(Ω), 𝜆, 𝜇 = 1, 2, при этом 𝐵11𝐵22 −𝐵2

12 = 0, 𝐵12 ̸= 0 в Ω;
(c) компоненты внешних сил 𝑅𝑗 (𝑗 = 1, 3) и 𝐿𝑘 (𝑘 = 1, 2) принадлежат пространству

𝐿𝑝(Ω), а компоненты 𝑃 𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝑁𝑘 (𝑘 = 1, 2) — пространству 𝐶𝛽(Γ) и внешние силы
самоуравновешены;
(d) Ω — произвольная односвязная область с границей Γ ∈ 𝐶1

𝛽.
Здесь и далее везде: 2 < 𝑝 < 4/(2− 𝛽), 0 < 𝛽 < 1.

Определение 2.1. Назовем вектор обобщенных перемещений 𝑎 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2)

обобщенным решением задачи (1), (2), если 𝑎 принадлежит пространству 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), по-

чти всюду удовлетворяет системе (2.1) и поточечно граничным условиям (2.2).

Здесь 𝑊
(𝑗)
𝑝 (Ω) (𝑗 = 1, 2) — пространства Соболева. В силу теорем вложения для Собо-

левских пространств 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) c 𝑝 > 2 обобщенное решение 𝑎 принадлежит пространству

𝐶1
𝛼(Ω). Здесь и везде далее 𝛼 = (𝑝− 2)/𝑝. Заметим, что при 2 < 𝑝 < 4/(2− 𝛽) справедливо

неравенство 𝛼 < 𝛽/2.
Соотношения для компонент деформаций в (2.3) для удобства в дальнейших исследо-

ваниях запишем в виде

𝛾𝑘𝑖𝑗 = 𝑒𝑘𝑠𝑖𝑗 + 𝑒𝑘𝑐𝑖𝑗 + 𝜒𝑘
𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 3, 𝑘 = 0, 1, (2.4)

где приняты обозначения:

𝑒0𝑠𝑗𝑗 = 𝑤𝑗𝛼𝑗 , 𝑒0𝑠𝑗3 = 𝑤3𝛼𝑗 + 𝜓𝑗, 𝑒1𝑠𝑗𝑗 = 𝜓𝑗𝛼𝑗 , 𝑗 = 1, 2,

𝑒0𝑠12 = 𝑤1𝛼2 + 𝑤2𝛼1 , 𝑒1𝑠12 = 𝜓1𝛼2 + 𝜓2𝛼1 ,

𝑒0𝑐𝑗𝑗 = −𝐵𝑗𝑗𝑤3, 𝑒1𝑐𝑖𝑗 ≡ 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑒0𝑐12 = −2𝐵12𝑤3,

𝑒0𝑐𝑗3 = 𝐵𝑗1𝑤1 +𝐵𝑗2𝑤2, 𝜒0
𝑗𝑗 = 𝜔2

𝑗/2, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝜒0
12 = 𝜔1𝜔2,

𝜒1
𝑖𝑗 = 𝜒0

𝑗3 = 𝑒0𝑠33 = 𝑒1𝑠𝑗3 = 𝑒𝑘𝑐33 ≡ 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 3, 𝑘 = 0, 1.

(2.5)

3. Построение интегральных представлений для обобщенных
перемещений

Введем в рассмотрение две комплексные функции

𝜐𝑗 =𝜐𝑗(𝑧) = 𝐷1111
𝑗−1 (𝑤1𝛼1 + 𝑤2𝛼2) +𝐷1111

𝑗 (𝜓1𝛼1 + 𝜓2𝛼2)

+ 𝑖[𝐷1212
𝑗−1 (𝑤2𝛼1 − 𝑤1𝛼2) +𝐷1212

𝑗 (𝜓2𝛼1 − 𝜓1𝛼2)], 𝑗 = 1, 2, 𝑧 = 𝛼1 + 𝑖𝛼2.
(3.1)

В системе (2.1) усилия 𝑇 𝑗𝑘, моменты 𝑀 𝑗𝑘 и компоненты деформаций 𝛾𝑛𝑗𝑘 заменим их
выражениями из (2.3), (2.4). Прибавляя после этого к первому уравнению в (2.1) вто-
рое, умноженное на мнимую единицу 𝑖, а к четвертому уравнению — пятое, умноженное
также на 𝑖, систему (2.1) при помощи функций 𝜐𝑗(𝑧) из (3.1) представим в удобной для
дальнейших исследований форме

𝜐𝑗𝑧 + ℎ𝑗(𝑎) = 𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎) + 𝑓 𝑗

𝜒(𝑎)− 𝐹 𝑗(𝑧), 𝑗 = 1, 2,

𝐷1313
0 (𝑤3𝛼1𝛼1 + 𝑤3𝛼2𝛼2) + ℎ3(𝑎) = 𝑓 3

𝑐 (𝑎) + 𝑓 3
𝜒(𝑎)− 𝐹 3(𝑧), 𝑧 ∈ Ω,

(3.2)
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где приняты следующие обозначения:

𝜐𝑗𝑧 = (𝜐𝑗𝛼1 + 𝑖𝜐𝑗𝛼2)/2, 𝑗 = 1, 2,

ℎ𝑗(𝑎) = (−1)𝜇−1(𝐷1212
𝑗+𝜆−2𝛼3−𝜇𝜈𝜆2𝛼𝜇 + 𝑖𝐷1212

𝑗+𝜆−2𝛼𝜇𝜈𝜆1𝛼3−𝜇)− (𝑗 − 1)𝐷1313
0 (𝑒0𝑠13 + 𝑖𝑒0𝑠23)/2,

𝜈1𝑗 = 𝑤𝑗, 𝜈2𝑗 = 𝜓𝑗, 𝑗 = 1, 2; ℎ3(𝑎) = 𝐷1313
0𝛼𝜆 𝑤3𝛼𝜆 + (𝐷1313

0 𝜓𝜆)𝛼𝜆 ;

𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎) = (𝑓𝑐3𝑗−2 + 𝑖𝑓𝑐3𝑗−1)/2, 𝑓 𝑗

𝜒(𝑎) = (𝑓𝜒3𝑗−2 + 𝑖𝑓𝜒3𝑗−1)/2, 𝑗 = 1, 2,

𝑓 3
𝑐 (𝑎) = 𝑓𝑐3(𝑎), 𝑓 3

𝜒(𝑎) = 𝑓𝜒3(𝑎), 𝑓𝑐𝑗(𝑎) = −𝑇 𝑗𝜆
𝛼𝜆(𝑒𝑐) +𝐵𝑗𝜆𝑇

𝜆3(𝛾),

𝑓𝑐3+𝑗(𝑎) = −𝑀 𝑗𝜆
𝛼𝜆(𝑒𝑐) + 𝑇 𝑗3(𝑒𝑐), 𝑗 = 1, 2,

𝑓𝑐3(𝑎) = −𝑇 𝜆3
𝛼𝜆 (𝑒𝑐)−𝐵𝜆𝜇𝑇

𝜆𝜇(𝑒), 𝑓𝜒𝑗(𝑎) = −𝑇 𝑗𝜆
𝛼𝜆(𝜒) +𝐵𝑗𝜆𝑇

𝜆𝜇(𝛾)𝜔𝜇,

𝑓𝜒3+𝑗(𝑎) = −𝑀 𝑗𝜆
𝛼𝜆(𝜒), 𝑗 = 1, 2, 𝑓𝜒3(𝑎) = −(𝑇 𝜆𝜇𝜔𝜇)𝛼𝜆 −𝐵𝜆𝜇𝑇

𝜆𝜇(𝜒),

𝐹 1 = (𝑅1 + 𝑖𝑅2)/2, 𝐹 2 = (𝐿1 + 𝑖𝐿2)/2, 𝐹 3 = 𝑅3;

𝑒 = 𝑒𝑠 + 𝑒𝑐, 𝑒𝑠 = (𝑒0𝑠, 𝑒
1
𝑠), 𝑒𝑐 = (𝑒0𝑐 , 𝑒

1
𝑐), 𝑒𝑘𝑠 = (𝑒𝑘𝑠11, 𝑒

𝑘
𝑠12, 𝑒

𝑘
𝑠13, 𝑒

𝑘
𝑠22, 𝑒

𝑘
𝑠23, 𝑒

𝑘
𝑠33),

𝑒𝑘𝑐 = (𝑒𝑘𝑐11, 𝑒
𝑘
𝑐12, 𝑒

𝑘
𝑐13, 𝑒

𝑘
𝑐22, 𝑒

𝑘
𝑐23, 𝑒

𝑘
𝑐33), 𝑘 = 0, 1; 𝜒 = (𝜒0

11, 𝜒
0
12, 𝜒

0
22);

(3.3)

𝑒𝑘𝑠𝑖𝑗, 𝑒
𝑘
𝑐𝑖𝑗, 𝜒

𝑘
𝑖𝑗 определены в (2.5).

Отметим, что через 𝑒 и 𝜒 обозначены соответственно линейные и нелинейные части
компонент деформации 𝛾, поэтому справедливо представление 𝛾 = 𝑒+ 𝜒.
Аналогично, граничные условия (2.2) запишем в виде

𝑅𝑒[(−𝑖)𝑗𝑡′𝑣𝑘(𝑡)] + 2(−1)𝑗𝐷1212
𝑘+𝛿−2𝜈𝛿3−𝑗𝛼𝜆𝑑𝛼𝜆/𝑑𝑠

= 𝜙𝑐3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡) + 𝜙𝜒3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡)− 𝐹 3𝑘+𝑗(𝑠), 𝑘, 𝑗 = 1, 2,

𝐷1313
0 [(𝑤3𝛼2 + 𝜓2)𝑑𝛼

1/𝑑𝑠− (𝑤3𝛼1 + 𝜓1)𝑑𝛼
2/𝑑𝑠] = 𝜙𝑐3(𝑎)(𝑡) + 𝜙𝜒3(𝑎)(𝑡)− 𝐹 6(𝑠),

(3.4)

где

𝜙𝑐𝑗(𝑎)(𝑡) = 𝑇 𝑗2(𝑒𝑐)𝑑𝛼
1/𝑑𝑠− 𝑇 𝑗1(𝑒𝑐)𝑑𝛼

2/𝑑𝑠,

𝜙𝑐3+𝑗(𝑎)(𝑡) =𝑀 𝑗2(𝑒𝑐)𝑑𝛼
1/𝑑𝑠−𝑀 𝑗1(𝑒𝑐)𝑑𝛼

2/𝑑𝑠,

𝜙𝑐3(𝑎)(𝑡) = 𝑇 13(𝑒𝑐)𝑑𝛼
2/𝑑𝑠− 𝑇 23(𝑒𝑐)𝑑𝛼

1/𝑑𝑠;

𝜙𝜒𝑗(𝑎)(𝑡) = 𝑇 𝑗2(𝜒)𝑑𝛼1/𝑑𝑠− 𝑇 𝑗1(𝜒)𝑑𝛼2/𝑑𝑠,

𝜙𝜒3+𝑗(𝑎)(𝑡) =𝑀 𝑗2(𝜒)𝑑𝛼1/𝑑𝑠−𝑀 𝑗1(𝜒)𝑑𝛼2/𝑑𝑠, 𝑗 = 1, 2,

𝜙𝜒3(𝑎)(𝑡) = [(𝑇 11(𝛾)𝜔1 + 𝑇 12(𝛾)𝜔2]𝑑𝛼
2/𝑑𝑠− [𝑇 22(𝛾)𝜔2 + 𝑇 12(𝛾)𝜔1]𝑑𝛼

1/𝑑𝑠;

𝐹 3+𝑗 = −𝑃 𝑗, 𝑗 = 1, 2, 𝐹 6(𝑠) = 𝑃 3(𝑠), 𝐹 6+𝑘 = −𝑁𝑘, 𝑘 = 1, 2;

(3.5)

усилия 𝑇 𝑗𝑘, моменты 𝑀 𝑗𝑘 определены в (2.3).
В основе исследования системы уравнений (3.2) при граничных условиях (3.4) лежат

интегральные представления для обобщенных перемещений 𝑤𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝜓𝑘 (𝑘 = 1, 2).
Для их вывода введем в рассмотрение уравнения

𝜐𝑗𝑧 = 𝜌𝑗 (𝑗 = 1, 2), 𝐷1313
0 (𝑤3𝛼1𝛼1 + 𝑤3𝛼2𝛼2) = 𝜌3, (3.6)

где 𝜌1 = 𝜌1 + 𝑖𝜌2, 𝜌
2 = 𝜌4 + 𝑖𝜌5, 𝜌

3 = 𝜌3 — произвольно фиксированные функции, принад-
лежащие пространству 𝐿𝑝(Ω).
Первые два уравнения в (3.6) представляют собой неоднородные уравнения Коши-

Римана. Их общие решения даются формулами [14, c. 29]

𝜐𝑗(𝑧) = Φ𝑗(𝑧) + 𝑇𝜌𝑗(𝑧) ≡ 𝜐𝑗(Φ𝑗; 𝜌
𝑗)(𝑧),

𝑇𝜌𝑗(𝑧) = − 1

𝜋

∫︁∫︁
Ω

𝜌𝑗(𝜁)

𝜁 − 𝑧
𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑗 = 1, 2, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂,

(3.7)
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где Φ𝑗(𝑧) — произвольные голоморфные функции, принадлежащие пространству 𝐶𝛼(Ω).
Известно [14, c. 39–41, 46], что 𝑇 — вполне непрерывный оператор в пространствах 𝐿𝑝(Ω)

и 𝐶𝑘
𝛼(Ω), отображающий их в пространства 𝐶𝛼(Ω) и 𝐶

𝑘+1
𝛼 (Ω) соответственно. Кроме того,

существуют обобщённые производные

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑧
= 𝑓,

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑧
≡ 𝑆𝑓 = − 1

𝜋

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝜁)

(𝜁 − 𝑧)2
𝑑𝜉 𝑑𝜂, (3.8)

где 𝑆 — линейный ограниченный оператор в 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 > 1 и 𝐶𝑘
𝛼(Ω).

Представления (3.7) в свою очередь при помощи функций 𝜐01 = 𝑤2 + 𝑖𝑤1, 𝜐
0
2 = 𝜓2 + 𝑖𝜓1

запишем в виде неоднородных уравнений Коши-Римана

𝜐0𝑗𝑧 = 𝑖(𝑑2𝑗−1[𝜐1] + 𝑑2𝑗[𝜐2]) ≡ 𝑖𝑇𝑗𝜐, 𝑗 = 1, 2, 𝜐 = (𝜐1, 𝜐2), (3.9)

общие решения которых имеют вид

𝜐0𝑗 (𝑧) = Ψ𝑗(𝑧) + 𝑖𝑇𝑇𝑗𝜐(𝑧) ≡ 𝜐0𝑗 (Ψ𝑗; 𝜐)(𝑧), 𝑗 = 1, 2. (3.10)

В (3.9), (3.10) приняты обозначения:

𝑑2𝑗+𝜆−2[𝜐𝜆] = 𝑑12𝑗+𝜆−2𝜐𝜆 + (−1)𝑗+𝜆𝑑22𝑗+𝜆−2𝜐𝜆, 𝑗, 𝜆 = 1, 2,

𝑑𝑗3𝑘−2 =
1

4

(︂
𝐷1111

4−2𝑘

𝛿0
+ (−1)𝑗

𝐷1212
4−2𝑘

𝛿1

)︂
,

𝑑𝑗2 = 𝑑𝑗3 =
1

4

(︂
𝐷1212

1

𝛿1
+ (−1)𝑗

𝐷1111
1

𝛿0

)︂
, 𝑘, 𝑗 = 1, 2,

𝛿0 = 𝐷1111
0 𝐷1111

2 −
(︀
𝐷1111

1

)︀2
, 𝛿1 = 𝐷1212

0 𝐷1212
2 −

(︀
𝐷1212

1

)︀2
;

(3.11)

Ψ𝑗(𝑧) ∈ 𝐶1
𝛼(Ω) — произвольные голоморфные функции.

Третье уравнение в (3.6) представим в виде

𝑤3𝑧𝑧 = ̃︀𝜌3/4, ̃︀𝜌3 = 𝜌3/𝐷
1313
0 , 𝑤3𝑧 = (𝑤3𝛼1 − 𝑖𝑤3𝛼2)/2,

откуда получим

𝑤3(𝑧) = 𝑅𝑒Ψ3(𝑧)− ̃︀𝑇 ̃︀𝜌3 ≡ 𝑤3(Ψ3; 𝜌3)(𝑧), ̃︀𝑇 ̃︀𝜌3 = − 1

2𝜋

∫︁∫︁
Ω

̃︀𝜌3(𝜁) ln ⃒⃒⃒⃒1− 𝑧

𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉 𝑑𝜂, (3.12)

где Ψ3(𝑧) ∈ 𝐶1
𝛼(Ω) — произвольная голоморфная функция.

Соотношения (3.10), (3.12) представляют собой искомые интегральные представления
для обобщённых перемещений. Для их частных производных первого и второго порядков
при помощи формул (3.7)–(3.12) и (8.20) из [14, c. 58] получаем представления

𝜈𝑗𝑘𝛼𝑘 = 𝐼𝑚[𝜐0𝑗𝑧 − (−1)𝑘𝜐0𝑗𝑧], 𝜈𝑗𝑘𝛼𝑛 = 𝑅𝑒[𝜐0𝑗𝑧 + (−1)𝑘𝜐0𝑗𝑧], 𝑘 ̸= 𝑛, 𝑗, 𝑘, 𝑛 = 1, 2;

𝜐0𝑗𝑧 = Ψ′
𝑗(𝑧) + 𝑖𝑆𝑇𝑗𝜐(𝑧), 𝜐0𝑗𝑧 = 𝑖𝑇𝑗𝜐, 𝑤3𝛼𝑗 = 2𝑅𝑒

(︀
𝑖𝑗−1𝑤3𝑧

)︀
, 𝑗 = 1, 2,

𝑤3𝑧 = Ψ′
3(𝑧)/2 + 𝑇 ̃︀𝜌3(𝑧)/4; 𝜈𝑘𝑛𝛼𝑗𝛼𝑗 = −𝑅𝑒{𝑖𝑛[𝜐0𝑘𝑧𝑧 + (−1)𝑗(𝜐0𝑘𝑧𝑧 + 𝜐0𝑘𝑧𝑧)]},

𝜈𝑘𝑛𝛼1𝛼2 = 𝑅𝑒{𝑖𝑛−1(𝜐0𝑘𝑧𝑧 − 𝜐0𝑘𝑧𝑧)}, 𝑤3𝛼𝑗𝛼𝑗 = 2[𝑤3𝑧𝑧 + (−1)𝑗−1𝑅𝑒𝑤3𝑧𝑧], 𝑘, 𝑛, 𝑗 = 1, 2,

𝑤3𝛼1𝛼2 = −2𝐼𝑚𝑤3𝑧𝑧; 𝜐0𝑘𝑧𝑧 = 𝑇𝑘1𝜐 + 𝑆𝑘1(Φ
′
0; 𝜌0), 𝜐0𝑘𝑧𝑧 = 𝑇𝑘2𝜐 + 𝑆𝑘2(Φ

′
0; 𝜌0), (3.13)

𝜐0𝑘𝑧𝑧 = Ψ′′
𝑘(𝑧) + 𝑆𝜐0

𝑘𝜁𝜁
(𝑧)− 1

2𝜋

∫︁
Γ

𝑇𝑘𝜐(𝜏)

(𝜏 − 𝑧)2
𝑑𝜏 , 𝑘 = 1, 2, Φ′

0 = (Φ′
1,Φ

′
2), 𝜌0 = (𝜌1, 𝜌2),

𝑤3𝑧𝑧 = Ψ′′
3(𝑧)/2 + 𝑆̃︀𝜌3/4, 𝑤3𝑧𝑧 = ̃︀𝜌3/4, 𝑇𝑗𝑘𝜐 = 𝑖[𝑑12𝑗+𝜇−2,𝑘𝜐𝜇 + (−1)𝑗+𝜇𝑑22𝑗+𝜇−2,𝑘𝜐𝜇],

𝑆𝑗𝑘(Φ
′
0; 𝜌0) = 𝑖[𝑑12𝑗+𝜇−2𝜐𝜇,𝑘 + (−1)𝑗+𝜇𝑑22𝑗+𝜇−2𝜐𝜇,3−𝑘], 𝜐𝑗,1 ≡ 𝜐𝑗𝑧 = Φ′

𝑗(𝑧) + 𝑆𝜌𝑗(𝑧),

𝜐𝑗,2 ≡ 𝜐𝑗𝑧 = 𝜌𝑗, 𝑑𝑗𝑚,1 ≡ 𝑑𝑗𝑚𝑧, 𝑑𝑗𝑚,2 ≡ 𝑑𝑗𝑚𝑧, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 𝑚 = 1, 4.
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4. Решение задачи (1), (2)

Интегральные представления (3.10), (3.12) для обобщённых перемещений 𝑎 =
(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2) содержат произвольные голоморфные функции Φ𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 2), Ψ𝑘(𝑧)
(𝑘 = 1, 3) и произвольные функции 𝜌𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 3). Их найдём так, чтобы обобщённые
перемещения удовлетворяли системе (3.2) и граничным условиям (3.4), при этом правые
части уравнений (3.2) и граничных условий (3.4) временно считаем известными. С этой це-
лью соотношения (3.10), (3.12), (3.13) подставим в левые части системы (3.2) и граничных
условий (3.4). В результате система уравнений (3.2) запишется в виде

𝜌𝑗(𝑧) + ℎ𝑗1(𝜌)(𝑧) + ℎ𝑗2(Φ)(𝑧) = 𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎)(𝑧) + 𝑓 𝑗

𝜒(𝑎)(𝑧)− 𝐹 𝑗(𝑧), 𝑗 = 1, 3, 𝑧 ∈ Ω, (4.1)

где через ℎ𝑗1(𝜌)(𝑧) и ℎ𝑗2(Φ)(𝑧) обозначены те части выражения оператора ℎ𝑗(𝑎) в (3.3),
которые содержат функции 𝜌 = (𝜌1, 𝜌2, 𝜌3) и Φ = (Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2,Ψ3) соответственно.
Граничные условия (3.4) с учетом представлений

𝑆(𝑇𝑗Φ0)
+(𝑡) = −(𝑡

′
)2[𝑑12𝑗−1(𝑡)Φ1(𝑡) + 𝑑12𝑗(𝑡)Φ2(𝑡)] +𝐾0𝑗(Φ0)(𝑡), Φ0 = (Φ1,Φ2),

𝐾0𝑗(Φ0)(𝑡) = −
𝑑12𝑗+𝜇−2(𝑡)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜓(𝜏, 𝑡)− 𝜓(𝑡, 𝑡)

𝜏 − 𝑡
Φ𝜇(𝜏)𝑑𝜏 − (−1)𝑗+𝜇

𝑑22𝑗+𝜇−2(𝑡)

2𝜋𝑖

·
∫︁
Γ

𝜓(𝜏, 𝑡)− 𝜓(𝑡, 𝑡)

𝜏 − 𝑡
Φ𝜇(𝜏)𝑑𝜏 −

1

𝜋

∫︁∫︁
Ω

𝑑12𝑗+𝜇−2(𝜁)− 𝑑12𝑗+𝜇−2(𝑡)

(𝜁 − 𝑡)2
Φ𝜇(𝜁)𝑑𝜉𝑑𝜂

− (−1)𝑗+𝜇

𝜋

∫︁∫︁
Ω

𝑑22𝑗+𝜇−2(𝜁)− 𝑑22𝑗+𝜇−2(𝑡)

(𝜁 − 𝑡)2
Φ𝜇(𝜁)𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑗 = 1, 2,

𝜓(𝜏, 𝑡) = (𝜏 − 𝑡)/(𝜏 − 𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑡) = (𝑡
′
)2,

(4.2)

получаемых при помощи соотношений (3.7)–(3.9), формул (4.7), (4.9) из [14, c. 28] и формул
Сохоцкого [15, c. 66], преобразуются к виду

(−1)𝑗𝑑𝑘𝜆(𝑡)𝑅𝑒[𝑖
𝑗𝑡′Φ𝜆(𝑡)]− 2𝐷1212

𝜆+𝑘−2(𝑡)𝑅𝑒[𝑖
𝑗−1𝑡′Ψ′

𝜆(𝑡)]− 2𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)𝑅𝑒[𝑖

𝑗𝑡′𝐾0𝜆(Φ0)(𝑡)]

+𝐻3(𝑘−1)+𝑗𝜌(𝑡) = 𝜙𝑐3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡) + 𝜙𝜒3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡)− 𝐹 3𝑘+𝑗(𝑠), 𝑘, 𝑗 = 1, 2,

𝐷1313
0 (𝑡)𝑅𝑒[𝑖𝑡′Ψ′

3(𝑡)] +𝐾03(Φ)(𝑡) +𝐻3𝜌(𝑡) = 𝜙𝑐3(𝑎)(𝑡) + 𝜙𝜒3(𝑎)(𝑡)− 𝐹 6(𝑠),

(4.3)

где приняты следующие обозначения:

𝐻3(𝑘−1)+𝑗𝜌(𝑡) = 𝑅𝑒[(−𝑖)𝑗𝑡′𝑇𝜌𝑘(𝑡)]− 2𝐷1212
𝑘+𝜆−2(𝑡)𝑅𝑒{𝑖𝑗𝑡′(𝐼 + 𝑆)(𝑇𝜆𝑇𝜌0)

+(𝑡)},
𝑘, 𝑗 = 1, 2, 𝐻3𝜌(𝑡) = 𝐷1313

0 (𝑡)𝑅𝑒[𝑖𝑡′(𝑇 ̃︀𝜌3(𝑡)/2 + 𝑇𝑇2𝑇𝜌0(𝑡))],

𝐾03(Φ)(𝑡) = 𝐷1313
0 (𝑡)𝑅𝑒{𝑡′[Ψ2(𝑡) + 𝑖𝑇𝑇2Φ0(𝑡)]};

𝑑𝑘𝑗(𝑡) = (−1)𝑗−1[2(−1)𝜆𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)𝑑

2
2𝜆+𝑗−2(𝑡) + 3− 𝑘 − 𝑗], 𝑘, 𝑗 = 1, 2,

(4.4)

𝐼 — тождественный оператор, операторы 𝑇, 𝑆, 𝑇𝜆 и функции 𝑑
𝑘
𝑗 (𝑡) определены в (3.7), (3.8),

(3.9), (3.11) соответственно; Φ𝜆(𝑡) ≡ Φ+
𝜆 (𝑡), 𝑡 ∈ Γ; символ Φ+

𝜆 (𝑡) здесь и далее означает
предел функции Φ𝜆(𝑧) при 𝑧 → 𝑡 ∈ Γ изнутри области Ω.
Таким образом, для определения функций 𝜌𝑗 ∈ 𝐿𝑝(Ω) (𝑗 = 1, 3), Φ𝑘(𝑧) ∈ 𝐶𝛼 (Ω)

(𝑘 = 1, 2), Ψ𝑗(𝑧) ∈ 𝐶1
𝛼(Ω) (𝑗 = 1, 3) получили систему уравнений (4.1), (4.3). Голоморфные
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функции будем искать в виде интегралов типа Коши с действительными плотностями:

Φ𝑘(𝑧) = Θ(𝜇2𝑘)(𝑧) ≡ Φ𝑘(𝜇2𝑘)(𝑧), 𝑘 = 1, 2,

Ψ′
𝑗(𝑧) = 𝑖(𝑗−1)(𝑗−2)/2Θ(𝜇2𝑗−1)(𝑧) ≡ Ψ′

𝑗(𝜇2𝑗−1)(𝑧), 𝑗 = 1, 3,

Θ(𝑓)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 ′(𝜏 − 𝑧)
,

(4.5)

где 𝜇𝑗(𝑡) ∈ 𝐶𝛼(Γ) (𝑗 = 1, 5) — произвольные действительные функции, 𝜏 ′ = 𝑑𝜏/𝑑𝜎, 𝑑𝜎 —
элемент длины дуги кривой Γ.
Для функций Ψ𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 3) имеем представления:

Ψ𝑗(𝑧) = 𝑖(𝑗−1)(𝑗−2)/2Θ0(𝜇2𝑗−1)(𝑧) + 𝑐2𝑗−1 + 𝑖𝑐2𝑗 ≡ Ψ𝑗(𝜇2𝑗−1)(𝑧) + 𝑐2𝑗−1 + 𝑖𝑐2𝑗, 𝑗 = 1, 3,

Θ0(𝑓)(𝑧) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝜏)

𝜏 ′
𝑙𝑛

(︁
1− 𝑧

𝜏

)︁
𝑑𝜏,

(4.6)

где 𝑐𝑗 (𝑗 = 1, 6) — произвольные действительные постоянные, под 𝑙𝑛(1− 𝑧/𝜏) понимается
однозначная ветвь, обращающаяся в нуль при 𝑧 = 0.
Используя формулы Сохоцкого [15, c. 66], находим Φ𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2), Ψ′

𝑗(𝑡) (𝑗 = 1, 3),
𝑡 ∈ Γ. Подставляя их выражения, а также представления (4.6) в систему (4.1), (4.3),
после несложных преобразований приходим к следующей системе уравнений относительно
функций 𝜌 ∈ 𝐿𝑝(Ω) и 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4, 𝜇5) ∈ 𝐶𝛼(Γ) :

𝜌𝑗(𝑧) + ℎ𝑗1(𝜌)(𝑧) + ℎ𝑗2(𝜇)(𝑧) = 𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎)(𝑧) + 𝑓 𝑗

𝜒(𝑎)(𝑧) + 𝑔𝑗𝑐(𝑧)− 𝐹 𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ Ω, 𝑗 = 1, 3,

5∑︁
𝑛=1

⎡⎣𝑎𝑗𝑛(𝑡)𝜇𝑛(𝑡) + 𝑏𝑗𝑛(𝑡)

∫︁
Γ

𝜇𝑛(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

⎤⎦+𝐾𝑗 𝜇(𝑡) +𝐻𝑗𝜌(𝑡)

= 𝜙𝑐𝑗(𝑎)(𝑡) + 𝜙𝜒𝑗(𝑎)(𝑡) + 𝑔3+𝑗
𝑐 (𝑡)− 𝐹 3+𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ Γ, 𝑗 = 1, 5,

(4.7)

в которой приняты обозначения:

𝐾3(𝑛−1)+𝑗𝜇(𝑡) = (−1)𝑗𝑑𝑛𝜆(𝑡){𝑅𝑒[𝑖𝑗𝑡′Θ(𝜇2𝜆)(𝑡)]− 𝑖𝑅𝑒(𝑖𝑗−1)Θ(𝜏 ′𝜇2𝜆)(𝑡)}
+ 2𝐷1212

𝜆+𝑛−2(𝑡){𝑅𝑒[𝑖𝑗+1𝑡′Θ(𝜇2𝜆−1)(𝑡)]− 𝑖𝑅𝑒(𝑖𝑗)Θ(𝜏 ′𝜇2𝜆−1)(𝑡)−𝑅𝑒[𝑖𝑗𝑡′𝐾0𝜆(𝜇0)(𝑡)]},
𝑛, 𝑗 = 1, 2, 𝐾3𝜇(𝑡) = 𝐾03(𝜇)(𝑡)−𝐷1313

0 (𝑡)𝑅𝑒[𝑡′Θ(𝜇5)(𝑡)];

𝑔2𝑐 (𝑧) = 𝐷1313
0 (𝑐4 + 𝑖𝑐3)/2, 𝑔3𝑐 (𝑧) = −𝑐4𝐷1313

0𝛼1 − 𝑐3𝐷
1313
0𝛼2 ,

𝑔6𝑐 (𝑡) = 𝐷1313
0 (𝑡)(𝑐4𝑑𝛼

2/𝑑𝑠− 𝑐3𝑑𝛼
1/𝑑𝑠), 𝑔1𝑐 (𝑧) = 𝑔3+𝑗

𝑐 (𝑡) ≡ 0, 𝑗 = 1, 2, 4, 5;

𝑎3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆(𝑡) = (−1)𝑗𝑑𝑘𝜆(𝑡)𝑅𝑒(𝑖
𝑗)/2, 𝑏3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆(𝑡) = (−1)𝑗𝑑𝑘𝜆(𝑡)𝑅𝑒(𝑖

𝑗−1)/(2𝜋),

𝑎3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆−1(𝑡) = −𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)𝑅𝑒(𝑖

𝑗−1), 𝑏3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆−1(𝑡) = 𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)𝑅𝑒(𝑖

𝑗)/𝜋,

𝑘, 𝑗, 𝜆 = 1, 2, 𝑎35(𝑡) = −𝐷1313
0 (𝑡)/2;

(4.8)

остальные 𝑎𝑗𝑘, 𝑏𝑗𝑘 равны нулю; здесь ℎ𝑗2(𝜇)(𝑧) ≡ ℎ𝑗2(Φ(𝜇))(𝑧), 𝐾0𝑗(𝜇0)(𝑡) ≡ 𝐾0𝑗(Φ0(𝜇0))(𝑡),
𝑗 = 1, 2; 𝐾03(𝜇)(𝑡) ≡ 𝐾03(Φ(𝜇))(𝑡), Φ(𝜇) = (Φ1(𝜇2),Φ2(𝜇4),Ψ1(𝜇1),Ψ2(𝜇3),Ψ3(𝜇5)),
𝜇0 = (𝜇2, 𝜇4).

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда:
1) ℎ𝑗1(𝜌) (𝑗 = 1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы в 𝐿𝑝(Ω);

2) ℎ𝑗2(𝜇) (𝑗 = 1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы из 𝐶𝜈(Γ) ∀𝜈 ∈ (0, 1) в
𝐿𝑝(Ω);
3) 𝐾𝑗 𝜇 (𝑗 = 1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из 𝐶𝜈(Γ) ∀𝜈 ∈ (0, 1) в

𝐶𝛾(Γ) ∀𝛾 < 𝛽/2;
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4) 𝐻𝑗 𝜌 (𝑗 = 1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из 𝐿𝑝(Ω) в 𝐶𝛼′(Γ)
∀𝛼′ < 𝛼 и ограниченные операторы из 𝐿𝑝(Ω) в 𝐶𝛼(Γ);
5) имеют место включения 𝑓 𝑗

𝑐 (𝑎)(𝑧), 𝑓
𝑗
𝜒(𝑎)(𝑧), 𝐹

𝑗(𝑧), 𝑔𝑗𝑐(𝑧) ∈ 𝐿𝑝(Ω) (𝑗 = 1, 3); 𝜙𝑐𝑗(𝑎)(𝑡),

𝜙𝜒𝑗(𝑎)(𝑡) ∈ 𝐶𝛼(Γ), 𝐹
3+𝑗(𝑡), 𝑔6𝑐 (𝑡), 𝑎𝑗𝑘(𝑡), 𝑏𝑗𝑘(𝑡) ∈ 𝐶𝛽(Γ), 𝑗, 𝑘 = 1, 5.

Доказательство. Известно [14, c. 26-27], что интеграл типа Коши 𝜃(𝑓) в (4.5) представляет
собой ограниченный оператор из 𝐶𝛼(Γ) в 𝐶𝛼(Ω), а его производная 𝜃

′(𝑓) — ограниченный
оператор из 𝐶𝛼(Γ) в 𝐿𝑞(Ω), 1 < 𝑞 < 2/(1− 𝛼). Кроме того, нетрудно показать, что 𝜃(𝑓) —
вполне непрерывный оператор из 𝐶𝛼(Γ) в 𝐿𝑝(Ω) ∀𝑝 > 1 и в 𝐶𝛼′(Ω) ∀𝛼′ < 𝛼. Учитывая это,
а также свойства операторов 𝑇, 𝑆, определенных в (3.7), (3.8), используя представления
для производных первого порядка обобщенных перемещений в (3.13) и выражения для
операторов ℎ𝑗(𝑎) в (3.3), получаем, что первые два утверждения леммы справедливы.
Так как 𝜓(𝜏, 𝑡) ∈ 𝐶𝛽(Γ) × 𝐶𝛽(Γ) [15, c. 28–32], 𝑑𝑘𝜆(𝑡) ∈ 𝐶𝛽(Γ), 𝑑

𝑘
𝑗 (𝑧), 𝐷

1313
0 (𝑧) ∈ 𝐶𝛽(Ω),

то принимая во внимание следствие 4.3 из [16, с. 124], легко убеждаемся в том, что пер-
вые два слагаемых правой части представления для оператора 𝐾0𝑗(𝜇0) в (4.2) суть вполне
непрерывные операторы из 𝐶𝜈(Γ) ∀𝜈 ∈ (0, 1) в 𝐶𝛾(Γ) ∀𝛾 < 𝛽. Также нетрудно показать,
что третье и четвертое слагаемые этого представления в (4.2) суть вполне непрерывные
операторы из 𝐶𝜈(Γ) ∀𝜈 ∈ (0, 1) в 𝐶𝛾(Γ) ∀𝛾 < 𝛽. Тогда получаем, что 𝐾𝑜𝑗(𝜇0) (𝑗 = 1, 2) —
линейные вполне непрерывные операторы из 𝐶𝜈(Γ) ∀𝜈 ∈ (0, 1) в 𝐶𝛾(Γ) ∀𝛾 < 𝛽. Анало-
гично из представления оператора 𝐾03(𝜇) в (4.4) следует, что 𝐾03(𝜇) — линейный вполне
непрерывный оператор из 𝐶𝜈(Γ) в 𝐶𝛽(Γ) для всех 𝜈 ∈ (0, 1).
Далее, первые два слагаемых в правой части формулы для оператора 𝐾3(𝑛−1)+𝑗𝜇 в (4.8)

преобразуем к виду

(−𝑖)𝑗

2
𝑑𝑛𝜆(𝑡)

⎧⎨⎩(−1)𝑗 − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜇2𝜆(𝜏)

𝜏 ′
𝜏 ′ − 𝑡′

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏 +

(−1)𝑗

𝜋

∫︁
Γ

𝜇2𝜆(𝜏)

𝜏 ′
𝐼𝑚

(︂
𝑡′

𝜏 − 𝑡

)︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭ .

Следовательно, с учетом включений 𝜏 ′, 𝑑𝑛𝜆 ∈ 𝐶𝛽(Γ) и равенства

𝐼𝑚[𝑡′/(𝜏 − 𝑡)] = 𝑘*(𝜏, 𝑡)/|𝜏 − 𝑡|1−𝛽/2,

где 𝑘*(𝜏, 𝑡) ∈ 𝐶𝛽/2(Γ) × 𝐶𝛽/2(Γ) [15, с. 31–32, 55–56], а также следствий 4.4, 4.5 из [16,
с. 125] получаем, что первые два слагаемых в выражении для оператора 𝐾3(𝑛−1)+𝑗𝜇 в
(4.8) определяют линейный вполне непрерывный оператор из 𝐶𝜈(Γ) в 𝐶𝛾(Γ) для любых
𝜈 ∈ (0, 1) и 𝛾 < 𝛽/2. Аналогично показываем, что третье и четвертое слагаемые в выра-
жении для оператора 𝐾3(𝑛−1)+𝑗𝜇 в (4.8) обладают этим же свойством. Тогда из представ-
лений операторов 𝐾𝑗𝜇 (𝑗 = 1, 5) в (4.8) вытекает справедливость третьего утверждения
леммы. Справедливость четвертого ее утверждения следует из представлений операторов
𝐻𝑗𝜌 (𝑗 = 1, 5) в (4.4) с учетом свойств операторов 𝑇, 𝑆, интеграла типа Коши и соотноше-
ний

𝑆(𝑇𝜆𝑇𝜌0)
+(𝑡) = 𝑇

(︂
𝜕

𝜕𝜁
𝑇𝜆𝑇𝜌0

)︂
(𝑡)− 1

2
(𝑡

′
)2𝑇𝜆𝑇𝜌0(𝑡)−

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑇𝜆𝑇𝜌0(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏 , 𝜆 = 1, 2,

которые получаются с использованием формул (8.20) из [14, c. 58] и Сохоцкого. Спра-
ведливость пятого утверждения леммы непосредственно вытекает из формул (3.3), (3.5),
(4.8). Лемма доказана.

Исследуем разрешимость системы уравнений (4.7) в пространстве 𝐿𝑝(Ω) × 𝐶𝛼′(Γ),
𝛼′ < 𝛼. Заметим, что любое решение (𝜌, 𝜇) ∈ 𝐿𝑝(Ω) × 𝐶𝛼′(Γ) системы (4.7) в силу лем-
мы 4.1 принадлежит пространству 𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼(Γ). Используя выражения для 𝑎𝑗𝑘(𝑡), 𝑏𝑗𝑘(𝑡)
из (4.8), вычисляем определитель

𝑑𝑒𝑡[𝐴(𝑡)− 𝜋𝑖𝐵(𝑡)] = 𝐷1313
0 𝛿1(𝑎

2
1 − 𝑎0𝑎2)/(32𝛿0), 𝑎𝑛 = 𝐷1111

𝑛 +𝐷1122
𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2,
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где 𝛿0, 𝛿1 определены в (3.11), а 𝐴 = (𝑎𝑗𝑘), 𝐵 = (𝑏𝑗𝑘) — квадратные матрицы пятого
порядка. Итак, 𝑑𝑒𝑡[𝐴(𝑡)− 𝜋𝑖𝐵(𝑡)] ̸= 0 на Γ и для индекса системы (4.7) получаем

𝜒 =
1

2𝜋

[︂
𝑎𝑟𝑔

𝑑𝑒𝑡(𝐴− 𝜋𝑖𝐵)

𝑑𝑒𝑡(𝐴+ 𝜋𝑖𝐵)

]︂
Γ

= 0

(здесь символ [𝑎𝑟𝑔𝜙]Γ означает приращение аргумента функции 𝜙 при обходе кривой Γ
один раз в положительном направлении). Следовательно, к системе (4.7) применима аль-
тернатива Фредгольма. Пусть (𝜌, 𝜇) ∈ 𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼′(Γ) — решение системы (4.7) при нулевой
правой части. Этому решению по формулам (4.5), (4.6) с постоянными 𝑐𝑗 = 0 (𝑗 = 1, 6)
соответствуют голоморфные функции Φ𝑘(𝑧), Ψ𝑗(𝑧), которые в свою очередь по формулам
(3.10), (3.12) определяют функции 𝑤𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝜓𝑘 (𝑘 = 1, 2). Эти функции, как нетрудно
видеть, удовлетворяют однородной системе линейных уравнений (3.2) (𝑓 𝑗

𝑐 + 𝑓 𝑗
𝜒 − 𝐹 𝑗 ≡ 0,

𝑗 = 1, 3) и однородным линейным граничным условиям (3.4) (𝜙𝑐𝑗+𝜙𝜒𝑗−𝐹 3+𝑗 ≡ 0, 𝑗 = 1, 5).
Действительную и мнимую части первого уравнения однородной системы (3.2) умножим
соответственно на 𝑤1 и 𝑤2, второго уравнения — соответственно на 𝜓1 и 𝜓2, а третье
уравнение — на 𝑤3. После этого проинтегрируем по области Ω и сложим получившиеся
равенства. С учётом однородных граничных условий (3.4) получаем, что 𝑤𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝜓𝑘

(𝑘 = 1, 2) удовлетворяют системе 𝜈𝑗1𝛼1 = 0, 𝜈𝑗2𝛼2 = 0, 𝜈𝑗1𝛼2 + 𝜈𝑗2𝛼1 = 0, 𝑤3𝛼𝑗 + 𝜓𝑗 = 0,
𝑗 = 1, 2, решение которой имеет вид

𝑤1 = −𝑐0𝛼2 + 𝑐1, 𝑤2 = 𝑐0𝛼
1 + 𝑐2, 𝑤3 = −𝑐4𝛼1 − 𝑐5𝛼

2 + 𝑐6, 𝜓1 = 𝑐4, 𝜓2 = 𝑐5, (4.9)

где 𝑐𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Так как Ψ𝑗(0) = 0 (𝑗 = 1, 3), 𝑤3(0) = 0, то из (4.9) будем иметь: 𝑤1 = −𝑐0𝛼2 + 𝑐1,

𝑤2 = 𝑐0𝛼
1 + 𝑐2, 𝑤3 = 𝜓1 = 𝜓2 ≡ 0. Тогда 𝜐𝑗(𝑧) = 2𝑖𝑐0𝐷

1212
𝑗−1 , 𝑗 = 1, 2 и из уравнений (3.6)

следуют равенства

𝜌𝑗(𝑧) = 2𝑖𝑐0𝐷
1212
𝑗−1𝑧, 𝑗 = 1, 2, 𝜌3(𝑧) ≡ 0, 𝑧 ∈ Ω. (4.10)

Используя формулы (3.7), (3.10), (3.12) и представление для 𝜐0𝑗𝑧 в (3.13), находим Φ𝑘(𝑧)

(𝑘 = 1, 2), Ψ′
𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 3) и подставляя их в (4.5), получаем

𝜇1(𝑡)/𝑡
′ − 𝑐0(𝑡

′
)2 = 𝐹−

1 (𝑡), 𝜇2𝑗(𝑡)/𝑡
′ − 2𝑖𝑐0𝐷

1212
𝑗−1 (𝑡) = 𝐹−

2𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2,

𝜇2𝑗−1(𝑡)/𝑡
′ = 𝐹−

2𝑗−1(𝑡), 𝑗 = 2, 3,

где 𝐹−
𝑗 (𝑡) — граничные значения функции 𝐹−

𝑗 (𝑧), голоморфной во внешности Ω и исче-

зающей на бесконечности. Следовательно, для функции 𝐹−
𝑗 (𝑧) во внешности области Ω

приходим к задаче Римана-Гильберта с краевым условием 𝑅𝑒[𝑖𝑡′ 𝐹−
𝑗 (𝑡)] = 𝑓−

𝑗 (𝑡), 𝑗 = 1, 5,

где 𝑓−
1 (𝑡) = 𝑐0𝑅𝑒(𝑖𝑡

′), 𝑓−
2𝑗(𝑡) = 2𝑐0𝐷

1212
𝑗−1 (𝑡)𝑅𝑒𝑡

′, 𝑗 = 1, 2, 𝑓−
2𝑗−1(𝑡) = 0, 𝑗 = 2, 3. Используя

решение этой задачи [17, c. 253], для функций 𝜇𝑗(𝑡) получаем представления

𝜇𝑗(𝑡) = 𝑐0𝜇
0
𝑗(𝑡) + 𝛽0𝑗𝜇

1
𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, 4, 𝜇𝑗(𝑡) = 𝛽0𝑗𝜇

1
𝑗(𝑡), 𝑗 = 3, 5, (4.11)

где 𝜇𝑘
𝑗 (𝑡) — известные действительные функции, принадлежащие пространству 𝐶𝛼(Γ); 𝑐0,

𝛽0𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Решения (4.10), (4.11) показывают, что однородная система уравнений (4.7) имеет шесть

линейно независимых решений. Тогда союзная с ней система уравнений также будет иметь
шесть линейно независимых решений. Для вывода союзной системы действительные и
мнимые части левых частей уравнений в (4.1) умножим соответственно на действитель-
ные функции 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 ∈ 𝐿𝑞(Ω), 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 и проинтегрируем по области Ω, а ле-
вые части уравнений в (4.3) умножим на действительные функции 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5 ∈ 𝐶𝛼(Γ),
проинтегрируем по кривой Γ. После этого их сложим и приравняем нулю. Заменяя го-
ломорфные функции Φ𝑗(𝑧), Ψ𝑘(𝑧), Ψ

′
𝑘(𝑧) их выражениями из (4.5), (4.6) с постоянными,
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равными нулю, переставляя порядок интегрирования в полученных повторных интегра-
лах, при помощи традиционных рассуждений после несложных, но достаточно громоздких
преобразований приходим к искомой союзной системе уравнений

𝑣𝑗(𝑧)− 𝑇3+𝑗𝑣(𝑧) + 2Θ(𝜏 ′𝜈𝑗)(𝑧) = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑅𝑒𝑇3𝑣(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ Ω,

𝑅𝑒{𝑖[𝑇3+𝑗𝑣(𝑡)− 2Θ−(𝜏 ′𝜈𝑗)(𝑡)]} = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑅𝑒[𝑇𝑔(𝑣)(𝑡) + Θ−(𝜏 ′𝐷1313
0 𝜈3)(𝑡)] = 0,

𝑅𝑒{𝑇 [𝐷1212
𝜆+𝑗−2𝜁

𝑣𝜆](𝑡)− 2Θ−(𝜏 ′𝐷1212
𝜆+𝑗−2𝜈

𝜆)(𝑡)

+ (𝑗 − 1)[𝑖𝑇 0𝑔(𝑣)(𝑡)− 𝑇 0
Γ(𝐷

1313
0 𝜏 ′𝜈3)(𝑡)]} = 0, 𝑡 ∈ Γ, 𝑗 = 1, 2;

𝑣𝑗 = 𝑣3𝑗−2 + 𝑖𝑣3𝑗−1, 𝜈𝑗 = 𝜈3𝑗−2 + 𝑖𝜈3𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, 𝑣3 = 𝑣3, 𝜈
3 = 𝜈3.

(4.12)

В уравнениях (4.12) приняты обозначения:

𝑇3𝑣(𝑧) = −2𝑇𝑔(𝑣)(𝑧) + 2𝐷1313
0 (𝑧)𝑣3(𝑧)− 2Θ(𝜏 ′𝐷1313

0 𝜈3)(𝑧),

𝑇3+𝑗𝑣(𝑧) = 2𝑇𝑑𝑗+2𝜆−2[𝑆𝜆𝑣](𝑧) + 𝑇𝑑2+𝑗[𝑇3𝑣](𝑧), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5),

𝑆𝑗𝑣(𝑧) = 𝑆[𝐷1212
𝑗+𝜆−2𝜁

𝑣𝜆](𝑧)−𝐷1212
𝑗+𝜆−2𝑧𝑣

𝜆(𝑧)− 2Θ′(𝜏 ′𝐷1212
𝑗+𝜆−2𝜈

𝜆)(𝑧), 𝑗 = 1, 2,

𝑔(𝑣)(𝑧) = 𝐷1313
0𝑧 (𝑧)𝑣3(𝑧)−𝐷1313

0 (𝑧)𝑣2(𝑧)/4,

𝑇 0𝑓(𝑧) = − 1

𝜋𝑖

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝜁)𝑙𝑛

(︂
1− 𝜁

𝑧

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜂,

𝑇 0
Γ𝑓(𝑧) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝜏)𝑙𝑛
(︁
1− 𝜏

𝑧

)︁
𝑑𝜎, Θ′(𝑓)(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 ′(𝜏 − 𝑧)2
;

(4.13)

Θ−(𝑓)(𝑡) — граничные значения функции Θ(𝑓)(𝑧) при 𝑧 → 𝑡 ∈ Γ извне Ω; операторы 𝑇𝑓 ,
𝑆𝑓 , 𝑑𝑗[𝑓 ], Θ(𝑓) определены в (3.7), (3.8), (3.11), (4.5) соответственно.
Система (4.12), как отмечено выше, имеет шесть линейно независимых решений. Полу-

чим их явные выражения. Далее в (4.12) под 𝑣 ∈ 𝐿𝑞(Ω), 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1, 𝜈 ∈ 𝐶𝛼(Γ) будем
подразумевать некоторое её решение.
Заметим, что операторы 𝑇 , 𝑇 0, 𝑇 0

Γ , введенные в (3.7), (4.13), определяют функции 𝑇𝑓(𝑧),
𝑇 0𝑓(𝑧), 𝑇 0

Γ , 𝑓(𝑧), которые голоморфны во внешности области Ω и обращаются в нуль на
бесконечности. Этими же свойствами обладает и функция 𝜃(𝑓)(𝑧). Поэтому последние
пять равенств на кривой Γ в (4.12) представляют собой краевые условия задачи Римана-
Гильберта с нулевым индексом для функций, голоморфных вне Ω и исчезающих на бес-
конечности. Такая задача, как известно, имеет только нулевое решение. Следовательно,
эти пять равенств на кривой Γ преобразуются к виду

𝑇3+𝑗𝑣(𝑧)− 2Θ(𝜏 ′𝜈𝑗)(𝑧) = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑇 𝑔(𝑣)(𝑧) + Θ(𝜏 ′𝐷1313
0 𝜈3)(𝑧) = 0,

𝑇 [𝐷1212
𝜆+𝑗−2𝜁

𝑣𝜆](𝑧)− 2Θ(𝜏 ′𝐷1212
𝜆+𝑗−2𝜈

𝜆)(𝑧) + (𝑗 − 1)[𝑖𝑇 0𝑔(𝑣)(𝑧)− 𝑇 0
Γ(𝐷

1313
0 𝜏 ′𝜈3)(𝑧)] = 0,

𝑗 = 1, 2, 𝑧 ∈ Ω1 ≡ C ∖ Ω,

(4.14)

C — комплексная плоскость.
Из первых трех равенств в (4.12) следует, что функции 𝑣𝑗 (𝑗 = 1, 5) принадлежат про-

странству 𝑊
(1)
𝑞1 (Ω) ∩ 𝐶𝛼(Ω), 1 < 𝑞1 < 2/(1 − 𝛼). В них перейдем к пределу при 𝑧 → 𝑡 ∈ Γ

изнутри области Ω, а в первых трех равенствах в (4.14) — извне области Ω и последние
прибавим к первым трем соответственно. Принимая во внимание непрерывность функций
вида 𝑇𝑓(𝑧) при 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) на C и используя формулы Сохоцкого, получаем

𝑣𝑗(𝑡) = −2𝜈𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, 𝑣3(𝑡) = 𝜈3(𝑡), 𝑡 ∈ Γ. (4.15)
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Продифференцируем первые два равенства в (4.12) по 𝑧. С учетом (3.8) получим равен-
ства

𝑣𝑗𝑧 = 2𝑑𝑗+2𝜆−2[𝑆𝜆𝑣](𝑧) + 𝑑2+𝑗[𝑇3𝑣](𝑧), 𝑗 = 1, 2, 𝑧 ∈ Ω,

откуда, рассматривая их как систему относительно 𝑋1 = 2𝑆1𝑣, 𝑋2 = 2𝑆2𝑣 + 𝑇3𝑣 и решая
ее, будем иметь:

𝑋𝑗 = (𝐷1111
𝑗+𝜆−2 −𝐷1212

𝑗+𝜆−2)𝑣
𝜆
𝑧 + (𝐷1111

𝑗+𝜆−2 +𝐷1212
𝑗+𝜆−2)𝑣

𝜆
𝑧 , 𝑗 = 1, 2, 𝑧 ∈ Ω. (4.16)

Пусть дополнительно выполнены условия

𝐷1212
𝑗 (𝑗 = 0, 1, 2), 𝐷1313

0 ∈ 𝑊 (2)
𝑝 (Ω). (4.17)

Используя соотношения для функций 𝑇3𝑣(𝑧), 𝑆𝑗𝑣(𝑧) (𝑗 = 1, 2) в (4.13), находим
𝑋𝑗𝑧 (𝑗 = 1, 2), которые, как нетрудно видеть, принадлежат пространству 𝐿𝑞1(Ω),
1 < 𝑞1 < 2/(1 − 𝛼). Теперь эти выражения 𝑋𝑗𝑧 (𝑗 = 1, 2) подставим в левые части со-
отношений, полученных дифференцированием по 𝑧 равенств (4.16). Третье равенство в
(4.12) дифференцируем по 𝑧 и 𝑧. При помощи несложных преобразований полученных
соотношений убеждаемся в том, что вектор-функция ̃︀𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 2𝑣3, 𝑣4, 𝑣5) является реше-
нием системы линейных уравнений (3.2) при нулевой правой части.
Далее, от решения (𝑣, 𝜈) союзной системы уравнений (4.12) потребуем, чтобы

𝜈(𝑡) ∈ 𝐶1
𝛼(Γ). Тогда, как нетрудно видеть, 𝑣(𝑧) ∈ 𝐶1

𝛼(Ω). Теперь в равенствах (4.16) пере-
ходим к пределу при 𝑧 → 𝑡 ∈ Γ изнутри области Ω, при этом левую часть 𝑋+

𝑗 (𝑡) заменим
выражением, полученным с использованием представлений (𝑆𝑗𝑣)(𝑧), 𝑇3𝑣(𝑧) в (4.13). Затем
из них вычитаем соответственно равенства, которые получаются дифференцированием по
𝑧 последних двух соотношений в (4.14) с последующим переходом в них к пределу при
𝑧 → 𝑡 ∈ Γ извне Ω. Далее, третьи равенства в (4.12) и (4.14) продифференцируем по 𝑧, в
получившихся равенствах перейдем к пределу при 𝑧 → 𝑡 ∈ Γ соответственно изнутри и
извне области Ω и затем вычтем их друг из друга. При помощи полученных таким образом
равенств на кривой Γ, используя соотношения (4.15), формулы

(𝑆𝑓)+(𝑡)− (𝑆𝑓)−(𝑡) = −𝑓(𝑡) · (𝑡′)2, 𝜃′+(𝜏 ′𝑓)(𝑡)− 𝜃′−(𝜏 ′𝑓)(𝑡) = 𝑓𝑡 + 𝑓𝑡 · (𝑡
′
)2, 𝑡 ∈ Γ,

в которых операторы 𝑆𝑓, Θ′(𝑓) определены в (3.8), (4.13), и считая 𝑡 = 0 ∈ Γ, что не
ограничивает общности наших рассуждений, после несложных преобразований приходим
к тому, что функции 𝑣1, 𝑣2, 2𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 удовлетворяют также и однородным линейным гра-
ничным условиям в (3.4). Таким образом, вектор ̃︀𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 2𝑣3, 𝑣4, 𝑣5) является решением
однородной системы линейных уравнений в (3.2), удовлетворяющим однородным линей-
ным граничным условиям в (3.4). Следовательно, в соответствии с (4.9) для компонент
вектора ̃︀𝑣 получим следующие представления:

𝑣1 = −𝑐0𝛼2 + 𝑐1, 𝑣2 = 𝑐0𝛼
1 + 𝑐2, 𝑣3 = (−𝑐4𝛼1 − 𝑐5𝛼

2 + 𝑐6)/2, 𝑣4 = 𝑐4, 𝑣5 = 𝑐5,

где 𝑐𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Функции 𝜈𝑗(𝑡) и 𝑣𝑘 связаны друг с другом формулами (4.15). Следовательно, решение

(𝑣, 𝜈)𝑇 , 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5), 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5) союзной системы (4.12) можно предста-
вить в виде (𝑣, 𝜈)𝑇 = 𝑐0𝛾1 + 𝑐1𝛾2 + 𝑐2𝛾3 + 𝑐4𝛾4 + 𝑐5𝛾5 + 𝑐6𝛾6, где 𝛾𝑘 = (𝛾𝑘1, 𝛾𝑘2, ..., 𝛾𝑘10)
(𝑘 = 1, 6) — линейно независимые решения системы (4.12). Тогда для разрешимости си-
стемы (4.7) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия∫︁∫︁

Ω

{︀
𝑅𝑒

[︀
(𝑓 1

𝑐 + 𝑓 1
𝜒 + 𝑔1𝑐 − 𝐹 1)(𝑧)(𝛾𝑘1 − 𝑖𝛾𝑘2)(𝑧)

+(𝑓 2
𝑐 + 𝑓 2

𝜒 + 𝑔2𝑐 − 𝐹 2)(𝑧)(𝛾𝑘4 − 𝑖𝛾𝑘5)(𝑧)
]︀
+ (𝑓 3

𝑐 + 𝑓 3
𝜒 + 𝑔3𝑐 − 𝐹 3)(𝑧)𝛾𝑘3(𝑧)

}︀
𝑑𝛼1𝑑𝛼2
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+
5∑︁

𝑗=1

∫︁
Γ

(𝜙𝑐𝑗 + 𝜙𝜒𝑗 + 𝑔3+𝑗
𝑐 − 𝐹 3+𝑗)(𝑡)𝛾𝑘,5+𝑗(𝑡)𝑑𝑠 = 0, 𝑘 = 1, 6,

которые после несложных преобразований принимают вид∫︁∫︁
Ω

𝑅𝑗𝑑𝛼1𝑑𝛼2 +

∫︁
Γ

𝑃 𝑗𝑑𝑠−
∫︁∫︁
Ω

𝐵𝑗𝜆[𝑇
𝜆3(𝛾) + 𝑇 𝜆𝜇(𝛾)𝜔𝜇]𝑑𝛼

1𝑑𝛼2 = 0, 𝑗 = 1, 2,

∫︁∫︁
Ω

(𝑅1𝛼2 −𝑅2𝛼1)𝑑𝛼1𝑑𝛼2 +

∫︁
Γ

(𝑃 1𝛼2 − 𝑃 2𝛼1)𝑑𝑠

+

∫︁∫︁
Ω

(𝛼1𝐵2𝜆 − 𝛼2𝐵1𝜆)[𝑇
𝜆𝜇(𝛾)𝜔𝜇 + 𝑇 𝜆3(𝛾)]𝑑𝛼1𝑑𝛼2 = 0,

∫︁∫︁
Ω

(𝛼𝑗𝑅3 − 𝐿𝑗)𝑑𝛼1𝑑𝛼2 +

∫︁
Γ

(𝛼𝑗𝑃 3 −𝑁 𝑗)𝑑𝑠+

∫︁∫︁
Ω

𝛼𝑗𝐵𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇(𝛾)𝑑𝛼1𝑑𝛼2

−
∫︁∫︁
Ω

𝑇 𝑗𝜇(𝛾)𝜔𝜇𝑑𝛼
1𝑑𝛼2 = 0, 𝑗 = 1, 2,

∫︁∫︁
Ω

𝑅3𝑑𝛼1𝑑𝛼2 +

∫︁
Γ

𝑃 3𝑑𝑠+

∫︁∫︁
Ω

𝐵𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇(𝛾)𝑑𝛼1𝑑𝛼2 = 0,

(4.18)

где 𝑅𝑗, 𝑃 𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝐿𝑘, 𝑁𝑘 (𝑘 = 1, 2) — компоненты внешних сил, 𝛾 — произвольно
фиксированный вектор деформации, 𝜔𝜇 — произвольно фиксированная функция.
При выполнении условий (4.18) общее решение системы (4.7) можно представить в виде

(𝜌, 𝜇) = (𝜌𝑐, 𝜇𝑐)(𝑎) + (𝜌𝜒, 𝜇𝜒)(𝑎) + (𝜌*, 𝜇*) + (𝜌𝐹 , 𝜇𝐹 ), (𝜌𝑐, 𝜇𝑐)(𝑎) = R𝑓𝑐(𝑎),

(𝜌𝜒, 𝜇𝜒)(𝑎) = R𝑓𝜒(𝑎), (𝜌*, 𝜇*) = R𝑔𝑐 + (̃︀𝜌, ̃︀𝜇), (𝜌𝐹 , 𝜇𝐹 ) = −R𝐹,
(4.19)

где

𝑓𝑐(𝑎) = (𝑓 1
𝑐 , 𝑓

2
𝑐 , 𝑓

3
𝑐 , 𝜙𝑐1, ..., 𝜙𝑐5), 𝑓𝜒(𝑎) = (𝑓 1

𝜒, 𝑓
2
𝜒, 𝑓

3
𝜒, 𝜙𝜒1, ..., 𝜙𝜒5), 𝑔𝑐 = (𝑔1𝑐 , ..., 𝑔

8
𝑐 ),

𝐹 = (𝐹 1, ..., 𝐹 8); R = (R1, ...,R8);

R𝑗(𝑗 = 1, 3) и R𝑘(𝑘 = 4, 8) — линейные ограниченные операторы из 𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼(Γ) в 𝐿𝑝(Ω)
и в 𝐶𝛼(Γ) соответственно; функции ̃︀𝜌 = (̃︀𝜌1, ̃︀𝜌2, ̃︀𝜌3), ̃︀𝜇 = (̃︀𝜇1, ..., ̃︀𝜇5) определены формулами
(4.10), (4.11), а 𝑓 𝑗

𝑐 , 𝑓
𝑗
𝜒, 𝜙𝑐𝑘, 𝜙𝜒𝑘, 𝑔

𝑛
𝑐 , 𝐹

𝑛 — формулами в (3.3), (3.5), (4.8).
Если выражение для вектор-функции 𝜇(𝑡) из (4.19) подставить в соотношения (4.5),

(4.6), то для голоморфной вектор-функции Φ(𝑧) = (Φ0,Ψ), Φ0 = (Φ1,Φ2), Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3)
получим представление

Φ(𝑧) = Φ𝑐(𝑎)(𝑧) + Φ𝜒(𝑎)(𝑧) + Φ*(𝑧) + Φ𝐹 (𝑧), 𝑧 ∈ Ω, (4.20)

где

Φ𝑐(𝑎)(𝑧) = Φ(𝜇𝑐(𝑎))(𝑧), Φ𝜒(𝑎)(𝑧) = Φ(𝜇𝜒(𝑎))(𝑧), Φ𝐹 (𝑧) = Φ(𝜇𝐹 )(𝑧),

Φ*(𝑧) = Φ(R𝑔𝑐)(𝑧) + ̃︀Φ(𝑧), ̃︀Φ(𝑧) = (𝑐0𝛽0(𝑧), 𝑐0𝛽1(𝑧), 𝑐0𝛾0(𝑧) + 𝑐1 + 𝑖𝑐2, 0, 0),

𝛽𝑗(𝑧) = 2𝑖Θ(𝑡′𝐷1212
𝑗 )(𝑧), 𝑗 = 0, 1, 𝛾0(𝑧) = Θ(𝑡′𝑡)(𝑧);

функция Θ(𝑓)(𝑧) определена в (4.5), 𝑐𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Теперь выражения 𝜌(𝑧) из (4.19) и голоморфных функций из (4.20) подставим в (3.10),

(3.12). Тогда задача (1), (2) сведется к системе нелинейных уравнений относительно
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вектор-функции 𝑎 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2), которую представим в виде

𝜐0𝑗 (𝑧) = 𝜐0𝑗𝑐(𝑎) + 𝜐0𝑗𝜒(𝑎) + 𝜐0𝑗*(𝑧) + 𝜐0𝑗𝐹 (𝑧), 𝑗 = 1, 2,

𝑤3(𝑧) = 𝑤3𝑐(𝑎) + 𝑤3𝜒(𝑎) + 𝑤3*(𝑧) + 𝑤3𝐹 (𝑧), 𝑧 ∈ Ω,
(4.21)

где 𝜐0𝑗𝑐(𝑎) = 𝜐0𝑗 (Ψ𝑗𝑐(𝑎); 𝜐𝑗𝑐(𝑎)), 𝜐𝑐(𝑎) = (𝜐1𝑐, 𝜐2𝑐), 𝜐𝑗𝑐(𝑎) = 𝜐𝑗(Φ𝑗𝑐(𝑎); 𝜌
𝑗
𝑐(𝑎)), 𝑗 = 1, 2,

𝑤3𝑐(𝑎) = 𝑤3(Ψ3𝑐(𝑎); 𝜌
3
𝑐(𝑎)); остальные слагаемые в (4.21) определяются аналогично; опе-

раторы 𝜐𝑗(Φ𝑗; 𝜌
𝑗), 𝜐0𝑗 (Ψ𝑗; 𝜐𝑗) и 𝑤3(Ψ3; 𝜌

3) определены в (3.7), (3.10), (3.12) соответственно.
Отметим, что функции 𝜐0𝑗*(𝑧), 𝑤3*(𝑧) и 𝜐

0
𝑗𝐹 (𝑧), 𝑤3𝐹 (𝑧) зависят соответственно от произ-

вольных постоянных и внешних сил, действующих на оболочку. При этом, как нетрудно
заметить, для функций 𝜐01*(𝑧) = 𝑤2* + 𝑖𝑤1*, 𝜐

0
2*(𝑧) = 𝜓2* + 𝑖𝜓1*, 𝑤3*(𝑧) имеют место пред-

ставления (4.9).

Исследуем разрешимость системы (4.21) в пространстве 𝑊
(2)
𝑝 (Ω).

Лемма 4.2. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда

1) 𝜐0𝑗𝑐(𝑎) (𝑗 = 1, 2), 𝑤3𝑐(𝑎) — линейные вполне непрерывные операторы в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω);

2) 𝜐0𝑗𝜒(𝑎) (𝑗 = 1, 2), 𝑤3𝜒(𝑎) — нелинейные ограниченные операторы в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), причем

для любых 𝑎𝑗 = (𝑤𝑗
1, 𝑤

𝑗
2, 𝑤

𝑗
3, 𝜓

𝑗
1, 𝜓

𝑗
2) ∈ 𝑊

(2)
𝑝 (Ω) (𝑗 = 1, 2) справедливы оценки

‖𝜐0𝑗𝜒(𝑎1)− 𝜐0𝑗𝜒(𝑎
2)‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

, ‖𝑤3𝜒(𝑎
1)− 𝑤3𝜒(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

⩽ 𝑐
(︁
‖𝑎1‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑎2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤1‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑤2‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

)︁
‖𝑎1 − 𝑎2‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

,
(4.22)

где ‖𝑤𝑗‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

= ‖𝑤𝑗
1‖2𝑊 (2)

𝑝 (Ω)
+ ‖𝑤𝑗

2‖2𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑤𝑗
3‖2𝑊 (2)

𝑝 (Ω)
, 𝑗 = 1, 2, 𝑐 — известная положи-

тельная постоянная, зависящая от физико-геометрических характеристик оболочки;

3) 𝜐0𝑗*(𝑧), 𝜐
0
𝑗𝐹 (𝑧) ∈ 𝑊

(2)
𝑝 (Ω), 𝑗 = 1, 2.

Доказательство. Из представлений для 𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎), 𝑓

𝑗
𝜒(𝑎) в (3.3), 𝜙𝑐𝑗(𝑎), 𝜙𝜒𝑗(𝑎) в (3.5) следу-

ет, что 𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎) и 𝜙𝑐𝑗(𝑎) — линейные вполне непрерывные, а 𝑓 𝑗

𝜒(𝑎) и 𝜙𝜒𝑗(𝑎) — нелинейные

ограниченные операторы из 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) в 𝐿𝑝(Ω) и в 𝐶𝛼(Γ) соответственно; для 𝑓

3
𝜒(𝑎), 𝜙𝜒3(𝑎)

справедливы оценки вида (4.22), а для 𝑓 𝑗
𝜒(𝑎), 𝜙𝜒𝑗(𝑎) (𝑗 = 1, 2) — оценки вида

‖𝑓 𝑗
𝜒(𝑎

1)− 𝑓 𝑗
𝜒(𝑎

2)‖𝐿𝑝(Ω), ‖𝜙𝜒𝑗(𝑎
1)− 𝜙𝜒𝑗(𝑎

2)‖𝐶𝛼(Γ) ⩽ 𝑐
(︁
‖𝑤1‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

)︁
‖𝑎1 − 𝑎2‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

, 𝑗 = 1, 2.
(4.23)

Тогда из (4.19) с учетом ограниченности операторов R𝑗 получим, что 𝜌𝑗𝑐(𝑎) и 𝜇𝑘𝑐(𝑎) —
линейные вполне непрерывные, а 𝜌𝑗𝜒(𝑎) и 𝜇𝑘𝜒(𝑎) — нелинейные ограниченные операто-

ры из 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) в 𝐿𝑝(Ω) и в 𝐶𝛼(Γ) соответственно и для 𝜌𝑗𝜒(𝑎), 𝜇𝑘𝜒(𝑎) справедливы оценки

(4.22). Следовательно, с учетом свойств интеграла типа Коши из (4.20) будем иметь,что:
Φ𝑘𝑐(𝑎), Ψ

′
𝑗𝑐(𝑎) — линейные вполне непрерывные, Φ𝑘𝜒(𝑎), Ψ

′
𝑗𝜒(𝑎) — нелинейные ограничен-

ные операторы из 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) в 𝐶𝛼(Ω), причем для нелинейных операторов Φ𝑘𝜒(𝑎), Ψ

′
𝑗𝜒(𝑎)

справедливы оценки (4.22).
Исследуем свойства операторов

Φ′
𝑘𝑐(𝑎) = Θ′(𝜇2𝑘𝑐(𝑎)), 𝑘 = 1, 2, Ψ′′

𝑗𝑐(𝑎) = 𝑖(𝑗−1)(𝑗−2)/2Θ′(𝜇2𝑗−1𝑐(𝑎)), 𝑗 = 1, 3, (4.24)

где оператор Θ′(𝑓) определен в (4.13).
Заметим, что функции 𝜌𝑗𝑐(𝑎)(𝑧), 𝜇𝑘𝑐(𝑎)(𝑡), определенные в (4.19), являются решениями

системы (4.7) с правой частью 𝑓 𝑗
𝑐 (𝑎)(𝑧) (𝑗 = 1, 3), 𝜙𝑐𝑘(𝑎)(𝑡) (𝑘 = 1, 5). Поэтому вектор
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𝜇𝑐 = (𝜇1𝑐, ..., 𝜇5𝑐) можно представить в виде

𝜇𝑐(𝑎)(𝑡) = 𝐴−1(𝑡)

⎡⎣𝜙𝑐(𝑎)(𝑡)−𝐵(𝑡)

∫︁
Γ

𝜇𝑐(𝑎)(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏 −𝐾𝜇𝑐(𝑎)(𝑡)−𝐻𝜌𝑐(𝑎)(𝑡)

⎤⎦ , (4.25)

где 𝐴−1(𝑡) ∈ 𝐶𝛽(Γ) — матрица, обратная матрице 𝐴(𝑡), 𝜙𝑐 = (𝜙𝑐1, ..., 𝜙𝑐5), 𝐾 = (𝐾1, ..., 𝐾5),
𝐻 = (𝐻1, ..., 𝐻5), 𝜌𝑐 = (𝜌1𝑐 , 𝜌

2
𝑐 , 𝜌

3
𝑐).

Если выражение (4.25) для 𝜇𝑐(𝑎)(𝑡) подставить в (4.24), после этого переставить поря-
док интегрирования в повторных интегралах и использовать указанные выше свойства
интеграла типа Коши, операторов 𝑇 , 𝑆, соотношения (4.7), (4.9) из [14, c. 28–29] и лем-
му 4.1, после несложных, но достаточно громоздких преобразований получим, что опера-
торы Φ′

𝑘𝑐(𝑎) (𝑘 = 1, 2), Ψ′′
𝑗𝑐(𝑎) (𝑗 = 1, 3) суть линейные вполне непрерывные операторы из

𝑊
(2)
𝑝 (Ω) в 𝐿𝑝(Ω). При помощи аналогичных рассуждений также будем иметь, что Φ′

𝑘𝜒(𝑎)

(𝑘 = 1, 2), Ψ′′
𝑗𝜒(𝑎) (𝑗 = 1, 3) — нелинейные ограниченные операторы из 𝑊

(2)
𝑝 (Ω) в 𝐿𝑝(Ω) и

для них справедливы оценки (4.22). Теперь, если использовать соотношения (3.9), (3.10),
(3.13) и оценки (4.23), то утверждение леммы становится очевидным. Лемма доказана.

Систему (4.21) запишем в виде

𝑎− 𝐿(𝑎)−𝐺(𝑎) = 𝑎* + ̃︀𝑎𝐹 , (4.26)

где

𝐿 = (𝐿1, ..., 𝐿5), 𝐺 = (𝐺1, ..., 𝐺5), 𝑎* = (𝑤1*, 𝑤2*, 𝑤3*, 𝜓1*, 𝜓2*),̃︀𝑎𝐹 = ( ̃︀𝑤1𝐹 , ̃︀𝑤2𝐹 , ̃︀𝑤3𝐹 , ̃︀𝜓1𝐹 , ̃︀𝜓2𝐹 ), 𝜐01* = 𝑤2* + 𝑖𝑤1*, 𝜐02* = 𝜓2* + 𝑖𝜓1*,

𝐿3(𝑛−1)+𝑗(𝑎) = −𝑅𝑒[𝑖𝑗𝜐0𝑛𝑐(𝑎)], 𝐺3(𝑛−1)+𝑗(𝑎) = −𝑅𝑒[𝑖𝑗𝜐0𝑛𝜒(𝑎))], 𝑛, 𝑗 = 1, 2;

𝐿3(𝑎) = 𝑤3𝑐(𝑎), 𝐺3(𝑎) = 𝑤3𝜒(𝑎), ̃︀𝑤𝑗𝐹 = −𝑅𝑒[𝑖𝑗𝜐01𝐹 ],̃︀𝜓𝑗𝐹 = −𝑅𝑒[𝑖𝑗𝜐02𝐹 ], 𝑗 = 1, 2, ̃︀𝑤3𝐹 = 𝑤3𝐹 .

Отметим, что 𝐿(𝑎) — линейный вполне непрерывный, 𝐺(𝑎) — нелинейный ограничен-

ный операторы в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), причем для 𝐺(𝑎) имеет место оценка (4.22); ̃︀𝑎𝐹 ∈ 𝑊

(2)
𝑝 (Ω) —

известная функция, зависящая от внешних сил; компоненты вектора 𝑎* даются формула-
ми (4.9).

Уравнение 𝑎 − 𝐿(𝑎) = 0 имеет лишь нулевое решение в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω). Действительно, если

𝑎 ∈ 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) — ненулевое его решение, то, как нетрудно заметить, 𝑎 является решением

системы линейных уравнений равновесия, удовлетворяющим линейным однородным гра-
ничным условиям. Тогда, рассуждая как и в случае системы (4.7), приходим к тому, что
вектор 𝑎 удовлетворяет системе

𝑤𝑗𝛼𝑗 −𝐵𝑗𝑗𝑤3 = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑤1𝛼2 + 𝑤2𝛼1 − 2𝐵12𝑤3 = 0,

𝜓𝑗𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝜓1𝛼2 + 𝜓2𝛼1 = 0,

𝑤3𝛼𝑗 +𝐵𝑗𝜆𝑤𝜆 + 𝜓𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2.

(4.27)

Решаем систему (4.27). При помощи четвертого, пятого и шестого равенств для 𝜓1, 𝜓2

получаем представления

𝜓1 = 𝑐0𝛼
2 + 𝑐1, 𝜓2 = −𝑐0𝛼1 + 𝑐2, (4.28)

где 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — произвольные действительные постоянные.
В (4.27) первое равенство умножим на 𝐵22, второе — на 𝐵11, третье — на 𝐵12. После

этого первые два равенства сложим и из него вычтем третье равенство. В результате с
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учетом условия (b) и соотношений

𝐵11𝛼2 = 𝐵12𝛼1 , 𝐵12𝛼2 = 𝐵22𝛼1 , (4.29)

вытекающих из формул Петерсона-Кодацци [1, с. 19], получим равенство

(𝐵22𝑤1 −𝐵12𝑤2)𝛼1 + (𝐵11𝑤2 −𝐵12𝑤1)𝛼2 = 0.

Тогда, как нетрудно видеть, существует функция 𝑢(𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝐶2(Ω) такая, что справедли-
вы соотношения

𝐵12𝑤1 −𝐵11𝑤2 = 𝑢𝛼1 , 𝐵22𝑤1 −𝐵12𝑤2 = 𝑢𝛼2 . (4.30)

В (4.30) первое равенство умножим на 𝐵12, второе — на 𝐵11 и вычтем их друг из друга.
Тогда относительно функции 𝑢(𝛼1, 𝛼2) получим уравнение 𝐵12𝑢𝛼1 − 𝐵11𝑢𝛼2 = 0, общее
решение которого дается формулой [18, c. 15–16]

𝑢(𝛼1, 𝛼2) = Λ1(𝑥), 𝑥 = 𝑥(𝛼1, 𝛼2) =

(𝛼1,𝛼2)∫︁
(𝛼1

0,𝛼
2
0)

𝐵11(𝛽
1, 𝛽2)𝑑𝛽1 +𝐵12(𝛽

1, 𝛽2)𝑑𝛽2, (4.31)

где Λ1(𝑥) — произвольная действительная функция, принадлежащая пространству 𝐶2,
(𝛼1

0, 𝛼
2
0) — произвольно фиксированная точка Ω.

Теперь седьмое равенство в (4.27) умножим на 𝐵22, восьмое — на 𝐵12 и вычтем их друг
из друга. Тогда получим

𝐵22𝑤3𝛼1 −𝐵12𝑤3𝛼2 = 𝐵12𝜓2 −𝐵22𝜓1,

откуда для функции 𝑤3 с учетом соотношений (4.28), (4.29) будем иметь представление
[18, c. 65–66]:

𝑤3(𝛼
1, 𝛼2) = Λ2(𝑦) + 𝑤*

3(𝛼
1, 𝛼2),

𝑦 = 𝑦(𝛼1, 𝛼2) =

(𝛼1,𝛼2)∫︁
(𝛼1

0,𝛼
2
0)

𝐵12(𝛽
1, 𝛽2)𝑑𝛽1 +𝐵22(𝛽

1, 𝛽2)𝑑𝛽2,

𝑤*
3(𝛼

1, 𝛼2) = 𝑐0𝑎1(𝛼
1, 𝛼2) + 𝑐1𝑎2(𝛼

1, 𝛼2) + 𝑐2𝑎3(𝛼
1, 𝛼2),

̃︀𝑎1(𝛼1, 𝑦) = −
𝛼1∫︁

𝛼1
0

[𝛽1 ̃︀𝐵12(𝛽
1, 𝑦) + 𝛼2(𝛽1, 𝑦) ̃︀𝐵22(𝛽

1, 𝑦)]/ ̃︀𝐵22(𝛽
1, 𝑦)𝑑𝛽1,

𝑎2(𝛼
1, 𝛼2) = 𝛼1

0 − 𝛼1, ̃︀𝑎3(𝛼1, 𝑦) =

𝛼1∫︁
𝛼1
0

̃︀𝐵12(𝛽
1, 𝑦)/ ̃︀𝐵22(𝛽

1, 𝑦)𝑑𝛽1,

̃︀𝐵𝜆𝜇(𝛽
1, 𝑦) ≡ 𝐵𝜆𝜇(𝛽

1, 𝛼2), 𝜆, 𝜇 = 1, 2, ̃︀𝑎𝑗(𝛼1, 𝑦) ≡ 𝑎𝑗(𝛼
1, 𝛼2), 𝑗 = 1, 3,

(4.32)

где 𝛼2 = 𝛼2(𝛼1, 𝑦) — решение уравнения 𝑦(𝛼1, 𝛼2) = 𝑦 относительно 𝛼2, которое существу-
ет в силу условия 𝑦𝛼2 = 𝐵22 ̸= 0 в Ω; 𝑐𝑗 (𝑗 = 0, 1, 2) — произвольные действительные
постоянные.
С целью вывода представлений для 𝑤1, 𝑤2 из седьмого равенства в (4.27) и первого

равенства в (4.30) составим систему

𝐵11𝑤1 +𝐵12𝑤2 = −𝑤3𝛼1 − 𝜓1, 𝐵12𝑤1 −𝐵11𝑤2 = 𝑢𝛼1 .
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Решая эту систему относительно 𝑤1, 𝑤2, получаем

𝑤1 = 𝑏1[Λ
′
1(𝑥)− Λ′

2(𝑦)] + 𝑤*
1(𝛼

1, 𝛼2), 𝑤2 = 𝑏2[Λ
′
1(𝑥)− Λ′

2(𝑦)]− Λ′
1(𝑥) + 𝑤*

2(𝛼
1, 𝛼2),

𝑤*
𝑗 = −𝐵1𝑗(𝑤

*
3𝛼1 + 𝜓1)/(𝐵

2
11 +𝐵2

12), 𝑗 = 1, 2,

𝑏1 = 𝐵/(1 +𝐵2), 𝑏2 = 1/(1 +𝐵2), 𝐵 = 𝐵11/𝐵12 = 𝐵12/𝐵22,

(4.33)

где 𝜓1, 𝑤
*
3 определены в (4.28), (4.32). Отметим, что в силу условия (b) справедливы

включения 𝑤*
𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝐶1(Ω), 𝑗 = 1, 2.

Далее, исключая из первых двух равенств в (4.27) функцию 𝑤3 , получаем

𝐵22𝑤1𝛼1 −𝐵11𝑤2𝛼2 = 0. (4.34)

Седьмое равенство в (4.27) дифференцируем по переменной 𝛼2, а восьмое — по пере-
менной 𝛼1 и вычтем их друг из друга. С учетом соотношений (4.28), (4.29) будем иметь:

𝐵12(𝑤1𝛼1 − 𝑤2𝛼2) +𝐵22𝑤2𝛼1 −𝐵11𝑤1𝛼2 = 2𝑐0. (4.35)

Теперь выражения для 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 из (4.32), (4.33) подставим в (4.34), (4.35) и в последнее
равенство системы (4.27). В результате с учетом соотношений 𝑥𝛼1 = 𝐵11, 𝑥𝛼2 = 𝑦𝛼1 = 𝐵12,
𝑦𝛼2 = 𝐵22, вытекающих из представлений функций 𝑥(𝛼1, 𝛼2), 𝑦(𝛼1, 𝛼2) в (4.31), (4.32),
получим систему вида

𝐵11𝐵12Λ
′′
1(𝑥) + 𝑏3[Λ

′
1(𝑥)− Λ′

2(𝑦)] = 𝑑1, 𝑏4[Λ
′
1(𝑥)− Λ′

2(𝑦)] = 𝑑2,

𝑤*
3𝛼2 − (𝑤*

3𝛼1 + 𝜓1)/𝐵 + 𝜓2 = 0,
(4.36)

где приняты обозначения:

𝑏3 = 𝐵22𝑏1𝛼1 −𝐵11𝑏2𝛼2 , 𝑏4 = 𝐵22𝑏2𝛼1 −𝐵11𝑏1𝛼2 +𝐵12(𝑏1𝛼1 − 𝑏2𝛼2),

𝑑1 = 𝐵11𝑤
*
2𝛼2 −𝐵22𝑤

*
1𝛼1 , 𝑑2 = 2𝑐0 +𝐵11𝑤

*
1𝛼2 −𝐵22𝑤

*
2𝛼1 −𝐵12(𝑤

*
1𝛼1 − 𝑤*

2𝛼2),
(4.37)

функции 𝑤*
𝑗 (𝛼

1, 𝛼2) (𝑗 = 1, 3) определены в (4.32), (4.33); 𝑑𝑗, 𝑏2+𝑗 ∈ 𝐶(Ω), 𝑗 = 1, 2.
Предположим, что составляющие тензора кривизны срединной поверхности оболочки

удовлетворяют условиям

𝐵𝐵𝛼2 −𝐵𝛼1 ̸= 0, 𝐵𝛼2 ̸= 0, 1 + 𝛼1𝐵𝛼2 ̸= 0, (𝛼1, 𝛼2) ∈ Ω, (4.38)

где 𝐵 определена в (4.33).
С учетом выражений функций 𝑤*

3, 𝜓1, 𝜓2 из (4.28), (4.32) третье равенство в (4.36) запи-
шется в виде 𝑐2𝐵𝛼2 − 𝑐0(1+𝛼1𝐵𝛼2) = 0, откуда в силу условий в (4.38) следует 𝑐0 = 𝑐2 = 0.
Тогда 𝑤*

1 = 𝑤*
2 ≡ 0, 𝜓2 ≡ 0, 𝑤*

3 = −𝑐1𝛼1, 𝜓1 = 𝑐1, следовательно, из (4.37) будем иметь:
𝑑1 = 𝑑2 ≡ 0. Заметим, что в силу первого условия в (4.38) выполняется 𝑏4 ̸= 0 в Ω. Поэтому
из второго уравнения в (4.36) получим Λ′

1(𝑥) − Λ′
2(𝑦) = 0, тогда из первого уравнения в

(4.36) имеем Λ′′
1(𝑥) = 0, откуда Λ′

1(𝑥) = 𝑐3 = Λ′
2(𝑦), где 𝑐3 — произвольная действительная

постоянная. Тогда из формул (4.28), (4.33) будем иметь 𝑤1 ≡ 0, 𝑤2 = −𝑐3, а из первого
равенства в (4.27) следует 𝑤3 ≡ 0 в Ω. Следовательно, принимая во внимание представле-
ние (4.32) для 𝑤3 получаем Λ2(𝑦)− 𝑐1𝛼

1 = 0, дифференцируя которое по переменной 𝛼1 и
используя формулу 𝑦𝛼1 = 𝐵12, приходим к равенству 𝑐3𝐵12(𝛼

1, 𝛼2)− 𝑐1 = 0, откуда в силу
условия (b) будем иметь 𝑐1 = 𝑐3 = 0, т.е. 𝑤𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 3, 𝜓𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2 в Ω. Таким

образом, уравнение 𝑎−𝐿(𝑎) = 0 имеет только нулевое решение в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω). Следовательно,

существует обратный оператор (𝐼 − 𝐿)−1, ограниченный в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), с помощью которого

уравнение (4.26) сведется к эквивалентному уравнению

𝑎−𝐺*(𝑎) = 𝑎𝐹 , (4.39)

где 𝐺*(𝑎) = (𝐼 − 𝐿)−1𝐺(𝑎), 𝑎𝐹 = (𝐼 − 𝐿)−1̃︀𝑎𝐹 .
Отметим, что вектор 𝑎𝑐 = (𝐼−𝐿)−1𝑎* является решением однородной системы линейных

уравнений равновесия, удовлетворяющим однородным линейным граничным условиям.
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Поэтому в силу доказанного выше 𝑎𝑐 ≡ 0, что и учтено нами при переходе к уравне-
нию (4.39).
Также отметим, что вектор 𝑎𝐹 в (4.39) зависит только от внешних сил и 𝑎𝐹 = 0, если

внешние силы отсутствуют.

Лемма 4.3. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда:

1) 𝐺*(𝑎) — нелинейный ограниченный оператор в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), причем для любых 𝑎𝑗 =

(𝑤𝑗
1, 𝑤

𝑗
2, 𝑤

𝑗
3, 𝜓

𝑗
1, 𝜓

𝑗
2) (𝑗 = 1, 2) справедлива оценка

‖𝐺*(𝑎
1)−𝐺*(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

⩽ 𝑐*(‖𝑎1‖𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑎2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑤1‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑤2‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

)‖𝑎1 − 𝑎2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

,

‖𝑤𝑗‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

= ‖𝑤𝑗
1‖2𝑊 (2)

𝑝 (Ω)
+ ‖𝑤𝑗

2‖2𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

+ ‖𝑤𝑗
3‖2𝑊 (2)

𝑝 (Ω)
, 𝑗 = 1, 2,

где 𝑐* — известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических
характеристик оболочки;

2) 𝑎𝐹 ∈ 𝑊
(2)
𝑝 (Ω).

Справедливость леммы вытекает из леммы 4.2 с учетом указанных выше свойств опе-
раторов (𝐼 − 𝐿)−1, 𝐺.

Исследуем разрешимость уравнения (4.39) в пространстве 𝑊
(2)
𝑝 (Ω). Используя лем-

му 4.3, для любых 𝑎𝑗 ∈ 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) (𝑗 = 1, 2), принадлежащих шару ‖𝑎‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

< 𝑟, получаем

‖𝐺*(𝑎
1)−𝐺*(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

⩽ 𝑞*‖𝑎1 − 𝑎2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

, 𝑞* = 2𝑐*𝑟(1 + 𝑟).

Предположим, что радиус 𝑟 шара и внешние силы таковы, что выполняются неравенства

𝑞* < 1, ‖𝑎𝐹‖𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

< (1− 𝑞*)𝑟. (4.40)

Тогда к уравнению (4.39) можно применить принцип сжатых отображений [19, c. 146],
согласно которому уравнение (4.39) в шаре ‖𝑎‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

< 𝑟 имеет единственное решение

вида 𝑎 = R(𝑎𝐹 ) ∈ 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), где R — резольвента оператора 𝐺*.

Заметим, что если внешняя нагрузка отсутствует, то задача (1), (2) имеет только нулевое
решение.
Вернемся к условиям разрешимости (4.18), в которых под 𝑎 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2) ∈

𝑊
(2)
𝑝 (Ω) будем подразумевать решение задачи (1), (2), а 𝜔𝜇(𝜇 = 1, 2) определены в (4.3).

Используя равенства (2.1) и (2.2), убеждаемся в том, что условия разрешимости (4.18)
выполняются.
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d), (4.17), (4.38) и нера-
венства (4.40). Тогда задача (1), (2) имеет единственное обобщённое решение

𝑎 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2) ∈ 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), 2 < 𝑝 < 4/(2− 𝛽) .
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