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УСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ СРЕДЫ,

СОСТОЯЩЕЙ ИЗ УПРУГОГО МАТЕРИАЛА И

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ КЕЛЬВИНА-ФОЙГТА

А.С. ШАМАЕВ, В.В. ШУМИЛОВА

Аннотация. Рассмотрена начально-краевая задача, описывающая движение двух-
фазной среды с периодической структурой. Первая фаза такой среды состоит из изо-
тропного упругого материала, а вторая фаза — из несжимаемой вязкоупругой жидко-
сти Кельвина-Фойгта. Данная задача состоит из дифференциальных уравнений в част-
ных производных второго и четвертого порядков, условий непрерывности перемещений
и напряжений на границах фаз, а также однородных начальных и граничных условий.
С помощью метода преобразования Лапласа выведена соответствующая усредненная
задача – начально-краевая задача для системы интегро-дифференциальных уравнений
в частных производных четвертого порядка с постоянными коэффициентами. Показа-
но, что коэффициенты и ядра сверток усредненных уравнений находятся с помощью
решений вспомогательных периодических задач на единичном кубе. В случае слоистой
среды решения периодических задач выписаны в явном виде, благодаря чему выведены
аналитические выражения для усредненных коэффициентов и ядер сверток. В частно-
сти, установлено, что вид и свойства усредненных ядер сверток зависят от объемной
доли жидких слоев внутри ячейки периодичности.
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1. Введение

Построение строго обоснованных усредненных моделей микронеоднородных сред отно-
сится к числу основных направлений теории усреднения уравнений с частными производ-
ными. С точки зрения практических приложений большой интерес вызывают усредненные
модели двухфазных сред, имеющих 𝜀-периодическую структуру и состоящих из твердо-
го материала и жидкости. Динамика таких твердо-жидких сред описывается начально-
краевыми задачами для дифференциальных или интегро-дифференциальных уравнений с
частными производными, коэффициенты которых — 𝜀-периодические функции простран-
ственных переменных. Их непосредственное численное решение для сред, состоящих из
многих тысяч или миллионов ячеек периодичности, сопряжено с существенными труд-
ностями. С другой стороны, для некоторых моделей двухфазных сред удается вывести
соответствующие им усредненные модели, построенные при 𝜀 → 0. Как правило, усред-
ненные модели периодических твердо-жидких сред представляют собой начально-краевые
задачи для уравнений с постоянными коэффициентами. Следует напомнить, что соглас-
но основной идее теории усреднения, решения исходных и соответствующих усредненных
задач при малых 𝜀 должны быть близки друг к другу.

A.S. Shamaev, V.V. Shumilova, Homogenization of motion equations for a medium consisting

of an elastic material and an incompressible Kelvin-Voigt fluid.
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В работах [1]–[9] были построены усредненные модели движения периодических двух-
фазных сред, у которых одна фаза состоит из упругого или вязкоупругого материала,
а другая фаза — из вязкой ньютоновской жидкости. Согласно результатам этих работ,
усредненные уравнения являются интегро-дифференциальными даже в том случае, когда
исходные уравнения движения для каждой отдельной фазы — дифференциальные.
В данной работе рассматривается задача усреднения для начально-краевой задачи, опи-

сывающей движение двухфазной среды с 𝜀-периодической структурой. В качестве фаз
взяты изотропный упругий материал и несжимаемая вязкоупругая жидкость Кельвина-
Фойгта. Описание и свойства такого рода неньютоновских жидкостей можно найти, на-
пример, в работах [10], [11]. С помощью метода преобразования Лапласа и результатов
работ [6]–[8] выписывается усредненная задача — начально-краевая задача для системы
интегро-дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Коэффициенты
и ядра сверток усредненных уравнений находятся с помощью решений ряда вспомогатель-
ных периодических задач на единичном кубе. Показывается, что в случае слоистой среды
решения периодических задач можно выписать в явном виде и тем самым получить явные
аналитические выражения для усредненных коэффициентов и ядер сверток.

2. Исходная модель двухфазной среды

Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R3 с гладкой границей 𝜕Ω, заполненную двух-
фазной средой с периодической микроструктурой. Периодом этой среды является куб
𝑌𝜀 = 𝜀𝑌 , где 𝑌 = (0, 1)3 — единичный куб, а величина 𝜀 много меньше линейных разме-
ров области Ω. Разобьем 𝑌 на два открытых, непересекающихся подмножества 𝑌1 и 𝑌2 с
гладкой общей границей Γ: 𝑌 = 𝑌1 ∪ 𝑌2 ∪ Γ. Введем множества

𝐸𝑠 =
⋃︁
𝑘∈Z3

(𝑌𝑠 ∪ (𝜕𝑌𝑠 ∩ 𝜕𝑌 ) + 𝑘) , 𝑠 = 1, 2,

полученные 𝑌 -периодическим продолжением множеств 𝑌𝑠 на всё пространство R3. Обо-
значим Ω𝑠𝜀 = Ω ∩ 𝜀𝐸𝑠 и далее считаем, что множество Ω1𝜀 занято изотропным упругим
материалом, а множество Ω2𝜀 — несжимаемой вязкоупругой жидкостью Кельвина-Фойгта.
Определяющие соотношения, связывающие компоненты тензоров напряжений и малых

деформаций в упругой фазе Ω1𝜀, имеют вид

𝜎𝜀
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ𝑒𝑘ℎ(𝑢

𝜀), (2.1)

где 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) — вектор перемещений, 𝜎𝜀 и 𝑒(𝑢𝜀) — тензоры напряжений и малых деформаций
соответственно, 𝑎 — положительно определенный тензор модулей упругости,

𝑒𝑘ℎ(𝑢
𝜀) = 𝑒𝑥𝑘ℎ(𝑢

𝜀) =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝜀

𝑘

𝜕𝑥ℎ

+
𝜕𝑢𝜀

ℎ

𝜕𝑥𝑘

)︂
, 𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘ℎ + 𝜇(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘).

Здесь 𝜆 и 𝜇 — параметры Ламе, 𝜇 > 0, 3𝜆+2𝜇 > 0, а 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера. Отметим, что
в (2.1), как и всюду далее, предполагается суммирование по повторяющимся индексам, а
индексы 𝑖, 𝑗, 𝑘, ℎ, если не оговорено иное, принимают значения от 1 до 3.
Определяющие соотношения в жидкой фазе Ω2𝜀 имеют вид

𝜎𝜀
𝑖𝑗 = −𝛿𝑖𝑗𝑝

𝜀 + 2𝜂𝑒𝑖𝑗

(︂
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

)︂
+ 2𝜃𝑒𝑖𝑗

(︂
𝜕2𝑢𝜀

𝜕𝑡2

)︂
, (2.2)

где 𝑝𝜀(𝑥, 𝑡) — давление, 𝜂 — коэффициент вязкости жидкости, а 𝜏 = 𝜃/𝜂 — время ретар-
дации (запаздывания) [10].
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Начально-краевая задача, описывающая движение двухфазной среды в области Ω, за-
писывается в виде

𝜌𝑠
𝜕2𝑢𝜀

𝑖

𝜕𝑡2
=

𝜕𝜎𝜀
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) в Ω𝑠𝜀 × (0, 𝑇 ), 𝑠 = 1, 2,

div
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
= 0 в Ω2𝜀 × (0, 𝑇 ), [𝑢𝜀]|Γ𝜀 = 0, [𝜎𝜀

𝑖𝑗𝑛𝑗]|Γ𝜀 = 0,

𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0, 𝑢𝜀(𝑥, 0) =
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0,

(2.3)

где 𝜌𝑠 = const — плотность среды в Ω𝑠𝜀; 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)3) — вектор объем-
ной силы; [𝑔]|Γ𝜀 — скачок функции 𝑔 при переходе через поверхность Γ𝜀 = 𝜕Ω1𝜀 ∩ 𝜕Ω2𝜀;
𝑛 = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) — единичный вектор нормали к поверхности Γ𝜀, направленный из твердой
фазы в жидкую.
Вариационная формулировка задачи (2.3) имеет следующий вид: найти 𝑢𝜀(𝑡) и 𝑝𝜀(𝑡) со

значениями в 𝐻1
0 (Ω)

3 и 𝐿2(Ω2𝜀) соответственно, удовлетворяющие интегральному тожде-
ству

2∑︁
𝑠=1

𝜌𝑠

∫︁
Ω𝑠𝜀

𝜕2𝑢𝜀

𝜕𝑡2
· 𝑣 𝑑𝑥+

∫︁
Ω1𝜀

𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ𝑒𝑘ℎ(𝑢
𝜀)𝑒𝑖𝑗(𝑣) 𝑑𝑥

+ 2𝜂

∫︁
Ω2𝜀

𝑒𝑖𝑗

(︂
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

)︂
𝑒𝑖𝑗(𝑣) 𝑑𝑥+ 2𝜃

∫︁
Ω2𝜀

𝑒𝑖𝑗

(︂
𝜕2𝑢𝜀

𝜕𝑡2

)︂
𝑒𝑖𝑗(𝑣) 𝑑𝑥

−
∫︁
Ω2𝜀

𝑝𝜀div 𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝑓 · 𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (Ω)

3

(2.4)

для почти всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), условию несжимаемости жидкой фазы

div
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
= 0 в Ω2𝜀 × (0, 𝑇 ) (2.5)

и однородным начальным условиям

𝑢𝜀(0) = 0,
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡
(0) = 0. (2.6)

Существование и единственность решения задачи (2.4)–(2.6) при фиксированном 𝜀 > 0
доказываются так же, как и в работах [1], [2], в которых был рассмотрен случай двухфаз-
ной среды, состоящей из упругого материала и вязкой ньютоновской жидкости.
Из интегрального тождества (2.4) мы можем вывести ряд априорных оценок, равномер-

ных по 𝜀. Прежде всего, полагая 𝑣 = 𝜕𝑢𝜀/𝜕𝑡 в (2.4), получаем

𝑑𝑧𝜀

𝑑𝑡
⩽ 2

∫︁
Ω

𝑓 · 𝜕𝑢
𝜀

𝜕𝑡
𝑑𝑥, (2.7)

где

𝑧𝜀(𝑡) =
2∑︁

𝑠=1

𝜌𝑠

∫︁
Ω𝑠𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫︁
Ω1𝜀

𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ𝑒𝑘ℎ(𝑢
𝜀)𝑒𝑖𝑗(𝑢

𝜀) 𝑑𝑥+ 2𝜃

∫︁
Ω2𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑒

(︂
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥.

Из (2.7) имеем

𝑑𝑧𝜀

𝑑𝑡
⩽
∫︁
Ω

|𝑓 |2𝑑𝑥+

∫︁
Ω

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥 ⩽

∫︁
Ω

|𝑓 |2𝑑𝑥+ 𝑘1𝑧
𝜀, 𝑘1 =

1

min{𝜌1, 𝜌2}
,



102 А.С. ШАМАЕВ, В.В. ШУМИЛОВА

откуда, используя неравенство Гронуолла, получаем оценки⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)3)

⩽ 𝐶||𝑓 ||1, ||𝑒(𝑢𝜀)||𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿2(Ω1𝜀)3)
⩽ 𝐶||𝑓 ||1,⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑒

(︂
𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿2(Ω2𝜀)3)

⩽ 𝐶||𝑓 ||1, ||𝑓 ||1 = ||𝑓 ||𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)3),

где 𝐶 обозначает различные положительные постоянные, не зависящие от 𝜀. Из этих оце-
нок и неравенства Корна следует также, что

||𝑢𝜀||𝐿∞(0,𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)3) ⩽ 𝐶||𝑓 ||1.

Аналогично можно показать, что⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜕3𝑢𝜀

𝜕𝑡3

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐿∞(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)3)

⩽ 𝐶||𝑓 ||𝐻2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)3),⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑟𝑢𝜀

𝜕𝑡𝑟

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐿∞(0,𝑇 ;𝐻1

0 (Ω)3)

⩽ 𝐶||𝑓 ||𝐻𝑟(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)3), 𝑟 = 1, 2.

Из полученных оценок следует, в частности, что после возможного изменения на мно-
жестве нулевой меры Лебега 𝑢𝜀 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ];𝐻1

0 (Ω)
3) ∩ 𝐶2([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)3) [11].

Остается получить оценку для давления 𝑝𝜀(𝑥, 𝑡). Для этого рассмотрим задачу

div 𝑞𝜀 = 𝑃 𝜀 в Ω× (0, 𝑇 ), 𝑞𝜀(𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0, (2.8)

где

𝑃 𝜀(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
− 1

|Ω1𝜀|

∫︁
Ω2𝜀

𝑝𝜀(𝑥, 𝑡) в Ω1𝜀 × (0, 𝑇 ),

𝑝𝜀(𝑥, 𝑡) в Ω2𝜀 × (0, 𝑇 ).

Нетрудно проверить, что∫︁
Ω

𝑃 𝜀(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 = 0, ||𝑃 𝜀||𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)) ⩽ 𝐶||𝑝𝜀||𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω2𝜀)).

Известно [12], что решение задачи (2.8) существует и для него выполнена оценка

||𝑞𝜀||𝐿2(0,𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)3) ⩽ 𝐶||𝑃 𝜀||𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω)).

Теперь возьмем в интегральном тождестве 𝑣 = 𝑞𝜀 — решение задачи (2.8). Тогда, при-
нимая во внимание приведенные выше оценки для 𝑢𝜀, нетрудно получить, что

||𝑝𝜀||𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(Ω2𝜀)) ⩽ 𝐶.

3. Усредненная модель двухфазной среды

Чтобы выписать усредненную задачу, соответствующую задаче (2.3) при 𝜀 → 0, про-
должим 𝑓(𝑥, 𝑡) нулем при 𝑡 < 0 и 𝑡 > 𝑇 . Затем мы применим к (2.4)–(2.6) преобразование
Лапласа по времени 𝑡, обозначая изображение функции 𝑔(𝑡) через 𝑔𝜆 или 𝑔(𝜆), где 𝜆 —
параметр преобразования Лапласа. Следуя рассуждениям, приведенным в работах [6]–[8]
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при выводе усредненных моделей двухфазных сред, можно показать, что

lim
𝜀→0

∫︁
Ω

|𝑢𝜀
𝜆(𝑥)− 𝑢𝜆(𝑥)|2 𝑑𝑥 = 0, lim

𝜀→0

∫︁
Ω2𝜀

|𝑝𝜀𝜆(𝑥)− 𝑝𝜆(𝑥, 𝜀
−1𝑥)|2 𝑑𝑥 = 0,

lim
𝜀→0

∫︁
Ω

|𝑒(𝑢𝜀
𝜆(𝑥))− 𝑒(𝑢𝜆(𝑥))− 𝑤𝜆(𝑥, 𝜀

−1𝑥)|2 𝑑𝑥 = 0, 𝑤𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑦(𝑣𝜆(𝑥, 𝑦)),

𝑣𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝑄𝑘ℎ
𝜆 (𝑦)

𝜕𝑢𝜆𝑘

𝜕𝑥ℎ

, 𝑝𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝑃 𝑘ℎ
𝜆 (𝑦)

𝜕𝑢𝜆𝑘

𝜕𝑥ℎ

,

где пары {𝑄𝑘ℎ
𝜆 (𝑦) ∈ 𝐻1

per
(𝑌 )3/R3, 𝑃 𝑘ℎ

𝜆 (𝑦) ∈ 𝐿2
per

(𝑌2)} есть решения вспомогательных задач
на ячейке 𝑌 (“per” означает 𝑌 -периодичность), а 𝑢𝜆(𝑥) ∈ 𝐻1

0 (Ω)
3 — решение усредненной

задачи в изображениях Лапласа

𝜌0𝜆
2𝑢𝜆𝑖 =

𝜕𝜎𝜆
𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓𝜆𝑖(𝑥) в Ω, 𝑢𝜆|𝜕Ω = 0. (3.1)

Здесь 𝜌0 = |𝑌1|𝜌1 + |𝑌2|𝜌2 — плотность, а 𝜎𝜆 — тензор напряжений усредненной среды,
записанный в изображениях Лапласа. Для рассматриваемой нами двухфазной среды ком-
поненты тензора 𝜎𝜆 имеют вид

𝜎𝜆
𝑖𝑗 = 𝐷𝑖𝑗𝑘ℎ(𝜆)𝑒𝑘ℎ(𝑢𝜆) (3.2)

при

𝐷𝑖𝑗𝑘ℎ(𝜆) = |𝑌1|𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ + |𝑌2|𝜆(𝜂 + 𝜃𝜆)(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑘ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘) +

∫︁
𝑌1

𝑎𝑖𝑗𝑙𝑚𝑒
𝑦
𝑙𝑚(𝑄

𝑘ℎ
𝜆 ) 𝑑𝑦

+

∫︁
𝑌2

(︁
2𝜆(𝜂 + 𝜃𝜆)𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑄

𝑘ℎ
𝜆 )− 𝛿𝑖𝑗𝑃

𝑘ℎ
𝜆

)︁
𝑑𝑦,

а пары {𝑄𝑘ℎ
𝜆 (𝑦), 𝑃 𝑘ℎ

𝜆 (𝑦)} есть решения 𝑌 -периодических задач⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕

𝜕𝑦𝑗

(︁
𝜎
(0)
𝑖𝑗 (𝑄𝑘ℎ

𝜆 , 𝑃 𝑘ℎ
𝜆 )
)︁
= 0 в 𝑌, div𝑦 𝑄

𝑘ℎ
𝜆 = −𝛿𝑘ℎ в 𝑌2,∫︁

𝑌

𝑄𝑘ℎ
𝜆 𝑑𝑦 = 0, [𝑄𝑘ℎ

𝜆 ]|Γ = 0, [𝜎
(0)
𝑖𝑗 (𝑄𝑘ℎ

𝜆 , 𝑃 𝑘ℎ
𝜆 )𝜈𝑗]|Γ = 0,

(3.3)

где 𝜈𝑗 — компоненты единичного вектора нормали к поверхности Γ,

𝜎
(0)
𝑖𝑗 (𝑄𝑘ℎ

𝜆 , 𝑃 𝑘ℎ
𝜆 ) =

{︃
𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ + 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑚𝑒

𝑦
𝑙𝑚(𝑄

𝑘ℎ
𝜆 ) в 𝑌1,

𝜆(𝜂 + 𝜃𝜆)(2𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑄
𝑘ℎ
𝜆 ) + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘)− 𝛿𝑖𝑗𝑃

𝑘ℎ
𝜆 в 𝑌2.

Теперь, чтобы перейти к первоначальным переменным 𝑥 и 𝑡, выполним в (3.2) и (3.3)
обратное преобразование Лапласа. Из (3.2) следует, что компоненты усредненного тензора
напряжений 𝜎 имеют вид

𝜎𝑖𝑗 = 𝐷𝑖𝑗𝑘ℎ(𝑡) * 𝑒𝑘ℎ(𝑢),
где 𝐷(𝑡) — тензор ядер релаксации усредненной среды, а символ * обозначает операцию
свертки по переменной 𝑡,

𝑔1(𝑡) * 𝑔2(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑔1(𝑡− 𝑠)𝑔2(𝑠) 𝑑𝑠.

Нетрудно видеть, что как оригиналы решений задач (3.3), так и компоненты тензора
𝐷(𝑡) зависят от дельта-функции 𝛿(𝑡). Покажем, что 𝑄𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) и 𝑃 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) можно представить
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в виде

𝑄𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) = 𝛿(𝑡)𝑍𝑘ℎ(𝑦) +𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡), 𝑦 ∈ 𝑌,

𝑃 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) = 𝛿′′(𝑡)𝐴𝑘ℎ(𝑦) + 𝛿′(𝑡)𝐵𝑘ℎ(𝑦) + 𝛿(𝑡)𝐶𝑘ℎ(𝑦) + 𝑆𝑘ℎ(𝑦, 𝑡), 𝑦 ∈ 𝑌2,

где 𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) и 𝑆𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) не зависят от 𝛿(𝑡). Действительно, из (3.3) сразу следует, что пары
{𝑍𝑘ℎ(𝑦), 𝐴𝑘ℎ(𝑦)} и {𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡), 𝑆𝑘ℎ(𝑦, 𝑡)} есть 𝑌 -периодические решения задач⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕

𝜕𝑦𝑗

(︁
𝜎
(𝑠)
𝑖𝑗 (𝑍𝑘ℎ, 𝐴𝑘ℎ)

)︁
= 0 в 𝑌𝑠 (𝑠 = 1, 2), div𝑦 𝑍

𝑘ℎ = −𝛿𝑘ℎ в 𝑌2,∫︁
𝑌

𝑍𝑘ℎ𝑑𝑦 = 0, [𝑍𝑘ℎ]|Γ = 0, 𝜎
(2)
𝑖𝑗 (𝑍𝑘ℎ, 𝐴𝑘ℎ)𝜈𝑗|Γ = 0,

(3.4)

и ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕

𝜕𝑦𝑗

(︁
𝜎
(3)
𝑖𝑗 (𝑊 𝑘ℎ, 𝑆𝑘ℎ)

)︁
= 0 в 𝑌, div𝑦𝑊

𝑘ℎ = 0 в 𝑌2,

𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 0) = 𝐷𝑘ℎ(𝑦),
𝜕𝑊 𝑘ℎ

𝜕𝑡
(𝑦, 0) = 𝑁𝑘ℎ(𝑦) в 𝑌2,∫︁

𝑌

𝑊 𝑘ℎ𝑑𝑦 = 0, [𝑊 𝑘ℎ]|Γ = 0, [𝜎
(3)
𝑖𝑗 (𝑊 𝑘ℎ, 𝑆𝑘ℎ)𝜈𝑗]|Γ = 0,

(3.5)

соответственно, где

𝜎
(1)
𝑖𝑗 (𝑍𝑘ℎ, 𝐴𝑘ℎ) = 𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ + 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑚𝑒

𝑦
𝑙𝑚(𝑍

𝑘ℎ), 𝑦 ∈ 𝑌1,

𝜎
(2)
𝑖𝑗 (𝑍𝑘ℎ, 𝐴𝑘ℎ) = 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑍

𝑘ℎ) + 𝜃(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘)− 𝛿𝑖𝑗𝐴
𝑘ℎ, 𝑦 ∈ 𝑌2,

𝜎
(3)
𝑖𝑗 (𝑊 𝑘ℎ, 𝑆𝑘ℎ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎𝑖𝑗𝑙𝑚𝑒

𝑦
𝑙𝑚(𝑊

𝑘ℎ), 𝑦 ∈ 𝑌1,

2𝜂𝑒𝑦𝑖𝑗

(︂
𝜕𝑊 𝑘ℎ

𝜕𝑡

)︂
+ 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗

(︂
𝜕2𝑊 𝑘ℎ

𝜕𝑡2

)︂
− 𝛿𝑖𝑗𝑆

𝑘ℎ, 𝑦 ∈ 𝑌2.

При этом пары {𝐷𝑘ℎ(𝑦), 𝐵𝑘ℎ(𝑦)} и {𝑁𝑘ℎ(𝑦), 𝐶𝑘ℎ(𝑦)} есть 𝑌 -периодические решения задач⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕

𝜕𝑦𝑗

(︁
𝜎
(4)
𝑖𝑗 (𝐷𝑘ℎ, 𝐵𝑘ℎ)

)︁
= 0, div𝑦 𝐷

𝑘ℎ = 0 в 𝑌2,∫︁
𝑌2

𝐷𝑘ℎ𝑑𝑦 = 0, 𝜎
(4)
𝑖𝑗 (𝐷𝑘ℎ, 𝐵𝑘ℎ)𝜈𝑗|Γ = 0,

(3.6)

и ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕

𝜕𝑦𝑗

(︁
𝜎
(5)
𝑖𝑗 (𝑁𝑘ℎ, 𝐶𝑘ℎ)

)︁
= 0, div𝑦 𝑁

𝑘ℎ = 0 в 𝑌2,∫︁
𝑌2

𝑁𝑘ℎ𝑑𝑦 = 0, 𝜎
(5)
𝑖𝑗 (𝑁𝑘ℎ, 𝐶𝑘ℎ)𝜈𝑗|Γ = 𝜎

(1)
𝑖𝑗 (𝑍𝑘ℎ, 𝐴𝑘ℎ)𝜈𝑗|Γ,

(3.7)

соответственно, где

𝜎
(4)
𝑖𝑗 (𝐷𝑘ℎ, 𝐵𝑘ℎ) = 2𝜂𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑍

𝑘ℎ) + 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗(𝐷
𝑘ℎ) + 𝜂(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘)− 𝛿𝑖𝑗𝐵

𝑘ℎ,

𝜎
(5)
𝑖𝑗 (𝑁𝑘ℎ, 𝐶𝑘ℎ) = 2𝜂𝑒𝑦𝑖𝑗(𝐷

𝑘ℎ) + 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑁
𝑘ℎ)− 𝛿𝑖𝑗𝐶

𝑘ℎ.

С помощью решений задач (3.4)–(3.7) тензор ядер релаксации 𝐷(𝑡) можно записать в
виде

𝐷(𝑡) = 𝛿(𝑡)𝛼 + 𝛿′(𝑡)𝛽 + 𝛿′′(𝑡)𝛾 − 𝑔(𝑡), (3.8)
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где компоненты тензоров 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑔(𝑡) заданы формулами

𝛼𝑖𝑗𝑘ℎ = |𝑌1|𝑎𝑖𝑗𝑘ℎ +
∫︁
𝑌1

𝑎𝑖𝑗𝑙𝑚𝑒
𝑦
𝑙𝑚(𝑍

𝑘ℎ) 𝑑𝑦 +

∫︁
𝑌2

(︁
2𝜂𝑒𝑦𝑖𝑗(𝐷

𝑘ℎ) + 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑁
𝑘ℎ)− 𝛿𝑖𝑗𝐶

𝑘ℎ
)︁
𝑑𝑦,

𝛽𝑖𝑗𝑘ℎ = 𝜂|𝑌2|(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘) +

∫︁
𝑌2

(︁
2𝜂𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑍

𝑘ℎ) + 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗(𝐷
𝑘ℎ)− 𝛿𝑖𝑗𝐵

𝑘ℎ
)︁
𝑑𝑦,

𝛾𝑖𝑗𝑘ℎ = 𝜃|𝑌2|(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘) +

∫︁
𝑌2

(︁
2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗(𝑍

𝑘ℎ)− 𝛿𝑖𝑗𝐴
𝑘ℎ
)︁
𝑑𝑦,

𝑔𝑖𝑗𝑘ℎ(𝑡) = −
∫︁
𝑌1

𝑎𝑖𝑗𝑙𝑚𝑒
𝑦
𝑙𝑚(𝑊

𝑘ℎ) 𝑑𝑦 −
∫︁
𝑌2

(︂
2𝜂𝑒𝑦𝑖𝑗

(︂
𝜕𝑊 𝑘ℎ

𝜕𝑡

)︂
+ 2𝜃𝑒𝑦𝑖𝑗

(︂
𝜕2𝑊 𝑘ℎ

𝜕𝑡2

)︂
− 𝛿𝑖𝑗𝑆

𝑘ℎ

)︂
𝑑𝑦.

Нетрудно проверить, что 𝑍𝑘ℎ(𝑦) = 𝑍ℎ𝑘(𝑦) и аналогично для 𝐷𝑘ℎ(𝑦), 𝑁𝑘ℎ(𝑦), 𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡),
𝐴𝑘ℎ(𝑦), 𝐵𝑘ℎ(𝑦), 𝐶𝑘ℎ(𝑦) и 𝑆𝑘ℎ(𝑦, 𝑡). Кроме того, компоненты тензоров 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑔(𝑡) удовле-
творяют классическим условиям симметрии, т.е. 𝛼𝑖𝑗𝑘ℎ = 𝛼𝑗𝑖𝑘ℎ = 𝛼𝑖𝑗ℎ𝑘 = 𝛼ℎ𝑘𝑖𝑗 и аналогично
для тензоров 𝛽, 𝛾 и 𝑔(𝑡).
Выполняя в (3.1) обратное преобразование Лапласа, получаем усредненную задачу, со-

ответствующую задаче (2.3):

𝜌0
𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑡2
=

𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

+ 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) в Ω× (0, 𝑇 ),

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝜕Ω = 0, 𝑢(𝑥, 0) =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0,

(3.9)

где, учитывая представление (3.8), компоненты усредненного тензора напряжений 𝜎 име-
ют вид

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗𝑘ℎ𝑒𝑘ℎ(𝑢) + 𝛽𝑖𝑗𝑘ℎ𝑒𝑘ℎ

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
+ 𝛾𝑖𝑗𝑘ℎ𝑒𝑘ℎ

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

)︂
− 𝑔𝑖𝑗𝑘ℎ(𝑡) * 𝑒𝑘ℎ(𝑢).

Таким образом, усредненная модель движения исходной двухфазной среды записыва-
ется в виде начально-краевой задачи для системы интегро-дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами.
Доказательство существования и единственности решений периодических задач (3.4)–

(3.7) в случае, когда множества 𝑌2 и 𝐸2 связны в 𝑌 и R3 соответственно, опирается на
рассуждения, приведенные в работе [3] при исследовании решений периодических задач
подобного типа. Кроме того, при выполнении указанных условий связности имеет место
положительная определенность тензоров 𝛼 и 𝐷(𝜆) при 𝜆 > 0. Положительная определен-
ность последнего тензора, в свою очередь, является достаточным условием существования
и единственности усредненной задачи (3.9) [3], [14]. Вместе с тем, как будет показано в
следующем параграфе на примере слоистой среды, условие связности множеств 𝑌2 и 𝐸2

не является необходимым условием существования и единственности усредненной зада-
чи (3.9).
Полученные в данном параграфе результаты можно сформулировать в виде следующей

теоремы.
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Теорема 3.1. Пусть 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) — решение задачи (2.3). Тогда для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

lim
𝜀→0

∫︁
Ω

|𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)− 𝑢(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 = 0, lim
𝜀→0

∫︁
Ω2𝜀

|𝑝𝜀(𝑥, 𝑡)− 𝑝(𝑥, 𝜀−1𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 = 0,

lim
𝜀→0

∫︁
Ω

|𝑒(𝑢𝜀(𝑥, 𝑡))− 𝑒(𝑢(𝑥, 𝑡))− 𝑤(𝑥, 𝜀−1𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 = 0,

где 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение усредненной задачи (3.9),

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒𝑦(𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑍𝑘ℎ(𝑦)
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥ℎ

+𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) * 𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥ℎ

,

𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 0) = 𝐷𝑘ℎ(𝑦),
𝜕𝑊 𝑘ℎ

𝜕𝑡
(𝑦, 0) = 𝑁𝑘ℎ(𝑦) в 𝑌2,

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑘ℎ(𝑦)
𝜕3𝑢𝑘

𝜕𝑥ℎ𝜕𝑡2
+𝐵𝑘ℎ(𝑦)

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥ℎ𝜕𝑡
+ 𝐶𝑘ℎ(𝑦)

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥ℎ

+ 𝑆𝑘ℎ(𝑦, 𝑡) * 𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥ℎ

,

а пары {𝑍𝑘ℎ(𝑦), 𝐴𝑘ℎ(𝑦)}, {𝑊 𝑘ℎ(𝑦, 𝑡), 𝑆𝑘ℎ(𝑦, 𝑡)}, {𝐷𝑘ℎ(𝑦), 𝐵𝑘ℎ(𝑦)} и {𝑁𝑘ℎ(𝑦), 𝐶𝑘ℎ(𝑦)} есть 𝑌 -
периодические решения задач (3.4)–(3.7).

4. Случай слоистой среды

В том случае, когда среда состоит из чередующихся плоских упругих и жидких слоев,
мы можем вывести формулы для компонентов тензоров 𝛼, 𝛽, 𝛾 и 𝑔(𝑡) в явном виде. Для
этого условимся считать, что слои параллельны плоскости 𝑂𝑥2𝑥3, а множества 𝑌1 и 𝑌2

заданы в виде

𝑌1 =
𝑀⋃︁

𝑚=0

(𝑞2𝑚, 𝑞2𝑚+1)× (0, 1)2, 𝑌2 =
𝑀⋃︁

𝑚=1

(𝑞2𝑚−1, 𝑞2𝑚)× (0, 1)2, 𝑀 ≥ 1,

где 0 = 𝑞0 < 𝑞1 < 𝑞2 < ... < 𝑞2𝑀 < 𝑞2𝑀+1 = 1. Отметим, что при таком предположении
период 𝑌𝜀 содержит 𝑀 жидких слоев и 𝑀 + 1 упругих слоев, а в граничных условиях
периодических задач 𝜈1 = 1, 𝜈2 = 𝜈3 = 0. Кроме того, если через 𝑞 обозначить общую
объемную долю жидкости внутри периода 𝑌𝜀, то

𝑞 =
|𝜀𝑌2|
|𝑌𝜀|

=
|𝑌2|
|𝑌 |

=
𝑀∑︁

𝑚=1

(𝑞2𝑚 − 𝑞2𝑚−1), 0 < 𝑞 < 1.

Выпишем решения периодических задач (3.4)–(3.7) при 𝑘 ⩽ ℎ. Легко проверить, что
при 𝑘 = 2 и ℎ = 3

𝑍23(𝑦) = 𝐷23(𝑦) = 𝑁23(𝑦) = 𝑊 23(𝑦, 𝑡) = (0, 0, 0),

𝐴23(𝑦) = 𝐵23(𝑦) = 𝐶23(𝑦) = 𝑆23(𝑦, 𝑡) = 0.

Чтобы выписать решения остальных периодических задач, введем кусочно-линейную
функцию

𝑧(𝑦1) =

⎧⎨⎩
−𝑦1 + 𝐶2𝑚, 𝑦1 ∈ (𝑞2𝑚−1, 𝑞2𝑚), 𝑚 = 1, ...,𝑀,

𝑞𝑦1
1− 𝑞

+ 𝐶2𝑚+1, 𝑦1 ∈ (𝑞2𝑚, 𝑞2𝑚+1), 𝑚 = 0, ...,𝑀,
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где постоянные 𝐶2𝑚 и 𝐶2𝑚+1 заданы выражениями

𝐶1 =
1

2(1− 𝑞)

(︃
𝑞 −

2𝑀∑︁
𝑚=1

(−1)𝑚𝑞2𝑚

)︃
,

𝐶𝑚 =
1

2(1− 𝑞)

(︃
−𝑞 −

2𝑀∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑞2𝑘 + 2
2𝑀∑︁
𝑘=𝑚

(−1)𝑘𝑞𝑘

)︃
, 𝑚 = 2, ...,𝑀,

𝐶2𝑀+1 = − 1

2(1− 𝑞)

(︃
𝑞 +

2𝑀∑︁
𝑚=1

(−1)𝑚𝑞2𝑚

)︃
.

Как известно [15], 𝑧(𝑦1) удовлетворяет следующим условиям:

𝑧(+0) = 𝑧(1− 0),

∫︁ 1

0

𝑧(𝑦1) 𝑑𝑦1 = 0, [𝑧]|𝑦1=𝑞𝑚 = 0, 𝑚 = 1, ..., 2𝑀.

Продолжим функцию 𝑧(𝑦1) периодически с периодом 1 на всю числовую ось, сохранив
для продолжения то же самое обозначение. Нетрудно убедиться, что решения стационар-
ных периодических задач записываются в виде

𝑍𝑖𝑖(𝑦) = (𝑧(𝑦1), 0, 0), 𝑍12(𝑦) = (0, 𝑧(𝑦1), 0), 𝑍13(𝑦) = (0, 0, 𝑧(𝑦1)),

𝐴1𝑖(𝑦) = 𝐵1𝑖(𝑦) = 0, 𝐴𝑗𝑗(𝑦) = −2𝜃, 𝐵𝑗𝑗(𝑦) = −2𝜂,

𝐷𝑖𝑖(𝑦) = 𝐷1𝑗(𝑦) = 𝑁 𝑖𝑖(𝑦) = (0, 0, 0), 𝑁12(𝑦) = (0, 𝑐1𝑧(𝑦1), 0),

𝑁13(𝑦) = (0, 0, 𝑐1𝑧(𝑦1)), 𝐶11(𝑦) = −𝜆+ 2𝜇

1− 𝑞
, 𝐶𝑗𝑗(𝑦) = −𝜆+ 2𝜇𝑞

1− 𝑞
,

𝐶1𝑗(𝑦) = 0, 𝑐1 = − 𝜇

𝜃(1− 𝑞)
, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 2, 3.

Далее, решения эволюционных периодических задач имеют вид

𝑊 𝑖𝑖(𝑦, 𝑡) = (0, 0, 0), 𝑊 12(𝑦, 𝑡) = (0, 𝑧(𝑦1)𝑤(𝑡), 0) ,

𝑊 13(𝑦, 𝑡) = (0, 0, 𝑧(𝑦1)𝑤(𝑡)) , 𝑆𝑖𝑖(𝑦, 𝑡) = 𝑆1𝑗(𝑦, 𝑡) = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 2, 3,

где 𝑤(𝑡) — решение дифференциального уравнения

𝜃(1− 𝑞)
𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
+ 𝜂(1− 𝑞)

𝑑𝑤

𝑑𝑡
+ 𝜇𝑞𝑤(𝑡) = 0,

удовлетворяющее начальным условиям

𝑤(0) = 0,
𝑑𝑤

𝑑𝑡
(0) = 𝑐1.

Легко проверить, что 𝑤(𝑡) = 𝑐1𝑤0(𝑡), где

𝑤0(𝑡) = 𝑡 exp
(︁
− 𝜂

2𝜃
𝑡
)︁
,

если 𝜂2(1− 𝑞) = 4𝑞𝜇𝜃,

𝑤0(𝑡) =
𝜃√
𝐷

(︃
exp

(︃
−𝜂 −

√
𝐷

2𝜃
𝑡

)︃
− exp

(︃
−𝜂 +

√
𝐷

2𝜃
𝑡

)︃
,

если 𝜂2(1− 𝑞) > 4𝑞𝜇𝜃, и

𝑤0(𝑡) =
𝜃√
−𝐷

exp
(︁
− 𝜂

2𝜃
𝑡
)︁
sin

(︂√
−𝐷

2𝜃
𝑡

)︂
,
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если 𝜂2(1− 𝑞) < 4𝑞𝜇𝜃. Здесь через 𝐷 обозначен дискриминант квадратного уравнения

𝜃𝜆2 + 𝜂𝜆+
𝑞𝜇

1− 𝑞
= 0, (4.1)

т.е.

𝐷 = 𝜂2 − 4𝑞𝜇𝜃

1− 𝑞
.

Зная явные решения всех периодических задач, мы можем перейти к непосредственному
вычислению компонентов тензоров 𝛼, 𝛽, 𝛾 и 𝑔(𝑡). Но перед этим нам следует иметь в виду,
что 𝐷𝑖𝑗𝑘ℎ(𝑡) = 0 как только 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘ℎ + 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘 = 0. Более того, усредненная среда
является трансверсально изотропной, т.е. выполнены соотношения

𝐷2222(𝑡) = 𝐷3333(𝑡), 𝐷1122(𝑡) = 𝐷1133(𝑡), 𝐷1212(𝑡) = 𝐷1313(𝑡),

𝐷2222(𝑡)−𝐷2233(𝑡) = 2𝐷2323(𝑡).

Теперь подставим решения задач (3.4)–(3.7) в формулы для компонентов тензоров 𝛼,
𝛽, 𝛾 и 𝑔(𝑡), приведенные в предыдущем параграфе. После несложных преобразований мы
приходим к следующему результату.

Теорема 4.1. Для слоистой среды описанного выше вида усредненные тензоры 𝛼, 𝛽,
𝛾 и 𝑔(𝑡) имеют следующие ненулевые компоненты:

𝛼1111 =
𝜆+ 2𝜇

1− 𝑞
, 𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝜆+ 2𝜇(1− 2𝑞 + 2𝑞2)

1− 𝑞
, 𝛼𝑖𝑖𝑗𝑗 =

𝜆+ 2𝜇𝑞2

1− 𝑞
,

𝛼11𝑖𝑖 = 𝛼𝑖𝑖11 =
𝜆+ 2𝜇𝑞

1− 𝑞
, 𝛼1𝑖1𝑖 = 𝛼1𝑖𝑖1 = 𝛼𝑖1𝑖1 = 𝛼𝑖11𝑖 =

𝜇

1− 𝑞
,

𝛼𝑖𝑗𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗𝑗𝑖 = 𝜇(1− 𝑞), 𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 = 4𝜂𝑞, 𝛽𝑖𝑖𝑗𝑗 = 2𝜂𝑞,

𝛽𝑖𝑗𝑖𝑗 = 𝛽𝑖𝑗𝑗𝑖 = 𝜂𝑞, 𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 = 4𝜃𝑞, 𝛾𝑖𝑖𝑗𝑗 = 2𝜃𝑞, 𝛾𝑖𝑗𝑖𝑗 = 𝛾𝑖𝑗𝑗𝑖 = 𝜃𝑞,

𝑔1𝑖1𝑖(𝑡) = 𝑔1𝑖𝑖1(𝑡) = 𝑔𝑖1𝑖1(𝑡) = 𝑔𝑖11𝑖(𝑡) =
𝜇2𝑞𝑤0(𝑡)

𝜃(1− 𝑞)2
, 𝑖 = 2, 3, 𝑗 = 5− 𝑖.

Легко проверить, что 𝛼 и 𝐷(𝜆) = 𝛼 + 𝜆𝛽 + 𝜆2𝛾 − 𝑔(𝜆) при 𝜆 > 0 — положительно
определенные тензоры, в то время как 𝛽, 𝛾 и 𝑔(𝑡) — вырожденные тензоры.
Для сравнения мы кратко опишем усредненные тензоры для слоистой среды, состоящей

из изотропного упругого материала и несжимаемой ньютоновской жидкости (для нее сле-
дует принять 𝜃 = 0 в определяющих соотношениях (2.2)). Как было показано в [16], для
такой среды компоненты тензоров 𝛼 и 𝛽 вычисляются в точности по тем же формулам,
что и выше, в то время как тензор 𝛾 — нулевой. Что касается тензора 𝑔(𝑡), то все его
компоненты равны нулю, кроме

𝑔1𝑖1𝑖(𝑡) = 𝑔1𝑖𝑖1(𝑡) = 𝑔𝑖1𝑖1(𝑡) = 𝑔𝑖11𝑖(𝑡) =
𝜇2𝑞𝑤1(𝑡)

𝜂(1− 𝑞)2
, 𝑖 = 2, 3,

где мы обозначили

𝑤1(𝑡) = exp

(︂
− 𝜇𝑞

𝜂(1− 𝑞)
𝑡

)︂
.

Мы видим, что сравнение свойств тензоров 𝑔(𝑡) для двух слоистых сред сводится к
сравнению свойств функций 𝑤0(𝑡) и 𝑤1(𝑡). Прежде всего отметим общее свойство этих
функций, заключающееся в том, что 𝑤0(𝑡) → 0 и 𝑤1(𝑡) → 0 при 𝑡 → +∞. Однако в
остальном эти функции существенно отличаются друг от друга. А именно, 𝑤1(𝑡) — поло-
жительная функция, строго убывающая при 𝑡 > 0, в то время как поведение функции
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𝑤0(𝑡) зависит от доли жидкости 𝑞 внутри периода. Если 𝑞 < 𝜂2/(𝜂2 + 4𝜇𝜃), то 𝑤0(𝑡) —
положительная функция, которая сначала строго возрастает, достигая максимума при

𝑡 =
𝜃√
𝐷

ln
𝜂 +

√
𝐷

𝜂 −
√
𝐷
,

а затем строго убывает. Если 𝑞 = 𝜂2/(𝜂2 + 4𝜇𝜃), то функция 𝑤0(𝑡) также положительна
и сначала строго возрастает, достигая максимума при 𝑡 = 2𝜃/𝜂, а затем строго убывает.
Если же 𝑞 > 𝜂2/(𝜂2 + 4𝜇𝜃), то 𝑤0(𝑡) > 0 при

𝑡 ∈
(︂

4𝜃𝜋𝑘√
−𝐷

,
2𝜃𝜋√
−𝐷

+
4𝜃𝜋𝑘√
−𝐷

)︂
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

и 𝑤0(𝑡) < 0 при всех остальных значениях 𝑡 > 0. Кроме того, функция 𝑤0(𝑡) строго убывает
на интервалах

2𝜃√
−𝐷

(︃
2𝜋𝑘 + arccos

𝜂√︀
𝜂2 −𝐷

)︃
< 𝑡 <

2𝜃√
−𝐷

(︃
𝜋 + 2𝜋𝑘 + arccos

𝜂√︀
𝜂2 −𝐷

)︃
и строго возрастает на остальных интервалах полуоси 𝑡 > 0. Таким образом, она имеет
бесконечное число как точек максимума, так и точек минимума, причем ее максимальные
и минимальные значения экспоненциально убывают по модулю при 𝑡 → +∞.
В заключение необходимо отметить, что мы впервые обнаружили случай наличия мак-

симумов у ядер сверток интегро-дифференциальных уравнений, возникающих при усред-
нении слоистых двухфазных сред с периодической структурой. Ранее нами было показано,
что если первой фазой является упругий материал или вязкоупругий материал Кельвина-
Фойгта, а второй фазой — вязкоупругий материал Кельвина-Фойгта или вязкая ньютонов-
ская жидкость, то ядрами сверток усредненных уравнений являются затухающие экспо-
ненты [16]–[19]. Таким образом, для всех этих сред ядра сверток — положительные, строго
убывающие функции при 𝑡 > 0. В отличие от них, для среды, состоящей из упругого мате-
риала и жидкости Кельвина-Фойгта, число интервалов монотонности и точек максимума
ядер сверток зависит от доли жидкости 𝑞 внутри ячейки периодичности. А именно, можно
найти такое число 𝑀0, что при 0 < 𝑞 ⩽ 𝑀0 ядра сверток имеют два интервала монотон-
ности и одну точку максимума, а при 𝑀0 < 𝑞 < 1 — бесконечное число чередующихся
интервалов возрастания и убывания, а также точек максимума и минимума.
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