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К СИММЕТРИЙНОЙ КЛАССИФИКАЦИИ

ИНТЕГРИРУЕМЫХ ЭВОЛЮЦИОННЫХ ВЕКТОРНЫХ

УРАВНЕНИЙ 3-ГО ПОРЯДКА.

М.Ю. БАЛАХНЁВ

Аннотация. Представлены новые результаты в рамках симметрийной классифика-
ции интегрируемых эволюционных векторных уравнений 3-го порядка. Предложенная
А.Г. Мешковым и В.В. Соколовым техника позволила найти 12 уравнений, удовлетво-
ряющих необходимым условиям интегрируемости. Сделан краткий обзор, всех имею-
щихся на сегодняшний день уравнений рассматриваемого типа, а также даны поясне-
ния вычислительных трудностей, не позволяющих завершить задачу классификации
в общем виде.
Наложение разумных дополнительных ограничений на вид уравнений при проведе-

нии классификации дало возможность довести расчеты до конца. Найденные уравне-
ния имеют несколько нетривиальных сохраняющихся плотностей, и поэтому, скорее
всего, являются точно интегрируемыми. Доказательством интегрируемости могло бы
служить представление Лакса или авто-преобразование Беклунда, однако их поиск –
довольно трудоемкая задача, требующая убедительного мотива, например, прикладное
значение какого-либо из уравнений.

Ключевые слова: интегрируемые векторные уравнения, канонические плотности, за-
коны сохранения.
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1. Введение

Классическими примерами нелинейных эволюционных векторных уравнений 3-го по-
рядка можно считать представленные в [6] обобщения мКдФ:

𝑈 𝑡 = 𝑈𝑥𝑥𝑥 − 6(𝑈 ,𝑈)𝑈𝑥,

𝑈 𝑡 = 𝑈𝑥𝑥𝑥 − 3(𝑈 ,𝑈)𝑈𝑥 − 3(𝑈 ,𝑈𝑥)𝑈 .

Интерес к поиску интегрируемых векторных случаев возрос после публикаций [12] и
[11], в которых авторы предложили эффективный метод классификации уравнений вида:

𝑈 𝑡 = 𝑈 3 +𝑈 2𝑓2 +𝑈 1𝑓1 +𝑈𝑓0, 𝑈 𝑡 =
𝜕𝑈

𝜕𝑡
, 𝑈𝑛 =

𝜕𝑛𝑈

𝜕𝑥𝑛
, (1.1)

где𝑈 = 𝑈(𝑡, 𝑥)— вектор в евклидовом пространстве R𝑛, а неизвестные функции 𝑓𝑖 зависят
от скалярных произведений (𝑈 𝑖,𝑈 𝑗) = 𝑢[𝑖,𝑗], 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 2. Переменные 𝑢[𝑖,𝑗] считают
независимыми в силу произвольности размерности пространства R𝑛 и, по сложившейся
практике, порядком (ord 𝑓) функции 𝑓 = 𝑓(𝑢[0,0], . . . , 𝑢[𝑖,𝑗]) называют порядок старшей
производной у переменных 𝑢[𝑖,𝑗], входящих в аргументы этой функции.
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4 М.Ю. БАЛАХНЁВ

На сегодняшний день в [1], [4], [5] и [7] получены списки интегрируемых уравнений (1.1)
следующих типов:

𝑈 𝑡 =(𝑈 2 +𝑈 1𝑓1 +𝑈 0𝑓0)𝑥 , ord 𝑓𝑖 ⩽ 1;

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +𝑈 1𝑓1 +𝑈 0𝑓0, ord 𝑓𝑖 ⩽ 2;

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +𝑈 2𝑓2 +𝑈 1𝑓1 +𝑈𝑓0, ord 𝑓𝑖 ⩽ 2, ord 𝑓0 ⩽ 1;

𝑈 𝑡 =𝑈 3 − 3𝑈 2

𝑢[0,1]
𝑢[0,0]

+𝑈 1𝑓1 +𝑈𝑓0, ord 𝑓𝑖 ⩽ 2.

Кроме того, ещё три классификационные задачи решены в [2], [3] и [10], где априорные
ограничения относились не столько к неизвестным функциям 𝑓𝑖, сколько к наличию у
(1.1) определенных свойств.
Цель данной работы — продвинуться в задаче классификации уравнений (1.1) и найти

новые интегрируемые случаи.
Как и в процитированных выше работах, мы применяем симметрийный подход, основан-

ный на построении канонических плотностей — специфических локальных плотностей
законов сохранения, полученных при помощи формальных операторных рядов. Указан-
ный метод предложен в [8], обобщен в [9], а его векторный вариант представлен в [11]. Суть
техники состоит в том, что в качестве временного уравнения Лакса для (1.1) принимают
(−𝐷𝑡 +𝐷3

𝑥 + 𝑓2𝐷
2
𝑥 + 𝑓1𝐷𝑥 + 𝑓0)𝜓 = 0 и выполняют в нем стандартную подстановку

𝜓 = exp

(︂∫︁
𝑅𝑑𝑥

)︂
.

В результате получается уравнение типа Риккати:

(𝐷𝑥 +𝑅)2𝑅 + 𝑓2(𝐷𝑥 +𝑅)𝑅 + 𝑓1𝑅 + 𝑓0 = 𝐹, 𝐷𝑥𝐹 = 𝐷𝑡𝑅, (1.2)

которое имеет формальные решения в виде

𝑅 = 𝜆−1 +
∞∑︁
𝑛=0

𝜌𝑛𝜆
𝑛, 𝐹 = 𝜆−3 +

∞∑︁
𝑛=0

𝜃𝑛𝜆
𝑛. (1.3)

Подставив (1.3) в первое уравнение (1.2) приходим к рекуррентной формуле:

𝜌𝑛+2 =
1

3

[︂
𝜃𝑛 − 𝑓0 𝛿𝑛,0 − 2 𝑓2 𝜌𝑛+1 − 𝑓2𝐷𝑥𝜌𝑛 − 𝑓1 𝜌𝑛

]︂

− 1

3

[︂
𝑓2

𝑛∑︁
𝑠=0

𝜌𝑠 𝜌𝑛−𝑠 +
∑︁

0⩽𝑠+𝑘⩽𝑛

𝜌𝑠 𝜌𝑘 𝜌𝑛−𝑠−𝑘 + 3
𝑛+1∑︁
𝑠=0

𝜌𝑠 𝜌𝑛−𝑠+1

]︂

−𝐷𝑥

[︂
𝜌𝑛+1 +

1

2

𝑛∑︁
𝑠=0

𝜌𝑠 𝜌𝑛−𝑠 +
1

3
𝐷𝑥𝜌𝑛

]︂
, 𝑛 ⩾ 0.

Здесь 𝛿𝑖,𝑗 символ Кронекера и

𝜌0 = −1

3
𝑓2, 𝜌1 =

1

9
𝑓 2
2 − 1

3
𝑓1 +

1

3
𝐷𝑥 𝑓2. (1.4)

Теперь из второго уравнения (1.2), используя (1.3), мы получаем бесконечную серию
законов сохранения

𝐷𝑡𝜌𝑛 = 𝐷𝑥𝜃𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (1.5)

где 𝜌𝑛 и 𝜃𝑛 функции переменных 𝑢[𝑖,𝑗]. При этом операторы дифференцирования опреде-
ляются следующим образом

𝐷𝑥 =
𝜕

𝜕𝑥
+

∞∑︁
𝑖=0

𝑈 𝑖+1
𝜕

𝜕𝑈 𝑖

, 𝐷𝑡 =
𝜕

𝜕𝑡
+

∞∑︁
𝑖=0

𝐷𝑖
𝑥(𝑈 3 + 𝑓2𝑈 2 + 𝑓1𝑈 1 + 𝑓0𝑈)

𝜕

𝜕𝑈 𝑖

.
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Правила дифференцирования скалярных произведений 𝑢[𝑖,𝑗] вытекают из равенства
𝐷𝑥𝑈 𝑖 = 𝑈 𝑖+1 и билинейности скалярного произведения, эволюционная производная 𝐷𝑡

вычисляется по правилу дифференцирования сложной функции.
Рекурсионная формула позволяет находить функции 𝜃𝑛 непосредственно из (1.5), так

как выражения для 𝜌𝑛 содержат 𝜃𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛− 2. Например,

𝜌2 = −1

3
𝑓0 +

1

3
𝜃0 −

2

81
𝑓 3
2 +

1

9
𝑓1 𝑓2 −𝐷𝑥

(︂
1

9
𝑓 2
2 +

2

9
𝐷𝑥 𝑓2 −

1

3
𝑓1

)︂
.

Функции 𝜌𝑛 называются каноническими плотностями уравнения (1.1) и выражаются
через его коэффициенты. Таким образом, (1.5) являются по сути условиями для опреде-
ления 𝑓𝑖, именно поэтому (1.5) называют 𝜌𝑛-условиями интегрируемости.
Удобным инструментом, позволяющим упрощать вид исследуемого уравнения при про-

ведении классификации, являются точечные преобразования 𝑈 → 𝑉 :

𝑈 =

(︂
𝑓(𝑣[0,0])

𝑣[0,0]

)︂1/2

𝑉 , (1.6)

где 𝑓 — произвольная функция, так что 𝑓 ′ ̸= 0. Вторая степень (1.6) выглядит доста-
точно просто: 𝑢[0,0] = 𝑓(𝑣[0,0]), что говорит о невырожденности данного преобразования.
Приведем другие допускаемые (1.1) преобразования.
Масштабные преобразования:

𝑥→ 𝜀𝑥, 𝑡→ 𝜀3𝑡. (1.7)

𝑈 → 𝜆𝑈 , 𝑢[𝑖,𝑘] → 𝜆2𝑢[𝑖,𝑘]. (1.8)

Преобразование Галилея:

𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑥+ 𝑐 𝑡. (1.9)

Экспоненциальное преобразование:

𝑈 = 𝑒𝑝𝑡+𝑘𝑥𝑉 , 𝑈 1 = 𝑒𝑝𝑡+𝑘𝑥(𝑉 1 + 𝑘𝑉 ), 𝑈 𝑡 = 𝑒𝑝𝑡+𝑘𝑥(𝑉 𝑡 + 𝑝𝑉 ), . . . , (1.10)

где 𝑝 и 𝑘 — параметры. Очевидно, что это преобразование возможно только для однород-
ных в смысле преобразования (1.8) уравнений.
Наряду с рассмотренными преобразованиями, уравнение (1.1) инвариантно относитель-

но вращений в R𝑛 : 𝑈 ′ = 𝑂𝑈 , 𝑂𝑂𝑇 = 𝐸, поэтому при выполнении классификации иногда
полезно перейти к сферической системе координат. Переход от декартовых координат к
сферическим выполняется по следующим формулам:

𝑈 = 𝑅𝑉 , 𝑣[0,0] = 1; 𝑈𝑥 = 𝑅𝑥𝑉 +𝑅𝑉 𝑥, . . . ,

𝑢[0,0] = 𝑅2, 𝑢[0,1] = 𝑅𝑅𝑥, 𝑢[1,1] = 𝑅2𝑣[1,1] +𝑅2
𝑥, . . . ,

(1.11)

где 𝑅 — сферический радиус, а компоненты вектора 𝑉 имеют смысл угловых переменных.
Отметим, что дифференцирование равенства 𝑣[0,0] = 1 дает 𝑣[0,1] = 0, 𝑣[0,2] = −𝑣[1,1] и т.д.
В результате, все переменные 𝑣[0,𝑘], 𝑘 > 1 выражаются через 𝑣[𝑖,𝑗], 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘. Формулы
обратного преобразования нетрудно получить непосредственно из (1.11).

Определение 1.1. Если уравнение (1.1) приводится в переменных (1.11) к системе
вида

𝑉 𝑡 = 𝑉 3 + 𝑓2𝑉 2 + 𝑓1𝑉 1 + 𝑓0𝑉 , 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖(𝑣[1,1], 𝑣[1,2], 𝑣[2,2]),

𝑅𝑡 = 𝑅3 + Φ(𝑅2, 𝑅1, 𝑅, 𝑣[1,1], 𝑣[1,2], 𝑣[2,2]),

то такая система называется треугольной.

В настоящей статье мы не рассматриваем уравнения, которые переходят в треугольные
системы, так как полный перечень интегрируемых на сфере S𝑛 векторных уравнений (1.1)
получен в [11] (см. также [10]).
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2. Результаты анализа условий интегрируемости

В работе [11] установлено, что четные плотности 𝜌𝑛 тривиальны, то есть 𝜌2𝑛 = 𝐷𝑥𝜒𝑛.
Учитывая (1.4), без потери общности можно положить, что 𝑓2 =

3
2
𝐷𝑥(ln 𝑓), ord 𝑓 = 1. Ана-

лиз первого из условий (1.5) позволил определить зависимость 𝑓1 от переменных второго
порядка, так что (1.1) приняло вид:

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
𝐷𝑥(ln 𝑓)𝑈 2+

+
(︀
𝑐𝑓𝑢[2,2] + 𝑎1𝑢

2
[1,2] + 𝑎2𝑢[1,2]𝑢[0,2] + 𝑎3𝑢

2
[0,2] + 𝑎4𝑢[1,2] + 𝑎5𝑢[0,2] + 𝑎6

)︀
𝑈 1 + 𝑓0𝑈 ,

(2.1)

где ord 𝑎𝑖 ⩽ 1, 𝑐 = const.
Функция 𝜌2 имеет четвертый порядок (благодаря слагаемому 𝜃0), но после выделения и

отбрасывания тривиальных слагаемых, имеющих вид полной производной по 𝑥, получаем
функцию второго порядка, то есть 𝜌2 ∼ 𝐹 (𝑢[2,2], 𝑢[1,2], 𝑢[0,2], . . . ). Поскольку 𝑢[2,2] ̸∈ Im𝐷,
то условие 𝜌2 ∈ Im𝐷 влечет ограничение 𝜕𝐹/𝜕𝑢[2,2] = 0, простейшие следствия которого
записываются так

𝜕2𝑓0
𝜕𝑢2[2,2]

𝜕

𝜕𝑢[1,1]

1

𝑓

(︂
2𝑢[0,1]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[1,1]
+ 𝑢[0,0]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[0,1]

)︂
= 0,

𝜕2𝑓0
𝜕𝑢2[2,2]

𝜕

𝜕𝑢[0,1]

1

𝑓

(︂
2𝑢[0,1]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[1,1]
+ 𝑢[0,0]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[0,1]

)︂
= 0.

Таким образом, приходим к первой развилке.
Вариант 𝜕2𝑓0/𝜕𝑢

2
[2,2] ̸= 0 просчитан нами полностью. Все полученные в этом случае

уравнения в координатах (1.11) переходят в известные интегрируемые уравнения, при
этом функция 𝑓0 не определяется из условий интегрируемости и остается произвольной.
При условии 𝜕2𝑓0/𝜕𝑢

2
[2,2] = 0 получаем, что 𝑓0 = 𝑔1 𝑢[2,2] + 𝑔2, где функции 𝑔1 и 𝑔2 не

зависят от 𝑢[2,2] и их порядок не выше 2. Случай ord 𝑓0 = 1 исследован полностью в [7],
поэтому далее мы полагаем ord 𝑓0 = 2.
Компактные уравнения можно получить из первого и четвертого условий интегрируе-

мости: (︂
2𝑢[0,1]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[1,1]
+ 𝑢[0,0]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[0,1]

)︂{︂
𝜕𝑔1
𝜕𝑢[𝑖,2]

,
𝜕3𝑔2

𝜕𝑢[𝑖,2]𝜕𝑢[𝑗,2]𝜕𝑢[𝑘,2]

}︂
= 0, (2.2)

{︀
𝑎2 𝑢[0,0] + 2 𝑎1 𝑢[0,1], 𝑎2 𝑢[0,1] + 2 𝑎3 𝑢[0,0] + 2 𝑐 𝑓

}︀ 𝜕𝑔1
𝜕𝑢[𝑖,2]

= 0, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1. (2.3)

Возникающие в (2.2) и (2.3) развилки мы исследовали в следующем порядке:

(a) 2𝑢[0,1]
𝜕𝑓

𝜕𝑢[1,1]
+ 𝑢[0,0]

𝜕𝑓

𝜕𝑢[0,1]
≡ 𝜓 ̸= 0; (b) 𝜓 = 0.

Вариант (a). Из (2.2) следует, что ord 𝑔1 < 2, а функция 𝑔2 квадратичная по перемен-
ным 𝑢[0,2], 𝑢[1,2], то есть 𝑓0 = 𝑔1 𝑢[2,2] + 𝑏1 𝑢

2
[1,2] + 𝑏2 𝑢

2
[0,2] + 𝑏3 𝑢[1,2] 𝑢[0,2] + 𝑏4 𝑢[1,2] + 𝑏5 𝑢[0,2] + 𝑏6

и порядок функций 𝑏𝑖 не превосходит единицы.
Анализ первых шести условий интегрируемости заключался, в основном, в рассмотре-

нии множества различных условий на неизвестные функции. Так, например, предположив,
что 𝑔1 ̸= 0 мы всегда получали такие уравнения, в которых точечные преобразования поз-
воляли устранить слагаемое с 𝑢[2,2]. В результате в данном варианте семи 𝜌𝑛-условиям
интегрируемости (𝑛 = 0, . . . , 6) удовлетворяют только пять уравнений. Мы установили
также, что каждое из них имеет высшую симметрию пятого порядка и, с точностью до
точечных преобразований, приводится к одному из следующего списка:
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𝑈 𝑡 =𝑈 3 + 𝑓𝑥𝑈 2 +
3

2

(︃
𝑢[0,0]𝑢[2,2]

𝜂
+
𝑚(𝑔2 − 𝑘2𝑢4[0,1])

𝜂𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 1

−𝑚

(︃
𝑢2[0,1]𝑓𝑥

𝑢2[0,0]
+

3𝑢[0,1]𝑔 − 𝑢3[0,1]
𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.4)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 + 𝑓𝑥𝑈 2

+
3

2

(︃
𝑢[0,0]𝑢[2,2]

𝜂
−

(𝑢[0,0]𝑓𝑥 + 3𝑢[0,1])
2

9(𝜂 − 𝑢2[0,0])
+
𝑚(𝑔2 − 𝑘2𝑢4[0,1]) + 𝑘2𝑢2[0,0]𝑢

2
[0,1]

𝜂𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 1

−𝑚

(︃
𝑢2[0,1]𝑓𝑥

𝑢2[0,0]
+

3𝑢[0,1]𝑔 − 𝑢3[0,1]
𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.5)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 + 𝑓𝑥𝑈 2

+
3

2

(︃
𝑢[0,0]𝑢[2,2]

𝜂
+

(𝑢[0,0]𝑓𝑥 + 3(𝑘 + 1)𝑢[0,1])
2

9𝑢2[0,0]
+
𝑚(𝑔2 − 𝑘2𝑢4[0,1])

𝜂𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 1

−𝑚

(︃
𝑢2[0,1]𝑓𝑥

𝑢2[0,0]
+

3𝑢[0,1]𝑔 − 𝑢3[0,1]
𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.6)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 + 𝑓𝑥𝑈 2 + 3

(︃
𝑢[0,0]𝑢[2,2]

𝜂
+

(𝑘 + 1)(2𝑢[0,1]𝑢[0,0]𝑓𝑥 + 3𝑔 + 3𝑘2𝑢2[0,1])

3𝑢2[0,0]

+
𝑚𝑔2

𝜂𝑢2[0,0]
−
𝑚𝑘𝑢2[0,1](𝜂 + 𝑘𝑢2[0,1])

𝜂𝑢[0,0]

)︃
𝑈 1 −𝑚

(︃
𝑢2[0,1]𝑓𝑥

𝑢2[0,0]
+

3𝑢[0,1]𝑔 − 𝑢3[0,1]
𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.7)

где

𝑓 =
3

2
ln
𝑢[0,0]
𝜂

, 𝑔 = 𝑢[0,0](𝑢[0,2] + 𝑢[1,1])− 𝑢2[0,1], 𝜂 = 𝑢[0,0]𝑢[1,1] +𝑚𝑢2[0,1], 𝑘
2 = 𝑚+ 1, 𝑚 𝑘 ̸= 0;

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2 + 3

(︃
𝑏 𝑢[0,1] 𝑓

2
𝑥

𝑓 𝑔2
−

(𝑎+ 𝑓𝑢[0,2]) 𝑓𝑥
𝑓 𝑔

+
4𝑢3[0,1](ℎ

2 − (𝑏2 + 1)𝑔2𝑢2[0,0])

3𝑔4𝑢3[0,0]

−
𝑢[0,1] ℎ

𝑢2[0,0] 𝑓 𝑔
2

(︃
𝑎+ 𝑓𝑢[0,2] −

𝑢[0,1](3 𝑔 − 4 𝑏) 𝑓𝑥
2𝑔

−
(𝑔2 + 1) 𝑓 𝑢2[0,1]

3 𝑔2 𝑢[0,0]

)︃)︃
𝑈 (2.8)

+
3

2𝑎

(︃
𝑢[2,2]𝑓 −

(𝑎+ 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑢[0,0]𝑓
−

(𝑢[0,0]𝑔(𝑓𝑓𝑥𝑢[0,0]𝑢[0,1] − (𝑎+ 𝑓𝑢[0,2])𝑔) + 𝑢2[0,1]𝑓ℎ)
2

𝑢3[0,0]𝑓𝑔
6

)︃
𝑈 1,

здесь 𝑎, 𝑏 — константы, 𝑔 = 𝑏+ 𝑓𝑢[0,0], ℎ = 𝑔2 + 2 𝑏 𝑔 − 1, a 𝑓 удовлетворяет уравнению

𝑢[0,0]𝑢[1,1] − 𝑢2[0,1] =
𝑎 𝑢[0,0]
𝑓

+
𝑢2[0,1]

(𝑏+ 𝑓𝑢[0,0])2
.

Вариант (b). Данный вариант не удалось просчитать полностью в общем виде. Слож-
ность вычислений обусловлена тем, что в нем, кроме результатов [1], [3] и [4], содержатся
многочисленные разновидности уравнений случая 𝜕2𝑓0/𝜕𝑢

2
[2,2] ̸= 0. Вместе с тем, в [2] и [7]

присутствуют примеры интегрируемых уравнений, в которых выполнено условие 𝜓 = 0 и
при этом в (2.1)

𝑓 =
𝑢[0,0]

𝑢[0,0]𝑢[1,1] − 𝑢2[0,1]
. (2.9)
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Указанная функция 𝑓 инвариантна относительно преобразования (1.6), поэтому, с целью
получения новых интегрируемых уравнений, мы выбрали именно (2.9) в качестве допол-
нительного ограничения. Анализ условий интегрируемости позволил установить, что при
условии (2.9) в данном варианте, с точностью до точечных преобразований, имеются толь-
ко следующие семь уравнений, удовлетворяющие семи 𝜌𝑛-условиям интегрируемости:

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2

+
3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

𝑔2

𝑢2[0,0]
−

(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢[0,0]
−

(𝑢[0,1] − 2𝑘1𝑢[0,0])𝑢[0,1]
𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 1

− 3

2

(︃
𝑘1𝑓𝑢[2,2] −

(𝑘1𝑢[0,0] − 2𝑢[0,1])𝑔
2

𝑢3[0,0]
−

2(𝑢[0,0]𝑢[0,2] + 2(𝑘1𝑢[0,0] − 𝑢[0,1])𝑢[0,1])𝑔

𝑢3[0,0]

−
2𝑢[1,2]
𝑢[0,0]

−
𝑘1𝑓𝑢

2
[0,2]

𝑢[0,0]
−
𝑢2[0,1](3𝑘1𝑢[0,0] − 2𝑢[0,1])

𝑢3[0,0]
+
𝑘1𝑢[0,0] + 2𝑢[0,1]

𝑓𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.10)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2 +

3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

𝑔2

𝑢2[0,0]
−

(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢[0,0]
+

2𝑢2[0,1]𝑓

3(𝑎𝜉 + 1)2

)︃
𝑈 1

− 3

(︃
2𝑎𝑢3[0,1]𝑓

2

9𝜉(𝑎𝜉 + 1)3
−

𝑢[0,1]𝑔
2

𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)2
+

(1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑔

𝑓𝑢2[0,0](𝑎𝜉 + 1)

−
(𝑔 + 2𝑢[0,1])(𝑢[0,0](1 + 𝑓𝑢[0,2])− 2𝑢[0,1]𝑓) + 2𝑓𝑢3[0,1]

𝑓𝑢3[0,0]
+
𝑢[0,1]𝑔

2

𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.11)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2

+
3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

𝑔2

𝑢2[0,0]
−

(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢[0,0]
+
𝑘1(2𝑢[0,0] + 3𝑢[0,1])

2𝑓

𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 1

+

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

3(1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑔

𝑓𝑢2[0,0]
−

(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢[0,0]
−

(9𝑘1 + 4)(𝑢[0,0] + 𝑢[0,1])𝑢
2
[0,1]

𝑢3[0,0]

−
(2𝑢[0,0] + 3𝑢[0,1])(2𝑢[0,1]𝑓𝑔 − (1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑢[0,0])

𝑓𝑢3[0,0]
−

(𝑢[0,0] + 3𝑢[0,1])𝑔
2

𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.12)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2

+
3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

𝑔2

𝑢2[0,0]
−

(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢[0,0]
−

3(2𝑘1𝑢[0,0] + 𝑢[0,1])
2𝑓

4𝑢[0,0](𝑎𝜉 + 1)2

)︃
𝑈 1

+ 3

(︃
𝑘1𝑓𝑢[2,2] +

(2𝑘1𝑢[0,0] + 𝑢[0,1])𝑔
2

𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)2
−

(𝑘1𝑢[0,0] + 𝑢[0,1])(𝑔 + 2𝑢[0,1])
2

𝑢3[0,0]
+
𝑘1(1− 𝑓 2𝑢2[0,2])

𝑓𝑢[0,0]

+
(𝑢[0,1] + 𝑔)(1 + 𝑓𝑢[0,2])

𝑓𝑢2[0,0]
+

2𝑢2[0,1](4𝑢[0,1] + 3𝑔)

3𝑢3[0,0]
+

(𝑓𝑢2[0,1] − (1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑢[0,0])𝑔

𝑓𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)

+
𝑎𝑓(3𝑐𝑢[0,0] + 𝑢[0,1])𝜉𝑢

2
[0,1]

4𝑢2[0,0](𝑎𝜉 + 1)3
−

3𝑘1𝑓(4𝑘1𝑢[0,0] + 𝑢[0,1])𝑢[0,1]
4𝑢[0,0](𝑎𝜉 + 1)3

+
𝑐3(3𝑎𝜉 + 1)

𝑎2(𝑎𝜉 + 1)3

)︃
𝑈 ,

(2.13)
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𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2

+
3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

(𝑔 + 𝑢[0,1])
2

(1− 𝑓−1)𝑢2[0,0]
−

(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢[0,0]
+

𝑢2[0,1]𝑓

𝑢[0,0](𝑢[0,0] + 𝑎)

)︃
𝑈 1

+ 3

(︃
𝑢2[0,1]𝑓𝑔 − (1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑢[0,0]𝑢[0,1]

𝑓𝑢2[0,0](𝑢[0,0] + 𝑎)
−

(𝑎− 2)𝑢3[0,1]
𝑢2[0,0](𝑢[0,0] + 𝑎)2

+𝑏
√︁

(𝑢[0,0] + 𝑎)(1− 𝑓−1)
)︁
𝑈 ,

(2.14)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2 +

3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

(︂
𝑔

𝑢0,0]
− 𝑘1𝜙

𝑢[0,0]𝜉

)︂2

−
(1 + 𝑓𝑢[0,2])

2

𝑓𝑢[0,0]

−
𝑘2(𝑢[0,1] − 2𝑢[0,0])𝑢[0,1]

𝑢2[0,0]

)︃
𝑈 1 −

3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

(︂
𝑔

𝑢0,0]
− 𝑘1𝜙

6𝑢[0,0]𝜉

)︂2

+
2(1− 𝑓𝑢[1,2])(1 + 𝑓𝑢[0,2])

𝑓𝑢[0,0]
−

2𝜙(𝑔 + 𝑢[0,1])
2

𝑢3[0,0]
−

(𝑢[0,0] − 2𝑢[0,1])(1 + 𝑓𝑢[0,2])
2

𝑓𝑢2[0,0]

+
𝑘2𝑢

2
[0,1](3𝑢[0,0] − 2𝑢[0,1])

3𝑢3[0,0]
+

2𝑘1𝜙
2𝑔

𝑢3[0,0]𝜉
+

6𝑘1𝜙𝑢
2
[0,1]

𝑢3[0,0]𝜉

−
6𝑘1𝜙(1 + 𝑓𝑢[0,2])

𝑓𝑢2[0,0]𝜉
−

2(3𝑢[0,0] − 𝑢[0,1])𝑢
2
[0,1]

3𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.15)

𝑈 𝑡 =𝑈 3 +
3

2
(ln 𝑓)𝑥𝑈 2 +

3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

(︂
𝑔

𝑢[0,0]
+

2𝑘1𝜙

𝑢[0,0](𝑎𝜉 + 1)

)︂2

−
(1 + 𝑓𝑢[0,2])

2

𝑓𝑢[0,0]

−
𝑘2(𝑎𝜉𝑢[0,1] + 𝑢[0,0])(𝑎𝜉(2𝑢[0,0] − 𝑢[0,1]) + 𝑢[0,0])

𝑢2[0,0](𝑎𝜉 + 1)2

)︃
𝑈 1 −

3

2

(︃
𝑓𝑢[2,2] +

2𝑎𝜉𝑢[0,1]𝑔
2

𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)

+
2(𝑎𝜉𝑢[0,1] + 𝑢[0,0])𝑔

2

𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)2
− 𝑔2

𝑢2[0,0]
−

2𝑎𝜉(1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑔

𝑓𝑢2[0,0](𝑎𝜉 + 1)
−

4𝑢[0,1]𝜙𝑔

𝑢3[0,0]

−
2𝑢2[0,1]𝑔

𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)
+

4𝑘1𝜙
2(2𝑔 + 𝑘1𝑢[0,0])

𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)2
+

1− 𝑓 2𝑢2[0,2]
𝑓𝑢[0,0]

−
2𝑢[0,1](1 + 𝑓𝑢[0,2])

𝑓𝑢2[0,0]

+
8𝑘21𝜙

3

3𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)3
−

2𝑎𝜉𝑘2(𝑎𝑓𝑢[0,1] + 𝜉)2𝜙

3𝑓𝑢2[0,0](𝑎𝜉 + 1)3
−
𝑘2(𝑎𝑓𝑢[0,1] + 𝜉)2

3𝑓𝑢[0,0](𝑎𝜉 + 1)2

+
4𝑘1𝜙(𝑓𝑢[0,1](𝑔 − 𝑢[0,1]) + (1 + 𝑓𝑢[0,2])𝑢[0,0])

𝑓𝑢3[0,0](𝑎𝜉 + 1)
−

4(3𝑢[0,0] − 2𝑢[0,1])𝑢
2
[0,1]

3𝑢3[0,0]

)︃
𝑈 ,

(2.16)

где 𝑎, 𝑏, 𝑘1, 𝑘2 — константы и

𝑔 = 𝑓(𝑢[0,0]𝑢[1,2]−𝑢[0,1]𝑢[0,2])−2𝑢[0,1], 𝜙 = 𝑢[0,0]−𝑢[0,1], 𝜉2 = 𝑓𝑢[0,0], 𝑓 =
𝑢[0,0]

𝑢[0,0]𝑢[1,1] − 𝑢2[0,1]
.

3. Заключительные замечания

Доказательством точной интегрируемости (2.4)–(2.8) и (2.10)–(2.16) могли бы служить
авто-преобразования Беклунда или дифференциальные подстановки, связывающие их ре-
шения либо между собой, либо с решениями уже известных интегрируемых случаев (см. [2]
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и [11]). Уравнение (2.10) впервые получено в [2] с помощью дифференциальной подстанов-
ки первого порядка в точно интегрируемое. Других дифференциальных подстановок мы
не нашли, а построение авто-преобразований Беклунда для столь громоздких уравнений
довольно трудоемкая задача, требующая убедительных мотивов. Вместе с тем, все най-
денные в данной работе уравнения имеют несколько нетривиальных законов сохранения
и удовлетворяют семи 𝜌𝑛-условиям интегрируемости (1.5), поэтому скорее всего являются
интегрируемыми.
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