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МЕТОД ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.О. БАГАПШ

Аннотация. Рассмотрена классическая постановка задачи Дирихле для сильно эл-
липтической системы второго порядка с постоянными коэффициентами в жордановых
областях на плоскости. Показано, что решение задачи представляется в виде функцио-
нального ряда по степеням параметра, определяющего отклонение оператора системы
от лапласиана. Этот ряд сходится равномерно в замыкании области в предположе-
нии, что граница области и заданная на ней граничная функция удовлетворяют доста-
точным условиям регулярности: композиция следа конформного отображения области
на круг и граничной функции принадлежит классу Гельдера с показателем больше,
чем 1/2.

Ключевые слова: сильно эллиптическая система, задача Дирихле, метод возмуще-
ний.
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1. Введение

В настоящей работе рассматривается система дифференциальных уравнений(︂
𝐴
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
0
0

)︂
(1.1)

относительно вещественнозначных функций 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) вещественных переменных 𝑥
и 𝑦 с постоянными вещественными матрицами коэффициентов 𝐴, 𝐵, 𝐶 размера 2×2. Изу-
чаются системы такого вида, относящиеся к эллиптическому типу. Согласно определению
Петровского [1], это означает, что

det(𝐴𝜉2 + 2𝐵𝜉𝜂 + 𝐶𝜂2) ̸= 0 при (𝜉, 𝜂) ∈ R2 ∖ (0, 0).

Введем комплекснозначную функцию 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 комплексного переменного 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦
и оператор системы (1.1)

𝐿𝑓 =

(︂
𝐴
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
.

Классическая постановка задачи Дирихле для такого оператора в жордановой области
формулируется следующим образом.

Задача 1.1. Пусть 𝛺 — жорданова область с границей 𝛤 . Для заданной граничной
функции ℎ ∈ 𝐶(𝛤 ) найти такую функцию 𝑓 ∈ 𝐶(𝛺) ∩ 𝐶2(𝛺), что 𝐿𝑓 = 0 в 𝛺 и 𝑓 |𝛤 = ℎ.
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Изучение вопроса о разрешимости задачи Дирихле привело к выделению подкласса
сильно эллиптических систем, которые были определены несколькими способами; мы бу-
дем пользоваться определением из [2], согласно которому требуется

det(𝐴𝛼 + 2𝛽𝐵 + 𝛾𝐶) ̸= 0 при 𝛽2 − 𝛼𝛾 < 0.

Оно эквивалентно хорошо известному определению Вишика [3].
Вид системы (1.1), ее принадлежность к классу эллиптических или сильно эллипти-

ческих систем сохраняются при трех классах невырожденных преобразований: 1) линей-
ной замены переменных (𝑥, 𝑦); 2) линейной замены искомых функций (𝑢, 𝑣); 3) линейной
комбинации уравнений системы. При этом специально подобранная серия таких преобра-
зований с последующим сложением первого из полученных уравнений со вторым, умно-
женным на мнимую единицу 𝑖, позволяет привести любую эллиптическую систему (1.1) к
комплексному уравнению

(𝜕𝜕 + 𝜏𝜕2)𝑔(𝑧) + 𝜎(𝜏𝜕𝜕 + 𝜕2)𝑔(𝑧) = 0 (1.2)

относительно комплекснозначной функции 𝑔 комплексного переменного 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦 со всего
двумя параметрами 𝜏 ∈ [0, 1) и 𝜎 ∈ [0, 1) ∪ (1,∞] (см. [4], [5]). Здесь

𝜕 =
𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑦

)︂
, 𝜕 =

𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝑦

)︂
— операторы Коши–Римана в новой системе координат. При 𝜎 = ∞ считаем, что уравне-
ние (1.2) приобретает вид

(𝜏𝜕𝜕 + 𝜕2)𝑔(𝑧) = 0.

В случае сильной эллиптичности будет 𝜎 ∈ [0, 1).
Перечислим несколько хорошо известных частных случаев уравнения (1.2). При

𝜏 = 𝜎 = 0 имеем комплексное уравнение Лапласа ∆𝑔(𝑧) = 4𝜕𝜕𝑔(𝑧) = 0, а при 𝜏 = 0,

𝜎 = ∞ — уравнение Бицадзе [6] 𝜕
2
𝑔(𝑧) = 0. Если 𝜏 = 0, то возникает плоское изотропное

уравнение Ламе теории упругости, записанное в комплексном виде 𝜕𝜕𝑔(𝑧) + 𝜎𝜕2𝑓(𝑧) = 0,
причем параметр 𝜎 связан с коэффициентом Пуассона 𝑝 соотношением 𝜎 = 1/(3−4𝑝) (см.
[7], [8]). Поскольку, как известно [7], 𝑝 ∈ (0, 1/2), а значит, 𝜎 ∈ (1/3, 1), то соответствующая
система (1.2) сильно эллиптическая. Если же 𝜎 = 0, то получаем систему, называемую ко-
сосимметрической, которая может быть записана в виде уравнения 𝑎𝑔𝑥𝑥 +2𝑏𝑔𝑥𝑦 + 𝑐𝑔𝑦𝑦 = 0
с комплексными коэффициентами 𝑎, 𝑏, 𝑐.
Уравнение (1.2) представляет собой возмущенное по двум параметрам 𝜏 и 𝜎 уравне-

ние Лапласа, причем в случае сильной эллиптичности эти параметры относительно малы:
𝜏, 𝜎 ∈ [0, 1). Чтобы подчеркнуть данное обстоятельство, сделаем еще одно, последнее пре-
образование над уравнением (1.2), отделив лапласиан от остальной его части:

𝜕𝜕(𝒯1,𝜎𝜏𝑔) + 𝜕2(𝒯𝜏,𝜎𝑔) = 0, (1.3)

где используется оператор аффинного преобразования

𝒯𝛼,𝛽 := 𝛼ℐ + 𝛽𝒞, (1.4)

с (вообще говоря) комплексными параметрами 𝛼 и 𝛽, выражающийся через тождествен-
ный оператор ℐ : 𝑤 → 𝑤 и оператор комплексного сопряжения 𝒞 : 𝑤 → 𝑤. Если |𝛼| ̸= |𝛽|,
то существует обратный оператор

𝒯 −1
𝛼,𝛽 =

1

|𝛼|2 − |𝛽|2
𝒯𝛼,−𝛽.

Норма оператора (1.4) как отображения C → C равна ‖𝒯𝛼,𝛽‖ = |𝛼|+ |𝛽|.
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Считая уравнение (1.3) сильно эллиптическим, заменим в нем искомую функцию 𝑔 на
𝑓 = 𝒯1,𝜎𝜏𝑔 (невырожденным в этом случае преобразованием) и перепишем (1.3) в виде

ℒ𝑓 := 𝜕𝜕𝑓 + 𝜕2(𝑇𝑓) = 0, (1.5)

где

𝑇 = 𝒯𝜏,𝜎𝒯 −1
1,𝜎𝜏 =

𝜏(1− 𝜎2)ℐ + 𝜎(1− 𝜏 2)𝒞
1− 𝜎2𝜏 2

.

Полученное уравнение (1.5) представляет собой уравнение Лапласа, возмущенное по опе-
ратору 𝑇 с нормой

‖𝑇‖ =
𝜏 + 𝜎

1 + 𝜎𝜏
,

которая в рассматриваемом сильно эллиптическом случае, когда 𝜏, 𝜎 ∈ [0, 1), оказывается
меньше единицы. Введем нормированный на единицу оператор

𝑇0 = ‖𝑇‖−1𝑇 = 𝒯𝛼0,𝛽0 ,

где

𝛼0 =
𝜏(1− 𝜎2)

(𝜏 + 𝜎)(1− 𝜎𝜏)
, 𝛽0 =

𝜎(1− 𝜏 2)

(𝜏 + 𝜎)(1− 𝜎𝜏)
,

и перепишем с его помощью (1.5) в окончательном виде

ℒ𝑓 = 𝜕𝜕𝑓 + ‖𝑇‖𝜕2(𝑇0𝑓) = 0. (1.6)

В уравнении (1.6) малым параметром является ‖𝑇‖ < 1.

2. Метод возмущений

Для решения задачи Дирихле применим метод возмущения по величине ‖𝑇‖, который
состоит в поиске решения 𝑓 в виде ряда

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛‖𝑇‖𝑛, (2.1)

в котором функции 𝑓𝑛 находятся с помощью подстановки разложения (2.1) в уравнение
ℒ𝑓 = 0 и приравнивания к нулю множителей при одинаковых степенях величины ‖𝑇‖;
при этом полагаем 𝑓0|𝛤 = ℎ и 𝑓𝑛|𝛤 = 0 для 𝑛 ≥ 1.
Таким образом, получаем следующие краевые задачи для последовательного отыскания

функций 𝑓𝑛:

𝜕𝜕𝑓0 = 0 в 𝛺, 𝑓0|𝛤 = ℎ (2.2)

и

𝜕𝜕𝑓𝑛 = −𝜕2(𝑇0𝑓𝑛−1) в 𝛺, 𝑓𝑛|𝛤 = 0 (2.3)

для 𝑛 ⩾ 1.
Пусть 𝜔 : D → 𝛺 — некоторое конформное отображение единичного круга

D := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} на область 𝛺. В случае жордановой области 𝛺 по теореме Ка-
ратеодори отображение 𝜔 продолжается до гомеоморфизма замкнутых областей D и 𝛺,
так что 𝜔 ∈ 𝐶(D). Для дальнейшего удобно перенести задачи (2.2) и (2.3) в круг D с
помощью введенного конформного отображения. Пусть

𝐹 = 𝑓 ∘ 𝜔, 𝐻 = ℎ ∘ 𝜔, 𝐹𝑛 = 𝑓𝑛 ∘ 𝜔.

Тогда

ℒ𝑓 =
1

|𝜔′|2

[︂
𝜕𝜕𝐹 + ‖𝑇‖𝜕

(︂
𝜔′

𝜔′𝜕(𝑇0𝐹 )

)︂]︂
=: ℳ𝐹. (2.4)
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Из (2.1), (2.2) и (2.3) следует, что

𝐹 =
∞∑︁
𝑛=0

𝐹𝑛‖𝑇‖𝑛, (2.5)

где

𝜕𝜕𝐹0 = 0 в D, 𝐹0|T = 𝐻 (2.6)

и

𝜕𝜕𝐹𝑛 = −𝜕
(︂
𝜔′

𝜔′𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)

)︂
в 𝛺, 𝐹𝑛|T = 0 (2.7)

для 𝑛 ⩾ 1. В случае достаточной регулярности функции 𝐹𝑛−1 при фиксированном номере
𝑛 можно с помощью функции Грина

𝐺(𝜁, 𝑧) =
2

𝜋
log

⃒⃒⃒⃒
𝜁 − 𝑧

1− 𝜁𝑧

⃒⃒⃒⃒
(2.8)

для оператора 𝜕𝜕 в круге D записать решения задач (2.6) и (2.7):

𝐹0(𝑧) =
1

2𝑖

∫︁
T
𝜕𝜁𝐺(𝜁, 𝑧)ℎ(𝜁)𝑑𝜁, 𝐹𝑛(𝑧) = −

∫︁
D
𝐺(𝜁, 𝑧)𝜕

(︃
𝜔′(𝜁)

𝜔′(𝜁)
𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1(𝜁))

)︃
𝑑𝜇, (2.9)

𝑛 ⩾ 1, где 𝜇 — мера Лебега.
Определим операторы

𝒫 [𝜙(𝑧)] :=
1

2𝑖

∫︁
T
𝜕𝜁𝐺(𝜁, 𝑧)𝜙(𝜁)𝑑𝜁, 𝒦[𝜙(𝑧)] :=

∫︁
D
𝜕𝜁𝐺(𝜁, 𝑧)𝜙(𝜁)𝑑𝜇

и

𝒦𝜕[𝜙(𝑧)] := p.v.

∫︁
D
𝜕𝑧𝜕𝜁𝐺(𝜁, 𝑧)𝜙(𝜁)𝑑𝜇, 𝒦𝜕[𝜙(𝑧)] := p.v.

∫︁
D
𝜕𝑧𝜕𝜁𝐺(𝜁, 𝑧)𝜙(𝜁)𝑑𝜇,

из которых 𝒫 задается на классе функций 𝐶(T), а остальные на 𝐿𝑝(D), причем последние
два интеграла понимаются в смысле главного значения. В дальнейшем обозначение p.v.
будем для краткости опускать. Из формулы (2.8) получаем

𝒫 [𝜙(𝑧)] =
1

2𝜋

∫︁
T

(︂
1

𝜁 − 𝑧
+

𝑧

1− 𝜁𝑧

)︂
𝜙(𝜁)𝑑𝜁,

𝒦[𝜙(𝑧)] =
1

𝜋

∫︁
D

(︂
1

𝜁 − 𝑧
+

𝑧

1− 𝜁𝑧

)︂
𝜙(𝜁)𝑑𝜇

(2.10)

и

𝒦𝜕[𝜙(𝑧)] =
1

𝜋

∫︁
D

𝜙(𝜁)𝑑𝜇

(𝜁 − 𝑧)2
, 𝒦𝜕[𝜙(𝑧)] =

1

𝜋

∫︁
D

𝜙(𝜁)𝑑𝜇

(1− 𝜁𝑧)2
− 𝜙(𝑧). (2.11)

С помощью введенных операторов формулы (2.9) для построения функций 𝐹𝑛 можно
записать в виде

𝐹0 = 𝒫 [ℎ], 𝐹𝑛 = 𝒦[(𝜔′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)], 𝑛 ⩾ 1. (2.12)

При этом

𝜕𝐹𝑛 = 𝒦𝜕[(𝜔′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)], 𝜕𝐹𝑛 = 𝒦𝜕[(𝜔
′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)], 𝑛 ⩾ 1.

Введем также обозначения для частичных сумм рядов (2.1) и (2.5) соответственно:

𝑠𝑚 =
𝑚∑︁

𝑛=0

𝑓𝑛‖𝑇‖𝑛, 𝑆𝑚 =
𝑚∑︁

𝑛=0

𝐹𝑛‖𝑇‖𝑛. (2.13)

В настоящей работе доказывается следующая теорема сходимости.
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Теорема 2.1. Пусть жорданова область 𝛺 и заданная на ее границе 𝛤 функция ℎ
таковы, что ℎ∘𝜔 ∈ 𝐶𝛼(T) при 1/2 < 𝛼 < 1, где 𝜔 — некоторое конформное отображение
единичного круга D на 𝛺. Тогда при любом значении ‖𝑇 || ∈ [0, 1) ряд (2.1) с функциями
𝑓𝑛 = 𝐹𝑛 ∘ 𝜔−1, где 𝐹𝑛 заданы согласно (2.12), сходится в норме пространства 𝐶(𝛺) к
функции 𝑓 ∈ 𝐶(𝛺), удовлетворяющей в 𝛺 уравнению ℒ𝑓 = 0 и совпадающей на 𝛤 с ℎ.

Условие ℎ∘𝜔 ∈ 𝐶𝛼(T), 𝛼 ∈ (1/2, 1), выполняется, например, при ℎ ∈ 𝐶𝛽(Γ) и 𝜔 ∈ 𝐶𝛾(T),
где 𝛽𝛾 = 𝛼 ∈ (1/2, 1). Действительно, в этом случае

|ℎ ∘ 𝜔(𝑧1)− ℎ ∘ 𝜔(𝑧2)| ⩽ [ℎ]𝛼|𝜔(𝑧1)− 𝜔(𝑧2)|𝛽 ⩽ [ℎ]𝛽[𝜔|T]𝛽𝛾 |𝑧1 − 𝑧2|𝛽𝛾,
где [𝜙]𝛼 := sup𝜁1 ̸=𝜁2 |𝜙(𝜁1)− 𝜙(𝜁2)|/|𝜁1 − 𝜁2|𝛼.
Теорема 2.1 является распространением аналогичного результата, полученного в работе

автора [9] для кососимметрической сильно эллиптической системы, являющейся частным
случаем рассматриваемой здесь системы, отвечающим значению параметра 𝜎 = 0.
Отметим, что не все рассматриваемые здесь сильно эллиптические системы (1.2) обла-

дают функционалом энергии, с помощью которого возможна вариационная переформу-
лировка задачи Дирихле, стоящая за доказательством теоремы Лебега об общей разреши-
мости задачи Дирихле для уравнения Лапласа в односвязной области (см. [10]). Система
канонического вида (1.2) обладает функционалом энергии в виде интеграла по области от
квадратичной формы первых производных только при соотношении параметров 𝜎 > 𝜏 ;
такие системы называются симметризуемыми, см. [8]. Это обстоятельство является при-
чиной того, что вопрос о разрешимости задачи Дирихле для общих сильно эллиптических
систем вида (1.1) в односвязных или хотя бы жордановых областях с произвольными
непрерывными граничными данными является открытым.
В настоящее время наибольшим продвижением в вопросе о разрешимости задачи 1.1

является результат Веркоты и Фогеля [11], устанавливающий общую разрешимость зада-
чи Дирихле в областях с кусочно гладкими липшицевыми границами при произвольных
непрерывных граничных данных. В доказываемой здесь теореме 2.1 граничные функции
берутся из более узкого класса Гельдера, однако область может принадлежать более ши-
рокому классу по сравнению с [11].

3. Доказательство сходимости метода возмущений

Лемма 3.1. Если 𝜙 ∈ 𝐶𝛼(T), где 1/2 < 𝛼 < 1, то 𝒫 [𝜙] ∈ 𝑊 1
𝑝 (D) с любым показателем

0 < 𝑝 < (2(1− 𝛼))−1.

Доказательство. Пусть 𝜓 = 𝒫𝜙. Поскольку 𝜙 ∈ 𝐶(T), то по свойству интеграла Пуас-
сона, 𝜓 ∈ 𝐶(D), так что заведомо 𝜓 ∈ 𝐿𝑝(D). Докажем 𝐿𝑝–интегрируемость первых про-
изводных. Представим функцию 𝜓 в виде суммы 𝜓(𝑧) = 𝜓1(𝑧) + 𝜓2(𝑧) голоморфной и
антиголоморфной компонент

𝜓1(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
T

𝜙(𝜁)𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧
, 𝜓2(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
T

𝜙(𝜁)𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧
− 1

2𝜋

∫︁
T
𝜙(𝜁)|𝑑𝜁|.

В силу теоремы Привалова [12] для интеграла типа Коши, из принадлежности 𝜙 ∈ 𝐶𝛼(T)
при 1/2 < 𝛼 < 1 следует, что 𝜓1 ∈ 𝐶2𝛼−1(D). Обозначим 𝑇 (𝑧, 𝑟) := {𝜁 ∈ C : |𝜁−𝑧| = 𝑟} ⊂ D.
Из формулы Коши

𝜓1(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇 (𝑧,𝑟)

𝜓1(𝜁)𝑑𝜁

𝜁 − 𝑧
находим

𝜕𝜓(𝑧) = 𝜓′
1(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇 (𝑧,𝑟)

𝜓1(𝜁)𝑑𝜁

(𝜁 − 𝑧)2
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇 (𝑧,𝑟)

𝜓1(𝜁)− 𝜓1(𝑧)

(𝜁 − 𝑧)2
𝑑𝜁,
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откуда выводим оценку

|𝜕𝜓(𝑧)| ⩽ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇 (𝑧,𝑟)

|𝜓1(𝜁)− 𝜓1(𝑧)|
|𝜁 − 𝑧|2

|𝑑𝜁| ⩽ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑇 (𝑧,𝑟)

𝑐𝛼|𝜁 − 𝑧|2𝛼−1

|𝜁 − 𝑧|2
|𝑑𝜁| = 𝑐𝛼

𝑟2(1−𝛼)
,

где 𝑐𝛼 = sup𝜁 ̸=𝑧 |𝜓1(𝜁) − 𝜓1(𝑧)|/|𝜁 − 𝑧|2𝛼−1. Предельным переходом 𝑟 → (1 − |𝑧|) получаем
|𝜕𝜓(𝑧)| ⩽ 𝑐𝛼(1 − |𝑧|)2(𝛼−1), см. также [13, стр. 74] или [14, стр. 50]. Это означает, что
𝜕𝜓 ∈ 𝐿𝑝(D), если 2(1 − 𝛼)𝑝 < 1. Аналогичным образом устанавливается 𝐿𝑝–интегри-

руемость производной 𝜕𝜓 = 𝜓′
2 при том же условии на 𝑝. Лемма доказана.

Рассмотрим оператор Берлинга

ℬ𝜙(𝑧) := 1

𝜋

∫︁
C

𝜙(𝜁)𝑑𝜇

(𝜁 − 𝑧)2
, (3.1)

осуществляющий, по теореме Кальдерона–Зигмунда [15], ограниченное отображение про-
странства 𝐿𝑝(C) в себя при любом 𝑝 ∈ (1,∞). Обозначим через ‖ℬ‖𝑝 его норму как отоб-
ражения 𝐿𝑝(C) → 𝐿𝑝(C), аналогичным образом будем обозначать нормы операторов, дей-
ствующих в 𝐿𝑝(𝑈) для произвольной области 𝑈 . Для дальнейшего является существенным
то обстоятельство, что ‖ℬ‖𝑝 → 1 при 𝑝→ 2 (см. [16, стр. 89], [17, стр. 5–6]).

Предложение 3.1. Операторы (2.10), (2.11) обладают следующими свойствами:
(i) 𝒦 : 𝐿𝑝(D) → 𝐿𝑝(D) ограничен при 𝑝 > 1;
(ii) 𝒦𝜕 : 𝐿𝑝(D) → 𝐿𝑝(D) ограничен при 𝑝 > 1, причем ‖𝒦𝜕‖𝑝 = ‖ℬ‖𝑝 → 1 при 𝑝→ 2;
(iii) 𝒦𝜕 : 𝐿𝑝(D) → 𝐿𝑝(D) ограничен при 𝑝 > 1, причем ‖𝒦𝜕‖𝑝 → 1 при 𝑝→ 2.

Доказательство. (i) вытекает из того, что ядро интегрального оператора 𝒦 состоит из
суммы двух ядер со слабой особенностью.
(ii) Пусть 𝜙 ∈ 𝐿𝑝(D), 𝑝 > 1. Тогда 𝒦𝜕 𝜙 = ℬ𝜙1, где функция 𝜙1 совпадает с 𝜙 в круге D

и равна нулю вне D, так что ‖𝜙1‖𝐿𝑝(C) = ‖𝜙‖𝐿𝑝(D). Следовательно, ‖𝒦𝜕‖𝑝 = ‖ℬ‖𝑝.
(iii) Устроим в интеграле для 𝒦𝜕 из формулы (2.11) замену переменной 𝜁 на 𝜉 = 1/𝜁 и

получим

𝒦𝜕[𝜙(𝑧)] =
1

𝜋

∫︁
C∖D

𝜙(1/𝜉)

𝜉2
· 𝑑𝜇

(𝜉 − 𝑧)2
− 𝜙(𝑧) = ℬ[𝜙2(𝑧)]− 𝜙(𝑧), (3.2)

где 𝜙2(𝑧) = 𝜙(1/𝑧)/𝑧2 при 𝑧 ∈ C ∖ D и 𝜙2(𝑧) = 0 при 𝑧 ∈ D. Устраивая обратную замену
𝜁 = 1/𝜉, находим

‖𝜙2‖𝐿𝑝(D) =

(︂∫︁
C∖D

|𝜙2(𝜉)|𝑝𝑑𝜇
)︂ 1

𝑝

=

(︂∫︁
D
|𝜉|2𝑝−4 · |𝜙(𝜁)|𝑝𝑑𝜇

)︂ 1
𝑝

⩽ ‖𝜙‖𝐿𝑝(D)

при 𝑝 ⩾ 2 с равенством при 𝑝 = 2. Тогда из (3.2) следует, что

‖𝒦𝜕 𝜙‖𝐿𝑝(D) ⩽ (‖ℬ‖𝑝 + 1)‖𝜙‖𝐿𝑝(D),

т.е. 𝒦𝜕 : 𝐿𝑝(D) → 𝐿𝑝(D) ограничен при 𝑝 > 1.
Найдем ‖𝒦𝜕‖2. Пусть сначала 𝜙 — произвольная пробная функция из класса

𝐶2
0(D) дважды непрерывно дифференцируемых в C функций с компактным носителем

supp(𝜙) ⊂ 𝐷𝑟 := {|𝑧| < 𝑟}, где 𝑟 ∈ (0, 1). Тогда 𝒦[𝜙(𝑧)] ∈ 𝐶(D) (см. [16, стр. 85]). Из (2.10)
имеем

𝒦[𝜙(𝑧)] =
1− |𝑧|2

𝜋

∫︁
supp(𝜙)

𝜙(𝜁)𝑑𝜇(𝜁)

(𝜁 − 𝑧)(1− 𝜁𝑧)
,

откуда находим для |𝑧| > 𝑟

|𝒦[𝜙(𝑧)]| ⩽ 1− |𝑧|2

𝜋(|𝑧| − 𝑟)(1− 𝑟|𝑧|)

∫︁
𝐷𝑟

|𝜙(𝜁)|𝑑𝜇(𝜁) → 0 (3.3)
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при |𝑧| → 1. Поскольку 𝜙(𝑧) = 0 и 𝒦[𝜙(𝑧)] = 0 при 𝑧 ∈ T, то, применяя несколько раз
интегрирование по частям, получаем

‖𝒦𝜕 𝜙‖2𝐿2(D) =

∫︁
D

𝜕

𝜕𝑧
𝒦[𝜙(𝑧)] · 𝜕

𝜕𝑧
𝒦[𝜙(𝑧)]𝑑𝜇(𝑧) = −

∫︁
D
𝒦[𝜙(𝑧)]

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝑧
𝒦[𝜙(𝑧)]𝑑𝜇(𝑧)

=

∫︁
D
𝒦[𝜙(𝑧)]

𝜕𝜙(𝑧)

𝜕𝑧
𝑑𝜇(𝑧) = −

∫︁
D
𝜙(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
𝒦[𝜙(𝑧)]𝑑𝜇(𝑧)

= −
∫︁
D
𝜙(𝑧)

(︃
1

𝜋

∫︁
D

𝜙(𝜁)𝑑𝜇(𝜁)

(1− 𝜁𝑧)2
− 𝜙(𝑧)

)︃
𝑑𝜇(𝑧)

= ‖𝜙‖2𝐿2(D) −
1

𝜋

∫︁
D

∫︁
D

𝜙(𝑧)𝜙(𝜁)

(1− 𝜁𝑧)2
𝑑𝜇(𝜁)𝑑𝜇(𝑧).

Вычитаемая из ‖𝜙‖2𝐿2(D) величина равна

1

𝜋

∫︁
D

∫︁
D

𝜙(𝑧)𝜙(𝜁)

(1− 𝜁𝑧)2
𝑑𝜇(𝜁)𝑑𝜇(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)
1

𝜋

∫︁
D

∫︁
D
𝜙(𝑧)𝜙(𝜁)𝑧𝑛𝜁

𝑛
𝑑𝜇(𝜁)𝑑𝜇(𝑧)

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)
1

𝜋

⃒⃒⃒⃒∫︁
D
𝜙(𝑧)𝑧𝑛𝑑𝜇(𝑧)

⃒⃒⃒⃒2
⩾ 0,

поэтому

‖𝒦𝜕 𝜙‖𝐿2(D) ⩽ ‖𝜙‖𝐿2(D)

с равенством на функциях 𝜙 ∈ 𝐶2
0(D), для которых

∫︀
D 𝜙(𝑧)𝑧

𝑛𝑑𝜇(𝑧) = 0 при 𝑛 = 0, 1, . . . .
Приближая функции из 𝐿𝑝(D) функциями класса 𝐶2

0(D), получим ту же самую оценку. Та-
ким образом, ‖𝒦𝜕‖2 = 1. Поскольку норма ‖𝒦𝜕‖𝑝 существует при всех 𝑝 > 1, то из теоремы
М. Рисса–Торина [16, стр. 113], согласно которой величина log ‖𝒦𝜕‖𝑝 является выпуклой
функцией переменного 1/𝑝, вытекает непрерывность этой величины относительно 𝑝. Сле-
довательно, ‖𝒦𝜕‖𝑝 → 1 при 𝑝→ 2. Предложение доказано.

Доказательство теоремы 2.1. Шаг 1. Установим сначала сходимость ряда (2.5) вместе
с первыми частными производными в норме пространства 𝐿𝑝(D). Из леммы 3.1 следует,
что функция 𝐹0 = 𝒫 [ℎ] принадлежит пространству Соболева 𝑊 1

𝑝 (D) при 𝑝 < (2(1− 𝛼))−1.
Предположим, что 𝐹𝑛−1 ∈ 𝐿𝑝(D), 𝑝 > 2, при некотором номере 𝑛. Тогда

𝜕𝐹𝑛 = 𝒦𝜕[(𝜔′/𝜔′)(𝛼0𝜕𝐹𝑛−1 + 𝛽0𝜕𝐹𝑛−1)], 𝜕𝐹𝑛 = 𝒦𝜕[(𝜔
′/𝜔′)(𝛼0𝜕𝐹𝑛−1 + 𝛽0𝜕𝐹𝑛−1)]

в смысле распределений (см. [16, стр. 90]). Используя эти соотношения и применяя пред-
ложение 3.1, а также тот факт, что |𝛼0|+ |𝛽0| = 1, выводим из формулы (2.12) оценки

‖𝜕𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D) ⩽ ‖𝒦𝜕‖𝑝 max{‖𝜕𝐹𝑛−1‖𝐿𝑝(D), ‖𝜕𝐹𝑛−1‖𝐿𝑝(D)},
‖𝜕𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D) ⩽ ‖𝒦𝜕‖𝑝 max{‖𝜕𝐹𝑛−1‖𝐿𝑝(D), ‖𝜕𝐹𝑛−1‖𝐿𝑝(D)},

из которых следует

‖𝐷𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D) ⩽ ‖𝒟𝒦‖𝑝 · ‖𝐷𝐹𝑛−1‖𝐿𝑝(D), (3.4)

где

‖𝐷𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D) := max{‖𝜕𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D), ‖𝜕𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D)}, ‖𝒟𝒦‖𝑝 := max{‖𝒦𝜕‖𝑝, ‖𝒦𝜕‖𝑝}.

Тогда отсюда и из (2.12) получаем

‖𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D) ⩽ ‖𝒦‖𝑝 · ‖𝐷𝐹𝑛−1‖𝐿𝑝(D) ⩽ ‖𝒦‖𝑝 · ‖𝒟𝒦‖𝑛−1
𝑝 · ‖𝐷𝐹0‖𝐿𝑝(D). (3.5)
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Оценка (3.5) доказывает сходимость при ‖𝒟𝒦‖𝑝 · ‖𝑇‖ < 1 ряда (2.5) в норме 𝐿𝑝(D) к
своей сумме 𝐹 ∈ 𝐿𝑝(D), причем

‖𝐹‖𝐿𝑝(D) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=0

𝐹𝑛‖𝑇‖𝑛
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(D)

⩽ ‖𝐹0‖𝐿𝑝(D) +
∞∑︁
𝑛=1

‖𝐹𝑛‖𝐿𝑝(D) · ‖𝑇‖𝑛

⩽ ‖𝐹0‖𝐿𝑝(D) +
∞∑︁
𝑛=1

‖𝒦‖𝑝 · ‖𝒟𝒦‖𝑛−1
𝑝 · ‖𝐷𝐹0‖𝐿𝑝(D) · ‖𝑇‖𝑛

= ‖𝐹0‖𝐿𝑝(D) +
‖𝒦‖𝑝 · ‖𝑇‖

1− ‖𝒟𝒦‖𝑝 · ‖𝑇‖
‖𝐷𝐹0‖𝐿𝑝(D).

(3.6)

Оценка (3.4) доказывает, что, кроме того, и первые частные производные ряда (2.5) схо-
дятся в той же норме к соответствующим производным функции 𝐹 :

‖𝐷𝐹‖𝐿𝑝(D) ⩽
‖𝐷𝐹0‖𝐿𝑝(D)

1− ‖𝒟𝒦‖𝑝 · ‖𝑇‖
, (3.7)

где ‖𝐷𝐹‖𝐿𝑝(D) := max{‖𝜕𝐹‖𝐿𝑝(D), ‖𝜕𝐹‖𝐿𝑝(D)}. Полученные оценки (3.6) и (3.7) означают
сходимость ряда (2.5) в норме пространства Соболева 𝑊 1

𝑝 (D):
lim

𝑚→∞
‖𝐹 − 𝑆𝑚‖𝑊 1

𝑝 (D) = 0. (3.8)

По теореме вложения Соболева [18], 𝑊 1
𝑝 (D) ⊂ 𝐶(D) при 1 − 2/𝑝 > 0, или 𝑝 > 2, при-

чем вложение компактно. Следовательно, поскольку 𝐹 ∈ 𝑊 1
𝑝 (D), то 𝐹 ∈ 𝐶(D) и тогда

𝑓 = 𝐹 ∘ 𝜔−1 ∈ 𝐶(𝛺). В силу компактности вложения, ряд (2.5), а следовательно, и (2.1),
сходятся равномерно в D и 𝛺 соответственно.
Шаг 2. Теперь докажем, что функция 𝑓 = 𝐹 ∘ 𝜔−1 удовлетворяет уравнению ℒ𝑓 = 0 в

области 𝛺, установив сначала выполнение этого равенства в обобщенном смысле.
Пусть 𝜑 — произвольная пробная функция из класса 𝐶2

0(D) и

⟨𝑔|𝜑⟩ :=
∫︁
C
𝑔(𝑧)𝜑(𝑧)𝑑𝜇

есть действие обобщенной функции 𝑔 на функцию 𝜑. Имеем

⟨𝐹𝑛|𝜕𝜕𝜑⟩ =
∫︁
D
𝜕𝜕𝜑(𝑧)𝑑𝜇(𝑧)

∫︁
D
𝜕𝜁𝐺(𝜁, 𝑧)

𝜔′(𝜁)

𝜔′(𝜁)
𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1(𝜁))𝑑𝜇(𝜁)

=

∫︁
D

𝜔′(𝜁)

𝜔′(𝜁)
𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1(𝜁))𝑑𝜇(𝜁)𝜕𝜁

∫︁
D
𝐺(𝜁, 𝑧)𝜕𝜕𝜑(𝑧)𝑑𝜇(𝑧)

=

∫︁
D

𝜔′(𝜁)

𝜔′(𝜁)
𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1(𝜁))𝜕𝜑(𝜁)𝑑𝜇(𝜁) = ⟨(𝜔′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)|𝜕𝜑⟩.

Это означает равенство 𝜕𝜕𝐹𝑛 = −𝜕[(𝜔′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)] обобщенных производных в D. Из
него и из (2.4), в свою очередь, вытекает следующая цепочка равенств для обобщенных
функций:

|𝜔′|2ℒ𝑠𝑚 =
𝑚∑︁

𝑛=0

(︂
𝜕𝜕𝐹𝑛 + ‖𝑇‖𝜕

(︂
𝜔′

𝜔′𝜕(𝑇0𝐹𝑛)

)︂)︂
‖𝑇‖𝑛

= 𝜕𝜕𝐹0 +
𝑚∑︁

𝑛=1

(︂
𝜕𝜕𝐹𝑛 + 𝜕

(︂
𝜔′

𝜔′𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1)

)︂)︂
‖𝑇‖𝑛 + 𝜕

(︂
𝜔′

𝜔′𝜕(𝑇0𝐹𝑚)

)︂
‖𝑇‖𝑚+1

= 𝜕

(︂
𝜔′

𝜔′𝜕(𝑇0𝐹𝑚)

)︂
‖𝑇‖𝑚+1,
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т.е. для любой функции 𝜙 ∈ 𝐶2
0(𝛺), используя функцию 𝜑 := 𝜙 ∘ 𝜔 ∈ 𝐶2

0(D), можно
записать

⟨ℒ𝑠𝑚 |𝜙⟩ = ⟨𝜕
[︀
(𝜔′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑚)

]︀
|𝜑⟩ · ‖𝑇‖𝑚+1 = −⟨𝜕(𝑇0𝐹𝑚) | (𝜔′/𝜔′)𝜕𝜑⟩ · ‖𝑇‖𝑚+1.

Но тогда

⟨ℒ𝑓 |𝜙⟩ := ⟨𝑓 |ℒ𝜙⟩ = ⟨𝑓 − 𝑠𝑚|ℒ𝜙⟩+ ⟨𝑠𝑚|ℒ𝜙⟩
= ⟨𝐹 − 𝑆𝑚|ℳ𝜑⟩ − ⟨𝜕(𝑇0𝐹𝑚)|(𝜔′/𝜔′)𝜕𝜑⟩ · ‖𝑇‖𝑚+1.

Положим 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. Применяя неравенство Гельдера и принимая во внимание соот-
ношения (3.4) и (3.8), получаем

|⟨ℒ𝑓 |𝜙⟩| ⩽ ‖𝐹 − 𝑆𝑚‖𝐿𝑝(D) · ‖ℳ𝜑‖𝐿𝑞(D) + ‖𝐷𝐹𝑚‖𝐿𝑝(D) · ‖𝜕𝜑‖𝐿𝑞(D) · ‖𝑇‖𝑚+1

⩽ ‖𝐹 − 𝑆𝑚‖𝐿𝑝(D) · ‖ℳ𝜑‖𝐿𝑞(D) + ‖𝐷𝐹0‖𝐿𝑝(D) · ‖𝜕𝜑‖𝐿𝑞(D) · ‖𝒟𝒦‖𝑚𝑝 · ‖𝑇‖𝑚+1 → 0

при 𝑚→ ∞ и ‖𝒟𝒦‖𝑝 · ‖𝑇‖ < 1. Таким образом,⟨ℒ𝑓 |𝜙⟩ = 0, т.е. функция 𝑓 удовлетворяет
уравнению ℒ𝑓 = 0 в 𝛺 в обобщенном смысле. В силу эллиптичности этого уравнения, оно,
согласно лемме Вейля, выполняется и в классическом смысле.
Шаг 3. Остается показать, что 𝑓 |Γ = ℎ. Из оценок (3.4) и (3.5) следует, что 𝐹𝑛 ∈ 𝑊 1

𝑝 (D).
По теореме вложения Соболева, при 𝑝 > 2 отсюда вытекает, что 𝐹𝑛 ∈ 𝐶(D). Так как
функция 𝐹0 является гармоническим продолжением граничной функции 𝐻 ∈ 𝐶𝛼(T), то
𝐹0|T = 𝐻. Остальные функции 𝐹𝑛, вычисляемые по второй формуле из (2.12), обращаются
в ноль на T: это можно показать, приблизив функцию (𝜔′/𝜔′)𝜕(𝑇0𝐹𝑛−1) ∈ 𝐿𝑝(D), 𝑝 ∈ (1,∞),
при 𝑛 ⩾ 1 финитными функциями из 𝐶2

0(D) и применив оценку (3.3).
Таким образом, 𝑆𝑚|T = 𝐻 при любых 𝑚. Из компактности вложения 𝑊 1

𝑝 (D) ⊂ 𝐶(D)
и из сходимости (3.8) вытекает равномерная сходимость ‖𝐹 − 𝑆𝑚‖𝐶(D) → 0, так что

𝐹 |T = 𝑆𝑚|T = 𝐻. Следовательно, 𝑓 |Γ = ℎ.
Все приведенные рассуждения справедливы при выполнении неравенств

2 < 𝑝 < (2(1 − 𝛼))−1, которые совместимы, в виду того, что принято 𝛼 ∈ (1/2, 1). По-
скольку ‖𝒟𝒦‖𝑝 → 1 при 𝑝 → 2, то для любого значения ‖𝑇‖ < 1 можно подобрать такое
достаточно близкое к 2 значение 𝑝, при котором ‖𝒟𝒦‖𝑝 · ‖𝑇‖ < 1. Теорема доказана.
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