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УДК 517.55

О ПРОСТРАНСТВАХ ГЕЛЬФАНДА-ШИЛОВА

А.В. ЛУЦЕНКО, И.Х. МУСИН, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

Аннотация. В работе, следуя схеме построения пространств Гельфанда-Шилова 𝑆𝛼 и
𝑆𝛽 , с помощью семейства ℳ = {ℳ𝜈}∞𝜈=1 раздельно радиальных весовых функций ℳ𝜈

в R𝑛 определены два пространства быстро убывающих бесконечно дифференцируемых
функций в R𝑛. Одно из них — пространство 𝒮ℳ — внутренний индуктивный предел
счетно-нормированных пространств

𝒮ℳ𝜈 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛) : ‖𝑓‖𝑚,𝜈 = sup
𝑥∈R𝑛,𝛽∈Z𝑛+,

𝛼∈Z𝑛+:|𝛼|≤𝑚

|𝑥𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|
ℳ𝜈(𝛽)

< ∞, 𝑚 ∈ Z+

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

Аналогичным образом, исходя из нормированных пространств

𝒮ℳ𝜈
𝑚 =

{︃
𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛) : 𝜌𝑚,𝜈(𝑓) = sup

𝑥∈R𝑛,𝛼∈Z𝑛
+

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|
ℳ𝜈(𝛼)

< ∞

}︃
,

где 𝑚 ∈ Z+, вводится пространство 𝒮ℳ. Показано, что при определенных естествен-
ных условиях на весовые функции преобразование Фурье устанавливает изоморфизм
между пространствами 𝒮ℳ и 𝒮ℳ.

Ключевые слова: пространства Гельфанда-Шилова, преобразование Фурье, выпук-
лые функции.
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Введение

В середине 1950-х годов были введены в рассмотрение семейства пространств типа 𝑆
бесконечно дифференцируемых функций в R𝑛, ставшие, наряду с пространством Шварца,
одним из центральных объектов теории обобщенных функций, теории дифференциаль-
ных уравнений в частных производных и нашедшие значительные применения в теории
псевдодифференциальных операторов, частотно-временном анализе. Их изучение нача-
лось с работ Г.Е. Шилова [1], И.М. Гельфанда и Г.Е. Шилова [2]-[4]. Они характеризова-
ли пространства типа 𝑆 в терминах преобразования Фурье функций и затем полученное
описание применили для исследования единственности задачи Коши дифференциальных
уравнений в частных производных и их систем.
Существенное развитие теория пространств типа 𝑆 получила в работах М.А. Соловье-

ва в ходе изучения проблем нелокальной теории поля. В частности, им было получено
[5, раздел 4] описание образа преобразования Фурье пространства 𝑆𝑏(R𝑛), состоящего из

A.V. Lutsenko, I.Kh. Musin, R.S. Yulmukhametov, On Gelfand-Shilov spaces.
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функций 𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛), удовлетворяющих при некоторых 𝐶 > 0 и 𝜇 > 0, зависящих от 𝑓 и
𝛼 ∈ Z𝑛

+, неравенствам

|𝑥𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)| ≤ 𝐶𝛼𝜇
|𝛽|𝑏|𝛽|, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝛽 ∈ Z𝑛

+,

где, как обычно, для мультииндекса 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ∈ Z𝑛
+, |𝛽| = 𝛽1 + · · · + 𝛽𝑛, при усло-

вии, что монотонно неубывающая последовательность (𝑏𝑘)
∞
𝑘=0 чисел 𝑏𝑘 > 0 удовлетворяет

условию: существуют числа 𝐵 > 0 и ℎ > 0 такие, что

𝑏𝑘+1 ≤ 𝐵ℎ𝑘𝑏𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Одна из целей данной заметки — обобщить этот результат на более широкий класс
пространств Гельфанда-Шилова такого типа.

1. Пространства 𝒮ℳ и 𝒮ℳ. Основные результаты.

Пусть ℳ = {ℳ𝜈}∞𝜈=1 — произвольное семейство функций ℳ𝜈 : Z𝑛
+ → R таких, что для

любого 𝜈 ∈ N:
𝑖1) существуют числа 𝑎1 = 𝑎1(𝜈) > 0, 𝑎2 = 𝑎2(𝜈) > 0 такие, что

ℳ𝜈(𝛼) ≥ 𝑎1𝑎
|𝛼|
2 , 𝛼 ∈ Z𝑛

+;

𝑖2) lim
|𝛼|→+∞

ℳ𝜈+1(𝛼)

ℳ𝜈(𝛼)
= +∞.

Определим пространство 𝑆ℳ, следуя схеме построения пространства Гельфанда-
Шилова 𝑆𝛼 [3, Глава 4]. Для любых 𝜈 ∈ N и 𝑚 ∈ Z+ пусть

𝒮𝑚,ℳ𝜈 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∈ 𝐶𝑚(R𝑛) : ‖𝑓‖𝑚,𝜈 = sup
𝑥∈R𝑛,𝛽∈Z𝑛+,

𝛼∈Z𝑛+:|𝛼|≤𝑚

|𝑥𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|
ℳ𝜈(𝛽)

< ∞

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Положим 𝒮ℳ𝜈 :=
∞⋂︀

𝑚=0

𝒮𝑚,ℳ𝜈 . Класс 𝒮ℳ𝜈 — непустой: он содержит финитные функции

с носителем в [−𝑎2, 𝑎2]
𝑛. Снабдим 𝒮ℳ𝜈 топологией, определяемой семейством норм ‖ · ‖𝑚,𝜈

(𝑚 ∈ Z+). В силу условия 𝑖2) пространство 𝒮ℳ𝜈 непрерывно вложено в 𝒮ℳ𝜈+1 для каждого

𝜈 ∈ N. Положим 𝒮ℳ :=
∞⋃︀
𝜈=1

𝒮ℳ𝜈 . С обычными операциями сложения и умножения на

комплексные числа 𝒮ℳ — линейное пространство. Наделим 𝒮ℳ топологией внутреннего
индуктивного предела [6, с. 589] пространств 𝒮ℳ𝜈 .
Определим пространство 𝒮ℳ. По 𝜈 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+ введем пространство

𝒮ℳ𝜈
𝑚 =

{︃
𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛) : 𝜌𝑚,𝜈(𝑓) = sup

𝑥∈R𝑛,𝛼∈Z𝑛
+

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|
ℳ𝜈(𝛼)

< ∞

}︃
.

Эквивалентная топология в 𝒮ℳ𝜈
𝑚 может быть введена с помощью норм

𝑞𝑚,𝜈(𝑓) = sup
𝑥∈R𝑛,𝛼∈Z𝑛+,

𝛽∈Z𝑛+:|𝛽|≤𝑚

|𝑥𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)|
ℳ𝜈(𝛼)

.

Очевидно, нормированное пространство 𝒮ℳ𝜈
𝑚+1 непрерывно вложено в 𝒮ℳ𝜈

𝑚 . Пусть

𝒮ℳ𝜈 :=
∞⋂︀

𝑚=0

𝒮ℳ𝜈
𝑚 . Наделим пространство 𝒮ℳ𝜈 топологией, определяемой семейством

норм 𝜌𝑚,𝜈 (𝑚 ∈ Z+). Ввиду условия 𝑖2) 𝒮ℳ𝜈 непрерывно вложено в 𝒮ℳ𝜈+1 . Положим

𝒮ℳ :=
∞⋃︀
𝜈=1

𝒮ℳ𝜈 . В 𝒮ℳ введем топологию внутреннего индуктивного предела пространств
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𝒮ℳ𝜈 . Пространство 𝒮ℳ построено по аналогии с пространством Гельфанда-Шилова 𝑆𝛽 [3,
глава 4].

Будем придерживаться следующего определения преобразования Фурье 𝑓 функции
𝑓 ∈ 𝑆(R𝑛):

𝑓(𝑥) =
1

(
√
2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

𝑓(𝜉)𝑒𝑖⟨𝑥,𝜉⟩ 𝑑𝜉, 𝑥 ∈ R𝑛.

Справедлива следующая

Теорема 1.1. Пусть семейство ℳ таково, что для любого 𝜈 ∈ N:
𝑖3) существует число 𝑑𝜈 > 0 такое, что для всех 𝛼 ∈ Z𝑛

+, 𝛽 ∈ Z𝑛
+ ∩ [0, 1]𝑛

ℳ𝜈(𝛼 + 𝛽) ≤ 𝑑𝜈ℳ𝜈+1(𝛼);

𝑖4) каково бы ни было 𝑚 ∈ N существует число 𝑑𝜈,𝑚 > 0 такое, что

ℳ𝜈+1(𝛼) ≥ 𝑑𝜈,𝑚ℳ𝜈(𝛼)
𝑛∏︁

𝑘=1

(1 + 𝛼𝑘)
𝑚, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛

+.

Тогда отображение ℱ : 𝑓 ∈ 𝑆ℳ → 𝑓 устанавливает изоморфизм между простран-

ствами 𝒮ℳ и 𝒮ℳ.

Следствие 1.1. В предположениях Теоремы 1.1 преобразование Фурье устанавливает

изоморфизм между пространствами 𝒮ℳ и 𝒮ℳ.

Замечание 1.1. Если (𝑏𝑘)
∞
𝑘=0 — монотонно неубывающая последовательность чисел

𝑏𝑘 > 0 таких, что при некоторых 𝐵 > 0 и ℎ > 1, 𝑏𝑘+1 ≤ 𝐵ℎ𝑘𝑏𝑘 для всех 𝑘 ∈ Z+, то

семейство {ℎ𝜈𝑛|𝛼|𝑏|𝛼|}∞𝜈=1 удовлетворяет условиям 𝑖1)− 𝑖4). В этом случае пространство

𝒮ℳ совпадает с пространством 𝑆𝑏(R𝑛).

Замечание 1.2. Если монотонно неубывающая последовательность (𝑏𝑘)
∞
𝑘=0 чисел

𝑏𝑘 > 0 такова, что lim
𝑘→∞

(︁
𝑏𝑘+1

𝑏𝑘

)︁ 1
𝑘
= 1, то семейство {(𝜎− 2−𝜈)|𝛼|𝑏|𝛼|}∞𝜈=1, где 𝜎 > 0, удовле-

творяет условиям 𝑖1)− 𝑖4).

Далее, пусть ℋ — произвольное семейство неотрицательных функций ℎ𝜈 в R𝑛 таких,
что для любого 𝜈 ∈ N:

𝐻1) ℎ𝜈(𝑥) = ℎ𝜈(|𝑥1|, . . . , |𝑥𝑛|), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛;
𝐻2) существуют числа 𝑄1 = 𝑄1(𝜈) > 0, 𝑄2 = 𝑄2(𝜈) > 0 такие, что

ℎ𝜈(𝑥) ≤
∑︁

1≤𝑗≤𝑛:𝑥𝑗 ̸=0

𝑥𝑗 ln
𝑥𝑗

𝑄1

+𝑄2, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ [0,∞)𝑛;

𝐻3) lim
𝑥→∞

(ℎ𝜈(𝑥)− ℎ𝜈+1(𝑥)) = +∞.

Отметим, что функции ℳ𝜈(𝛼) = 𝛼!𝑒−ℎ𝜈(𝛼), 𝛼 ∈ Z𝑛
+, где ℎ𝜈 ∈ ℋ, удовлетворяют

требованиям 𝑖1) и 𝑖2), предъявляемым к функциям семейства ℳ. Таким образом, если
ℳ = {𝛼!𝑒−ℎ𝜈(𝛼)}𝜈∈N, то пространство 𝒮ℳ состоит из функций 𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛), для которых
при некотором 𝜈 ∈ N для любого 𝛼 ∈ Z𝑛

+ найдется число 𝐾𝛼 > 0 такое, что

|𝑥𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)| ≤ 𝐾𝛼𝛽!𝑒
−ℎ𝜈(𝛽), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝛽 ∈ Z𝑛

+,

а пространство 𝒮ℳ — из функций 𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛), для которых при некотором 𝜈 ∈ N для
любого 𝛽 ∈ Z𝑛

+ найдется число 𝐿𝛽 > 0 такое, что для всех 𝛼 ∈ Z𝑛
+

|𝑥𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)| ≤ 𝐿𝛽𝛼!𝑒
−ℎ𝜈(𝛼), 𝑥 ∈ R𝑛.

Чтобы выделить этот частный случай семейства ℳ пространство 𝒮ℳ будем обозначать
через Sℋ, пространство 𝒮ℳ𝜈 — через S(ℎ𝜈), пространство 𝒮ℳ — через Sℋ.
Тогда из Теоремы 1.1 имеем еще одно следствие.
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Следствие 1.2. Пусть семействоℳ состоит из функцийℳ𝜈(𝛼) = 𝛼!𝑒−ℎ𝜈(𝛼), 𝛼 ∈ Z𝑛
+,

где функции ℎ𝜈 ∈ ℋ удовлетворяют дополнительным условиям:

𝐻4) для любого 𝜈 ∈ N существует число 𝜏𝜈 > 0 такое, что для всех

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ [0,∞)𝑛, 𝑦 ∈ [0, 1]𝑛

ℎ𝜈(𝑥+ 𝑦)− ℎ𝜈+1(𝑥) ≥
𝑛∑︁

𝑘=1

ln(1 + 𝑥𝑘)− 𝜏𝜈 ;

𝐻5) для любых 𝜈,𝑚 ∈ N существует число 𝜏𝜈,𝑚 > 0 такое, что для всех

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ [0,∞)𝑛, 𝑦 ∈ [0, 1]𝑛

ℎ𝜈(𝑥)− ℎ𝜈+1(𝑥) ≥ 𝑚

𝑛∑︁
𝑘=1

ln(1 + 𝑥𝑘)− 𝜏𝜈,𝑚.

Тогда отображение ℱ : 𝑓 ∈ Sℋ → 𝑓 устанавливает изоморфизм между простран-

ствами Sℋ и Sℋ.

Действительно, условие 𝐻4) гарантирует выполнение условия 𝑖3), а условие 𝐻5) — вы-
полнение условия 𝑖4).

Следствие 1.3. Пусть семейство ℳ состоит из функций ℳ𝜈(𝛼) = 𝛼!𝑒−ℎ𝜈(𝛼),

𝛼 ∈ Z𝑛
+, где неубывающие по каждой переменной на [0,∞)𝑛 функции ℎ𝜈 ∈ ℋ удовле-

творяют условию 𝐻5).

Тогда отображение ℱ : 𝑓 ∈ Sℋ → 𝑓 устанавливает изоморфизм между простран-

ствами Sℋ и Sℋ.

Представляется интересным рассмотрение случая, когда все функции семейства ℋ удо-
влетворяют условию

𝐻6) lim
𝑥→∞

ℎ𝜈(𝑥)

‖𝑥‖
= +∞ (‖𝑥‖ — евклидова норма 𝑥 ∈ R𝑛).

Дело в том, что в этом случае какова бы ни была функция 𝑓 из Sℋ для любого 𝜀 > 0
можно найти число 𝑐𝜀(𝑓) > 0 такое, что

|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑐𝜀(𝑓)𝜀
|𝛼|𝛼!, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ Z𝑛

+,

и, следовательно, 𝑓 допускает (единственное) продолжение до целой функции в C𝑛. Через
𝐹𝑓 обозначим указанное продолжение, а через 𝒜 — отображение: 𝑓 ∈ Sℋ → 𝐹𝑓 . Есте-
ственным образом возникает задача описания образа Sℋ при отображении 𝒜. Ее решение
получено при дополнительных условиях на ℋ (Теорема 1.2). Приведем ряд определений и
обозначений, встречающихся в формулировке и доказательстве Теоремы 1.2. Для произ-

вольной функции 𝑔 : R𝑛 → (−∞,+∞) такой, что lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥)

‖𝑥‖
= +∞ через 𝑔* и 𝑔 обозначим

функции, заданные в R𝑛 по правилу:

𝑔*(𝑥) = sup
𝛼∈Z𝑛

(⟨𝛼, 𝑥⟩ − 𝑔(𝛼)), 𝑥 ∈ R𝑛,

𝑔(𝑥) = sup
𝑦∈R𝑛

(⟨𝑥, 𝑦⟩ − 𝑔(𝑦)), 𝑥 ∈ R𝑛.

Функция 𝑔 называется преобразованиемЮнга-Фенхеля функции 𝑔 [7]. Теперь для каждого
𝜈 ∈ N определим функцию 𝜙𝜈 в R𝑛, полагая

𝜙𝜈(𝑥) = ℎ*
𝜈(ln

+ |𝑥1|, . . . , ln+ |𝑥𝑛|), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛,

где ln+ 𝑡 = 0 при 𝑡 ∈ [0, 1) и ln+ 𝑡 = ln 𝑡 при 𝑡 ∈ [1,∞). Так как выпуклая в R𝑛 функция
ℎ*
𝜈 принимает конечные значения, то она непрерывна в R𝑛 [8, §11]. Значит, функция 𝜙𝜈



О ПРОСТРАНСТВАХ ГЕЛЬФАНДА-ШИЛОВА 95

непрерывна в R𝑛. Очевидно, ее сужение на [0,∞)𝑛 не убывает по каждой переменной.
Ввиду условия 𝐻2) при некотором 𝑄3 = 𝑄3(𝜈) > 0 справедливо неравенство

𝜙𝜈(𝑥) ≥
𝑄1

𝑒

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘| −𝑄3, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

Благодаря условиям 𝐻6) и 𝐻3)

lim
𝑥→∞

(ℎ*
𝜈+1(𝑥)− ℎ*

𝜈(𝑥)) = +∞.

Следовательно,
lim
𝑥→∞

(𝜙𝜈+1(𝑥)− 𝜙𝜈(𝑥)) = +∞. (1.1)

Далее, для произвольных 𝜈 ∈ N и 𝑚 ∈ Z+ введем пространство

𝒫𝑚(𝜙𝜈) =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(C𝑛) : 𝑝𝜈,𝑚(𝑓) = sup

𝑧∈C𝑛

|𝑓(𝑧)|(1 + ‖𝑧‖)𝑚

𝑒𝜙𝜈(𝐼𝑚𝑧)
< ∞

}︂
.

Очевидно, пространство 𝒫𝑚+1(𝜙𝜈) непрерывно вложено в 𝒫𝑚(𝜙𝜈). Пусть 𝒫(𝜙𝜈) есть пересе-
чение пространств 𝒫𝑚(𝜙𝜈). Снабдим 𝒫(𝜙𝜈) топологией проективного предела пространств
𝒫𝑚(𝜙𝜈). В силу (1.1) пространство 𝒫(𝜙𝜈) непрерывно вложено в 𝒫(𝜙𝜈+1). Обозначим се-

мейство {𝜙𝜈}∞𝜈=1 через 𝛷. Пусть 𝒫(𝛷) :=
∞⋃︀
𝜈=1

𝒫(𝜙𝜈). Наделим 𝒫(𝛷) топологией внутреннего

индуктивного предела пространств 𝒫(𝜙𝜈). В разделе 4 доказана следующая

Теорема 1.2. Пусть функции семейства ℋ являются выпуклыми и, помимо условия

𝐻6), удовлетворяют условиям:

𝐻7) каково бы ни было 𝑎 > 0 существует число 𝑙𝜈,𝑎 > 0 такое, что

ℎ𝜈+1(𝑥+ 𝑦) ≤ ℎ𝜈(𝑥) + 𝑙𝜈,𝑎, 𝑥 ∈ [0,∞)𝑛, 𝑦 ∈ [0, 𝑎]𝑛;

𝐻8) для любого 𝜈 ∈ N найдется число 𝑠 ∈ N, что∑︁
|𝛼|≥0

𝑒ℎ𝜈+𝑠(𝛼)−ℎ𝜈(𝛼) < ∞.

Тогда отображение 𝒜 устанавливает изоморфизм между пространствами Sℋ и 𝒫(𝛷).

В силу этих двух теорем справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.3. Пусть функции семейства ℋ являются выпуклыми и удовлетворяет

условиям 𝐻5) − 𝐻7). Тогда отображение 𝒜ℱ устанавливает изоморфизм между про-

странствами Sℋ и 𝒫(𝛷).

2. Вспомогательный результат

При доказательстве Теоремы 1.2 понадобится Следствие из следующего утверждения.

Предложение 2.1. Пусть функции семейства ℋ удовлетворяют условиям 𝐻6) и

𝐻7), 𝑚 ∈ N произвольно и �̃� = (𝑚, . . . ,𝑚) ∈ N𝑛. Тогда для любого 𝜈 ∈ N
ℎ*
𝜈+1(𝑥) ≥ ℎ*

𝜈(𝑥) + ⟨𝑥, �̃�⟩ − 𝑙𝜈,𝑚, 𝑥 ∈ R𝑛
+,

где 𝑙𝜈,𝑚 то же, что и в условии 𝐻7).

Доказательство. Пусть 𝑚 ∈ N и 𝑥 ∈ R𝑛
+. Тогда

ℎ*
𝜈+1(𝑥) = sup

𝛼∈Z𝑛

(⟨𝑥, 𝛼⟩ − ℎ𝜈+1(𝛼)) = sup
𝛼∈Z𝑛

+

(⟨𝑥, 𝛼⟩ − ℎ𝜈+1(𝛼))

≥ sup
𝛼≥�̃�

(⟨𝑥, 𝛼⟩ − ℎ𝜈+1(𝛼)) = sup
𝛼∈Z𝑛

+

(⟨𝑥, 𝛼+ �̃�⟩ − ℎ𝜈+1(𝛼 + �̃�)).
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Далее, пользуясь условием 𝐻7) на ℋ, имеем

ℎ*
𝜈+1(𝑥) ≥ ⟨𝑥, �̃�⟩+ sup

𝛼∈Z𝑛
+

(⟨𝑥, 𝛼⟩ − ℎ𝜈(𝛼))− 𝑙𝜈,𝑚

= ⟨𝑥, �̃�⟩+ sup
𝛼∈Z𝑛

(⟨𝑥, 𝛼⟩ − ℎ𝜈(𝛼))− 𝑙𝜈,𝑚 = ℎ*
𝜈(𝑥) + ⟨𝑥, �̃�⟩ − 𝑙𝜈,𝑚.

В условиях Предложения 2.1 справедливо

Следствие 2.1. Для любых 𝜈,𝑚 ∈ N

𝜙𝜈(𝑥) +𝑚 ln(1 + ‖𝑥‖) ≤ 𝜙𝜈+1(𝑥) + 𝑏𝜈,𝑚 > 0, 𝑥 ∈ R𝑛,

где 𝑏𝜈,𝑚 = 𝑙𝜈,𝑚 + 2𝑚𝑛 ln 2.

3. Доказательство Теоремы 1.1

Покажем вначале, что отображение ℱ действует из 𝒮ℳ в 𝒮ℳ. Пусть 𝑔 ∈ 𝒮ℳ. Тогда
𝑔 ∈ 𝒮ℳ𝜈 для некоторого 𝜈 ∈ N. Поэтому каково бы ни было 𝑚 ∈ Z+ для всех 𝛾 ∈ Z𝑛

+

с |𝛾| ≤ 𝑚, 𝜇 ∈ Z𝑛
+, 𝑥 ∈ R𝑛 справедливо неравенство

|𝑥𝜇(𝐷𝛾𝑔)(𝑥)| ≤ ‖𝑔‖𝑚,𝜈ℳ𝜈(𝜇). (3.1)

Покажем, что 𝑔 ∈ 𝒮ℳ. Пусть 𝜉 ∈ R𝑛, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ∈ Z𝑛
+ произвольны.

Положим 𝜅𝑠 := min(𝛼𝑠, 𝛽𝑠) для 𝑠 = 1, . . . , 𝑛 и 𝜅 := (𝜅1, . . . , 𝜅𝑛). Так как

(𝑖𝜉)𝛽(𝐷𝛼𝑔)(𝜉) =
(−1)|𝛽|

(
√
2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽(𝐷

𝛽−𝑗𝑔)(𝑥)(𝐷𝑗(𝑖𝑥)𝛼)𝑒𝑖⟨𝑥,𝜉⟩ 𝑑𝑥,

то

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑔)(𝜉)| ≤ 1

(
√
2𝜋)𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

∫︁
R𝑛

|(𝐷𝛽−𝑗𝑔)(𝑥)||𝐷𝑗(𝑥𝛼)| 𝑑𝑥. (3.2)

Согласно [5], если 𝑢 ∈ 𝑆(R𝑛), то при любых 𝜇, 𝑗 ∈ Z𝑛
+ справедливо неравенство∫︁

R𝑛

|𝐷𝑗(𝑥𝜇)||𝑢(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤
√
2

∫︁
R𝑛

|𝑥𝜇||(𝐷𝑗𝑢)(𝑥)| 𝑑𝑥. (3.3)

Пользуясь им, из неравенства (3.2) получим, что

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑔)(𝜉)| ≤
√
2

(
√
2𝜋)𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

∫︁
R𝑛

|𝑥𝛼(𝐷𝛽𝑔)(𝑥)| 𝑑𝑥. (3.4)

Продолжим оценку (3.4), следуя [5, с. 371]. А именно:
1) представляем

∫︀
R𝑛

|𝑥𝛼(𝐷𝛽𝑔)(𝑥)| 𝑑𝑥 в виде суммы 2𝑛 интегралов по непересекающимся

подмножествам R𝑛, описываемых 𝑛 неравенствами вида |𝑥𝑘| ≤ 1 или |𝑥𝑘| > 1;
2) в интегралах по множествам, в описании которых участвует неравенство |𝑥𝑘| > 1,

умножаем и делим подынтегральное выражение на 𝑥2
𝑘.

Тогда из (3.4), пользуясь неравенством (3.1), получим, что

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑔)(𝜉)| ≤ (
√
2)3𝑛+1

(
√
𝜋)𝑛

2|𝛽|‖𝑔‖|𝛽|,𝜈 sup
𝜔=(𝜔1,...,𝜔𝑛)∈Z𝑛+:

𝜔𝑗≤2,𝑗=1,...,𝑛

ℳ𝜈(𝛼 + 𝜔).

Отсюда, благодаря условию 𝑖3) на ℳ, имеем

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑔)(𝜉)| ≤ 𝐶1‖𝑔‖|𝛽|,𝜈2|𝛽|ℳ𝜈+2(𝛼),



О ПРОСТРАНСТВАХ ГЕЛЬФАНДА-ШИЛОВА 97

где 𝐶1 = (
√
2)3𝑛+1

(
√
𝜋)𝑛

𝑑𝜈𝑑𝜈+1. Но тогда для любого 𝑘 ∈ Z+ можно найти постоянную 𝐶2 > 0
такую, что

(1 + ‖𝜉‖)𝑘|(𝐷𝛼𝑔)(𝜉)| ≤ 𝐶2‖𝑔‖𝑘,𝜈ℳ𝜈+2(𝛼), 𝛼 ∈ Z𝑛
+. (3.5)

Следовательно, 𝑔 ∈ 𝒮ℳ𝜈+2 . Итак, 𝑔 ∈ 𝒮ℳ. В силу неравенства (3.5)

𝜌𝑘,𝜈+2(𝑔) ≤ 𝐶2‖𝑔‖𝑘,𝜈 , 𝑔 ∈ 𝒮ℳ𝜈 , 𝑘 ∈ Z+.

Отсюда следует, что отображение ℱ действует из 𝑆ℳ в 𝒮ℳ непрерывно.
Очевидно, линейное отображение ℱ действует из 𝒮ℳ в 𝒮ℳ инъективно.
Покажем, что ℱ — отображение «на». Пусть 𝐹 ∈ 𝒮ℳ. Тогда 𝐹 ∈ 𝒮ℳ𝜈 для некоторого

𝜈 ∈ N. Поэтому каково бы ни было 𝑚 ∈ Z+ для всех 𝛾 ∈ Z𝑛
+, 𝑥 ∈ R𝑛

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛾𝐹 )(𝑥)| ≤ 𝜌𝑚,𝜈(𝐹 )ℳ𝜈(𝛾). (3.6)

Положим 𝑓(𝑥) := 𝐹 (−𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛. Тогда для любых 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ∈ Z𝑛
+,

𝜉 ∈ R𝑛

(𝑖𝜉)𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉) =
(−1)|𝛼|

(
√
2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

𝐷𝛽(𝐹 (𝑥)(𝑖𝑥)𝛼)𝑒−𝑖⟨𝑥,𝜉⟩ 𝑑𝑥.

То есть,

(𝑖𝜉)𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉) =
(−1)|𝛼|

(
√
2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽(𝐷

𝛽−𝑗𝐹 )(𝑥)(𝐷𝑗(𝑖𝑥)𝛼)𝑒−𝑖⟨𝑥,𝜉⟩ 𝑑𝑥,

где 𝜅 := (𝜅1, . . . , 𝜅𝑛), 𝜅𝑠 := min(𝛼𝑠, 𝛽𝑠) для 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. Отсюда следует, что

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ≤ 1

(
√
2𝜋)𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

∫︁
R𝑛

|(𝐷𝛽−𝑗𝐹 )(𝑥)||𝐷𝑗(𝑥𝛼)| 𝑑𝑥.

Пользуясь неравенством (3.3), имеем

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ≤
√
2

(
√
2𝜋)𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

∫︁
R𝑛

|(𝐷𝛽𝐹 )(𝑥)||𝑥𝛼| 𝑑𝑥.

Отсюда получим, что

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ≤
√
2

(
√
2𝜋)𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

∫︁
R𝑛

|(𝐷𝛽𝐹 )(𝑥)|(1 + ‖𝑥‖)|𝛼| 𝑑𝑥.

Пусть 𝑚 ∈ Z+ произвольно. Тогда для всех 𝛼 ∈ Z𝑛
+ с |𝛼| ≤ 𝑚

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ≤
√
2

(
√
2𝜋)𝑛

∑︁
𝑗∈Z𝑛

+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

∫︁
R𝑛

|(𝐷𝛽𝐹 )(𝑥)|(1 + ‖𝑥‖)𝑚+2𝑛 𝑑𝑥
𝑛∏︀

𝑘=1

(1 + 𝑥2
𝑘)
.

Отсюда, воспользовавшись оценкой (3.6), имеем для любого 𝛼 ∈ Z𝑛
+ с |𝛼| ≤ 𝑚

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ≤
√
2

(︂√︂
𝜋

2

)︂𝑛

𝜌𝑚+2𝑛,𝜈(𝐹 )ℳ𝜈(𝛽)
∑︁

𝑗∈Z𝑛
+:𝑗≤𝜅

𝐶𝑗
𝛽

≤
√
2

(︂√︂
𝜋

2

)︂𝑛

𝜌𝑚+2𝑛,𝜈(𝐹 )(𝑚+ 1)𝑛(1 + 𝛽1)
𝑚 · · · (1 + 𝛽𝑛)

𝑚ℳ𝜈(𝛽).

Наконец, пользуясь условием 𝑖4) на ℳ получим, что при некотором 𝐶3 = 𝐶3(𝜈,𝑚) > 0 для
𝛼 ∈ Z𝑛

+ с |𝛼| ≤ 𝑚 и всех 𝛽 ∈ Z𝑛
+

|𝜉𝛽(𝐷𝛼𝑓)(𝜉)| ≤ 𝐶3𝜌𝑚+2𝑛,𝜈(𝐹 )ℳ𝜈+1(𝛽), 𝜉 ∈ R𝑛. (3.7)
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Следовательно, 𝑓 ∈ 𝒮ℳ𝜈+1 . Значит, 𝑓 ∈ 𝒮ℳ. Ясно, что 𝑓 = 𝐹 . Таким образом, отображение
ℱ действует из 𝒮ℳ на 𝒮ℳ. Оценка (3.7) означает, что

‖𝑓‖𝑚,𝜈+1 ≤ 𝐶3𝜌𝑚+2𝑛,𝜈(𝐹 ), 𝐹 ∈ 𝒮ℳ𝜈 .

Из нее вытекает, что обратное отображение ℱ−1 непрерывно.
Из доказанного следует, что отображение ℱ устанавливает изоморфизм между

𝒮ℳ и 𝒮ℳ.

4. Доказательство Теоремы 1.2

Пусть 𝑓 ∈ Sℋ. Докажем, что 𝐹𝑓 ∈ 𝒫(𝛷). Пусть 𝑚 ∈ Z+ произвольно. Пользуясь разло-
жением 𝐹𝑓 (𝑧) (𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛) в ряд Тейлора в точке 𝑥 и тем, что 𝑓 ∈ S(ℎ𝜈) для
некоторого 𝜈 ∈ N, имеем

(1 + ‖𝑧‖)𝑚|𝐹𝑓 (𝑧)| ≤ 𝜌𝑚,𝜈(𝑓)(1 + ‖𝑦‖)𝑚
∑︁
|𝛼|≥0

𝑒−ℎ𝜈(𝛼)

𝑛∏︁
𝑗=1

(|𝑦𝑗|+)𝛼𝑗

≤ 𝐵𝜈,𝑠𝜌𝑚,𝜈(𝑓)(1 + ‖𝑦‖)𝑚𝑒
sup

𝑡=(𝑡1,...,𝑡𝑛)∈R𝑛
(𝑡1 ln

+ |𝑦1|+···+𝑡𝑛 ln+ |𝑦𝑛|−ℎ𝜈+𝑠(𝑡))

,

где 𝐵𝜈,𝑠 :=
∑︁
|𝛼|≥0

𝑒ℎ𝜈+𝑠(𝛼)−ℎ𝜈(𝛼), 𝑠 — из условия 𝐻8). Следовательно,

(1 + ‖𝑧‖)𝑚|𝐹𝑓 (𝑧)| ≤ 𝐵𝜈,𝑠𝜌𝑚,𝜈(𝑓)(1 + ‖𝑦‖)𝑚𝑒𝜙𝜈+𝑠(𝐼𝑚𝑧), 𝑧 ∈ C𝑛.

Из этой оценки, пользуясь Следствием 1.1, получим, что при некотором 𝐾𝜈,𝑚 > 0

(1 + ‖𝑧‖)𝑚|𝐹𝑓 (𝑧)| ≤ 𝐾𝜈,𝑚𝜌𝑚,𝜈(𝑓)𝑒
𝜙𝜈+𝑠+1(𝐼𝑚𝑧), 𝑧 ∈ C𝑛.

То есть,
𝑝𝜈+𝑠+1,𝑚(𝐹𝑓 ) ≤ 𝐾𝜈,𝑚𝜌𝑚,𝜈(𝑓), 𝑓 ∈ S(ℎ𝜈).

Ввиду произвольности 𝑚 ∈ Z+, 𝐹𝑓 ∈ 𝒫(𝜙𝜈+𝑠+1). Таким образом, 𝐹𝑓 ∈ 𝒫(𝛷). Кроме того,
последнее неравенство означает, что линейное отображение 𝒜 непрерывно.
Очевидно, 𝒜 — взаимно однозначное отображение из Sℋ в 𝒫(𝛷).
𝒜 сюръективно. Действительно, пусть 𝐹 ∈ 𝒫(𝛷). Тогда 𝐹 ∈ 𝒫(𝜙𝜈) для некоторого

𝜈 ∈ N. Пусть 𝑚 ∈ Z+, 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛
+. Пользуясь интегральной формулой Коши

и неубыванием 𝜙𝜈 по каждой переменной на [0,∞)𝑛, получим (действуя, например, как
при доказательстве Теоремы 1 в [9]), что для любого 𝑅 ∈ (0,∞)𝑛 и любого 𝑥 ∈ R𝑛

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛼𝐹 )(𝑥)| ≤ 𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )(1 + ‖𝑅‖)𝑚𝑒𝜙𝜈(𝑅)

𝑅𝛼
.

Отсюда, пользуясь Следствием 1.1, имеем

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛼𝐹 )(𝑥)| ≤ 𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )
𝑒𝜙𝜈+1(𝑅)

𝑅𝛼
.

Положим для краткости 𝜙𝜈+1[𝑒](𝑟) := 𝜙𝜈+1(𝑒
𝑟1 , . . . , 𝑒𝑟𝑛), 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) ∈ R𝑛. Тогда

(1 + ‖𝑥‖)𝑚|(𝐷𝛼𝐹 )(𝑥)| ≤ 𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 ) inf
𝑅∈(0,∞)𝑛

𝑒𝜙𝜈+1(𝑅)

𝑅𝛼

=
𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )

exp(sup
𝑟∈R𝑛

(⟨𝛼, 𝑟⟩ − 𝜙𝜈+1[𝑒](𝑟)))
≤ 𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )

exp( sup
𝑟∈R𝑛

+

(⟨𝛼, 𝑟⟩ − 𝜙𝜈+1[𝑒](𝑟)))

=
𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )

exp( sup
𝑟=(𝑟1,...,𝑟𝑛)∈R𝑛

+

(⟨𝛼, 𝑟⟩ − ℎ*
𝜈+1(ln

+ 𝑒𝑟1 , . . . , ln+ 𝑒𝑟𝑛)))
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=
𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )

exp( sup
𝑟∈R𝑛

+

(⟨𝛼, 𝑟⟩ − ℎ*
𝜈+1(𝑟)))

=
𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 )

exp(sup
𝑟∈R𝑛

(⟨𝛼, 𝑟⟩ − ℎ*
𝜈+1(𝑟)))

= 𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 ) exp(−̃︂ℎ*
𝜈+1(𝛼))) = 𝑒𝑏𝜈,𝑚𝛼!𝑝𝜈,𝑚(𝐹 ) exp(−ℎ𝜈+1(𝛼)).

В концовке этой оценки воспользовались тем, что в силу выпуклости функции ℎ𝜈+1̃︂ℎ*
𝜈+1(𝛼) = ℎ𝜈+1(𝛼) для любого 𝛼 ∈ Z𝑛 согласно Предложению 1 из [10]. Из полученной
оценки вытекает, что

𝜌𝑚,𝜈+1(𝐹|R𝑛) ≤ 𝑒𝑏𝜈,𝑚𝑝𝜈,𝑚(𝐹 ), 𝐹 ∈ 𝒫(𝜙𝜈). (4.1)

Следовательно, 𝐹|R𝑛 ∈ S(ℎ𝜈+1). Итак, 𝐹|R𝑛 ∈ Sℋ. Очевидно, 𝒜(𝐹|R𝑛) = 𝐹 и неравенство
(4.1) гарантирует непрерывность отображения 𝒜−1. Таким образом, отображение 𝒜 уста-
навливает изоморфизм между Sℋ и 𝒫(𝛷).
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