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О НЕЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ,

СВЯЗАННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯМИ БЭКЛУНДА

М.Н. КУЗНЕЦОВА

Аннотация. В данной работе описаны пары нелинейных гиперболичесих систем урав-
нений вида 𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦), где 𝑢

𝑖
𝑥𝑦 = 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛, линеаризации которых связа-

ны преобразованиями Лапласа первого порядка. На основе преобразований Лапласа,
связывающих линеаризации, построены преобразования Бэклунда, связывающие ре-
шения нелинейных систем.
Классическое преобразование Бэклунда определяется для нелинейного дифферен-

циального уравнения второго порядка, решением которого является функция от двух
независимых переменных. Преобразование Бэклунда для пары нелинейных уравнений
это система соотношений, которая содержит функции и первые производные от функ-
ций, и обеспечивает преобразование решения одного уравнения в решение другого и
наоборот. Преобразования Бэклунда сохраняют интегрируемость. Проблема Бэклун-
да заключается в перечислении возможных преобразований Бэклунда и уравнений,
которые такие преобразования допускают.
Метод каскадного интегрирования Лапласа является одним из классических мето-

дов интегрирования линейных дифференциальных уравнений в частных производных.
Преобразование Лапласа является частным случаем преобразования Бэклунда для ли-
нейных уравнений. Метод, используемый в данной работе, ранее был применен к нели-
нейным гиперболическим уравнениям. В данной работе этот метод применяется для
описания систем, связанных преобразованиями Бэклунда.
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1. Введение

В настоящей работе приводится классификация нелинейных гиперболических систем
уравнений вида

𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦), (𝑢𝑖𝑥𝑦 = 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛), (1.1)

𝑞𝑥𝑦 = 𝐹 (𝑞, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦), (𝑞𝑖𝑥𝑦 = 𝐹 𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛) (1.2)

при условии, что их линеаризации связаны преобразованиями Лапласа первого порядка.
На основе преобразования Лапласа, связывающего решения линеаризованных систем, по-
строено преобразование Бэклунда, связывающее решения нелинейных систем (1.1), (1.2).
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Метод каскадного интегрирования Лапласа является классическим методом интегриро-
вания линейных уравнений вида (см. [1]–[4])

𝑣𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑣𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑣 = 0.

Преобразование Лапласа представляет собой дифференциальную подстановку (замену,
содержащую неизвестную функцию и ее производную), преобразующую исходное уравне-
ние в уравнение того же вида. Пара дифференциальных подстановок задает переход от
одного уравнения к другому и обратно. Подробное описание метода можно найти в [5], [6].
В работах [7], [8], [9], [5] рассматривались нелинейные гиперболические уравнения. В ка-

честве определения точно интегрируемого уравнения лиувиллевского типа было выбрано
свойство двухстороннего обрыва цепочки инвариантов Лапласа линеаризованного уравне-
ния. В обзоре [5] приводится процедура нахождения общего решения нелинейных гипербо-
лических уравнений, основанная на использовании инвариантов Лапласа. В работах [10],
[11] были описаны свойства инвариантов Лапласа нелинейных уравнений, обладающих
дифференциальными подстановками.
В работе [12] предложено обобщение каскадного метода интегрирования Лапласа на

случай линейных гиперболических систем уравнений. На основе этого доказано, что си-
стема уравнений с обращающимся в нуль произведением инвариантов Лапласа обладает
полным набором решений, зависящих от произвольных функций.
Понятие преобразования Бэклунда объясним на конкретном примере. Уравнения

𝑢𝑥𝑦 = sin𝑢, 𝑣𝑥𝑦 = 𝑣
√︁

1− 𝑣2𝑦 (1.3)

связаны преобразованием Бэклунда

𝑣 = 𝑢𝑥, 𝑣𝑦 = sin𝑢.

Последние соотношения обеспечивают следующий переход: если 𝑢 есть решение первого
уравнения (1.3), то 𝑣 – решение второго уравнения (1.3), и обратно. Другими словами, это
пара дифференциальных подстановок, связывающих решения нелинейных уравнений. Ис-
торию проблемы Бэклунда см. в [13]. Частным случаем преобразования Бэклунда являет-
ся преобразование Лапласа для линейных уравнений. Преобразования Бэклунда, сохраня-
ющие исходное уравнение используются для построения точных решений. Так, например,
были найдены решения типа солитонов для уравнения синус-Гордона [14]. В работах [15],
[16] преобразования Бэклунда использовались для решения краевых задач и построения
точных решений эволюционных уравнений.
Широкий класс примеров дифференциальных подстановок, связывающих пары нели-

нейных гиперболических уравнений второго порядка можно найти в работах [5], [10], [11],
[17], [18]. В работе [19] были описаны нелинейные гиперболические уравнения, линеариза-
ции которых связаны преобразованиями Лапласа, и построены преобразования Бэклунда,
связывающие решения нелинейных уравнений.
Настоящая работа состоит из следующих разделов. В §2 описаны системы 𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢) и

(1.2), линеаризации которых связаны преобразованием Лапласа первого порядка. Постро-
ено преобразование Бэклунда, связывающее решение нелинейных систем. В §3 решается
та же задача для пары систем (1.1), (1.2). В §4 приводятся примеры.

2. Системы уравнений 𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢) и 𝑞𝑥𝑦 = 𝐹 (𝑞, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦)

В данном параграфе описаны все нелинейные гиперболические системы уравнений вида

𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢), (𝑢𝑖𝑥𝑦 = 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛), (2.1)

𝑞𝑥𝑦 = 𝐹 (𝑞, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦), (𝑞𝑖𝑥𝑦 = 𝐹 𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛) (2.2)
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при условии, что их линеаризации связаны преобразованиями Лапласа первого порядка.
Первоначально введем обозначения и укажем предположения, которыми будем поль-

зоваться далее. Для этого рассмотрим скалярное уравнение вида (1.1). Все равенства,
в которых фигурирует функция 𝑢, должны тождественно выполняться на любом реше-
нии уравнения (1.1). Другими словами, буква 𝑢 всюду обозначает произвольное решение
уравнения (1.1). Последнее позволяет любую смешанную производную от 𝑢 выражать по-

средством системы (1.1) через переменные 𝑢, 𝑢𝑖 =
𝜕𝑖𝑢
𝜕𝑥𝑖 , �̄�𝑖 =

𝜕𝑖𝑢
𝜕𝑦𝑖

. Поэтому будем считать,
что все функции являются бесконечно-дифференцируемыми, зависящими от конечного
числа указанных переменных. Нетрудно видеть, что эти переменные нельзя связать меж-
ду собой при помощи уравнения (1.1), поэтому определяем их как независимые.
Обозначим через 𝐷 и �̄� операторы полного дифференцирования по переменным 𝑥 и 𝑦

соответственно. Дифференцирования 𝐷 и �̄� задаются соотношениями

𝐷(𝑢𝑖) = 𝑢𝑖+1, �̄�(�̄�𝑖) = �̄�𝑖+1, 𝑢0 = �̄�0 = 𝑢, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝐷�̄�𝑢 = 𝑓(𝑢, 𝑢1, �̄�1), [𝐷, �̄�] = 0.

На функциях, зависящих от конечного числа переменных 𝑢, 𝑢𝑖, �̄�𝑖, операторы 𝐷 и �̄�
действуют по следующим правилам:

𝐷 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖+1
𝜕

𝜕𝑢𝑖
+

∞∑︁
𝑖=1

�̄�𝑖−1(𝑓)
𝜕

𝜕�̄�𝑖
,

�̄� =
∞∑︁
𝑖=0

�̄�𝑖+1
𝜕

𝜕�̄�𝑖
+

∞∑︁
𝑖=1

𝐷𝑖−1(𝑓)
𝜕

𝜕𝑢𝑖
.

Действие 𝐷 и �̄� на векторах и матрицах определяется как результат покомпонентного
применения этих операций.
Рассмотрим линейную систему гиперболических уравнений

𝑣𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑣𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑣 = 0. (2.3)

Здесь 𝑣 — 𝑛-мерный вектор, 𝑎, 𝑏 и 𝑐 — матрицы размера 𝑛 × 𝑛. Систему (2.3) можно
переписать в виде:

𝑣𝑥𝑦 + 𝑎𝑣𝑥 + 𝑏𝑣𝑦 + 𝑐𝑣 = 𝑣𝑥𝑦 + 𝑎𝑣𝑥 + 𝑏𝑣𝑦 + (𝑏𝑦 + 𝑎𝑏− 𝑘)𝑣 =

(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

)︂
𝑣 − 𝑘𝑣 = 0.

Здесь

𝑘 = 𝑏𝑦 + 𝑎𝑏− 𝑐. (2.4)

Теперь легко видеть, что система (2.3) эквивалентна системе(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

)︂
𝑣 = 𝑣−1,

(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎

)︂
𝑣−1 = 𝑘𝑣. (2.5)

Первое уравнение (2.5) задает так называемое 𝑥-преобразование Лапласа для системы
(2.3), которое состоит в переходе от неизвестной 𝑣 к неизвестной 𝑣−1. Если det(𝑘) ̸= 0,
тогда из второй формулы (2.4) определяем, что

𝑣 = 𝑘−1

(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎

)︂
𝑣−1.

Подставим последнюю функцию в исходную систему (2.3)(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

)︂
𝑘−1

(︂
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎

)︂
𝑣−1 − 𝑣−1 = 0. (2.6)
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Дифференцируя равенство 𝑘𝑘−1 = 𝐸 по переменной 𝑥 получаем, что 𝑘𝑥𝑘
−1 + 𝑘(𝑘−1)𝑥 = 0,

откуда (𝑘−1)𝑥 = −𝑘−1𝑘𝑥𝑘
−1. Используя последнюю формулу преобразуем систему (2.6) к

виду

𝑘−1

(︃
(𝑣−1)𝑥𝑦 + 𝑎(𝑣−1)𝑥 +

(︀
𝑘𝑏𝑘−1 − 𝑘𝑥𝑘

−1
)︀
(𝑣−1)𝑦 +

(︁
𝑎𝑥 +

(︀
𝑘𝑏𝑘−1 − 𝑘𝑥𝑘

−1
)︀
𝑎− 𝑘

)︁
𝑣−1

)︃
= 0.

Таким образом, в результате применения 𝑥-преобразования Лапласа к системе (2.3) мы
получаем систему того же вида, что и исходная:

(𝑣−1)𝑥𝑦 + 𝑎−1(𝑣−1)𝑥 + 𝑏−1(𝑣−1)𝑦 + 𝑐−1𝑣−1 = 0,

где

𝑎−1 = 𝑎, 𝑏−1 =
(︀
𝑘𝑏− 𝑘𝑥

)︀
𝑘−1, 𝑐 = 𝑎𝑥 + 𝑏−1𝑎−1 − 𝑘. (2.7)

Предположим, что решения 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝜏) и 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝜏) систем (2.1) и (2.2) соответственно,
зависят от некоторого параметра 𝜏 и определим функции 𝑣 = 𝑢𝜏 и 𝑝 = 𝑞𝜏 . Тогда функции
𝑣 и 𝑝 удовлетворяют линеаризованным системам

𝐷�̄�𝑣 = 𝐶𝑣, (2.8)(︀
𝐷�̄� − 𝐴−1𝐷 −𝐵−1�̄� − 𝐶−1

)︀
𝑝 = 0. (2.9)

Здесь введены следующие обозначения:

𝐶 =

(︂
𝜕𝑓 𝑖(𝑢)

𝜕𝑢𝑗

)︂
, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, (2.10)

𝐴−1 =

(︂
𝜕𝐹 𝑖(𝑞, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦)

𝜕𝑞𝑗𝑥

)︂
, 𝐵−1 =

(︂
𝜕𝐹 𝑖(𝑞, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦)

𝜕𝑞𝑗𝑦

)︂
, 𝐶−1 =

(︂
𝜕𝐹 𝑖(𝑞, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦)

𝜕𝑞𝑗

)︂
.

Допустим, что система (2.9) получается из системы (2.8) в результате применения 𝑥-
преобразования Лапласа. Задача состоит в описании соответствующих нелинейных систем
(2.2) и (2.1). В силу формул (2.7) справедливы следующие соотношения:

𝐴−1 = 0, 𝐵−1 = 𝐷(𝑘)𝑘−1, 𝐶−1 = 𝑘, (2.11)

где, согласно формуле (2.4),

𝑘 = 𝐶. (2.12)

Решения систем (2.8), (2.9), согласно формулам (2.5), связаны соотношениями

𝐷𝑣 = 𝑝, �̄�𝑝 = 𝑘𝑣. (2.13)

Теорема 2.1. Пусть линеаризованная система (2.9) является результатом приме-

нения 𝑥-преобразования Лапласа к системе (2.8). Тогда системы (2.1) и (2.2) имеют
следующий вид:

𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑞𝑥𝑦 = 𝐶
(︀
𝑓−1(𝑞𝑦)

)︀
𝑞, (2.14)

где матрица 𝐶(𝑢) определена формулой (2.10) и det𝐶 ̸= 0.

Доказательство. Рассмотрим соотношения (2.13). Заметим, что если

𝑢𝑥 = 𝑞, (2.15)

тогда первая формула (2.13) верна. Применим к левой и правой частям соотношения (2.15)
дифференцирование �̄�:

𝑓(𝑢) = 𝑞𝑦. (2.16)
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Отметим, что дифференцирование равенства (2.16) по параметру 𝜏 приводит ко второй
формуле (2.13). Далее, применяя к левой и правой частям соотношения (2.16) оператор
𝐷, получаем, что

𝑞𝑖𝑥𝑦 = 𝑓 𝑖
𝑢1𝑢1𝑥 + 𝑓 𝑖

𝑢2𝑢2𝑥 + · · ·+ 𝑓 𝑖
𝑢𝑛𝑢𝑛𝑥, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

Здесь вектор 𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑛 надо понимать, как решение алгебраической системы (2.16). Учи-
тывая обозначение (2.10) получаем, что 𝑞 удовлетворяет второму уравнению (2.14). Тео-
рема доказана.

Замечание 2.1. При доказательстве теоремы было найдено преобразование Бэклунда

𝑞 = 𝑢𝑥, 𝑞𝑦 = 𝑓(𝑢),

связывающее решения систем (2.14).

3. Системы уравнений вида 𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦)

Предположим, что решения 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝜏) и 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝜏) систем (1.1) и (1.2) соответственно,
зависят от некоторого параметра 𝜏 и определим функции 𝑣 = 𝑢𝜏 и 𝑝 = 𝑞𝜏 . Тогда функции
𝑣 и 𝑝 удовлетворяют линеаризованным системам(︀

𝐷�̄� − 𝐴𝐷 −𝐵�̄� − 𝐶
)︀
𝑣 = 0, (3.1)(︀

𝐷�̄� − 𝐴𝐷 − �̃��̄� − 𝐶
)︀
𝑝 = 0. (3.2)

Здесь 𝐴,𝐵,𝐶,𝐴, �̃�, 𝐶 квадратные матрицы 𝑛−го порядка следующего вида

𝐴 =

(︂
𝜕𝑓 𝑖

𝜕𝑢𝑗1

)︂
, 𝐵 =

(︂
𝜕𝑓 𝑖

𝜕�̄�𝑗1

)︂
, 𝐶 =

(︂
𝜕𝑓 𝑖

𝜕𝑢𝑗

)︂
,

𝐴 =

(︂
𝜕𝐹 𝑖

𝜕𝑞𝑗1

)︂
, �̃� =

(︂
𝜕𝐹 𝑖

𝜕𝑞𝑗1

)︂
, 𝐶 =

(︂
𝜕𝐹 𝑖

𝜕𝑞𝑗

)︂
, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛.

Предположим, что система (3.2) получается из системы (3.1) в результате применения 𝑥-
преобразования Лапласа. Задача состоит в описании соответствующих нелинейных систем
(1.2) и (1.1). Тогда справедливы следующие соотношения(︀

𝐷 −𝐵
)︀
𝑣 = 𝑝,

(︀
�̄� − 𝐴

)︀
𝑝 = 𝐻𝑣. (3.3)

Здесь 𝐻 = −�̄�(𝐵) +𝐴𝐵 +𝐶, det𝐻 ̸= 0. В силу формул (2.7) коэффициенты систем (3.1),
(3.2) должны удовлетворять следующим соотношениям:

𝐴 = 𝐴, �̃� =
(︀
𝐻𝐵 +𝐷(𝐻)

)︀
𝐻−1, 𝐶 = 𝐷(𝐴)− �̃�𝐴+𝐻. (3.4)

Теорема 3.1. Пусть линеаризованная система (3.2) является результатом приме-

нения 𝑥-преобразования Лапласа к системе (3.1). Тогда системы (1.1) и (1.2) имеют
следующий вид:

𝑢𝑥𝑦 = 𝜙(𝑢, 𝑢1) + 𝜆′(𝑢)�̄�1,

𝑞𝑥𝑦 =
𝜕𝜙
(︀
𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀
𝜕𝑢1

𝑞1 +
(︀
𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀(︃𝜕𝜙(︀𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)
)︀

𝜕𝑢
+
𝜕𝜙
(︀
𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀
𝜕𝑢1

𝜆′(𝑈)

)︃
.

Здесь 𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)𝑇 , 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)𝑇 , 𝜕𝜙
𝜕𝑢

=
(︁

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑢𝑗

)︁
, 𝜕𝜙

𝜕𝑢1
=
(︁

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑢𝑗
1

)︁
, 𝜆′(𝑈) =

(︁
𝜕𝜆𝑖(𝑈)
𝜕𝑢𝑗

)︁
. При

этом, вектор-функция 𝑈(𝑞, 𝑞1) =
(︀
𝑈1(𝑞, 𝑞1), . . . , 𝑈

𝑛(𝑞, 𝑞1)
)︀𝑇

определяется из системы

𝜙
(︀
𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀
= 𝑞1.
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Замечание 3.1. Построено преобразование Бэклунда

𝑞 = 𝑢1 − 𝜆(𝑢), 𝑞1 = 𝜙(𝑢, 𝑢1),

связывающее решения приведенных выше систем.

Доказательство. Применим к первому соотношению (3.4) дифференцирование по пара-
метру 𝜏 :

𝐹 𝑖
𝑞𝑗1𝑞

𝑘𝑝
𝑘 + 𝐹 𝑖

𝑞𝑗1𝑞
𝑘
1
𝑝𝑘1 + 𝐹 𝑖

𝑞𝑗1𝑞
𝑘
1
𝑝𝑘1 = 𝑓 𝑖

𝑢𝑗
1𝑢

𝑘𝑣
𝑘 + 𝑓 𝑖

𝑢𝑗
1𝑢

𝑘
1
𝑣𝑘1 + 𝑓 𝑖

𝑢𝑗
1�̄�

𝑘
1
𝑣𝑘1 .

Здесь и далее 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, по повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до
𝑛. Перепишем последние соотношения, используя равенства (3.3)

𝐹 𝑖
𝑞𝑗1𝑞

𝑘

(︀
𝑣𝑘1 − 𝑓𝑘

�̄�𝑠
1
𝑣𝑠
)︀
+ 𝐹 𝑖

𝑞𝑗1𝑞
𝑘
1

(︁
𝑣𝑘2 −𝐷(𝑓𝑘

�̄�𝑠
1
)𝑣𝑠 − 𝑓𝑘

�̄�𝑠
1
𝑣𝑠1

)︁
+ 𝐹 𝑖

𝑞𝑗1
𝑞𝑘1

(︁
ℎ𝑘𝑠𝑣

𝑠 + 𝑓𝑘
𝑢𝑠
1

(︀
𝑣𝑠1 − 𝑓 𝑠

�̄�𝑟
1
𝑣𝑟
)︀)︁

= 𝑓 𝑖
𝑢𝑗
1𝑢

𝑘𝑣
𝑘 + 𝑓 𝑖

𝑢𝑗
1𝑢

𝑘
1
𝑣𝑘1 + 𝑓 𝑖

𝑢𝑗
1�̄�

𝑘
1
𝑣𝑘1 .

Здесь ℎ𝑘𝑠 — элементы матрицы 𝐻. Собираем коэффициенты при переменных 𝑣𝑘2 и 𝑣
𝑘
1 :

𝐹 𝑖
𝑞𝑗1𝑞

𝑘
1
= 0, 𝑓 𝑖

𝑢𝑗
1𝑢

𝑘
1

= 0.

Отсюда уточняем функции 𝑓 𝑖 и 𝐹 𝑖

𝐹 𝑖(𝑞, 𝑞1, 𝑞1) = 𝛼𝑖
𝑘(𝑞, 𝑞)𝑞

𝑘
1 + 𝛽𝑖(𝑞, 𝑞1), (3.5)

𝑓 𝑖(𝑢, 𝑢1, �̄�1) = 𝜙𝑖(𝑢, 𝑢1) + 𝜓𝑖(𝑢, �̄�1). (3.6)

Подставляя функции (3.5), (3.6) в третье соотношение (3.4) получаем, что

𝛽𝑖
𝑞𝑗 + (𝛼𝑖

𝑘)𝑞𝑗𝑞
𝑘
1 = 𝐷

(︀
𝜙𝑖
𝑢𝑗
1

)︀
−
(︀
(𝛼𝑖

𝑘)𝑞𝑠1𝑞
𝑘
1 + (𝛽𝑖)𝑞𝑠1

)︀
𝛼𝑠
𝑗 + ℎ𝑖𝑗. (3.7)

Элементы матрицы 𝐻 задаются следующими формулами:

ℎ𝑖𝑗 = −𝜓𝑖
�̄�𝑗
1𝑢

𝑟 �̄�
𝑟
1 − 𝜓𝑖

�̄�𝑗
1�̄�

𝑟
1
�̄�𝑟2 + 𝜙𝑖

𝑢𝑟
1
𝜓𝑟
�̄�𝑗
1
+ 𝜙𝑖

𝑢𝑗 + 𝜓𝑖
𝑢𝑗 .

Далее, подставляем ℎ𝑖𝑗 в (3.7), дифференцируем левую и правую части полученного со-
отношения по параметру 𝜏 и собираем коэффициенты при независимых переменных 𝑣𝑟2:

𝜓𝑖
�̄�𝑗
1�̄�

𝑟
1
≡ 0, 𝑖, 𝑗, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛.

Тогда
𝜓𝑖(𝑢, �̄�1) = 𝑔𝑖𝑘(𝑢)�̄�

𝑘
1 + 𝑟𝑖(𝑢).

Функции 𝑓 𝑖, заданные формулами (3.6), принимают форму

𝑓 𝑖(𝑢, 𝑢1, 𝑢1) = 𝜙𝑖(𝑢, 𝑢1) + 𝑔𝑖𝑘(𝑢)�̄�
𝑘
1 + 𝑟𝑖(𝑢).

Обозначая 𝜙𝑖 + 𝑟𝑖 через 𝜙𝑖, приводим последнюю функцию к виду

𝑓 𝑖(𝑢, 𝑢1, 𝑢1) = 𝜙𝑖(𝑢, 𝑢1) + 𝑔𝑖𝑘(𝑢)�̄�
𝑘
1. (3.8)

Далее заметим, что, если
𝑞𝑖 = 𝑢𝑖1 − 𝜆𝑖(𝑢), (3.9)

где 𝜆𝑖
𝑢𝑘(𝑢) = 𝑔𝑖𝑘(𝑢), то первая из формул (3.3) справедлива. Тогда первая искомая система

(1.1), в силу формулы (3.8), принимает вид

𝑢𝑖𝑥𝑦 = 𝑓 𝑖 = 𝜙𝑖(𝑢, 𝑢1) + 𝜆𝑖𝑢𝑘(𝑢)�̄�
𝑘
1 (3.10)

или в матричной форме

𝑢𝑥𝑦 = 𝜙(𝑢, 𝑢1) +
𝜕𝜆(𝑢)

𝜕𝑢
�̄�1.

Применим к левой и правой частям соотношения (3.9) оператор �̄�:

𝑞𝑖1 = 𝜙𝑖(𝑢, 𝑢1).
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В последней формуле заменим 𝑢1 согласно (3.9)

𝑞𝑖1 = 𝜙𝑖
(︀
𝑢, 𝑞 + 𝜆(𝑢)

)︀
. (3.11)

Отметим, что дифференцирование равенства (3.11) по параметру 𝜏 приводит к формуле,
совпадающей со второй из формул (3.3). И, наконец, применяя к левой и правой частям
соотношения (3.11) оператор 𝐷 и выражая 𝑢𝑘1 из (3.9), получаем

𝑞𝑖𝑥𝑦 = 𝐹 𝑖 =𝜙𝑖
𝑢𝑘

(︀
𝑢, 𝑞 + 𝜆(𝑢)

)︀(︀
𝑞𝑘 + 𝜆𝑘(𝑢)

)︀
+ 𝜙𝑖

𝑢𝑘
1

(︀
𝑢, 𝑞 + 𝜆(𝑢)

)︀(︁
𝑞𝑘1 + 𝜆𝑘𝑢𝑠(𝑢)

(︀
𝑞𝑠 + 𝜆𝑠(𝑢)

)︀)︁
.

(3.12)

Здесь вектор-функцию 𝑢(𝑞, 𝑞1) =
(︀
𝑢1(𝑞, 𝑞1), . . . , 𝑢

𝑛(𝑞, 𝑞1)
)︀𝑇

нужно понимать как решение
системы (3.11). В векторной форме систему (3.12) можно записать так:

𝑞𝑥𝑦 =
𝜕𝜙
(︀
𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀
𝜕𝑢1

𝑞1 +
(︀
𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀(︃𝜕𝜙(︀𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)
)︀

𝜕𝑢
+
𝜕𝜙
(︀
𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)

)︀
𝜕𝑢1

𝜆′(𝑈)

)︃
.

Здесь 𝑈(𝑞, 𝑞1) =
(︀
𝑈1(𝑞, 𝑞1), . . . , 𝑈

𝑛(𝑞, 𝑞1)
)︀𝑇

выражается из системы 𝑞1 = 𝜙(𝑈, 𝑞 + 𝜆(𝑈)).
Теорема доказана.

4. Примеры нелинейных систем и преобразования Бэклунда,

связывающие их решения

В данном параграфе приведем примеры нелинейных систем, линеаризации которых свя-
заны преобразованием Лапласа первого порядка, и преобразования Бэклунда для каждой
такой нелинейной пары.
Пример 4.1. Цепочка Тоды серии 𝐴2

𝑢𝑥𝑦 = −2𝑒𝑢 + 𝑒𝑣, 𝑣𝑥𝑦 = 𝑒𝑢 − 2𝑒𝑣

и система

𝑞𝑥𝑦 =
2

3
(𝑝𝑦 + 2𝑞𝑦)𝑞 −

1

3
(𝑞𝑦 + 2𝑝𝑦)𝑝, 𝑝𝑥𝑦 = −1

3
(𝑝𝑦 + 2𝑞𝑦)𝑞 +

2

3
(𝑞𝑦 + 2𝑝𝑦)𝑝

связаны преобразованием Бэклунда

𝑞 = 𝑢𝑥, 𝑝 = 𝑣𝑥,

𝑞𝑦 = −2𝑒𝑢 + 𝑒𝑣, 𝑝𝑦 = 𝑒𝑢 − 2𝑒𝑣.

Пример 4.2. Рассмотрим систему

𝑢1𝑥𝑦 = 𝑒𝑢
1−𝑢2

, 𝑢2𝑥𝑦 = 𝑒−2𝑢1+2𝑢2

, 𝑢3𝑥𝑦 = 3𝑢3𝑒𝑢
1−𝑢2

(4.1)

и систему

𝑞1𝑥𝑦 = 𝑞1𝑦(𝑞
1 − 𝑞2), 𝑞2𝑥𝑦 = 𝑞2𝑦(−2𝑞1 + 2𝑞2), 𝑞3𝑥𝑦 = 3𝑞3𝑞1𝑦 + 𝑞3𝑦(𝑞

1 − 𝑞2).

Система (4.1) обладает солитонным решением [20]. Преобразование Бэклунда задается
формулами:

𝑞1 = 𝑢1𝑥, 𝑞2 = 𝑢2𝑥, 𝑞3 = 𝑢3𝑥,

𝑞1𝑦 = 𝑒𝑢
1−𝑢2

, 𝑞2𝑦 = 𝑒−2𝑢1+2𝑢2

, 𝑞3𝑦 = 3𝑢3𝑒𝑢
1−𝑢2

.

Пример 4.3. Известно, что следующая система обладает солитонным решением [20]

𝑢1𝑥𝑦 = 𝑒𝑢
1−𝑢2

, 𝑢2𝑥𝑦 = 𝑒𝑢
2−𝑢1

,

𝑢3𝑥𝑦 = (3𝑢3 − 𝑢4)𝑒𝑢
1−𝑢2

, 𝑢4𝑥𝑦 = (3𝑢4 − 𝑢3)𝑒𝑢
2−𝑢1

.
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Последняя система связана с системой

𝑞1𝑥𝑦 = 𝑞1𝑦(𝑞
1 − 𝑞2), 𝑞2𝑥𝑦 = 𝑞2𝑦(𝑞

2 − 𝑞1),

𝑞3𝑥𝑦 = (3𝑞3 − 𝑞4)𝑞1𝑦 + (𝑞1 − 𝑞2)𝑞3𝑦, 𝑞4𝑥𝑦 = (3𝑞4 − 𝑞3)𝑞2𝑦 + (𝑞2 − 𝑞1)𝑞4𝑦

преобразованием Бэклунда

𝑞1 = 𝑢1𝑥, 𝑞2 = 𝑢2𝑥, 𝑞3 = 𝑢3𝑥, 𝑞4 = 𝑢4𝑥,

𝑞1𝑦 = 𝑒𝑢
1−𝑢2

, 𝑞2𝑦 = 𝑒𝑢
2−𝑢1

,

𝑞3𝑦 = (3𝑢3 − 𝑢4)𝑒𝑢
1−𝑢2

, 𝑞4𝑦 = (3𝑢4 − 𝑢3)𝑒𝑢
2−𝑢1

.

Пример 4.4. Также в качестве примера приведем систему

𝑢𝑖𝑥𝑦 = 𝑢𝑖𝑥

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢
𝑗.

Указанная система связана с системой

𝑞𝑖𝑥𝑦 = exp
(︀ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑞
𝑗
)︀

преобразованием Бэклунда ⎛⎜⎝𝑞
1

...
𝑞𝑛

⎞⎟⎠ = 𝐴−1

⎛⎜⎝ln𝑢1𝑥
...

ln𝑢𝑛𝑥

⎞⎟⎠ ,

𝑞𝑖𝑦 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Здесь матрица 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.
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