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О ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИОНАЛАХ

В НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ ФУНКЦИЙ

Е.Г. РОДИКОВА

Аннотация. Вопрос об описании линейных непрерывных функционалов на простран-
ствах аналитических функций изучается с середины 20 вв. Исторически первой была
найдена структура линейных непрерывных функционалов пространств Харди 𝐻𝑝 при
𝑝 ≥ 1 в работе А. Тейлора в 1951 г. В пространствах 𝐻𝑝 (0 < 𝑝 < 1) эта задача была
решена П. Дюреном, Б. Ромбергом и А. Шилдсом в 1969 г. Отметим, что при доказа-
тельстве использовалась оценка коэффициентных мультипликаторов в этих простран-
ствах. В статье, развивая метод, предложенный в работе П. Дюрена и др., получено
описание линейных непрерывных функционалов плоских классов Привалова и классов
типа Неванлинны-Джрбашяна. Рассматриваемые классы обобщают хорошо известные
в научной литературе плоские классы Неванлинны. Идея доказательства основного
результата заключается в следующем: вопрос о нахождении общего вида линейного
непрерывного функционала сводится к отысканию вида произвольного коэффициент-
ного мультипликатора, действующего из исследуемого пространства в пространство
ограниченных аналитических функций. Последняя задача в упрощенном виде может
быть сформулирована так: на какие множители нужно домножить тейлоровские ко-
эффициенты функций из исследуемого класса, чтобы они стали тейлоровскими коэф-
фициентами некоторой ограниченной аналитической функции.

Ключевые слова: пространства Привалова, классы Неванлинны-Джрбашяна, линей-
ные непрерывные функционалы, коэффициентные мультипликаторы.
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1. Введение

Пусть C — комплексная плоскость, 𝐷 — единичный круг на C, 𝐻(𝐷) — множество всех функ-
ций, аналитических в 𝐷, для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) обозначим 𝑀(𝑟, 𝑓) = max

|𝑧|=𝑟
|𝑓(𝑧)|,

0 < 𝑟 < 1, через 𝑇 (𝑟, 𝑓) обозначим характеристику Р. Неванлинны функции 𝑓 (см. [2]):

𝑇 (𝑟, 𝑓) =
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|𝑑𝜃, 0 < 𝑟 < 1.

При всех значениях параметра 0 < 𝑝 < +∞ введем в рассмотрение классы Харди в круге:

𝐻𝑝 :=

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
0<𝑟<1

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝𝑑𝜙 < +∞

⎫⎬⎭ ,

𝐻∞ — класс ограниченных аналитических в 𝐷 функций.

E.G. Rodikova, On continuous linear functionals in some spaces of functions analytic in a

disk.
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При всех 0 < 𝑞 < +∞ определим класс Привалова Π𝑞:

Π𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) : sup

0<𝑟<1

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︁
ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︁𝑞
𝑑𝜃 < +∞,

}︂
где ln+ 𝑎 = max(ln 𝑎, 0), 𝑎 > 0.
Впервые классы Π𝑞 были введены И.И. Приваловым в [3]. При 𝑞 = 1 класс Привалова совпадает

с хорошо известным в научной литературе классом функций ограниченного вида или классом
Р. Неванлинны 𝑁 [2]. Справедлива цепочка включений:

𝐻∞ ⊂ 𝐻𝑝 (𝑝 > 0) ⊂ Π𝑞 (𝑞 > 1) ⊂ 𝑁 ⊂ Π𝑞 (0 < 𝑞 < 1).

При всех 0 < 𝑞 < +∞ введем также в рассмотрение класс

Π̃𝑞 =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) :

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(︁
ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︁𝑞
𝑑𝜃𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭ .

Будем называть его плоским классом И.И. Привалова или классом И.И. Привалова по площади.
Класс Π̃𝑞 является обобщением хорошо известного плоского класса Р. Неванлинны и при 𝑞 = 1

совпадает с ним. Отметим, что пространства Π̃𝑞 возникают естественным образом при исследо-
вании вопросов дифференцирования в классах И.И. Привалова (см. [16]).
При всех 𝛼 > −1, 0 < 𝑞 < +∞ рассмотрим также классы 𝑆𝑞

𝛼:

𝑆𝑞
𝛼 =

⎧⎨⎩
1∫︁

0

(1− 𝑟)𝛼𝑇 𝑞(𝑟, 𝑓)𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭ .

Классы 𝑆𝑞
𝛼 были введены и исследованы в [11] Ф.А. Шамояном, они обобщают широко известные

классы Неванлинны-Джрбашяна (см. [2]).
Используя неравенство Гёльдера, нетрудно доказать, что

Π̃𝑞 ⊂ 𝑆𝑞
0 при 𝑞 > 1,

и

Π̃𝑞 ⊃ 𝑆𝑞
0 при 0 < 𝑞 < 1.

В данной работе исследуются линейные непрерывные функционалы пространств Π̃𝑞 и 𝑆𝑞
𝛼. По-

нятие линейного непрерывного функционала (сокр. ЛНФ) играет большую роль в функциональ-
ном анализе. Вопрос об описании ЛНФ на пространствах аналитических функций изучается с
середины 20 вв. Исторически первой была найдена структура ЛНФ пространств Харди 𝐻𝑝 при
𝑝 ≥ 1 в работе А. Тейлора в 1951 г. ([17]). В пространствах 𝐻𝑝 (0 < 𝑝 < 1), которые, в отли-
чие от случая 𝑝 ≥ 1, не являются банаховыми, они только 𝐹 -пространства, ЛНФ были описаны
П. Дюреном, Б. Ромбергом и А. Шилдсом в 1969 г. (см. [12]). Отметим, что при доказательстве
использовалась оценка коэффициентных мультипликаторов в этих пространствах. В 1973 году,
опираясь на работу [12], Н. Янагиара в [18] нашел общий вид ЛНФ в пространствах Смирнова.
В 1999 г., развивая метод, предложенный Янагиара, Р. Мештрович и А.В. Субботин описали
ЛНФ на пространствах Привалова при всех 𝑞 > 1 (см. [1]).
Мы распространили последний из упомянутых результатов на плоские классы Привалова и

классы 𝑆𝑞
𝛼 . Идея доказательства основного результата заключается в следующем: вопрос о

нахождении общего вида ЛНФ на пространствах Привалова сводится к отысканию вида про-
извольного коэффициентного мультипликатора, действующего из исследуемого пространства в
пространство ограниченных аналитических функций.
Для изложения результатов работы введем дополнительные определения и обозначения.
Пусть 𝑋 и 𝑌 — некоторые классы аналитических в единичном круге 𝐷 функций.

Определение 1.1. Последовательность комплексных чисел Λ = {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1 называется коэф-

фициентным мультипликатором из класса 𝑋 в класс 𝑌 , если для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝑋,

𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, функция Λ(𝑓)(𝑧) =

+∞∑︀
𝑘=0

𝜆𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘 ∈ 𝑌 . Обозначается 𝐶𝑀(𝑋,𝑌 ).
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Статья организована следующим образом: в следующей части работы мы сформулируем и
докажем вспомогательные утверждения, используемые при доказательстве основного результата,
а в третьей части докажем основной результат.

2. Формулировка вспомогательных утверждений

При доказательстве результатов работы используется аналог теоремы Мергеляна в исследуе-
мых пространствах.

Теорема 2.1 ([4]). Если 𝑓 ∈ 𝑆𝑞
𝛼, то

ln+𝑀(𝑟, 𝑓) = 𝑜

(︃
1

(1− 𝑟)
𝛼+1
𝑞

+1

)︃
, 𝑟 → 1− 0, (2.1)

причём оценка (2.1) неулучшаема, т.е. для любой положительной функции 𝜔(𝑟), 0 < 𝑟 < 1,
такой что 𝜔(𝑟) = 𝑜(1), 𝑟 → 1− 0, существует функция 𝑓 ∈ 𝑆𝑞

𝛼, такая что

ln+𝑀(𝑟, 𝑓) ̸= 𝑂

(︃
𝜔(𝑟)

(1− 𝑟)
𝛼+1
𝑞

+1

)︃
, 𝑟 → 1− 0.

Теорема 2.2 ([4]). Если 𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 — ряд Тейлора функции 𝑓(𝑧), 𝑓 ∈ 𝑆𝑞

𝛼, то

ln+ |𝑎𝑘| = 𝑜
(︁
𝑘

𝛼+𝑞+1
𝛼+2𝑞+1

)︁
, 𝑘 → +∞. (2.2)

Оценка (2.2) неулучшаема, т.е. для любой положительной последовательности {𝛿𝑘},
𝛿𝑘 = 𝑜(1), 𝑘 → +∞, существует функция 𝑓 ∈ 𝑆𝑞

𝛼, такая что

ln+ |𝑎𝑘| ≠ 𝑂
(︁
𝛿𝑘𝑘

𝛼+𝑞+1
𝛼+2𝑞+1

)︁
, 𝑘 → +∞.

Теорема 2.3 ([9]). Если 𝑓 ∈ Π̃𝑞, то

ln+𝑀(𝑟, 𝑓) = 𝑜((1− 𝑟)−2/𝑞), 𝑟 → 1− 0. (2.3)

Оценка (2.3) неулучшаема, т.е. для любой положительной функции 𝜔(𝑟), 0 < 𝑟 < 1, такой что

𝜔(𝑟) = 𝑜(1), 𝑟 → 1− 0, существует функция 𝑓 ∈ Π̃𝑞, такая что

ln+𝑀(𝑟, 𝑓) ̸= 𝑂(𝜔(𝑟)(1− 𝑟)−2/𝑞), 𝑟 → 1− 0.

Теорема 2.4 ([9]). Если 𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 — ряд Тейлора функции 𝑓(𝑧), 𝑓 ∈ Π̃𝑞, то

ln+ |𝑎𝑘| = 𝑜
(︁
𝑘

2
2+𝑞

)︁
, 𝑘 → +∞. (2.4)

Оценка (2.4) неулучшаема, т.е. для любой положительной последовательности {𝛿𝑘},
𝛿𝑘 = 𝑜(1), 𝑘 → +∞, существует функция 𝑓 ∈ Π̃𝑞, такая что

ln+ |𝑎𝑘| ≠ 𝑂
(︁
𝛿𝑘𝑘

2
2+𝑞

)︁
, 𝑘 → +∞.

Введём в пространствах Π̃𝑞 и 𝑆𝑞
𝛼 при всех 𝑞 > 0 метрики:

𝜌Π̃𝑞
(𝑓, 𝑔) =

⎛⎝ 1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞
(︁
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃𝑑𝑟

⎞⎠𝛼𝑞/𝑞

, 𝑓, 𝑔 ∈ Π̃𝑞; (2.5)

𝜌𝑆𝑞
𝛼
(𝑓, 𝑔) =

⎛⎝ 1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln
(︁
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑟

⎞⎠𝛼𝑞/𝑞

, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆𝑞
𝛼, (2.6)

где 𝛼𝑞 = min(𝑞, 1).

Классы Π̃𝑞 и 𝑆𝑞
𝛼 являются линейными пространствами, покажем, что они образуют 𝐹 -

пространства относительно введенных метрик (см. [6], [9]).
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Напомним, что метрическое пространство (𝑋, 𝜌) является 𝐹 -пространством, если [10]
а) 𝜌(𝑓, 𝑔) = 𝜌(𝑓 − 𝑔, 0) (инвариантность относительно сдвигов);
б) (𝑋, 𝜌) – полное метрическое пространство;
в) Если 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝑋 и 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓) → 0, 𝑛 → +∞, то 𝜌(𝛽𝑓𝑛, 𝛽𝑓) → 0, 𝑛 → +∞ для любого 𝛽 ∈ C

(непрерывность умножения на скаляр по векторному аргументу);
г) Если 𝛽𝑛, 𝛽 ∈ C и 𝛽𝑛 → 𝛽, 𝑛 → +∞, то 𝜌(𝛽𝑛𝑓, 𝛽𝑓) → 0, 𝑛 → +∞ для любой функции 𝑓 ∈ 𝑋

(непрерывность умножения по скалярному аргументу).
Для доказательства вспомогательных утверждений нам понадобится следующая легко уста-

навливаемая, но полезная оценка:

Лемма 2.1. Для любых 𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0 справедливо неравенство (𝑎+𝑏)𝑞 ⩽ (𝑎𝑞+𝑏𝑞) при 0 < 𝑞 ⩽ 1
и (𝑎+ 𝑏)𝑞 ⩽ 2𝑞(𝑎𝑞 + 𝑏𝑞) при 𝑞 > 1.

Лемма 2.2. Относительно введенной метрики 𝑆𝑞
𝛼 образует 𝐹 -пространство, причем сходи-

мость по метрике (2.6) этого пространства не слабее равномерной сходимости на компактных
подмножествах 𝐷.

Доказательство. Проведем для случая 0 < 𝑞 ⩽ 1. Случай 𝑞 > 1 рассматривается аналогично.
а) 𝜌(𝑓, 𝑔) = 𝜌(𝑓 − 𝑔, 0) — очевидно.
б) Докажем, что 𝑆𝑞

𝛼 — полное метрическое пространство.
Пусть {𝑓𝑛(𝑧)} — произвольная фундаментальная последовательность из класса 𝑆𝑞

𝛼, то есть для
любого 𝜀 > 0 существует номер 𝑁(𝜀) > 0, такой что для всех 𝑛, 𝑚 > 𝑁 выполняется 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚) < 𝜀.
Покажем, что она сходится к некоторой функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑞

𝛼. Сначала докажем, что из фундамен-
тальности последовательности {𝑓𝑛} в 𝑆𝑞

𝛼 следует ее равномерная сходимость внутри круга 𝐷.
Ввиду субгармоничности функции 𝑢(𝑧) = ln(1 + |𝑓𝑛(𝑧)− 𝑓𝑚(𝑧)|) в 𝐷, имеем:

ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜙)|)

⩽
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑅2 − 𝑟2

𝑅2 − 2𝑟𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜙) + 𝑟2
ln
(︁
1 + |𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃

⩽
1

2𝜋

𝑅+ 𝑟

𝑅− 𝑟

𝜋∫︁
−𝜋

ln
(︁
1 + |𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃, 0 < 𝑟 < 𝑅 < 1, 𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋].

Откуда получаем:

(𝑅− 𝑟)𝑞
(︀
ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜙)|)

)︀𝑞
⩽

1

𝜋𝑞

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln
(︁
1 + |𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

.

Далее умножим обе части неравенства на (1−𝑅)𝛼 и, зафиксировав 𝑟 ∈ [0, 1), проинтегрируем по
𝑅 ∈

[︀
1+𝑟
2 , 1

)︀
:

1∫︁
1+𝑟
2

(1−𝑅)𝛼(𝑅− 𝑟)𝑞
(︀
ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜙)|)

)︀𝑞
𝑑𝑅

⩽
1

𝜋𝑞

1∫︁
1+𝑟
2

(1−𝑅)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln
(︁
1 + |𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑅.

Учитывая, что подынтегральная функция — неотрицательная, получим, что правая часть нера-
венства мажорируется метрикой 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚), поэтому:

(︀
ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜙)|)

)︀𝑞 1∫︁
1+𝑟
2

(1−𝑅)𝛼(𝑅− 𝑟)𝑞𝑑𝑅 ⩽
1

𝜋𝑞
𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚),



О ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИОНАЛАХ В НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 69

откуда имеем:

ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜙)|) ⩽ 𝑐𝛼,𝑞

(1− 𝑟)(𝛼+1+𝑞)/𝑞
(𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚))1/𝑞,

при всех 0 < 𝑟 < 1, 𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋]. И окончательно:

|𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜙)| → 0, 𝑛, 𝑚 → +∞,

при всех 0 < 𝑟 < 1, 𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋].
Таким образом, последовательность {𝑓𝑛} равномерно сходится внутри круга 𝐷 к некоторой

функции 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷). Очевидно, что {𝑓𝑛} сходится к 𝑓 и по метрике пространства 𝑆𝑞
𝛼. То есть

имеем: для любого 𝜀 > 0 найдется номер 𝑁 > 0, такой что для всех 𝑛 > 𝑁 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓) < 𝜀.
Докажем, что 𝑓 ∈ 𝑆𝑞

𝛼.

1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼𝑇 𝑞(𝑟, 𝑓)𝑑𝑟 ⩽

1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln
(︁
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︁
𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑟 = 𝜌(𝑓, 0).

Но при всех 𝑛 > 𝑁 𝜌(𝑓, 0) ⩽ 𝜌(𝑓, 𝑓𝑛) + 𝜌(𝑓𝑛, 0) < 𝜀+ 𝑐, поэтому

1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼𝑇 𝑞(𝑟, 𝑓)𝑑𝑟 ⩽ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Таким образом, 𝑓 ∈ 𝑆𝑞
𝛼, и пространство 𝑆𝑞

𝛼 является полным.
в) Пусть 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝑆𝑞

𝛼 и 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓) → 0, 𝑛 → +∞. Покажем, что для любого 𝛽 ∈ C 𝜌(𝛽𝑓𝑛, 𝛽𝑓) → 0,
𝑛 → +∞;
Пусть |𝛽| < 1, тогда ln(1 + |𝛽|𝑥) ⩽ ln(1 + 𝑥) при всех 𝑥 ≥ 0, и свойство сразу следует из

неравенства 0 ⩽ 𝜌(𝛽𝑓𝑛, 𝛽𝑓) ⩽ 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓).

При всех |𝛽| ≥ 1 и 𝑥 ≥ 0 справедлива оценка (1 + |𝛽|𝑥) ⩽ (1 + 𝑥)|𝛽|, из которой сразу следует
свойство в):

𝜌(𝛽𝑓𝑛, 𝛽𝑓) =

1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln(1 + |𝛽| · |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑟

⩽

1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)|𝛽|𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑟

⩽ |𝛽|𝑞
1∫︁

0

(1− 𝑟)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑟 = |𝛽|𝑞𝜌(𝑓𝑛, 𝑓).

г) Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝑞
𝛼 и 𝛽𝑛 → 𝛽, 𝑛 → +∞. Покажем, что 𝜌(𝛽𝑛𝑓, 𝛽𝑓) → 0, 𝑛 → +∞ для любой

функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑞
𝛼;

Оценим

𝜌(𝛽𝑛𝑓, 𝛽𝑓) =

1∫︁
0

(1− 𝑟)𝛼

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

ln(1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)||𝛽𝑛 − 𝛽|)𝑑𝜃

⎞⎠𝑞

𝑑𝑟 = 𝐽.

Разобьём интеграл 𝐽 на две части:

𝐽 =

𝑟0∫︁
0

...+

1∫︁
𝑟0

... = 𝐽1 + 𝐽2.

Выберем 0 < 𝑟0 < 1 так, чтобы 𝐽2 < 𝜀
2 , где 𝜀 > 0 — произвольное достаточно маленькое число.

Оценим 𝐽1, используя оценку (2.1) из теоремы 2.1:

𝐽1 ⩽ (2𝜋)𝑞 ln𝑞

(︃
1 + |𝛽𝑛 − 𝛽| exp 𝛿

(1− 𝑟0)
𝛼+1
𝑞

+1

)︃
· 1− (1− 𝑟0)

𝛼+1

𝛼+ 1
,
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где 𝛿 > 0 — сколь угодно маленькое число.
Поскольку |𝛽𝑛 − 𝛽| → 0, 𝑛 → +∞, то 𝐽1 ⩽ 𝜀

2 при 𝑛 > 𝑁(𝜀). Таким образом, г) установлено.
Лемма 2.2 доказана.

Лемма 2.3. Относительно введенной метрики Π̃𝑞 образует 𝐹 -пространство, причем сходи-
мость по метрике (2.5) этого пространства не слабее равномерной сходимости на компактных
подмножествах 𝐷.

Доказательство. Пусть 0 < 𝑞 ⩽ 1, случай 𝑞 > 1 доказывается аналогично.
а) 𝜌(𝑓, 𝑔) = 𝜌(𝑓 − 𝑔, 0) — очевидно.

б) Π̃𝑞 — полное метрическое пространство.

Пусть {𝑓𝑛} — произвольная фундаментальная последовательность из класса Π̃𝑞, то есть для
любого 𝜀 > 0 существует номер 𝑁(𝜀) > 0, такой что для всех 𝑛, 𝑚 > 𝑁 выполняется 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚) < 𝜀.

Покажем, что она сходится к некоторой функции 𝑓 ∈ Π̃𝑞. Заметим, что функции ln(1 + |𝑓𝑛|) —
субгармонические в 𝐷, поэтому справедлива оценка (см. [13, c. 144]):

ln𝑞(1 + |𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)|) ⩽ 𝑐(𝑞)

(1−𝑅)2
· 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚),

откуда

|𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)| → 0, 𝑛, 𝑚 → +∞,

при всех 0 < 𝑅 < 1, 𝜃 ∈ [−𝜋, 𝜋]. Таким образом, фундаментальная последовательность

{𝑓𝑛} ∈ Π̃𝑞 равномерно сходится внутри круга 𝐷 к некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷). Очевидно,

что {𝑓𝑛} сходится к 𝑓 и по метрике пространства Π̃𝑞.

Докажем, что 𝑓 ∈ Π̃𝑞.

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃𝑑𝑟 ⩽

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln(1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃𝑑𝑟

⩽

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞
(︁
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑛(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|+ |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
)︁
𝑑𝜃𝑑𝑟.

Ввиду леммы 2.1, из последней оценки имеем:

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃 ⩽

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

[︁
ln𝑞(1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)− 𝑓𝑛(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|) + ln𝑞(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)
]︁
𝑑𝜃𝑑𝑟 ⩽ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Значит, Π̃𝑞 полно.
Доказательство свойств в), г) проводится аналогично лемме 2.2. Лемма доказана.

Отметим также, что 𝐹 -пространства можно рассматривать как полные квазинормированные
пространства.

Лемма 2.4 ([19]). Непрерывность линейного оператора квазинормированных пространств
равносильна его ограниченности, то есть тому, что он ограниченные множества переводит в
ограниченные.

Обозначим 𝑓𝜁(𝑧) = 𝑓(𝜁𝑧), 𝜁 ∈ 𝐷.

Лемма 2.5. Пусть 𝑓 ∈ 𝑋, где 𝑋 = 𝑆𝑞
𝛼 или 𝑋 = Π̃𝑞. Тогда семейство функций {𝑓𝜁(𝑧)} огра-

ничено в 𝑋.

Доказательство. Рассмотрим 𝜂-окрестность 0, т.е. 𝑉 = {𝑔 ∈ 𝑋 : 𝜌(𝑔, 0) < 𝜂}. Выберем 𝛼′, такое
что 𝜌(𝛼′𝑓, 0) < 𝜂

2 .
Обозначим 𝑓𝑟(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑧), 0 < 𝑟 < 1. Очевидно, что 𝜌(𝑓, 𝑓𝑟) → 0, 𝑟 → 1− 0. Выберем 𝑟0 ⩽ 𝑟 < 1

настолько близким к 1, что 𝜌(𝑓, 𝑓𝑟) <
𝜂
2 .
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Обозначим 𝑓(𝜃)(𝑧) = 𝑓(𝑒𝑖𝜃𝑧), 𝑓𝑟(𝜃)(𝑧) = 𝑓𝑟(𝑒
𝑖𝜃𝑧) = 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃𝑧). Тогда

𝜌(𝛼′𝑓(𝜃), 0) = 𝜌(𝛼′𝑓, 0) <
𝜂

2
,

и
𝜌(𝛼′𝑓𝑟(𝜃), 𝛼

′𝑓(𝜃)) = 𝜌(𝛼′𝑓𝑟, 𝛼
′𝑓) ⩽ 𝜌(𝑓𝑟, 𝑓) <

𝜂

2
.

Если 𝜁 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, то 𝑓𝜁 = 𝑓𝑟(𝜃). Для всех 𝑟 ≥ 𝑟0 мы получим:

𝜌(𝛼′𝑓𝜁 , 0) = 𝜌(𝛼′𝑓𝑟(𝜃), 0) ⩽ 𝜌(𝛼′𝑓𝑟(𝜃), 𝛼
′𝑓(𝜃)) + 𝜌(𝛼′𝑓(𝜃), 0) = 𝜌(𝛼′𝑓𝑟, 𝛼

′𝑓) + 𝜌(𝛼′𝑓, 0) < 𝜂.

Для всех 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑟0 мы можем выбрать 𝛼′′ настолько маленьким, чтобы

𝜌(𝛼′′𝑓𝜁 , 0) ⩽ 𝜌(𝛼′′𝑓𝑟, 0) < 𝜂.

Далее, полагая 𝛼 = min(𝛼′, 𝛼′′), получим {𝛼𝑓𝜁} ⊂ 𝑉 .

При доказательстве основного результата используются описания коэффициентных мульти-
пликаторов, действующих из исследуемых пространств в классы Харди.

Теорема 2.5 ([5]). Пусть Λ = {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1 ⊂ C. Для того чтобы Λ = 𝐶𝑀(𝑆𝑞

𝛼, 𝑋), где
𝑋 = 𝐻𝑝 (0 < 𝑝 ⩽ +∞), необходимо и достаточно, чтобы

|𝜆𝑘| = 𝑂
(︁
exp

(︁
−𝑐 · 𝑘

𝛼+𝑞+1
𝛼+2𝑞+1

)︁)︁
, 𝑘 → +∞.

для некоторого 𝑐 > 0.

Теорема 2.6 ([9]). Пусть Λ = {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1 ⊂ C. Для того чтобы Λ = 𝐶𝑀(Π̃𝑞, 𝑋), где

𝑋 = 𝐻𝑝 (0 < 𝑝 ⩽ +∞), необходимо и достаточно, чтобы

|𝜆𝑘| = 𝑂
(︁
exp

(︁
−𝑐 · 𝑘

2
𝑞+2

)︁)︁
, 𝑘 → +∞.

для некоторого 𝑐 > 0.

3. Доказательство основных результатов

Перейдем к формулировке основных результатов работы — дискретному описанию ЛНФ в про-
странствах 𝑆𝑞

𝛼 и в классах Привалова по площади. Итак, справедливы следующие утверждения:

Теорема 3.1. Любой непрерывный линейный функционал Φ над плоским классом Привалова
Π̃𝑞 (𝑞 > 0) определяется формулой

Φ(𝑓) =

+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘, (3.1)

где {𝑎𝑘} — коэффициенты Тейлора функции 𝑓 ∈ Π̃𝑞, а числа {𝑏𝑘} с условием

|𝑏𝑘| = 𝑂
(︁
exp

(︁
−𝑐 · 𝑘

2
2+𝑞

)︁)︁
, 𝑘 → +∞, 𝑐 > 0. (3.2)

являются коэффициентами Тейлора некоторой аналитической функции в 𝐷, при этом ряд в
правой части (3.1) абсолютно сходится.
Обратно, каждая последовательность {𝑏𝑘} с условием (3.2) определяет по формуле (3.1) ли-

нейный непрерывный функционал Φ над Π̃𝑞.

Теорема 3.2. Любой непрерывный линейный функционал Φ над пространством 𝑆𝑞
𝛼 определя-

ется формулой

Φ(𝑓) =

+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘, (3.3)

где числа {𝑏𝑘} с условием

|𝑏𝑘| = 𝑂
(︁
exp

(︁
−𝑐 · 𝑘

𝛼+𝑞+1
𝛼+2𝑞+1

)︁)︁
, 𝑐 > 0, 𝑘 → +∞. (3.4)

являются коэффициентами Тейлора некоторой аналитической функции в 𝐷, {𝑎𝑘} — коэффици-
енты Тейлора функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑞

𝛼. При этом ряд в правой части (3.3) абсолютно сходится.
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Обратно, каждая последовательность {𝑏𝑘} с условием (3.4) определяет по формуле (3.3) ли-
нейный непрерывный функционал Φ над пространством 𝑆𝑞

𝛼.

Доказательство. Докажем теорему 3.1. Пусть Φ — произвольный линейный непрерывный функ-
ционал над пространством Π̃𝑞. Каждой функции 𝑓 ∈ Π̃𝑞 соотнесем функцию 𝐹𝜁 = Φ(𝑓𝜁), 𝜁 ∈ 𝐷.

Ряд Тейлора функции 𝑓𝜁(𝑧) = 𝑓(𝜁𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘𝜁𝑘 сходится абсолютно и равномерно на замкнутом

единичном круге �̄�, следовательно, он сходится по метрике пространства Π̃𝑞, и в силу непрерыв-
ности и линейности функционала Φ, имеем:

𝐹 (𝜁) = Φ(𝑓𝜁) = lim
𝑁→+∞

Φ

(︃
𝑁∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘𝜁𝑘

)︃
=

+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘𝜁
𝑘, 𝜁 ∈ 𝐷, (3.5)

где 𝑏𝑘 = Φ(𝑧𝑘), и ряд в правой части (3.5) — сходящийся. Таким образом, 𝐹 ∈ 𝐻(𝐷). По лемме 2.5

семейство функций {𝑓𝜁} ограничено в Π̃𝑞, поэтому и функция 𝐹 будет ограничена в 𝐷 по лемме
2.4, то есть 𝐹 ∈ 𝐻∞. Значит, по определению последовательность {𝑏𝑘} является коэффициентным
мультипликатором из Π̃𝑞 в 𝐻∞, и по теореме 2.6 справедлива оценка (3.2). Далее, принимая во

внимание оценку (2.4), получаем, что ряд
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘𝜁
𝑘 сходится абсолютно и равномерно, в силу

теоремы Вейерштрасса.
Используя теорему Абеля о степенных рядах, заключаем:

+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘 = lim
𝑟→1−0

+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘𝑟
𝑘.

С другой стороны, так как 𝜌Π̃𝑞
(𝑓, 𝑓𝑟) → 0, 𝑟 → 1 − 0, и в силу непрерывности функционала Φ,

заключаем:

lim
𝑟→1−0

+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘𝑟
𝑘 = lim

𝑟→1−0
Φ(𝑓𝑟) = Φ(𝑓).

Таким образом, (3.1) доказано, то есть необходимость установлена.
Докажем обратное утверждение. Пусть последовательность комплексных чисел {𝑏𝑘} удовле-

творяет условию (3.2). Принимая во внимание оценку (2.4), получаем, что ряд
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑘 абсолютно

сходится для каждой функции 𝑓 =
∑︀+∞

𝑘=1 𝑎𝑘𝑧
𝑘 ∈ Π̃𝑞. Поэтому функционал Φ корректно опреде-

лен формулой (3.1). Он линеен, в силу линейности каждого тейлоровского коэффициента как
функционала над пространством голоморфных в круге 𝐷 функций. Для доказательства непре-
рывности представим функционал Φ в виде:

Φ𝑁 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘.

Линейность и непрерывность этого функционала следует из линейности и непрерывности каж-
дого тейлоровского коэффициента как функционала над пространством голоморфных в круге 𝐷
функций с топологией равномерной сходимости на компактах, а также того факта, что топология
сходимости по метрике пространства Π̃𝑞 не слабее последней. Предел lim

𝑁→+∞
Φ𝑁 существует и ко-

нечен, поэтому последовательность {Φ𝑁} поточечно ограничена и, значит, равностепенно непре-
рывна по общему принципу равномерной ограниченности для 𝐹 -пространств, а значит, непре-
рывен и их поточечный предел — функционал Φ. Достаточность установлена. Теорема доказана
полностью.

Аналогичным образом устанавливается теорема 3.2.
Ясно, что от дискретной формы записи функционала можно перейти к привычной интеграль-

ной форме, используя общую теорию рядов Фурье.
Отметим, что результаты работы были анонсированы в [8], [7], [15].
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