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ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ТИПА ДЖЕКСОНА–СТЕЧКИНА

В ПРОСТРАНСТВЕ ХАРДИ 𝐻2 И ПОПЕРЕЧНИКИ

КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

М.Ш. ШАБОЗОВ, З.Ш. МАЛАКБОЗОВ

Аннотация. В работе получены точные неравенства типа Джексона–Стечкина меж-
ду величиною наилучшего совместного полиномиального приближения аналитических
в единичном круге функций и специальным обобщённым модулем непрерывности, ко-
торый определён при помощи функции Стеклова.
При решении ряда задач теории приближения периодических функций тригономет-

рическими полиномами в пространстве 𝐿2 модификацию классического определения
модуля непрерывности 𝑚-го порядка, порождённого функцией Стеклова, использо-
вали С.Б. Вакарчук [19], М.Ш. Шабозов и А.А. Шабозова [20]. Здесь предложенная
конструкция используется при построении модификации модуля непрерывности 𝑚-го
порядка аналитических в единичном круге функций, порождённого функцией Стек-
лова в пространстве Харди 𝐻2.
С использованием указанной характеристик гладкости решается задача отыскания

точной константы в неравенстве типа Джексона–Стечкина для совместных приближе-
ний функций и их промежуточных производных.
Для классов функций, усреднённых с весом значений обобщённые модули непрерыв-

ности которых ограничены сверху заданной мажорантой, найдены точные значения
различных 𝑛-поперечников. Также решена задача нахождения точных верхних гра-
ней наилучших совместных приближений указанных классов функций в пространстве
Харди 𝐻2.
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ности, функции Стеклова, 𝑛-поперечники, пространство Харди.
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1. Введение

Экстремальные задачи наилучшего полиномиального приближения аналитических в
круге функций изучались во многих работах (см., например, [1]–[18] и приведенную там
литературу). Среди этих задач одной из наиболее важных является задача отыскания
точных констант в неравенствах типа Джексона–Стечкина в различных нормированных
пространствах. Напомним, что под неравенствами типа Джексона–Стечкина в рассматри-
ваемом нормированном пространстве понимают неравенства, в которых величина наилуч-
шего приближения функции конечномерным подпространством оценивается через неко-
торую характеристику гладкости самой функции или ее заданной производной.

M.Sh. Shabozov, Z.Sh. Malakbozov, Sharp Jackson–Stechkin type inequalities in the Hardy

space 𝐻2 and widths of functional classes.
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В последнее время при решении ряда задач теории аппроксимации в качестве ха-
рактеристики гладкости функции часто используют различные модификации классиче-
ского определения модуля непрерывности. Так, например, в случае аппроксимации 2𝜋-
периодических функций вместо классического оператора сдвига 𝑇ℎ𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ) в ра-
ботах [19], [20] была использована функция (оператора) Стеклова 𝑆ℎ(𝑓). Данная статья
продолжает указанную тематику и является обобщением и дальнейшим развитием идей,
изложенных в работах [19]–[21].
Пусть N, Z+ := N ∪ {0}, C — соответственно множество натуральных, целых неотрица-

тельных, комплексных чисел, 𝑈 := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} — (открытый) единичный круг в C,
𝐴(𝑈) — множество функций, аналитических в 𝑈 .
Говорят [17, с. 78], что аналитическая в единичном круге 𝑈 := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘, 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝑡, 0 ≤ 𝜌 < 1 (1.1)

принадлежит пространству Харди 𝐻2, если

‖𝑓‖2 := ‖𝑓‖𝐻2 = lim
𝜌→1−0

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|2𝑑𝑡
)︂1/2

< ∞. (1.2)

Хорошо известно (см., например, [17, с. 78]), что в (1.2) интеграл не убывает при возрас-
тании 𝜌 и почти всюду на окружности |𝑧| = 1 существуют угловые граничные значения
𝑓(𝑒𝑖𝑡) := 𝐹 (𝑡). При этом 𝐹 ∈ 𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋] и

‖𝑓‖2 := ‖𝐹‖𝐿2 =

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑒𝑖𝑡)|2𝑑𝑡
)︂1/2

. (1.3)

Производную 𝑟-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) определим как обычно:

𝑓 (𝑟)(𝑧) :=
𝑑(𝑟)𝑓

𝑑𝑧𝑟
=

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝑘(𝑘 − 1) · · · (𝑘 − 𝑟 + 1)𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘−𝑟, 𝑟 ∈ N, (1.4)

а угловое граничное значение производной обозначим через 𝑓 (𝑟)(𝑒𝑖𝑡). Ради краткости, вве-
дем обозначение

𝛼𝑛,𝑚 := 𝑛(𝑛− 1) · · · (𝑛−𝑚+ 1) = 𝑛!/(𝑛−𝑚)!, 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑛 ≥ 𝑚.

При этом полагаем 𝛼𝑛,0 ≡ 1, 𝛼𝑛,1 = 𝑛, 𝑛 ∈ N. Равенство (1.4) теперь кратко запишем в
виде

𝑓 (𝑟)(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=𝑟

𝛼𝑘,𝑟 𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘−𝑟. (1.5)

Всюду далее, символом 𝐻
(𝑟)
2 (𝑟 ∈ Z+, 𝐻

(0)
2 = 𝐻2) обозначим множество функций

𝑓 ∈ 𝐴(𝑈), принадлежащих пространству Харди 𝐻2, производная 𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟)(𝑧) ко-
торых также принадлежит 𝐻2, то есть

𝐻
(𝑟)
2 :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐻2 : ‖𝑓 (𝑟)‖2 < ∞

}︁
.

Пусть 𝒫𝑛−1 — подпространство комплексных алгебраических полиномов степени не вы-

ше 𝑛−1. Поскольку для 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 наравне с функцией 𝑓 ее последовательные производные

𝑓 (𝑠)(𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑟 − 1) также принадлежат пространству 𝐻2 (см. [18]), то представляет
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несомненный интерес отыскание точных значений совместных приближений функций 𝑓 и
их производных 𝑓 (𝑠) (𝑠 ≥ 2, 𝑠 = 1, 𝑟 − 1)

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2 := inf

{︁
‖𝑓 (𝑠) − 𝑝

(𝑠)
𝑛−1‖2 : 𝑝𝑛−1 ∈ 𝒫𝑛−1

}︁
на некотором подмножестве M(𝑟) ⊆ 𝐻

(𝑟)
2 или на самом классе 𝐻

(𝑟)
2 . Таким образом требу-

ется найти точное значение величины

ℰ (𝑠)
𝑛−𝑠−1(M)2 := sup

{︁
𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠))2 : 𝑓 ∈ M
}︁
. (1.6)

Поскольку в данной работе используются нормы только пространств 𝐻2 и 𝐿2, то с
учетом соотношения (1.3) всюду далее нижние индексы у норм ‖·‖2 и ‖·‖𝐿2 будем опускать.
Аналогично будем поступать и с величинами, определяемые с помощью этих норм: так,

вместо 𝐸𝑛−𝑠−1

(︀
𝑓 (𝑠)
)︀
2
, ℰ (𝑠)

𝑛−𝑠−1(M)2 будем писать 𝐸𝑛−𝑠−1

(︀
𝑓 (𝑠)
)︀
, ℰ (𝑠)

𝑛−𝑠−1(M).

2. Вспомогательные утверждения

Нам для дальнейшего понадобятся следующие известные утверждения.

Лемма 2.1 ([21]). Пусть 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , 𝑟, 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑟. Тогда при любых 𝑠 ∈ Z+, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟

справедливо равенство

𝐸𝑛−𝑠−1

(︀
𝑓 (𝑠)
)︀
=

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝛼2
𝑘,𝑠|𝑐𝑘(𝑓)|2

)︃1/2

. (2.1)

Лемма 2.2 ([21]). Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , 𝑟 ∈ N, при любых 𝑛 ∈ N,

𝑠 ∈ Z+, удовлетворяющих условию 𝑛 > 𝑟 ≥ 𝑠, имеет место неравенство

𝐸𝑛−𝑠−1

(︀
𝑓 (𝑠)
)︀
≤ 𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

· 𝐸𝑛−𝑟−1

(︀
𝑓 (𝑟)
)︀
. (2.2)

Существует функция 𝑔 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , для которой неравенство (2.2) обращается в равенство.

Пусть далее

𝑆ℎ𝑓(𝑒
𝑖𝑥) =

1

2ℎ

∫︁ 𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡, ℎ > 0 (2.3)

— функция Стеклова граничного значения 𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡) функции 𝑓 ∈ 𝐻2. При этом полагаем
𝑆ℎ,𝑘(𝑓) := 𝑆ℎ (𝑆ℎ,𝑘−1(𝑓)), где 𝑘 ∈ N и 𝑆ℎ,0(𝑓) ≡ 𝑓 , E — единичный оператор в пространстве
𝐻2. Следуя [20], определим разности первого и высших порядков соотношениями̃︀∆1

ℎ𝑓(𝑒
𝑖𝑥) =𝑆ℎ𝑓(𝑒

𝑖𝑥)− 𝑓(𝑒𝑖𝑥) = (𝑆ℎ − E)𝑓(𝑒𝑖𝑥),

̃︀∆𝑚
ℎ 𝑓(𝑒

𝑖𝑥) =̃︀∆1
ℎ

(︀̃︀∆𝑚−1
ℎ 𝑓(𝑒𝑖𝑥)

)︀
=
(︀
𝑆ℎ − E

)︀𝑚
𝑓(𝑒𝑖𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘

(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑆ℎ,𝑘(𝑓(𝑒

𝑖𝑥)),

где𝑚 = 2, 3, . . . .Пользуясь введенными обозначениями, рассмотрим характеристику глад-
кости функции 𝑓 ∈ 𝐻2̃︀𝜔𝑚(𝑓, 𝑡) := ̃︀𝜔𝑚(𝑓, 𝑡)2 = sup

{︁⃦⃦⃦̃︀∆𝑚
ℎ 𝑓
(︀
𝑒𝑖(·)
)︀⃦⃦⃦

: 0 < ℎ ≤ 𝑡
}︁
, (2.4)

которую назовём обобщённым модулем непрерывности 𝑚-го порядка.
Всюду далее полагаем

sinc 𝑡 :=

{︂
sin 𝑡

𝑡
, если 𝑡 ̸= 0; 1, если 𝑡 = 0

}︂
.
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Так как с учетом равенств (2.3) и (1.1)

̃︀∆1
ℎ(𝑓, 𝑒

𝑖𝑥) =
1

2ℎ

∫︁ ℎ

0

{︀
𝑓(𝑒𝑖(𝑥+𝑡)) + 𝑓(𝑒𝑖(𝑥−𝑡))− 2𝑓(𝑒𝑖𝑥)

}︀
𝑑𝑡

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑓)𝑒
𝑖𝑘𝑥 · 1

2ℎ

∫︁ ℎ

0

{︀
𝑒𝑖𝑘𝑡 + 𝑒−𝑖𝑘𝑡 − 2

}︀
𝑑𝑡

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑓)𝑒
𝑖𝑘𝑥 · 1

ℎ

∫︁ ℎ

0

(cos 𝑘𝑡− 1)𝑑𝑡 = −
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑓)𝑒
𝑖𝑘𝑥(1− sinc 𝑘ℎ)

и по индукции для любого 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 2

̃︀∆𝑚
ℎ (𝑓, 𝑒

𝑖𝑥) = (−1)𝑚
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑓)𝑒
𝑖𝑘𝑥(1− sinc 𝑘ℎ)𝑚, (2.5)

то, применяя равенство Парсеваля к (2.5), имеем

⃦⃦ ̃︀∆𝑚
ℎ (𝑓)

⃦⃦
=

∞∑︁
𝑘=1

|𝑐𝑘(𝑓)|2(1− sinc 𝑘ℎ)2𝑚

и в силу этого запишем явный вид величины (2.4)

̃︀𝜔𝑚(𝑓, 𝑡) = sup

⎧⎨⎩
(︃

∞∑︁
𝑘=1

|𝑐𝑘(𝑓)|2(1− sinc 𝑘ℎ)2𝑚

)︃1/2

: 0 < ℎ ≤ 𝑡

⎫⎬⎭ . (2.6)

Из равенств (1.5) и (1.1) следует, что коэффициенты 𝑐𝑘(𝑓
(𝑟)) ряда Маклорена производной

𝑓 (𝑟) и коэффициенты 𝑐𝑘(𝑓) ряда Маклорена самой функции 𝑓 связаны равенством

𝑐𝑘(𝑓
(𝑟)) := 𝛼𝑘,𝑟 𝑐𝑘(𝑓). (2.7)

Учитывая (2.7) и (2.6), для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 имеем:

̃︀𝜔𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡) = sup

⎧⎨⎩
(︃

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝛼2
𝑘,𝑟|𝑐𝑘(𝑓)|2(1− sinc (𝑘 − 𝑟)ℎ)2𝑚

)︃1/2

: 0 < ℎ ≤ 𝑡

⎫⎬⎭ . (2.8)

Лемма 2.3. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ≥ 𝑠. Тогда для любого числа

𝑡 ∈ (0, 3𝜋/4(𝑛− 𝑟)] справедливо неравенство

̃︀𝜔𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡) ≥ (𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · (1− sinc (𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠)). (2.9)

Неравенство (2.9) неулучшаемо в том смысле, что существует функция 𝑓0 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , для

которой (2.9) обращается в равенство.

Доказательство. Пользуясь тем, что при 0 < 𝑛ℎ ≤ 3𝜋/4 [22, c. 435]

max{sinc𝑥 : 0 < |𝑡| ≤ 𝑛𝜏} = sinc𝑛𝜏,

min{(1− sinc𝑢)𝑚 : 𝑢 ≥ 𝑛𝑡} = (1−max
𝑢≥𝑛𝑡

sinc𝑢)𝑚 = (1− sinc𝑛𝜏)𝑚,
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из (2.8) для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 получаем

̃︀𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡) ≥
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟|𝑐𝑘(𝑓)|2(1− sinc(𝑘 − 𝑟)ℎ)2𝑚

≥ (1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)2𝑚 ·
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟|𝑐𝑘(𝑓)|2

= (1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)2𝑚 ·
∞∑︁
𝑘=𝑛

(︂
𝛼𝑘,𝑟

𝛼𝑘,𝑠

)︂2

𝛼2
𝑘,𝑠|𝑐𝑘(𝑓)|2

≥ (1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)2𝑚 ·min
𝑘≥𝑛

(︂
𝛼𝑘,𝑟

𝛼𝑘,𝑠

)︂2

·
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝛼2
𝑘,𝑠|𝑐𝑘(𝑓)|2

= (1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)2𝑚 ·min
𝑘≥𝑛

(︂
𝛼𝑘,𝑟

𝛼𝑘,𝑠

)︂2

· 𝐸2
𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠)).

(2.10)

В [22] доказано, что при 𝑘 ≥ 𝑛 > 𝑟 ≥ 𝑠,

min
𝑘≥𝑛

𝛼𝑘,𝑟

𝛼𝑘,𝑠

=
𝛼𝑛,𝑟

𝛼𝑛,𝑠

, (2.11)

а потому, учитывая (2.11), из (2.10) получаем (2.9). Для функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , для

которой в силу равенств (2.1) и (2.8) имеют места равенства

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)
0 ) = 𝛼𝑛,𝑠, ̃︀𝜔𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡) = 𝛼𝑛,𝑟(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚, (2.12)

с учетом (2.12) получаем

̃︀𝜔𝑚(𝑓
(𝑟)
0 , 𝑡) = 𝛼𝑛,𝑟(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 = (𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · (1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚𝛼𝑛,𝑠

= (𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · (1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)
0 ),

откуда и следует утверждение леммы 2.3.

Условимся всюду далее под весовой функцией на отрезке [0, ℎ] понимать неотрицатель-
ную суммируемую функцию 𝑞, не эквивалентную нулю на этом же отрезке. Имеет место

Теорема 2.1. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 3𝜋/4(𝑛 − 𝑟),
𝑞 — весовая на отрезке [0, ℎ] функция. Тогда имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐻(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)){︂∫︁ ℎ

0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂1/𝑝
=

{︂∫︁ ℎ

0

(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚𝑝𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂−1/𝑝

.
(2.13)

Доказательство. Возведем обе части неравенства (2.9) в степень 𝑝 (0 < 𝑝 ≤ ∞), умножим
на весовую функцию 𝑞 и проинтегрируем от 0 до ℎ, где 0 < ℎ ≤ 3𝜋/4(𝑛−𝑟). Затем, извлекая
корень степени 1/𝑝, от полученного равенства приходим к неравенству(︂∫︁ ℎ

0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

≥ (𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))

(︂∫︁ ℎ

0

(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚𝑝𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

.
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Полученное неравенство верно для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , а потому из него вытекает

оценка сверху для величины, расположенной в левой части равенства (2.13)

sup
𝑓∈𝐻(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)){︂∫︁ ℎ

0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂1/𝑝
≤
{︂∫︁ ℎ

0

(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚𝑝𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂−1/𝑝

.
(2.14)

С целью получения аналогичной оценки снизу указанной величины рассмотрим функ-

цию 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 , которая была введена нами при доказательстве леммы 2.3 и для

которой имеют место равенства (2.12). Пользуясь равенствами (2.12), запишем оценку
снизу

sup
𝑓∈𝐻(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)){︂∫︁ ℎ

0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂1/𝑝
≥ (𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠)
0 ){︂∫︁ ℎ

0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂1/𝑝

=

{︂∫︁ ℎ

0

(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚𝑝𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂−1/𝑝

.

(2.15)

Требуемое равенство (2.13) получаем из сопоставления оценки сверху (2.14) с оценкой
снизу (2.15), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.

Из теоремы 2.1 вытекают ряд следствий.

Следствие 2.1. Если в условиях теоремы 2.1 полагать 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ≥ 𝑠,
𝑝 = 1/𝑚, 0 < ℎ ≤ 3𝜋/4(𝑛− 𝑟), 𝑞(𝑡) ≡ 1, то получаем

sup
𝑓∈𝐻(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0

̃︀𝜔1/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

)︂𝑚 =

{︂
𝑛− 𝑟

(𝑛− 𝑟)ℎ− 𝑆𝑖(𝑛− 𝑟)ℎ

}︂𝑚

,

где 𝑆𝑖(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0

sinc𝑢𝑑𝑢 — интегральный синус.

Если при этих же условиях 𝑞(𝑡) = 𝑡, то из (2.15) имеем

sup
𝑓∈𝐻(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0

𝑡 ̃︀𝜔1/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

)︂𝑚 =
(𝑛− 𝑟)2𝑚

2𝑚

{︃[︂
(𝑛− 𝑟)ℎ

2

]︂2
− sin2

[︂
(𝑛− 𝑟)ℎ

2

]︂}︃−𝑚

.
(2.16)

В частности, из (2.16) при ℎ = 𝜋/2(𝑛− 𝑟) следует, что

sup
𝑓∈𝐻(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠) · 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))(︃

(𝑛− 𝑟)2
∫︁ 𝜋/2(𝑛−𝑟)

0

𝑡 ̃︀𝜔1/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

)︃𝑚 =

(︂
4

𝜋2 − 8

)︂𝑚

.

3. Поперечники некоторых классов функций

Для формулировки последующих результатов введем необходимые понятия и опре-
деления. Пусть ℬ — единичный шар в пространстве 𝐻2; ℳ — выпуклое центрально-
симметричное подмножество из 𝐻2, Λ𝑛 ⊂ 𝐻2 — 𝑛-мерное подпространство; Λ𝑛 ⊂ 𝐻2 —
подпространство коразмерности 𝑛; ℒ : 𝐻2 → Λ𝑛 — непрерывный линейный оператор,
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проводящий элементы пространства 𝐻2 в Λ𝑛; ℒ⊥ : 𝐻2 → Λ𝑛 — непрерывный оператор
линейного проектирования 𝐻2 на подпространство Λ𝑛. Величины

𝑏𝑛(ℳ, 𝐻2) := sup {sup {𝜀 > 0; 𝜀ℬ ∩ Λ𝑛+1 ⊂ ℳ} : Λ𝑛+1 ⊂ 𝐻2} ,
𝑑𝑛(ℳ, 𝐻2) := inf {sup {inf {‖𝑓 − 𝑔‖2 : 𝑔 ∈ Λ𝑛} : 𝑓 ∈ ℳ} : Λ𝑛 ⊂ 𝐻2} ,
𝛿𝑛(ℳ, 𝐻2) := inf {sup {inf {‖𝑓 − ℒ(𝑓)‖2 : 𝑓 ∈ ℳ} : ℒ𝐻2 ⊂ Λ𝑛} : Λ𝑛 ⊂ 𝐻2} ,
𝑑𝑛(ℳ, 𝐻2) := inf {sup {‖𝑓‖2 : 𝑓 ∈ ℳ∩ Λ𝑛} : Λ𝑛 ⊂ 𝐻2} ,
Π𝑛(ℳ, 𝐻2) := inf

{︀
inf
{︀
sup

{︀
‖𝑓 − ℒ⊥(𝑓)‖2 : 𝑓 ∈ ℳ

}︀
: ℒ⊥𝐻2 ⊂ Λ𝑛

}︀
: Λ𝑛 ⊂ 𝐻2

}︀
называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандов-

ским, проекционным 𝑛-поперечниками. В гильбертовом пространстве𝐻2 справедливы сле-
дующие соотношения между перечисленными выше величинами (см., [23], [24]):

𝑏𝑛(ℳ, 𝐻2) ≤ 𝑑𝑛(ℳ, 𝐻2) ≤ 𝑑𝑛(ℳ, 𝐻2) = 𝛿𝑛(ℳ, 𝐻2) = Π𝑛(ℳ, 𝐻2). (3.1)

Используя характеристику гладкости (2.4), определим следующие классы функций. Пусть
Φ(𝑡), 𝑡 ∈ R+ — непрерывная неубывающая функция такая, что Φ(0) = 0. Символом

𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ), 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝑟 ∈ Z+, обозначим класс функций 𝑓 ∈ 𝐻

(𝑟)
2 , для которых при

любом 𝑡 ∈ R+ имеет место неравенство(︂
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝜏)𝑑𝜏

)︂1/𝑝

≤ Φ(𝑡).

Полагая при 𝑡 = 0 значение функции sinc 𝑡 равным 1, обозначим через 𝑡* величину ее
аргумента, при котором эта функция достигает на R+ своего наименьшего значения. При
этом 𝑡* (4.49 < 𝑡* < 4.51) есть наименьший положительный корень уравнения 𝑡 = tg 𝑡.
Следуя [19], введем обозначение

(1− sinc 𝑡)* :=
{︀
1− sinc 𝑡, если 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡*; 1− sinc 𝑡*, если 𝑡* ≤ 𝑡 < ∞

}︀
.

Положим также

𝐸𝑛−1(M) := sup
{︁
𝐸𝑛−1(𝑓) : 𝑓 ∈ M

}︁
,

где M — некоторый класс функций из 𝐻2.

Теорема 3.1. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟, 0 < 𝑝 ≤ ∞ и функция Φ при любых

значениях 𝑡 ∈ R+ удовлетворяет ограничению

(︂
Φ(𝑡)

Φ(𝜋/(𝑛− 𝑟))

)︂𝑝

≥ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)𝑡
·

∫︁ (𝑛−𝑟)𝑡

0

(1− sinc𝜏)𝑚𝑝
* 𝑑𝜏∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc𝜏)𝑚𝑝𝑑𝜏

. (3.2)

Тогда имеют место равенства

𝜆𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ);𝐻2) = 𝐸𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ))

=

{︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

}︃−1/𝑝

· 1

𝛼𝑛,𝑟

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
,

(3.3)

где 𝜆𝑛(·) — любой из перечисленных выше 𝑛-поперечников. Множество мажорант Φ,
удовлетворяющих условию (3.2), не пусто.
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Доказательство. Пользуясь соотношением (2.13), в котором полагаем 𝑠 = 0, 𝑞(𝑡) ≡ 1,

ℎ = 𝜋/(2(𝑛 − 𝑟)), для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 запишем оценку сверху величины

𝐸𝑛−1(𝑓) :

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ≤
1

𝛼𝑛,𝑟

⎧⎨⎩
𝜋/2(𝑛−𝑟)∫︁

0

(︀
1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡

)︀𝑚𝑝
𝑑𝑡

⎫⎬⎭
−1/𝑝⎧⎨⎩

𝜋/2(𝑛−𝑟)∫︁
0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑝

=
1

𝛼𝑛,𝑟

⎧⎨⎩ 2

𝜋

𝜋/2∫︁
0

(1− sinc t)𝑚𝑝𝑑𝑡

⎫⎬⎭
−1/𝑝⎧⎨⎩2(𝑛− 𝑟)

𝜋

𝜋/2(𝑛−𝑟)∫︁
0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑝

.

(3.4)

Учитывая определения класса 𝑊
(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ), на основании соотношения (2.16) между

𝑛-поперечниками и неравенства (3.4), имеем

𝜆𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ), 𝐻2) ≤ 𝐸𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ))

≤ 1

𝛼𝑛,𝑟

{︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

}︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
.

(3.5)

С целью получения оценок снизу перечисленных выше 𝑛-поперечников достаточно оце-
нить снизу бернштейновский 𝑛-поперечник рассматриваемого класса. Для этого вводим в
рассмотрение шар

ℬ𝑛+1 :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛 : ‖𝑝𝑛‖ ≤ 1

𝛼𝑛,𝑟

⎛⎝ 2

𝜋

𝜋/2∫︁
0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

⎞⎠−1/𝑝

Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁⎫⎪⎬⎪⎭ .

В силу формулы (2.8) для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2

‖̃︀∆𝑚
ℎ (𝑝

(𝑟)
𝑛 , ·)‖2 =

𝑛∑︁
𝑘=𝑟

𝛼2
𝑘,𝑟|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2(1− sinc(𝑘 − 𝑟)ℎ)2𝑚

≤ 𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛∑︁
𝑘=𝑟

(1− sinc(𝑘 − 𝑟)ℎ)2𝑚|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2 ≤ 𝛼2
𝑛,𝑟(1− sinc(𝑛− 𝑟)ℎ)2𝑚* · ‖𝑝𝑛‖2.

Отсюда ̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝜏) ≤ (𝛼𝑛,𝑟)

𝑝(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝜏)𝑚𝑝
* · ‖𝑝𝑛‖𝑝. (3.6)

Используя неравенство (3.6) и ограничения (3.2), для произвольного полинома 𝑝𝑛 ⊂ ℬ𝑛+1

запишем

1

𝑡

𝑡∫︁
0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝜏)𝑑𝜏 ≤(𝛼𝑛,𝑟)

𝑝 · ‖𝑝𝑛‖𝑝 ·
1

𝑡

𝑡∫︁
0

(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝜏)𝑚𝑝
* 𝑑𝜏

≤

⎛⎝ 2

𝜋

𝜋/2∫︁
0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

⎞⎠−1

1

(𝑛− 𝑟)𝑡

(𝑛−𝑟)𝑡∫︁
0

(1− sinc 𝜏)𝑚𝑝
* 𝑑𝜏

· Φ𝑝
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
≤ Φ𝑝(𝑡).
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Следовательно, шар ℬ𝑛+1 ⊂ 𝑊
(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ), а потому, пользуясь соотношениями (3.1) и опре-

делением бернштейновского 𝑛-поперечника, получаем

𝜆𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ);𝐻2) ≥ 𝑏𝑛(𝑊

(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ), 𝐻2) ≥ 𝑏𝑛(ℬ𝑛+1, 𝐻2)

≥ 1

𝛼𝑛,𝑟

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
.

(3.7)

Сопоставляя неравенства (3.5) и (3.7), получаем требуемое равенство (3.3).

В [19] доказано, что множество мажорант, удовлетворяющих ограничению (3.2), не пусто
и этому ограничению удовлетворяет, например, мажоранта Φ*(𝑡) := 𝑡𝑚𝛼/2, где

𝛼 :=
(𝜋 − 2)2

2𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝜏)2𝑑𝜏

− 1.

4. Решение экстремальной задачи (1.6) для класса функций 𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ)

Определенный интерес представляет изучение поведения величин 𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)), где

𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟 на классе функций 𝑊
(𝑟)
𝑝 (̃︀𝜔𝑚,Φ), 𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 0 < 𝑝 ≤ ∞. Другими

словами, требуется найти точное значение величины (1.6), когда M(𝑟) = 𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ).

Теорема 4.1. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ≥ 𝑠. Если мажоранта Φ при любом

𝑡 ∈ (0, 2𝜋] удовлетворяет ограничению (3.2), то при любом 𝑠 = 0, 1, 2 . . . , 𝑟 справедливо

равенство

ℰ (𝑠)
𝑛−𝑠−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (𝜔𝑚,Φ)
)︀
=

𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

·

{︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

}︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
. (4.1)

Доказательство. Из неравенства (2.15) при 𝑞(𝑡) ≡ 1 и ℎ = 𝜋/2(𝑛 − 𝑟) для произвольной

функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑟)
2 получаем

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)) ≤ 𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

·

⎧⎨⎩
𝜋/2(𝑛−𝑟)∫︁

0

(1− sinc(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

⎫⎬⎭
−1/𝑝⎧⎨⎩

𝜋/2(𝑛−𝑟)∫︁
0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑝

=
𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

·

⎧⎨⎩ 2

𝜋

𝜋/2∫︁
0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

⎫⎬⎭
−1/𝑝⎧⎨⎩2(𝑛− 𝑟)

𝜋

𝜋/2(𝑛−𝑟)∫︁
0

̃︀𝜔𝑝
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑝

.

Отсюда, учитывая определение класса 𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ), имеем

ℰ (𝑠)
𝑛−𝑠−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (𝜔𝑚,Φ)
)︀

≤ 𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

·

⎧⎨⎩ 2

𝜋

𝜋/2∫︁
0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

⎫⎬⎭
−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
. (4.2)

При доказательстве теоремы 3.1 было установлено, что множество алгебраических ком-
плекснозначных полиномов 𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛, удовлетворяющих условию

‖𝑝𝑛‖ ≤ 1

𝛼𝑛,𝑟

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
,
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принадлежит классу 𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ). Рассмотрим функцию

𝑔(𝑧) =
1

𝛼𝑛,𝑟

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
· 𝑧𝑛.

Для этой функции при всех 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟

𝑔(𝑠)(𝑧) =
𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
· 𝑧𝑛−𝑠,

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑔
(𝑠)) =

𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁ (4.3)

и так как

‖𝑔‖ =
1

𝛼𝑛,𝑟

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
,

то функция 𝑔 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑝 (𝜔𝑚,Φ), а потому в силу (4.3) имеем

ℰ (𝑠)
𝑛−𝑠−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (𝜔𝑚,Φ)
)︀
≥ 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑔

(𝑠))

=
𝛼𝑛,𝑠

𝛼𝑛,𝑟

·

(︃
2

𝜋

∫︁ 𝜋/2

0

(1− sinc 𝑡)𝑚𝑝𝑑𝑡

)︃−1/𝑝

· Φ
(︁ 𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︁
.

(4.4)

Сопоставляя соотношения (4.2) и (4.4), получаем требуемые равенства (4.1). Теорема
4.1 доказана.
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