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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО

РАСПРЕДЕЛЕННОГО УПРАВЛЕНИЯ В ВЫПУКЛОЙ

ОБЛАСТИ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ ОДНОЙ

ИЗ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ

А.Р. ДАНИЛИН

Аннотация. Рассматривается задача оптимального распределенного управления
в плоской строго выпуклой области с гладкой границей и малым параметром при од-
ной из старших производных эллиптического оператора. На границе области в этой
задаче задано нулевое условие Дирихле, а управление аддитивно входит в неоднород-
ность. В качестве множества допустимых управлений используется единичный шар в
соответствующем пространстве функций, суммируемых с квадратом. Решение получа-
ющихся краевых задач рассматриваются в обобщенном смысле как элементы некото-
рого гильбертова пространства. В качестве критерия оптимальности выступает сумма
квадрата нормы отклонения состояния от заданного и квадрата нормы управления с
некоторым коэффициентом. Такая структура критерия оптимальности позволяет, при
необходимости, усилить роль либо первого, либо второго слагаемого в этом критерии.
В первом случае более важным является достижение заданного состояния, а во вто-
ром случае — минимизация ресурсных затрат. Подробно изучена асимптотика задачи,
порожденная дифференциальным оператором второго порядка с малым коэффициен-
том при одной из старших производных, к которому прибавлен дифференциальный
оператор нулевого порядка.

Ключевые слова: малый параметр, оптимальное управление, краевые задачи для
систем уравнений в частных производных, асимптотические разложения.
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1. Введение

Статья посвящена исследованию асимптотики решения задачи оптимального распреде-
ленного управления [1] в плоской строго выпуклой области с гладкой границей и малым
параметром при одной из старших производных эллиптического оператора. Такие операто-
ры характерны для установившихся процессов теплопроводности и диффузии в слоистых
средах, когда распростронение тепла (диффузии) имеют существенно различные коэффи-
циенты по перпендикулярным направлениям (в слое и при переходе в новый слой) [2, Гл.
III, § 1, п. 3].
Асимптотика решения задачи Дирихле для подобных эллиптических уравнений в по-

добных областях была исследована в [3], [4].
Иcследование задач оптимального управления, определяемых уравнениями в частных

производных, не теряет своей актуальности (см., например, [5]–[7] и библиографию в них).
Асимптотика распределенного управления для оператора с малым коэффициентом при

операторе Лапласа и в существенно другой области, рассматривалась в [8], [9], а в анало-
гичной области — в [10].

A.R. Danilin, Asymptotics for solutions to problem on optimally distributed control in

convex domain with small parameter at one of higher derivatives.
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2. Общая постановка задачи и условия оптимальности

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная строго выпуклая область с гладкой границей Γ :=Γ
(Ω — многообразие класса 𝐶∞ с краем).
Рассматривается следующая задача распределенного управления [1, Гл. 2, § 2, соотно-

шения (2.8)–(2.9)]

ℒ𝜀𝑧𝜀 :=−𝜀2𝜕
2𝑧𝜀
𝜕𝑥2

− 𝜕2𝑧𝜀
𝜕𝑦2

+ 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑧𝜀 = 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑢𝜀(𝑥, 𝑦), (2.1)

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑧𝜀 ∈ 𝐻1
0 (Ω),

𝐽(𝑢) := ‖𝑧𝜀 − 𝑧𝑑‖2 + 𝛽−1‖𝑢‖−→ inf, 𝑢 ∈ 𝒰 . (2.2)

𝒰 = 𝒰(1), где 𝒰(𝑟) :={𝑢 ∈ 𝐿2(Ω) : ‖𝑢‖ ⩽ 𝑟}. (2.3)

Здесь 𝜀 > 0, 𝐻1
0 (Ω) — соболевское пространство дифференцируемых функций, равных

нулю на границе 𝜕Ω (см., например, [11]), ‖ · ‖ — норма в пространстве 𝐿2(Ω),

𝑓, 𝑧𝑑, 𝑎 ∈ 𝐶∞(Ω𝛿), 𝑎(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝛼2 > 0 при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝛿, (2.4)

где 𝛿 > 0, а Ω𝛿 — 𝛿-окрестность области Ω.
Скалярное произведение в 𝐿2(Ω) будем обозначать (·, ·).
Решение уравнения (2.1) понимается в слабом смысле: для любого 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (Ω) справед-
ливы равенства

𝜀2
(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
+

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑦
,
𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
+ (𝑎(𝑥, 𝑦)𝑧, 𝑣) = (𝑓 + 𝑢, 𝑣).

В силу (2.4) при всех малых 𝜀 > 0 справедливо соотношение

(ℒ𝜀𝑣, 𝑣) =𝜀
2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦2
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑣

𝜕𝑦

⃦⃦⃦⃦2
+ (𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣, 𝑣)

⩾𝜀2
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦2
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑣

𝜕𝑦

⃦⃦⃦⃦2
+ 𝛼2‖𝑣‖2 ⩾ 𝜀2‖𝑣‖2𝐻1

0 (Ω).

(2.5)

В этом случае единственное оптимальное управление 𝑢𝜀(·) и соответствующее ему 𝑧𝜀(·) в
задаче (2.1)–(2.3) характеризуются следующим образом: существует 𝑝𝜀 ∈ 𝐻1

0 (Ω) такое, что
(см. [1, Гл. 2, § 2, соотношения (2.10)]){︃

ℒ𝜀𝑧𝜀 = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑢𝜀, ℒ𝜀𝑝𝜀 − 𝑧𝜀 = −𝑧𝑑(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑧𝜀, 𝑝𝜀 ∈ 𝐻1
0 (Ω),

𝑧𝜀 = 0, 𝑝𝜀 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ,

∀ ̃︀𝑣 ∈ 𝒰
(︀
𝑝+ 𝛽−1𝑢𝑜𝑝𝑡, (̃︀𝑣 − 𝑢𝑜𝑝𝑡)

)︀
⩾ 0. (2.6)

Как показано в [12, лемма 1] в этом случае условие (2.6) эквивалентно следующему(︀
𝑢𝜀 = −𝜆𝜀𝑝𝜀

)︀
∧
(︀
𝜆𝜀 ∈ (0; 𝛽]

)︀
∧
(︁
𝜆𝜀‖𝑝𝜀‖ ⩽ 1

)︁
∧
(︁
(𝛽 − 𝜆𝜀) ·

(︀
1− 𝜆𝜀‖𝑝𝜀‖

)︀
= 0
)︁
. (2.7)

Таким образом, исходная задача свелась к системе уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
ℒ𝜀𝑧𝜀 + 𝜆𝜀𝑝𝜀 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

ℒ𝜀𝑝𝜀 − 𝑧𝜀 = −𝑧𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑧𝜀, 𝑝𝜀 ∈ 𝐻1
0 (Ω),

𝑧𝜀 = 0, 𝑝𝜀 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ,

(2.8)

зависящей от скалярного параметра 𝜆𝜀 с дополнительным условием (2.7).
Цель работы — изучить поведение 𝑧𝜀, 𝑝𝜀 и 𝜆𝜀 при 𝜀→ 0 и найти полные асимптотические

разложения указанных величин при 𝜀→ 0.
В дальнейшем положительные константы, которые зависят только от области Ω и функ-

ции 𝑎(𝑥, 𝑦), часто будем обозначать одной и той же буквой 𝐾 (возможно с индексами).
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3. Априорные оценки

Из первой части неравенства (2.5) следует справедливость следующей леммы:

Лемма 3.1. Пусть функция 𝑎(·) удовлетворяет условию из (2.4). Если 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω)
и ℒ𝜀𝑧𝜀 = 𝑓 , то справедливо неравенство

{𝛼2‖𝑧𝜀‖, 𝛼𝜀‖𝑧′𝑥‖, 𝛼‖𝑧′𝑦‖} ⩽ ‖𝑓‖. (3.1)

Здесь 𝑧′𝑥 :=
𝜕𝑧
𝜕𝑥
, а 𝑧′𝑦 :=

𝜕𝑧
𝜕𝑦
.

Следствие 3.1. Пусть выполнены условия (2.4). Если 𝜆𝜀, 𝑧𝜀 и 𝑝𝜀 удовлетворяют (2.8),
(2.7), то существует такая 𝜆* > 0, что при всех малых 𝜀 > 0 справедливы неравенства

𝜆𝜀 ⩾ 𝜆* и

‖𝑧𝜀‖ ⩽ 𝛼−2(‖𝑓‖+ 1), ‖𝑝𝜀‖ ⩽ 𝛼−2‖𝑧𝑑‖+ 𝛼−4(‖𝑓‖+ 1).

Доказательство. Два последних неравенства следуют из (3.1), а первое — из ограничен-
ности ‖𝑝𝜀‖ и (2.7).

Наряду с (2.7) рассмотрим также систему вида{︃
ℒ𝜀𝑧𝜀,𝜆 + 𝜆𝑝𝜀,𝜆 = 𝑓𝜀,1(𝑥, 𝑦), ℒ𝜀𝑝𝜀,𝜆 − 𝑧𝜀,𝜆 = 𝑓𝜀,2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

𝑧 = 0, 𝑝 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ.
(3.2)

Теорема 3.1. Задача (3.2) разрешима единственным образом при любых 𝑓𝜀,𝑖 ∈ 𝐿2(Ω)
и 𝜀 > 0 (𝑖 = 1, 2), ее решение 𝑧, 𝑝 ∈ 𝐻2(Ω). При этом, если 𝑓𝜀,𝑖 ∈ 𝐶∞(Ω), то 𝑧𝜀,𝜆,
𝑝𝜀,𝜆 ∈ 𝐶∞(Ω).

Доказательство. Эта теорема доказывается аналогично теореме 1 из [13].

При 𝑓𝜀,1 = 𝑓 и 𝑓𝜀,2 = −𝑧𝑑 решение системы (3.2) будем обозначать: 𝑧𝜀,𝜆,𝑑, 𝑝𝜀,𝜆,𝑑.

Замечание 3.1. Отметим, что если 𝛽‖𝑝𝜀,𝛽,𝑑‖ ⩽ 1, то 𝑧𝜀,𝛽,𝑑 = 𝑧𝜀 и 𝑝𝜀,𝛽,𝑑 = 𝑝𝜀, а огра-
ничения на управление не по существу.

Пусть 𝑧𝜀,𝜆, 𝑝𝜀,𝜆 ∈ 𝐻1
0 (Ω) — решения системы (3.2), тогда для любых 𝜀 > 0 справедливо

равенство (ℒ𝜀𝑧𝜀,𝜆, 𝑝𝜀,𝜆) = (𝑧𝜀,𝜆,ℒ𝜀𝑝𝜀,𝜆). Тем самым из (3.2) получим, что

‖𝑧𝜀,𝜆‖2 + 𝜆‖𝑝𝜀,𝜆‖2 = (𝑓𝜀,1, 𝑝𝜀,𝜆)− (𝑓𝜀,2, 𝑧𝜀,𝜆). (3.3)

В силу (3.3) ‖𝑧𝜀,𝜆‖ и ‖𝑝𝜀,𝜆‖ удовлетворяют квадратичному неравенству

‖𝑧𝜀,𝜆‖2 + 𝜆‖𝑝𝜀,𝜆‖2 ⩽ ‖𝑓𝜀,1‖ · ‖𝑝𝜀,𝜆‖+ ‖𝑓𝜀,2‖ · ‖𝑧𝜀,𝜆‖,

из которого следует, что

‖𝑧𝜀,𝜆‖ ⩽ ‖𝑓𝜀,2‖+
‖𝑓𝜀,1‖
2
√
𝜆
, ‖𝑝𝜀,𝜆‖ ⩽

‖𝑓𝜀,1‖
𝜆

+
‖𝑓𝜀,2‖
2
√
𝜆
, (3.4)

Из (3.4) с учетом (2.5) получаются и априорные оценки производных

𝜀2
⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
𝑧𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦2
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑦
𝑧𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦2
⩽ ‖𝑧𝜀,𝜆‖(‖𝑓𝜀,1‖+ 𝜆‖𝑝𝜀,𝜆‖),

𝜀2
⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
𝑝𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦2
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑦
𝑝𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦2
⩽ ‖𝑝𝜀,𝜆‖(‖𝑓𝜀,2‖+ ‖𝑧𝜀,𝜆‖).
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Таким образом, если 𝜆 ∈ [𝜆*, 𝜆
*] ⊂ (0,+∞), то существует 𝐾 > 0 такое, что для любого

малого 𝜀 > 0 справедливы неравенства

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
𝑧𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑦
𝑧𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦
+ ‖𝑧𝜀,𝜆‖ ⩽ 𝐾(‖𝑓𝜀,1‖+ ‖𝑓𝜀,2‖),

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
𝑝𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑦
𝑝𝜀,𝜆

⃦⃦⃦⃦
+ ‖𝑝𝜀,𝜆‖ ⩽ 𝐾(‖𝑓𝜀,1‖+ ‖𝑓𝜀,2‖).

(3.5)

4. Предельные соотношения

Рассмотрим «предельную» для (3.2) задачу⎧⎪⎨⎪⎩
ℒ0𝑧0,𝜆 + 𝜆𝑝0,𝜆 = 𝑓0,1(𝑥, 𝑦),

ℒ0𝑝0,𝜆 − 𝑧0,𝜆 = 𝑓0,2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

𝑧 = 0, 𝑝 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ, 𝜆 ⩾ 0,

(4.1)

где оператор ℒ0 получается из ℒ𝜀 если положить формально 𝜀 = 0:

ℒ0𝑣 :=−𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣, 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (Ω).

Поскольку область Ω строго выпукла, то существуют точки 𝑀𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈ Γ,
𝑖 = 1, 2, в которых уравнение касательной к Γ имеет вид 𝑥 = 𝑥𝑖, соответственно. Точ-
ки 𝑀𝑖 разбивают границу Γ на две части Γ𝑗 — нижнюю (𝑗 = 1) и верхнюю (𝑗 = 2). Обе
эти части являются графиками функций 𝜙𝑗(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥2]. При этом

𝜙𝑗(𝑥) ∈ 𝐶([𝑥1;𝑥2]) ∩ 𝐶∞(𝑥1;𝑥2), 𝜙𝑗(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, 𝜙′
𝑗(𝑥𝑖 − (−1)𝑖0) = ∞. (4.2)

В окрестностях точек 𝑀𝑖 существует еще одна параметризация границы Γ: 𝑥 = 𝜓𝑖(𝑦),
соответственно. Отметим, что 𝜓1 — выпуклая (𝜓′′

1 ⩾ 0), а 𝜓2 — вогнутая (𝜓′′
1 ⩽ 0) функции

и 𝜓′
𝑖(𝑦𝑖) = 0.
В дальнейшем будем предполагать, что

𝑥1 = 𝑦1 = 0, 𝜓′′
1(𝑦1) > 0, 𝜓′′

2(𝑦2) < 0. (4.3)

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (2.4), (4.2) и 𝑓0,1, 𝑓0,1 ∈ 𝐶∞(Ω𝛿). Тогда зада-

ча (4.1) разрешима единственным образом и ее решения бесконечно дифференцируемы

в Ω ∖ {𝑀1,𝑀2}. При этом для любого отрезка [𝜆*, 𝜆
*] ⊂ (0,+∞) существует 𝐾 > 0

такое, что при всех (𝑥, 𝑦) ∈ Ω и любых непрерывных в Ω функций 𝑓0,1, 𝑓0,2 справедливо
априорное неравенство

|𝑧0,𝜆(𝑥, 𝑦)|+
⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑦
𝑧0,𝜆(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
+ |𝑝0,𝜆(𝑥, 𝑦)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑦
𝑝0,𝜆(𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒

⩽𝐾

𝜙2(𝑥)∫︁
𝜙1(𝑥)

(|𝑓0,1(𝑥, 𝑦)|+ |𝑓0,2(𝑥, 𝑦)|) 𝑑𝑦.
(4.4)

Доказательство. Если 𝜆 = 0, то из первого уравнения системы (4.1) получим

(𝑓0,1, 𝑧0,0) = (ℒ0𝑧0,0, 𝑧0,0) =

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑦
𝑧0,0

⃦⃦⃦⃦2
+ (𝑎(𝑥, 𝑦)𝑧0,0, 𝑧0,)) ⩾ 𝛼2‖𝑧0,𝜆‖2,

откуда следует, что

𝛼2‖𝑧0,0‖ ⩽ ‖𝑓0,1‖, 𝛼2‖𝑝0,0‖ ⩽ ‖𝑓0,2‖+ 𝛼−2‖𝑓0,1‖. (4.5)

Аналогично (3.3) показывается, что если 𝑧0,𝜆, 𝑝0,𝜆 — решение системы (4.1), то справед-
ливо равенство

‖𝑧0,𝜆‖2 + 𝜆‖𝑝0,𝜆‖2 = (𝑓0,1, 𝑝0,𝜆)− (𝑓0,2, 𝑧0,𝜆),
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и, тем самым при 𝜆 ∈ [𝜆*, 𝜆
*] ⊂ (0,+∞) существует 𝐾 > 0 такое, что

‖𝑧0,𝜆‖+ ‖𝑝0,𝜆‖ ⩽ 𝐾(‖𝑓0,1‖+ ‖𝑓0,2‖). (4.6)

Система из (4.1) есть система обыкновенных линейных дифференциальных уравнений
(относительно 𝑦), гладко зависящих от параметра 𝑥. Поскольку эта система фредгольмова,
то рассмотрим ее решение, когда 𝑓1 = 0 и 𝑓2 = 0. Из (4.6) при этих условиях получаем,
что 𝑧0,𝜆 = 0 и 𝑝0,𝜆 = 0. Таким образом задача (4.1) разрешима при любом 𝑥 ∈ (𝑥1;𝑥2),
а в силу теоремы о решениях, зависящих от парамтера, получится гладкость 𝑧0,𝜆 и 𝑝0,𝜆
в Ω.
Применяя к системе (4.1) теорему 3.1 из [14, Гл. XII, §3] с учетом непрерывности в Ω𝛿

фундаментальной матрицы линейной системы, соответствующей системе (4.1), получим
априорные оценки (4.4).

При 𝑓0,1 = 𝑓 и 𝑓0,2 = −𝑧𝑑 решение системы (4.1) будем обозначать: 𝑧0,𝜆,𝑑, 𝑝0,𝜆,𝑑.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (2.4) и (4.2). Тогда

‖𝑧𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑧0,𝜆,𝑑‖ → 0, ‖𝑝𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑝0,𝜆,𝑑‖ → 0, при 𝜀→ 0.

Доказательство. Рассмотрим функции ̃︀𝑧𝑟 :=𝜒𝑟(𝑥)𝑧0,𝜆,𝑑 и ̃︀𝑝𝑟 :=𝜒𝑟(𝑥)𝑝0,𝜆,𝑑, где 𝑟 — вспомо-
гательный малый положительный параметр, а 𝜒𝑟(𝑥) — срезающая функция, т.е.

𝜒𝑟(·) ∈ 𝐶∞(R), ∀𝑥 ∈ R |𝜒𝑟(𝑥)| ⩽ 1,

𝜒𝑟(𝑥) =

{︂
0, 𝑥 ∈ (−∞; 𝑟/2) ∪ (𝑥2 − 𝑟/2;+∞),
1, 𝑥 ∈ [𝑟;𝑥2 − 𝑟].

Функции ̃︀𝑧𝑟, ̃︀𝑝𝑟 бесконечно дифференцируемы на Ω, равны нулю на Γ и удовлетворяют
равенствам ℒ0̃︀𝑧𝑟 + 𝜆̃︀𝑝𝑟 = 𝜒𝑟(𝑥)𝑓 и ℒ0̃︀𝑝𝑟 − ̃︀𝑧𝑟 = −𝜒𝑟(𝑥)𝑧𝑑. Поэтому

ℒ𝜀̃︀𝑧𝑟 + 𝜆̃︀𝑝𝑟 = 𝜒𝑟(𝑥)𝑓 + 𝜀2
𝜕2

𝜕𝑥2
̃︀𝑧𝑟, ℒ𝜀̃︀𝑝𝑟 − ̃︀𝑧𝑟 = −𝜒𝑟(𝑥)𝑧𝑑 + 𝜀2

𝜕2

𝜕𝑥2
̃︀𝑝𝑟

Так как ̃︀𝑧𝑟, ̃︀𝑝𝑟 ∈ 𝐶∞(Ω), то существует 𝐾𝑟 > 0 такая, что⃦⃦⃦⃦
𝜕2

𝜕𝑥2
̃︀𝑧𝑟 ⃦⃦⃦⃦ ⩽ 𝐾𝑟,

⃦⃦⃦⃦
𝜕2

𝜕𝑥2
̃︀𝑝𝑟 ⃦⃦⃦⃦ ⩽ 𝐾𝑟.

Обозначим ̃︀𝑧𝜀,𝑟 := 𝑧𝜀,𝜆,𝑑 − ̃︀𝑧𝑟, ̃︀𝑝𝜀,𝑟 := 𝑝𝜀,𝜆,𝑑 − ̃︀𝑝𝑟. Тогда
ℒ𝜀̃︀𝑧𝜀,𝑟 + 𝜆̃︀𝑝𝜀,𝑟 = (1− 𝜒𝑟(𝑥))𝑓 + 𝜀2

𝜕2

𝜕𝑥2
̃︀𝑧𝑟, ℒ𝜀̃︀𝑝𝜀,𝑟 − ̃︀𝑧𝜀,𝑟 = −(1− 𝜒𝑟(𝑥))𝑧𝑑 + 𝜀2

𝜕2

𝜕𝑥2
̃︀𝑝𝑟.

В силу (3.5) справедливы неравенства

‖̃︀𝑧𝜀,𝑟‖ ⩽ 𝐾‖1− 𝜒𝑟‖(‖𝑓‖+ ‖𝑧𝑑‖) + 2𝜀2𝐾𝑟,

‖̃︀𝑝𝜀,𝑟‖ ⩽ 𝐾‖1− 𝜒𝑟‖(‖𝑓‖+ ‖𝑧𝑑‖) + 2𝜀2𝐾𝑟.
(4.7)

Поскольку

𝑧𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑧0,𝜆,𝑑 = ̃︀𝑧𝜀,𝑟 + (1− 𝜒𝑟(𝑥))𝑧0,𝜆,𝑑, 𝑝𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑝0,𝜆,𝑑 = ̃︀𝑝𝜀,𝑟 + (1− 𝜒𝑟(𝑥))𝑝0,𝜆,𝑑,

то в силу (4.7)

0 ⩽ lim inf
𝜀→+0

‖𝑧𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑧0,𝜆,𝑑‖ ⩽ lim sup
𝜀→+0

‖𝑧𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑧0,𝜆,𝑑‖

⩽ 𝐾‖1− 𝜒𝑟‖(‖𝑓‖+ ‖𝑧𝑑‖) + ‖1− 𝜒𝑟‖ · ‖𝑧0,𝜆,𝑑‖,

0 ⩽ lim inf
𝜀→+0

‖𝑝𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑝0,𝜆,𝑑‖ ⩽ lim sup
𝜀→+0

‖𝑝𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑝0,𝜆,𝑑‖

⩽ 𝐾‖1− 𝜒𝑟‖(‖𝑓‖+ ‖𝑧𝑑‖) + ‖1− 𝜒𝑟‖ · ‖𝑝0,𝜆,𝑑‖.



АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕННОГО . . . 47

Но ‖1− 𝜒𝑟‖−→ 0 при 𝑟 → +0, поэтому

lim
𝑟→+0

(︁
𝐾‖1− 𝜒𝑟‖(‖𝑓‖+ ‖𝑧𝑑‖) + ‖1− 𝜒𝑟‖ · ‖𝑝0,𝜆,𝑑‖

)︁
= 0,

и, тем самым, ‖𝑧𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑧0,𝜆,𝑑‖ → 0 и ‖𝑝𝜀,𝜆,𝑑 − 𝑝0,𝜆,𝑑‖ → 0 при 𝜀→ 0.

Следствие 4.1. Пусть выполнены условия (2.4) и (4.2). Тогда
1. Если

𝛽‖𝑝0,𝛽,𝑑‖ < 1, (4.8)

то 𝜆𝜀 = 𝛽 при всех малых 𝜀 > 0, т.е. ограничения на управление в задаче (2.1)–(2.3) не
по существу и ‖𝑧𝜀 − 𝑧0,𝛽,𝑑‖ → 0, ‖𝑝𝜀 − 𝑝0,𝛽,𝑑‖ → 0 при 𝜀→ 0.

2. Если 𝛽‖𝑝0,𝛽,𝑑‖ > 1, то при всех малых 𝜀 > 0 ограничения на управление в задаче

(2.1)–(2.3) по существу и 𝜆𝜀‖𝑝𝜀‖ = 1 при всех таких 𝜀.

Доказательство. Если 𝛽‖𝑝0,𝛽,𝑑‖ < 1, то при всех малых 𝜀 > 0 справедливо неравенство
𝛽‖𝑝𝜀,𝛽,𝑑‖ < 1 и, в силу замечания к теореме 3.1, справедливы равенства 𝑧𝜀,𝛽,𝑑 = 𝑧𝜀 и
𝑝𝜀,𝛽,𝑑 = 𝑝𝜀.

Лемма 4.1. Пусть

ℒ0𝑧𝑑 ̸= 𝑓 и 𝛽‖𝑝0,𝛽,𝑑‖ > 1. (4.9)

Тогда существует единственное 𝜆0 ∈ (0, 𝛽) такое, что

𝜆0‖𝑝0,𝜆0,𝑑‖ = 1. (4.10)

Доказательство. Перейдем в (4.1) от функций 𝑧0,𝜆,𝑑 и 𝑝0,𝜆,𝑑 к функциям 𝑍𝜆 := 𝑧0,𝜆,𝑑 и
𝑃𝜆 :=𝜆𝑝0,𝜆,𝑑. Тогда {𝑍𝜆, 𝑃𝜆} удовлетворяет системе{︃

ℒ0𝑍𝜆 + 𝑃𝜆 = 𝑓(𝑥, 𝑦), ℒ0𝑃𝜆 − 𝜆𝑍𝜆 = −𝜆𝑧𝑑(𝑥, 𝑦),

𝑍𝜆|Γ = 0 = 𝑃𝜆|Γ.
(4.11)

Рассмотрим функцию ℱ(𝜆) := ‖𝑃𝜆‖2. Тогда ℱ ′(𝜆) = 2(𝑃𝜆,
𝜕
𝜕𝜆
𝑃𝜆).

Пусть ̃︀𝑍𝜆 :=
𝜕
𝜕𝜆
𝑍𝜆, а ̃︀𝑃𝜆 :=

𝜕
𝜕𝜆
𝑃𝜆. Тогда в силу теоремы о дифференцируемости решения

системы обыкновенных дифференциальных уравнений по параметру { ̃︀𝑍𝜆, ̃︀𝑃𝜆} есть реше-
ние системы {︃

ℒ0
̃︀𝑍𝜆 + ̃︀𝑃𝜆 = 0, ℒ0

̃︀𝑃𝜆 − 𝜆 ̃︀𝑍𝜆 = 𝜆( ̃︀𝑍𝜆 − 𝑧𝑑(𝑥, 𝑦)),̃︀𝑍𝜆|Γ = 0 = ̃︀𝑃𝜆|Γ.
(4.12)

Покажем, что ̃︀𝑃𝜆 ̸= 0 при всех 𝜆 > 0. В противном случае из (4.12) получим, что ̃︀𝑍𝜆 = 0

и 𝑧𝜆 := ̃︀𝑍𝜆 = 𝑧𝑑. Но в этом случае из (4.1) следует, что ℒ0𝑝0,𝜆,𝑑 = 0 и, тем самым, 𝑝0,𝜆,𝑑 = 0
и ℒ0𝑧0,𝜆,𝑑 = ℒ0𝑧𝑑 = 𝑓 , что противоречит условию (4.9).
В силу (4.11) и (4.12) имеем:

(𝑃𝜆, ̃︀𝑃𝜆) = −(ℒ0
̃︀𝑍𝜆, 𝑃𝜆) = −( ̃︀𝑍𝜆,ℒ*

0𝑃𝜆) = −( ̃︀𝑍𝜆, 𝜆(𝑧𝜆 − 𝑧𝑑(𝑥, 𝑦))

= −( ̃︀𝑍𝜆,ℒ*
0
̃︀𝑃𝜆 − 𝜆 ̃︀𝑍𝜆) = 𝜆‖ ̃︀𝑍𝜆‖2 + ‖ ̃︀𝑃𝜆‖2 > 0.

Поэтому ℱ ′(𝜆) > 0 и, тем самым, функция ℱ(𝜆) строго возрастает, непрерывна на [0, 𝛽] и,
при этом, ℱ(0) = 0, а ℱ(𝛽) > 1. Поэтому существует единственное 𝜆0 ∈ (0, 𝛽) такое, что
1 = ℱ(𝜆0) = 𝜆0‖𝑝0,𝜆0,𝑑‖.

Теорема 4.3. Пусть выполнены условия (4.9). Тогда при 𝜀→ +0

𝜆𝜀 −→𝜆0, ‖𝑧𝜀 − 𝑧0,𝜆0,𝑑‖ → 0, ‖𝑝𝜀 − 𝑝0,𝜆0,𝑑‖ → 0 при 𝜀→ 0,

где 𝜆0 удовлетворяет (4.10).
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Доказательство. Прежде всего в силу условий теоремы при всех достаточно малых 𝜀 > 0
справедливо равенство

𝜆𝜀‖𝑝𝜀‖ = 1. (4.13)

Пусть 𝜆0 ∈ [0, 𝛽] — частичный предел {𝜆𝜀}, т.е. 𝜆𝜀𝑘 −→𝜆0 для некоторой {𝜆𝜀𝑘} такой,
что 𝜀𝑘 −→+0. В дальнейшей части доказательства, чтоб не загромождать запись, индекс
𝑘 у 𝜀𝑘 будем опускать.
Рассмотрим функции 𝑍𝜀 := 𝑧𝜀 − 𝑧𝜀,𝜆0,𝑑 и 𝑃𝜀 := 𝑝𝜀 − 𝑝𝜀,𝜆0,𝑑. Поскольку

ℒ𝜀𝑍𝜀 + 𝜆0𝑃𝜀 = (𝜆0 − 𝜆𝜀)𝑝𝜀, ℒ𝜀𝑃𝜀 − 𝑍𝜀 = 0,

то в силу (3.5)

‖𝑍𝜀‖ ⩽ 𝐾|𝜆0 − 𝜆𝜀| · ‖𝑝𝜀‖, ‖𝑃𝜀‖ ⩽ 𝐾|𝜆0 − 𝜆𝜀| · ‖𝑝𝜀‖,
что с использованием следствия 3.1 дает ‖𝑍𝜀‖−→ 0 и ‖𝑃𝜀‖−→ 0. Примение теоремы 4.2
дает: ‖𝑧𝜀 − 𝑧0,𝜆0,𝑑‖ → 0 и ‖𝑝𝜀 − 𝑝0,𝜆0,𝑑‖ → 0. Теперь, перейдя к пределу в (4.13), получим,
что 𝜆0 удовлетворяет уравнению (4.10). Это в силу единственности решения уравнения
(4.10) показывает: 𝜆0 — единственный частичный предел 𝜆𝜀, и, тем самым, 𝜆𝜀 −→𝜆0.

5. Аппроксимационные теоремы

Для обоснования асимптотических разложений решений задачи (2.8), (2.7) нужны тео-
ремы об оценке уклонения точного решения {𝑧𝜀, 𝑝𝜀, 𝜆𝜀} этой задачи от решений аппрокси-
мационной задачи⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℒ𝜀̃︀𝑧𝜀,𝛾 + ̃︀𝜆𝜀,𝛾̃︀𝑝𝜀,𝛾 = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓1,𝛾, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

ℒ𝜀̃︀𝑝𝜀,𝛾 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾 = 𝑓2,𝛾 − 𝑧𝑑(𝑥, 𝑦), ̃︀𝑧𝜀,𝛾, ̃︀𝑝𝜀,𝛾 ∈ 𝐻1
0 (Ω),̃︀𝑧𝜀,𝛾 = 0, ̃︀𝑝𝜀,𝛾 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ,

(5.1)

в случае, когда при 𝜀→ 0

𝑓𝑗,𝛾 ∈ 𝐶∞(Ω), ‖𝑓𝑗,𝛾‖ = 𝑂
(︀
𝜀𝛾
)︀
, 𝑗 = 1, 2, (5.2)

и аппроксимации условия (2.7).
Если при всех достаточно малых 𝜀 > 0 ограничения на управление в исходной задаче

не по существу, то ̃︀𝜆𝜀,𝛾 = 𝛽.
В противном случае дополнительное условие аппроксимации имеет вид̃︀𝜆𝜀,𝛾‖̃︀𝑝𝜀,𝛾‖ = 1 +𝑂

(︀
𝜀𝛾
)︀
. (5.3)

Если ̃︀𝜆𝜀,𝛾 = 𝛽, то (3.5) дают необходимые оценки погрешности аппроксимаций.

Теорема 5.1. Пусть ̃︀𝜆𝜀,𝛾 = 𝛽. Тогда

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
(𝑧𝜀 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ⃦⃦⃦⃦ 𝜕

𝜕𝑦
(𝑧𝜀 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ‖(𝑧𝜀 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾)‖ = 𝑂(𝜀𝛾),

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
(𝑝𝜀 − ̃︀𝑝𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ⃦⃦⃦⃦ 𝜕

𝜕𝑦
(𝑝𝜀 − ̃︀𝑝𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ‖(𝑝𝜀 − ̃︀𝑝𝜀,𝛾)‖ = 𝑂(𝜀𝛾)

при 𝜀→ 0, где ̃︀𝑧𝜀,𝛾 и ̃︀𝑝𝜀,𝛾 есть решение задачи (5.1), (5.2).

В случае, когда ограничения на управление по существу, т.е. выполнено условие ап-
проксимации (5.3) для получения аппроксимационной теоремы требуется вспомогатель-
ное утверждение о зависимости от 𝑟 оптимального 𝑢𝜀,𝑟 в задаче (2.1)–(2.2) при условии:
𝒰 = 𝒰𝑟 и ‖𝑢𝜀,𝑟‖ = 𝑟.
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Теорема 5.2. Пусть выполнены условия (2.4), а 𝑢𝜀,𝑟 — решение задачи (2.1), (2.2)
с 𝒰 = 𝒰𝑟 и ]|𝑢𝜀,𝑟‖ = 𝑟 при всех 𝑟 ∈ [𝑟*; 𝑟

*]. Тогда при некоторых 𝐾 > 0 и 𝜀0 > 0

∀ 𝑟, 𝑟′ ∈ [𝑟*; 𝑟
*], ∀ 𝜀 ∈ (0; 𝜀0], ‖𝑢𝑟 − 𝑢𝑟′‖ ⩽ 𝐾|𝑟 − 𝑟′|. (5.4)

Доказательство. Пусть 𝑧𝜀,0 — решение задачи (2.1) с 𝑢 = 0, а оператор
𝐴𝜀 : 𝐿2(Ω) → 𝐿2(Ω) ставит в соответствие функции 𝑢𝜀 решения задачи (2.1) с 𝑓 = 0.
Тогда 𝑧𝜀 = 𝑧𝜀,0 + 𝐴𝜀𝑢𝜀 и функционал качества примет вид

𝐽(𝑢𝜀) = ‖𝐴𝜀𝑢𝜀 + 𝑣0‖2 + 𝛽−1‖𝑢𝜀‖2,

где 𝑣0 := 𝑧𝜀,0 − 𝑧𝑑. По теореме 3 из [15]

‖𝑢𝑟 − 𝑢𝑟′‖ ⩽ 𝐾1 · |𝑟 − 𝑟′| · ‖𝐴𝜀‖2 ·
(︀
‖𝐴𝜀‖+ ‖𝑣0‖

)︀4
.

По определению ‖𝐴𝜀‖ в силу оценок (3.1) получим ‖𝐴‖ ⩽ 𝐾2. При этом и ‖𝑣0‖ ⩽ 𝐾3,
где 𝐾2 и 𝐾3 — константы, определяемые (3.1).
Тем самым ‖𝑢𝑟 − 𝑢𝑟′‖ ⩽ 𝐾|𝑟 − 𝑟′| при всех достаточно малых 𝜀 > 0.

Теорема 5.3. Пусть при всех достаточно малых 𝜀 > 0 справедливо равенство (4.13).
Тогда

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
(𝑧𝜀 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ⃦⃦⃦⃦ 𝜕

𝜕𝑦
(𝑧𝜀 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ‖(𝑧𝜀 − ̃︀𝑧𝜀,𝛾)‖ = 𝑂(𝜀𝛾),

𝜀

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥
(𝑝𝜀 − ̃︀𝑝𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ⃦⃦⃦⃦ 𝜕

𝜕𝑦
(𝑝𝜀 − ̃︀𝑝𝜀,𝛾)⃦⃦⃦⃦+ ‖(𝑝𝜀 − ̃︀𝑝𝜀,𝛾)‖ = 𝑂(𝜀𝛾),

|𝜆𝜀 − ̃︀𝜆𝜀,𝛾| = 𝑂(𝜀𝛾),

при 𝜀→ 0, где ̃︀𝑧𝜀,𝛾, ̃︀𝑝𝜀,𝛾 и ̃︀𝜆𝜀,𝛾 есть решение задачи (5.1) – (5.3).

Доказательство. Эта теорема доказывается аналогично теореме 4 из [15] с учетом (3.1)
и (5.4).

Теоремы аппроксимации показывают, что построение асимптотического разложения ре-
шения задачи (2.8), (2.7) сводится к построению ее формального асимптотического реше-
ния (ФАР) [16, Гл. I, § 1].

6. Внешнее асимптотическое разложение

В отличии от [10], поскольку при 𝜀 = 0 система (2.8) остается системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений второго порядка, гладко зависящей от параметра 𝑥,
то с помощью внешнего разложения удается удовлетворить граничным условиям без
экспоненциально убывающего пограничного слоя.
Внешнее разложение для 𝑧𝜀 и 𝑝𝜀 и разложение для 𝜆𝜀 ищем в виде

𝑧𝑜𝑢𝑡 :=
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘𝑧𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑝𝑜𝑢𝑡 :=
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘𝑝𝑘(𝑥, 𝑦), 𝜆 :=
+∞∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘𝜆𝑘. (6.1)

Подставим ряды (6.1) в систему (2.8) и приравняем слагаемые одинакового порядка
малости. В результате для определения функций 𝑧𝑘, 𝑝𝑘 и 𝜆𝑘 получим уравнения⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℒ0𝑧0 + 𝜆0𝑝0 = 𝑓(𝑥, 𝑦), ℒ0𝑝0 − 𝑧0 = −𝑧𝑑(𝑥, 𝑦),

ℒ0𝑧𝑘 + 𝜆0𝑝𝑘 + 𝜆𝑘𝑝0 = 𝐹1,𝑘, ℒ0𝑝𝑘 − 𝑧𝑘 = 𝐹2,𝑘, 𝑘 ⩾ 1,

𝑧𝑘|Γ = 0 = 𝑝𝑘|Γ, 𝑘 ⩾ 0,

(6.2)
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где оператор ℒ0 получается из ℒ𝜀 если положить формально 𝜀 = 0:

ℒ0 :=− 𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑎(𝑥, 𝑦), 𝐹1,𝑘 =

𝜕2𝑧𝑘−1

𝜕𝑥2
−

𝑘−1∑︁
𝑙=1

𝜆𝑙𝑝𝑘−𝑙, 𝐹2,𝑘 =
𝜕2𝑝𝑘−1

𝜕𝑥2
. (6.3)

В силу теоремы 4.1 система (6.2), (6.3) имеет единственное решение при заданном на-
боре {𝜆𝑘}.
Итак, внешнее разложение (при заданном наборе {𝜆𝑘}) построено. Оно по построению

является формальным асимптотическим решением (ФАР) задачи (2.8) в тех подобластях
области Ω, где ряды (6.1) не теряют своей асимптотичности.
Покажем, что эти ряды пригодны во всей области Ω. Для этого рассмотрим асимптотику

функций 𝑧𝑘 и 𝑝𝑘 при (𝑥, 𝑦) →𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2. В силу одинаковости рассмотрения окрестностей
этих точек, мы подробно рассмотрим лишь окрестность точки 𝑀1 = (0, 0).
Пусть

𝜓1(𝑦)
𝑎𝑠
= 𝑐−2𝑦2

(︃
1 +

+∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑦
𝑘

)︃
, 𝑦 → 0.

Тогда функции 𝜙𝑗, определяющие Γ𝑗, имеют при 𝑥→ +0 асимптотические разложения

𝜙1(𝑥)
𝑎𝑠
= −𝑐𝑥1/2 +

+∞∑︁
𝑠=2

𝑐𝑠(−𝑥1/2)𝑠, 𝜙2(𝑥)
𝑎𝑠
= 𝑐𝑥1/2 +

+∞∑︁
𝑠=2

𝑐𝑠(−𝑥1/2)𝑠. (6.4)

Через 𝜎(𝑥) (возможно с индексами) мы будем обозначать гладкие в (0;𝑥1) функции, име-
ющие степенное асимптотическое разложение при 𝑥→ +0, которое можно дифференциро-
вать сколько угодно раз. Через 𝜎(𝑥, 𝑦) (возможно с индексами) мы будем обозначать глад-
кие в Ω функции, имеющие степенное асимптотическое разложение при Ω ∋ (𝑥, 𝑦) → (0, 0),
которое можно дифференцировать сколько угодно раз.
Слагаемые в асимптотическом представлении функций 𝜎(𝑥, 𝑦) будем группировать в по-

линомы однородные (2, 1)-степени, где 𝑑𝑒𝑔(2,1)(𝑥
𝑠𝑦𝑟) := 2𝑠+ 𝑟. Однородные (2, 1)-степени 𝑛

полиномы будем обозначать 𝑃𝑛. Такой полином имеет вид

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑠:𝑛⩾2𝑠⩾0

𝛾𝑠𝑥
𝑠𝑦𝑛−2𝑠.

Тем самым при Ω ∋ (𝑥, 𝑦) → (0, 0)

𝜎(𝑥, 𝑦)
𝑎𝑠
=

+∞∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦).

Как и для обычных однородных степени 𝑛 полиномов

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦)𝑃𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑛+𝑚(𝑥, 𝑦).

Отметим, что 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑛/2𝑄(𝑦/
√
𝑥), где 𝑄(𝜂) — некоторый полином от 𝜂.

Если 𝜎(𝑥, 𝑦)
𝑎𝑠
=

+∞∑︀
𝑛=𝑘

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) при Ω ∋ (𝑥, 𝑦) → (0, 0), то при необходимости подчеркивания

этого факта будем использовать обозначение 𝜎(𝑥, 𝑦; 𝑘).
В силу (6.4) функции 𝜙1 и 𝜙2 можно представить в виде

𝜙1(𝑥) = −𝑥1/2𝜎1(𝑥) + 𝑥𝜎2(𝑥), 𝜙2(𝑥) = 𝑥1/2𝜎1(𝑥) + 𝑥𝜎2(𝑥), 𝜎1(0) = 𝑐. (6.5)

Из (6.5) следует, что справедливы следующие асимптотические оценки:⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑖(𝑥)√
𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝑐+𝑂(𝑥) при 𝑥→ +0, 𝑖 = 1, 2,

𝜎(𝑥, 𝑦;𝑛) = 𝑂
(︁
𝑥𝑛/2

)︁
при Ω ∋ (𝑥, 𝑦) → (0; 0) равномерно по 𝑦.

(6.6)
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Лемма 6.1. Если 𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) — решение задачи

ℒ0,0𝑤𝑘 :=
𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑦2
= 𝑦𝑘, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑤𝑘

⃒⃒⃒
Γ
= 0,

то

𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝛾𝑘𝑦
𝑘+2 + 𝑦𝑥[(𝑘+1)/2]𝜎3(𝑥, 𝑦) + 𝑥[(𝑘+2)/2]𝜎4(𝑥, 𝑦). (6.7)

Здесь [𝑏] — целая часть числа 𝑏, а 𝛾𝑘 = 1/((𝑘 + 1)(𝑘 + 2)).

Доказательство. В силу явной формулы решения рассматриваемого уравнения 𝑤𝑘(𝑥, 𝑦)
имеет вид

𝑤𝑘(𝑥, 𝑦)

𝛾𝑘
= 𝑦𝑘+2 − 𝑦

𝜙2(𝑥)
𝑘+2 − 𝜙1(𝑥)

𝑘+2

𝜙2(𝑥)− 𝜙1(𝑥)
+
𝜙1(𝑥)𝜙2(𝑥)

(︀
𝜙2(𝑥)

𝑘+1 − 𝜙1(𝑥)
𝑘+1
)︀

𝜙2(𝑥)− 𝜙1(𝑥)
.

Поскольку в силу (6.5)

𝜙2(𝑥)− 𝜙1(𝑥) = 2
√
𝑥𝜎1(𝑥), 𝜙2(𝑥)𝜙1(𝑥) = 𝑥2𝜎2(𝑥)

2 − 𝑥𝜎1(𝑥)
2,

а для натурального числа 𝑚

𝜙2(𝑥)
𝑚 − 𝜙1(𝑥)

𝑚 = 2
√
𝑥

2𝑠⩽𝑚∑︁
𝑠=0

𝐶2𝑠+1
𝑚 𝑥𝑚−𝑠−1𝜎1(𝑥)

2𝑠+1𝜎2(𝑥)
𝑚−2𝑠−1,

то в силу действий со степенными асимптотическими рядами получаем требуемую фор-
мулу (6.7).

Следствие 6.1. Если 𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) — решение задачи

ℒ0,0𝑤𝑘 = 𝑃𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑤𝑘

⃒⃒⃒
Γ
= 0,

то

𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝜎(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1).

Доказательство. В силу линейности рассматриваемой задачи, достаточно проверить этот
факт для монома, т.е. для 𝑃𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑠𝑦𝑘−2𝑠. По формуле (6.7) в этом случае получим

𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝛾𝑘𝑥
𝑠𝑦𝑘+2 + 𝑦𝑥[(𝑘+1+2𝑠)/2]𝜎3(𝑥, 𝑦) + 𝑥[(𝑘+2+2𝑠)/2]𝜎4(𝑥, 𝑦).

Рассматривая четные и нечетные 𝑘 убеждаемся в справедливости соотношения

𝑤𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝜎(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1).

Лемма 6.2. Если 𝑣(𝑥, 𝑦), 𝑤(𝑥, 𝑦) — решение задачи (4.1) c 𝑓0,𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜎𝑖(𝑥, 𝑦; 𝑘), 𝑖 = 1, 2,
то

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝜎1(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1), 𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝜎2(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1).

Доказательство. Прежде всего отметим, что 𝑎(𝑥, 𝑦) = 𝜎(𝑥, 𝑦; 0).
Пусть

𝑓0,𝑖(𝑥, 𝑦)
𝑎𝑠
=

+∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑃𝑛,𝑖,1(𝑥, 𝑦), 𝑙 = 1, 2,

где 𝑃𝑛,𝑖,1(𝑥, 𝑦) — однородные (2, 1)-степени 𝑛 полиномы, а 𝑣1(𝑥, 𝑦) и 𝑤1(𝑥, 𝑦) — решение
задачи

ℒ0,0𝑣1 = 𝑃𝑘,1,1(𝑥, 𝑦) ℒ0,0𝑤1 = 𝑃𝑘,2,1(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑣1

⃒⃒⃒
Γ
= 0 = 𝑤1

⃒⃒⃒
Γ
.
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Тогда 𝑣1 = 𝜎𝑣,1(𝑥, 𝑦; 𝑘+1), 𝑤1 = 𝜎𝑤,1(𝑥, 𝑦; 𝑘+1) в силу следствия 6.1, а функции 𝑉1 := 𝑣−𝑣1
и 𝑊1 :=𝑤 − 𝑤1 удовлетворяют системе

ℒ0𝑉1 + 𝜆𝑊1 = 𝑓0,1 − 𝑣1 − 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣1 − 𝜆𝑤1 = 𝜎1,1(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1)
𝑎𝑠
=

+∞∑︁
𝑛=𝑘+1

𝑃𝑛,1,2(𝑥, 𝑦),

ℒ0𝑊1 − 𝑉1 = 𝑓0,2 − 𝑤1 − 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑤1 + 𝑣1 = 𝜎2,1(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1)
𝑎𝑠
=

+∞∑︁
𝑛=𝑘+1

𝑃𝑛,2,2(𝑥, 𝑦),

𝑉1

⃒⃒⃒
Γ
= 0 = 𝑊1

⃒⃒⃒
Γ
.

Теперь рассмотрим 𝑣2(𝑥, 𝑦) и 𝑤2(𝑥, 𝑦) — решение задачи

ℒ0,0𝑣2 = 𝑃𝑘+1,1,2(𝑥, 𝑦) ℒ0,0𝑤2 = 𝑃𝑘+1,2,2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑣1

⃒⃒⃒
Γ
= 0 = 𝑤1

⃒⃒⃒
Γ
.

Тогда функции 𝑉1 := 𝑣 − 𝑣1 − 𝑣2 и 𝑊1 :=𝑤 − 𝑤1 − 𝑤2 удовлетворяют системе

ℒ0𝑉2 + 𝜆𝑊2 = 𝜎1,2(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 2), ℒ0𝑊1 − 𝑉1 = 𝜎2,2(𝑥, 𝑦; 𝑘 + 1), 𝑉1

⃒⃒⃒
Γ
= 0 =𝑊1

⃒⃒⃒
Γ
.

Продолжая этот процесс дальше, получим асимптотические ряды 𝑉 :=
+∞∑︀
𝑛=1

𝑣𝑛 и

𝑊 :=
+∞∑︀
𝑛=1

𝑤𝑛 — ФАР задачи (4.1). В силу оценок (4.4) и (6.6) построенные ряды есть асимп-

тотические разложения решения задачи (4.1).

Теорема 6.1. Пусть выполнены условия (2.4) и (4.3). Тогда для любого набора

{𝜆𝑘}∞𝑘=0 ⊂ [𝜆*;𝜆
*] ⊂ (0;+∞) решение системы (6.2), (6.3) имеет вид 𝑧𝑘 = 𝜎𝑧,𝑘(𝑥, 𝑦),

𝑝𝑘 = 𝜎𝑝,𝑘(𝑥, 𝑦).

Доказательство. В силу леммы 6.2 имеем: 𝑧0 = 𝜎𝑧,0(𝑥, 𝑦) и 𝑝0 = 𝜎𝑝,0(𝑥, 𝑦). Поскольку по
определению функция вида 𝜎(𝑥, 𝑦) (𝜕/𝜕𝑥)𝜎(𝑥, 𝑦) есть снова функция вида 𝜎(𝑥, 𝑦), то

ℒ0𝑧1 =
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑧0 − 𝜆1𝑝0 = 𝜎𝑧,0,1(𝑥, 𝑦), ℒ0𝑝1 =

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑝0 = 𝜎𝑝,0,1(𝑥, 𝑦),

и, тем самым, 𝑧1 = 𝜎𝑧,1(𝑥, 𝑦) и 𝑝1 = 𝜎𝑝,1(𝑥, 𝑦). Далее применяем метод математической
индукции.

Таким образом, внешнее разложение пригодно всюду в Ω и, в силу следствия 3.1 да-
ет асимптотическое разложение решения задачи (2.8) при любом заданном 𝜆𝜀, имеющим

асимптотическое разложение вида
+∞∑︀
𝑘=0

𝜀2𝑘𝜆𝑘.

Отметим, что для одного уравнения и 𝜓1(𝑦) = 𝑦2 аналогичный результат получен
в [3, Теорема 2]. При этом, если 𝜓1(𝑦) = 𝑦4, то внешнее разложение уже имеет нарас-
тающие особенности при Ω ∋ (𝑥, 𝑦) → (0; 0) (см. [3, п. 1.2]).

7. Полная асимптотика решения

1. Пусть выполнено условие (4.8). В этом случае справедливо равенство 𝜆𝜀 = 𝛽 и, тем
самым 𝜆0 = 𝛽, 𝜆𝑘 = 0 при 𝑘 > 0. Поэтому в силу теоремы 5.1 получим справедливость
следующей теоремы:

Теорема 7.1. Пусть выполнены условия (2.4), (4.3) и (4.8). Тогда внешнее разложение

(6.1) с 𝜆0 = 𝛽, 𝜆𝑘 = 0 при 𝑘 > 0 есть асимптотическое разложение решения задачи (2.8)
с 𝜆𝜀 = 𝛽 при 𝜀→ +0.



АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕННОГО . . . 53

2. Пусть выполнено условие (4.9). В этом случае условия для определения {𝜆𝑘} полу-
чаются из асимптотического равенства Λ2‖𝑝𝑜𝑢𝑡‖2

𝑎𝑠
= 1 при 𝜀→ +0.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀 получим, равенства

𝜆0‖𝑝0‖ = 1, 2𝜆0𝜆𝑘‖𝑝0‖2 + 2𝜆20(𝑝0, 𝑝𝑘) = ℎ𝑘, 𝑘 ∈ N, (7.1)

где ℎ𝑘 полностью определяются предыдущими 𝑧𝑙, 𝑝𝑙 и 𝜆𝑙, 0 ⩽ 𝑙 < 𝑘. Таким образом, за 𝜆0
надо взять единственное решение уравнения 𝜆‖𝑝0,𝜆,𝑑‖ = 1, гарантированное леммой 4.1.
Как и в [10], удобно при 𝑘 > 0 представить 𝑧𝑘 и 𝑝𝑘 в виде 𝑧𝑘 = ̃︀𝑧𝑘 + 𝜆𝑘̃︀𝑧, 𝑝𝑘 = ̃︀𝑝𝑘 + 𝜆𝑘̃︀𝑝,

где ̃︀𝑧𝑘, ̃︀𝑝𝑘 — решение задачи{︃
ℒ0̃︀𝑧𝑘 + 𝜆0̃︀𝑝𝑘 = 𝐹1,𝑘, ℒ0̃︀𝑝𝑘 − ̃︀𝑧𝑘 = 𝐹2,𝑘, 𝑘 ⩾ 1,̃︀𝑧𝑘|Γ = 0 = ̃︀𝑝𝑘|Γ, 𝑘 ⩾ 0,

(7.2)

а ̃︀𝑧, ̃︀𝑝 — решение задачи {︃
ℒ0̃︀𝑧 + 𝜆0̃︀𝑝+ 𝑝0 = 0, ℒ0̃︀𝑝− ̃︀𝑧 = 0,̃︀𝑧|Γ = 0 = ̃︀𝑝|Γ. (7.3)

Отметим, что функции ̃︀𝑧𝑘, ̃︀𝑝𝑘 полностью определяются предыдущими 𝑧𝑙, 𝑝𝑙 и 𝜆𝑙,
0 ⩽ 𝑙 < 𝑘. При таком представлении уравнения (7.1) для нахождения 𝜆𝑘 принимают
вид

𝜆0‖𝑝0‖ = 1, 2𝜆𝑘

(︁
𝜆0‖𝑝0‖2 + 𝜆20(𝑝0, ̃︀𝑝))︁ = ̃︀ℎ𝑘, 𝑘 ∈ N. (7.4)

Лемма 7.1. Если выполнено условие (4.9), то

𝜆0‖𝑝0‖2 + 𝜆20(𝑝0, ̃︀𝑝) > 0.

Доказательство. Заметим, что ̃︀𝑧 = 𝜕
𝜕𝜆
𝑧0,𝜆,𝑑

⃒⃒⃒
𝜆=𝜆0

, ̃︀𝑝 = 𝜕
𝜕𝜆0,𝜆,𝑑

⃒⃒⃒
𝜆=𝜆0

. Поэтому в силу леммы 4.1

0 <
𝜕

𝜕𝜆

(︁
𝜆2‖𝑝0,𝜆,𝑑‖2

)︁⃒⃒⃒
𝜆=𝜆0

= 2𝜆0‖𝑝0‖2 + 2𝜆20(𝑝0, ̃︀𝑝).
Таким образом задачи (6.2)–(6.3), (7.2)–(7.4) однозначно разрешимы и внешнее разло-

жение (6.1) есть ФАР задачи (2.8), (2.7). Тем самым и в этом случае справедлива итоговая
теорема

Теорема 7.2. Пусть выполнены условия (2.4), (4.3) и (4.9. Тогда внешнее разложение

(6.1) с коэффициентами, определяемыми задачами (6.2)–(6.3), (7.2)–(7.4), есть асимп-

тотическое при 𝜀 → +0 разложение решения задачи (2.8) с дополнительным условием

𝜆𝜀‖𝑝𝜀‖ = 1.

Заключение

Отметим, что при выполнении уловия (4.3) рассматриваемая задача (2.1)–(2.3) оказа-
лась регулярной, и асимптотическое разложение ее решения совпадает с внешним разло-
жением. Однако при условии 𝜓(𝑦) = 𝑦4, внешнее разложение уже не будет пригодным всю-
ду в Ω и для построения асиптотического разложения решения рассматриваемой задачи в
этом случае придется использовать метод согласования асимптотических разложений [16].
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