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УСЛОВИЯ ОТСУТСТВИЯ РЕШЕНИЙ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

С СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В R𝑛

В.Е. АДМАСУ, Е.И. ГАЛАХОВ

Аннотация. В настоящей статье мы исследуем теоремы типа Лиувилля для эллип-
тических неравенств высокого порядка с сингулярными коэффициентами и градиент-
ными слагаемыми в R𝑛. Наш подход основан на методе нелинейной емкости С.И. По-
хожаева, который широко использовался при изучении различных типов нелинейных
эллиптических неравенств. Мы получаем априорные оценки для решений эллиптиче-
ского неравенства, используя метод пробных функций. Оптимальный выбор пробной
функции приводит к нелинейной задаче минимакса, которая порождает нелинейную
ёмкость, индуцированную соответствующей нелинейной задачей. Нахождение нулевого
предела соответствующей априорной оценки гарантирует отсутствие нетривиального
решения задачи. В целом наши результаты позволяют по-новому взглянуть на поведе-
ние решений эллиптических неравенств высокого порядка с сингулярными коэффици-
ентами и градиентными слагаемыми, и наш подход может быть полезным также для
изучения других типов нелинейных эллиптических неравенств.
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1. Введение

В последние десятилетия отсутствие решений для различных нелинейных дифференци-
альных неравенств и систем, в частности, для эллиптических неравенств и систем в част-
ных производных с сингулярными коэффициентами и градиентными слагаемыми (или,
что эквивалентно, отсутствие стационарных состояний для соответствующих параболиче-
ских неравенств и систем) изучалось многими математиками (см. [1]–[25]). В этой связи
можно отметить результат Б. Гидаса и Дж. Спрака [13] об отсутствии положительных
решений уравнения

−∆𝑢 = 𝑢𝑞 (𝑥 ∈ R𝑛)

при 1 < 𝑞 < 𝑛+2
𝑛−2

. Впоследствии одним из основных методов исследования этой проблемы
стал метод сравнения, позволивший получить достаточные условия отсутствия решений в
терминах критического показателя нелинейности для многих уравнений второго порядка,
таких как

−∆𝑢 = |𝑥|−2𝑢𝑞 (𝑥 ∈ R𝑛 ∖ {0}),

−∆𝑝𝑢 = 𝑢𝑞 − |∇𝑢|𝑠 (𝑥 ∈ R𝑛),
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где ∆𝑝𝑢 = div (|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢), и подобных, так же как для соответствующих неравенств (см.,
например, [2]–[3], [14]–[16] и ссылки там). Однако в общем случае принципы сравнения не
имеют места для операторов высокого порядка.
Э. Митидиери и С.И. Похожаев (см. [17]) разработали новый эффективный подход к

этим вопросам, названный методом нелинейной емкости. Он основан на специальном вы-
боре параметрического семейства пробных функций, который позволяет получать апри-
орные оценки, применяя соответствующие алгебраические неравенства к интегральной
форме рассматриваемого эллиптического неравенства, и затем переходить к результатам
об отсутствии решений, устремляя параметр к 0 или к бесконечности. Этот подход дает
простые и точные результаты. В частности, в [23] было показано, что неравенство

−∆𝑝𝑢 ≥ |𝑥|−𝛼𝑢𝑞 (𝑥 ∈ R𝑛)

с 𝑝 > 1, 𝛼 < 𝑝 и 𝑝 − 1 < 𝑞 ≤ (𝑛−𝛼)(𝑝−1)
𝑛−𝑝

не имеет положительных решений. Этот метод
успешно применялся к неравенствам с более общими операторами, такими как оператор
средней кривизны (см. [1], [9]) и широкий класс анизотропных квазилинейных операторов
(см. [5], [6], [8], [11], [12], [14]–[19], [21]–[24]), а также для систем неравенств (см. [7]–[12],
[20]). Позднее, используя изощренную технику, Филиппуччи, Пуччи и Риголи (см. [2]–[7])
получили весьма значительные результаты о существовании и отсутствии решений для
коэрцитивных неравенств (с противоположным знаком при ∆𝑝), включая неравенства с
градиентными слагаемыми вида |∇𝑢|𝑠.
В настоящей статье мы доказываем теорему типа Лиувилля для некоторых эллипти-

ческих неравенств высокого порядка с сингулярными коэффициентами и градиентными
слагаемыми в R𝑛, не исследованных ранее.
Оставшаяся часть статьи состоит из разделов 2 и 3. В разделе 2 мы формулируем

результат об отсутствии непостоянных решений эллиптического неравенства, а в разделе
3 доказываем это утверждение. На протяжении статьи буква 𝑐 обозначает положительные
константы, которые могут зависеть от параметров рассматриваемых неравенств.

2. Формулировка результата

Мы устанавливаем отсутствие непостоянных целых решений для неравенства вида

±∆𝑘𝑢(𝑥) ⩾ (1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 − (1 + |𝑥|)−𝛽|∇𝑢(𝑥)|𝑠, 𝑥 ∈ R𝑛 (2.1)

где 𝑘 ∈ N, 𝛼, 𝛽 ∈ R и

𝑠 > 0, 𝑞 > max(1, 𝑠). (2.2)

Определение 2.1. Будем называть слабым решением неравенства (2.1) функцию

𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑞
𝑙𝑜𝑐 (R𝑛) такую, что (1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢|𝑞 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R𝑛), (1 + |𝑥|)−𝛽|∇𝑢|𝑠 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R𝑛), и∫︁

R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ⩽ ±
∫︁
R𝑛

𝑢(𝑥)∆𝑘𝜙(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛽 |∇𝑢(𝑥)|𝑠 𝜙(𝑥)𝑑𝑥 (2.3)

выполняется для любой неотрицательной пробной функции 𝜙 ∈ 𝐶2𝑘
0 (R𝑛).

Теорема 2.1. Пусть выполнено (2.2). Предположим, что 𝜃1 ⩽ 0 и 𝜃2 < 0, где

𝜃1 =
𝑛(𝑞 − 1)− (2𝑘 − 1)𝑞 + 𝛼

𝑞 − 1
,

𝜃2 =
𝑛(𝑞 − 𝑠)− 𝛽𝑞 + 𝛼𝑠

𝑞 − 𝑠
.

(2.4)

Тогда любое слабое решение неравенства (2.1) тождественно равно константе п.в. в R𝑛.
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3. Доказательство результата

Воспользуемся определением (2.3) слабого решения неравенства (2.1) и проинтегрируем
первое слагаемое в правой части по частям:

±
∫︁
R𝑛

𝑢(𝑥)∆𝑘𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = −
∫︁
R𝑛

∇𝑢(𝑥) · ∇(∆𝑘−1𝜙(𝑥))𝑑𝑥.

Отсюда следует∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ⩽
∫︁
R𝑛

|∇𝑢(𝑥)| · |∇(∆𝑘−1𝜙(𝑥))|𝑑𝑥

+

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛽 |∇𝑢(𝑥)|𝑠 𝜙(𝑥)𝑑𝑥.
(3.1)

Теперь оценим слагаемые в правой части (3.1). Применяя неравенство Юнга с показа-
телями 𝑞 > 1 и 𝑞′ = 𝑞

𝑞−1
> 1 к первому слагаемому в правой части (3.1), мы получим

следующую оценку:∫︁
R𝑛

|∇𝑢(𝑥)| · |∇(∆𝑘−1𝜙(𝑥))| ⩽1

3

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙(𝑥)𝑑𝑥

+ 𝑐

∫︁
supp𝜙

(1 + |𝑥|)𝛼
𝑞′
𝑞 |∇(∆𝑘−1𝜙(𝑥))|𝑞′𝜙− 𝑞′

𝑞 (𝑥)𝑑𝑥.
(3.2)

Аналогично оценим второе слагаемое в правой части (3.1). Применяя неравенство Юнга
с показателями

𝑟 =
𝑞

𝑠
> 1, 𝑟′ =

𝑞

𝑞 − 𝑠
> 1,

мы получим ∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛽 |∇𝑢(𝑥)|𝑠 𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ⩽
1

3

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙(𝑥)𝑑𝑥

+ 𝑐

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

(3.3)

Комбинируя (3.1)–(3.3), мы приходим к∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ⩽𝑐
∫︁

supp𝜙

(1 + |𝑥|)𝛼
𝑞′
𝑞 |∇(∆𝑘−1𝜙(𝑥))|𝑞′𝜙− 𝑞′

𝑞 (𝑥)𝑑𝑥

+ 𝑐

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

(3.4)

Теперь выберем пробную функцию 𝜙 вида

𝜙(𝑥) = 𝜙𝑅(𝑥) = 𝜓𝜆

(︃
|𝑥|2

𝑅2

)︃
, (3.5)

где 𝜆 > 2𝑘𝑞′ и неотрицательная функция 𝜓 ∈ 𝐶2𝑘
0

(︀
R+

)︀
такова, что

𝜓(𝑠) =

{︃
1, 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 1,

0, 𝑠 ⩾ 4.
(3.6)
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Далее сделаем замену переменных

𝑥→ 𝜉, где 𝑥 = 𝑅𝜉. (3.7)

Рассматривая правые части неравенств (3.4) и (3.7) при 𝑅 ≥ 1, получим∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)𝛼
𝑞′
𝑞

⃒⃒
∇(∆𝑘−1𝜙𝑅(𝑥))

⃒⃒𝑞′
𝜙
− 𝑞′

𝑞

𝑅 (𝑥)𝑑𝑥

≤ 𝑅𝜃1

∫︁
1⩽|𝜉|⩽2

(1 + |𝜉|)𝛼
𝑞′
𝑞

⃒⃒
∇(∆𝑘−1𝜙1(𝜉))

⃒⃒𝑞′
𝜙
− 𝑞′

𝑞

1 (𝜉)𝑑𝜉,

(3.8)

где 𝜃1 = 𝑛− (2𝑘 − 1)𝑞′ + 𝛼 𝑞′

𝑞
≤ 0, и∫︁

R𝑛

(1 + |𝑥|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑅𝜃2

∫︁
|𝜉|⩽2

(1 + |𝜉|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙1(𝜉)𝑑𝜉, (3.9)

где 𝜃2 = 𝑛 + (−𝛽 + 𝛼
𝑟
)𝑟′ < 0. Теперь в силу выбора пробной функции 𝜙1(𝜉)=𝜓

𝜆(|𝜉|) с
𝜆 > 2𝑘𝑞′, имеем ∫︁

1⩽|𝜉|⩽2

(1 + |𝜉|)𝛼
𝑞′
𝑞

⃒⃒
∇(∆𝑘−1𝜙1(𝜉))

⃒⃒𝑞′
𝜙
− 𝑞′

𝑞

1 (𝜉)𝑑𝜉 <∞

и ∫︁
|𝜉|⩽2

(1 + |𝜉|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙1(𝜉)𝑑𝜉 <∞,

так что интеграл в правой части (3.4) конечен. Тогда из (3.4) следует∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥 ⩽ 𝑐𝑅𝜃, (3.10)

где 𝜃 = max(𝜃1, 𝜃2). Теперь рассмотрим следующие два случая с различными значения-
ми 𝜃1.
Случай 1: если 𝜃1 < 0, переходя к пределу при 𝑅 → ∞ в (3.10), имеем∫︁

R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥→ 0. (3.11)

Таким образом, 𝑢 – константа п.в. в R𝑛.

Случай 2: 𝜃1 = 0.
В этом случае из соотношения (3.8) следует, что∫︁

R𝑛

(1 + |𝑥|)𝛼
𝑞′
𝑞

⃒⃒
∇(∆𝑘−1𝜙𝑅(𝑥))

⃒⃒𝑞′
𝜙
− 𝑞′

𝑞

𝑅 (𝑥)𝑑𝑥

⩽
∫︁
1⩽|𝜉|⩽2

(1 + |𝜉|)𝛼
𝑞′
𝑞

⃒⃒
∇(∆𝑘−1𝜙1(𝜉))

⃒⃒𝑞′
𝜙
− 𝑞′

𝑞

1 (𝜉)𝑑𝜉 := 𝑐

(3.12)

и (так как 𝜃2 < 0)

lim
𝑅→∞

∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥 = lim

𝑅→∞
𝑐𝑅𝜃2

∫︁
|𝜉|⩽2

(1 + |𝜉|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙1(𝜉)𝑑𝜉 = 0. (3.13)

Поэтому из (3.4) имеем ∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥 ⩽ 𝑐.
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Переходя к пределу при 𝑅 → ∞, получим∫︁
R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥 ⩽ 𝑐. (3.14)

Теперь вернемся к неравенству (3.1). Отметим, что

𝑠𝑢𝑝𝑝 {∇(∆𝑘−1𝜙𝑅)} ⊆ {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑅 ⩽ |𝑥| ⩽ 2𝑅}.
Тогда в силу неравенства Гельдера с соответствующими показателями из соотношения
(3.1) следует∫︁

R𝑛

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥 ⩽

(︂∫︁
𝑅⩽|𝑥|⩽2𝑅

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞

·
(︂∫︁

𝑅⩽|𝑥|⩽2𝑅

(1 + |𝑥|)𝛼
𝑞′
𝑞

⃒⃒
∇(∆𝑘−1𝜙𝑅(𝑥))

⃒⃒𝑞′
𝜙
− 𝑞′

𝑞

𝑅 (𝑥)𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞′

+

(︂∫︁
𝑅⩽|𝑥|⩽2𝑅

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝑥

)︂ 1
𝑟

·
(︂∫︁

𝑅⩽|𝑥|⩽2𝑅

(1 + |𝑥|)(−𝛽+𝛼
𝑟
)𝑟′𝜙𝑅(𝑥)𝑑𝜉

)︂ 1
𝑟′

.

(3.15)

Однако из (3.14) и абсолютной сходимости интеграла в этом соотношении имеем∫︁
𝑅⩽|𝑥|⩽2𝑅

(1 + |𝑥|)−𝛼 |∇𝑢(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥→ 0

при 𝑅 → ∞. Переходя к пределу при 𝑅 → ∞ в (3.15) и учитывая (3.12) и (3.13), снова
получим (3.11). Таким образом, функция 𝑢 постоянна в R𝑛 и в этом случае. Это завершает
доказательство.
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