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ЧАСТИЧНЫЕ ПОРЯДКИ НА *-РЕГУЛЯРНЫХ КОЛЬЦАХ

К.К. КУДАЙБЕРГЕНОВ, Б.О. НУРЖАНОВ

Аннотация. В настоящей работе рассматриваются некоторые новые частичные по-
рядки на *-регулярных кольцах. Пусть 𝒜 — *-регулярное кольцо, 𝑃 (𝒜) — решет-
ка всех проекторов из 𝒜 и 𝜇 — точная нормальная нормированная мера на 𝑃 (𝒜).
Предположим, что (𝒜, 𝜌) — полное метрическое *-кольцо относительно ранк-метрики
𝜌 на 𝒜, определяемую следующим образом 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑙(𝑥 − 𝑦)) = 𝜇(𝑟(𝑥 − 𝑦)),
𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, где 𝑙(𝑎), 𝑟(𝑎) — левый и правый носитель элемента 𝑎, соответственно.
На 𝒜 определим следующие три частичных порядка: 𝑎 ≺𝑠 𝑏 ⇐⇒ 𝑏 = 𝑎 + 𝑐, 𝑎 ⊥ 𝑐;
𝑎 ≺𝑙 𝑏 ⇐⇒ 𝑙(𝑎)𝑏 = 𝑎; 𝑎 ≺𝑟 𝑏 ⇐⇒ 𝑏𝑟(𝑎) = 𝑎, 𝑎 ⊥ 𝑐 означает алгебраическую ор-
тогональность, т.е. 𝑎𝑐 = 𝑐𝑎 = 𝑎*𝑐 = 𝑎𝑐* = 0. Доказано, что порядковые топологии,
ассоциированные с этими частичными порядками, сильнее чем топология, порожден-
ная метрикой 𝜌. Рассматриваются сужения этих частичных порядков на подмножества
проекторов, унитарных операторов и частичных изометрий *-регулярной алгебры 𝒜.
В частности, показано, что эти три порядка совпадают с обычным порядком ≤ на
решетке проекторов *-регулярной алгебры. Также показывается, что кольцевые изо-
морфизмы *-регулярных колец сохраняют частичные порядки ≺𝑙 и ≺𝑟.
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1. Введение

Г. Биркгоф и Дж. фон Нейман в своей знаменитой статье [1] показали, что набор утвер-
ждений квантовой механики имеет алгебраические свойства, отличные от булевой алгеб-
ры, а именно структуру ортомодулярной решетки. Тематика регулярных колец фон Ней-
мана является частью некоммутативной теории колец, которая была первоначально введе-
на фон Нейманом для прояснения некоторых аспектов операторных алгебр [2], [3]. Во мно-
гом развитие регулярных колец вызвано этой и рядом других связей с функциональ-
ным анализом двух основных типов: конструкции регулярных колец, ассоциированных
с операторными алгебрами и полными дополненными модулярными решетками, а так-
же структурными аналогиями между регулярными кольцами и операторными алгебрами.
Современное состояние ортомодулярных решеток можно найти в работах [4], [5]. Суще-
ствует ряд работ, посвященных звездному порядку и топологиям алгебр фон Неймана
[6], [7]. В работе [6] была изучена топология, порожденная звездным порядком на ал-
гебрах фон Неймана, и доказана, что порядковая топология тоньше, чем 𝜎-сильная* то-
пология. Также показано, что порядковая топология совпадает с топологией сходимости
по норме тогда и только тогда, когда алгебра фон Неймана конечномерна. В работе [8]
авторы исследовали порядковую топологию на эрмитовой части алгебры фон Неймана
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и дали характеризацию многих важных свойств алгебр фон Неймана, таких как конеч-
ность, сигма-конечность, конечность и атомичность, с точки зрения того, как порядковая
топология сравнивается с другими известными топологиями на алгебрах фон Неймана.
В данной работе вводятся некоторые новые порядковые отношения на *-регулярных

кольцах в смысле фон Неймана. Работа организована следующим образом. Во втором па-
раграфе собраны некоторые основные факты о *-регулярных кольцах в смысле фон Ней-
мана, мерах на решетке проекторов *-регулярных алгебр и алгебрах Мюррея-фон Нейма-
на. В третьем параграфе вводятся некоторые новые частичные порядки на *-регулярных
кольцах. Пусть 𝒜 — *-регулярное кольцо и 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. На 𝒜 определяются следующие три
частичных порядка:

(1) 𝑎 ≺𝑠 𝑏 ⇐⇒ 𝑏 = 𝑎+ 𝑐, 𝑎 ⊥ 𝑐;
(2) 𝑎 ≺𝑙 𝑏 ⇐⇒ 𝑙(𝑎)𝑏 = 𝑎;
(3) 𝑎 ≺𝑟 𝑏 ⇐⇒ 𝑏𝑟(𝑎) = 𝑎.

Доказывается, что если 𝒜 является *-регулярной алгеброй с ранк-метрикой 𝜌, то порядко-
вые топологии, ассоциированные с этими частичными порядками, сильнее, чем топология,
порожденная метрикой 𝜌. Также рассматриваются сужения этих частичных порядков на
подмножества проекторов, унитарных операторов и частичных изометрий *-регулярной
алгебры 𝒜.

2. *-Регулярные кольца

В этом параграфе мы даем предварительную информацию о *-регулярных кольцах и ал-
гебрах Мюррея-фон Неймана из работ [3], [9], [10].
Кольцо𝒜 называется *-кольцом (или кольцом с инволюцией), если существует операция

* : 𝒜 → 𝒜 такая, что для всех 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 выполняются следующие равенства

(𝑎*)* = 𝑎, (𝑎+ 𝑏)* = 𝑎* + 𝑏*, (𝑎𝑏)* = 𝑏*𝑎*.

Напомним, что элемент 𝑒 *-кольца 𝒜 называется проектором, если 𝑒2 = 𝑒 = 𝑒*.
Кольцо 𝒜 называется регулярным, если для каждого 𝑥 ∈ 𝒜 существует элемент 𝑦 ∈ 𝒜

такой, что 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥. Инволюция * в 𝒜 называется собственной, если из 𝑥*𝑥 = 0 следует,
что 𝑥 = 0 для любого 𝑥 ∈ 𝒜. *-кольцо 𝒜 называется *-регулярным, если оно является
регулярным кольцом с собственной инволюцией.
Пусть 𝒜 — *-регулярное кольцо. Тогда существует единственный проектор 𝑟(𝑥) такой,

что

(1) 𝑥𝑟(𝑥) = 𝑥;
(2) 𝑥𝑦 = 0 тогда и только тогда, когда 𝑟(𝑥)𝑦 = 0.

Аналогично существует единственный проектор 𝑙(𝑥) такой, что

(3) 𝑙(𝑥)𝑥 = 𝑥;
(4) 𝑦𝑥 = 0 тогда и только тогда, когда 𝑦𝑙(𝑥) = 0.

Проекторы 𝑟(𝑥) и 𝑙(𝑥) называются соответственно правым и левым проектором 𝑥. Проек-
тор 𝑠(𝑥) = 𝑙(𝑥) ∨ 𝑟(𝑥) называется носителем элемента 𝑥.
Пусть 𝒜 — *-регулярное кольцо, и пусть 𝑃 (𝒜) — решетка всех проекторов из 𝒜, т.е.

𝑃 (𝒜) = {𝑝 ∈ 𝒜 : 𝑝2 = 𝑝 = 𝑝*} . Действительнозначная функция 𝜇 на 𝑃 (𝒜) называется нор-
мальной точной нормированной мерой, если

(1) 0 ≤ 𝜇(𝑝) ≤ 1;
(2) 𝜇(0) = 0, 𝜇(1) = 1;
(3) 𝜇(𝑝 ∨ 𝑞) + 𝜇(𝑝 ∧ 𝑞) = 𝜇(𝑝) + 𝜇(𝑞);
(4) 𝑝 ≤ 𝑞 ⇒ 𝜇(𝑝) ≤ 𝜇(𝑞);
(5) если 𝑝𝑖 ↑ 𝑝, то 𝜇(𝑝𝑖) ↑ 𝜇(𝑝).
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Рассмотрим так называемую ранк-метрику 𝜌 на 𝒜, определяемую следующим образом

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑙(𝑥− 𝑦)), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 (2.1)

(см. [3, Лемма 18.1]).
Одним из важных классов *-регулярных алгебр являются алгебры Мюррея-фон Ней-

мана (подробнее см. [11]–[15]).
Пусть 𝐻 — гильбертово пространство, 𝐵(𝐻) — *-алгебра всех ограниченных линейных

операторов в 𝐻 и ℳ — конечная алгебра фон Неймана в 𝐵(𝐻).
Замкнутый линейный оператор 𝑥 : dom(𝑥) → 𝐻 с плотной областью определения (здесь

область определения dom(𝑥) оператора 𝑥 является плотным линейным подпространством
в 𝐻) называется присоединенным кℳ, если 𝑦𝑥 ⊂ 𝑥𝑦 для каждого 𝑦 из коммутантаℳ′ ал-
гебры ℳ. Обозначим через 𝑆(ℳ) множество всех операторов, присоединенных к ℳ. Хо-
рошо известно, что 𝑆(ℳ) является унитальной *-регулярной алгеброй над C (см. [16], [17]).
Алгебра 𝑆(ℳ) называется алгеброй Мюррея-фон Неймана, ассоциированной с ℳ [12].
Пусть 𝜏 — точный нормальный конечный след на ℳ и 𝜌 — ранк-метрика на 𝑆(ℳ),

определенная как в (2.1). Согласно [18, Предложение 2.1], алгебра 𝑆(ℳ) с метрикой 𝜌 яв-
ляется полным топологическим *-кольцом. Кольцевые изоморфизмы алгебры 𝑆(ℳ) и их
*-подалгебр в случае алгебр типа II1 были описаны в работах [19], [20].
Пусть ℳ — конечная алгебра фон Неймана. Пусть 𝑎 = 𝑣|𝑎| — полярное разложение

элемента 𝑎 ∈ 𝑆(ℳ). Тогда 𝑙(𝑎) = 𝑣𝑣* и 𝑟(𝑎) = 𝑣*𝑣 — левый и правый носители элемента 𝑎
соответственно. Проектор 𝑠(𝑎) = 𝑙(𝑎) ∨ 𝑟(𝑎) является носителем элемента 𝑎. Существу-
ет единственный элемент 𝑖(𝑎) в 𝑆(ℳ) такой, что 𝑎𝑖(𝑎) = 𝑙(𝑎), 𝑖(𝑎)𝑎 = 𝑟(𝑎), 𝑎𝑖(𝑎)𝑎 = 𝑎,
𝑖(𝑎)𝑙(𝑎) = 𝑖(𝑎) и 𝑟(𝑎)𝑖(𝑎) = 𝑖(𝑎). Элемент 𝑖(𝑎) называется частичным обратным к элемен-
ту 𝑎. (см. [9], [15]).

3. Частичные порядки на *-регулярных кольцах

3.1. Частичные порядки. В этом подпараграфе 𝒜 — *-регулярное кольцо с ранк-
метрикой 𝜌. Более того, мы будем предполагать, что (𝒜, 𝜌)— полное метрическое *-кольцо.
Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. Мы говорим, что 𝑎 алгебраически ортогонален 𝑏, если

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 𝑎*𝑏 = 𝑎𝑏* = 0

(обозначается 𝑎 ⊥ 𝑏). В частности, если 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜ℎ = {𝑥 ∈ 𝒜 : 𝑥 = 𝑥*} , то 𝑎 алгебраически
ортогонален 𝑏, тогда и только тогда, когда 𝑎𝑏 = 0.
Отметим, что 𝑎 алгебраически ортогонален 𝑏, тогда и только тогда, когда 𝑠(𝑎)𝑠(𝑏) = 0.

Действительно, предположим, что 𝑠(𝑎)𝑠(𝑏) = 0. Тогда

𝑟(𝑎)𝑙(𝑏) = 𝑟(𝑏)𝑙(𝑎) = 𝑙(𝑎)𝑙(𝑏) = 𝑟(𝑎)𝑟(𝑏) = 0

и, следовательно, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 𝑎*𝑏 = 𝑎𝑏* = 0.
Если 𝑎 и 𝑏 алгебраически ортогональны, то отсюда следует, что

𝑟(𝑎)𝑙(𝑏) = 𝑟(𝑏)𝑙(𝑎) = 𝑙(𝑎)𝑙(𝑏) = 𝑟(𝑎)𝑟(𝑏) = 0.

Таким образом, 𝑙(𝑎) ≤ 1 − 𝑙(𝑏) и 𝑟(𝑎) ≤ 1 − 𝑙(𝑏) и, следовательно, 𝑠(𝑎) ≤ 1 − 𝑙(𝑏). Значит,
𝑠(𝑎)𝑙(𝑏) = 0. Аналогично 𝑠(𝑎)𝑟(𝑏) = 0. Таким образом, 𝑙(𝑏) ≤ 1 − 𝑠(𝑎) и 𝑟(𝑏) ≤ 1 − 𝑠(𝑎)
и, следовательно, 𝑠(𝑏) ≤ 1− 𝑠(𝑎). Значит, 𝑠(𝑎)𝑠(𝑏) = 0.
Для элементов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 положим

𝑎 ≺𝑠 𝑏 ⇐⇒ 𝑏 = 𝑎+ 𝑐, 𝑎 ⊥ 𝑐,

𝑎 ≺𝑙 𝑏 ⇐⇒ 𝑙(𝑎)𝑏 = 𝑎,

𝑎 ≺𝑟 𝑏 ⇐⇒ 𝑏𝑟(𝑎) = 𝑎.

Лемма 3.1. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. Тогда

𝑎 ≺𝑠 𝑏 тогда и только тогда, когда 𝑠(𝑎)𝑏 = 𝑏𝑠(𝑎) = 𝑎. (3.1)
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Доказательство. Предположим, что 𝑎 ≺𝑠 𝑏. В таком случае 𝑏 = 𝑎+ 𝑐, где 𝑎, 𝑐 ∈ 𝒜 такие,
что 𝑠(𝑎)𝑠(𝑐) = 0. Тогда

𝑠(𝑎)𝑏 = 𝑠(𝑎)(𝑎+ 𝑐) = 𝑠(𝑎)𝑎+ 𝑠(𝑎)𝑐 = 𝑎

и

𝑏𝑠(𝑎) = (𝑎+ 𝑐)𝑠(𝑎) = 𝑎𝑠(𝑎) + 𝑐𝑠(𝑎) = 𝑎.

Теперь предположим, что 𝑠(𝑎)𝑏 = 𝑏𝑠(𝑎) = 𝑎. Тогда 𝑙(𝑎) = 𝑙(𝑏𝑠(𝑎)) ≤ 𝑙(𝑏) ≤ 𝑠(𝑏) и
𝑟(𝑎) ≤ 𝑟(𝑠(𝑎)𝑏) ≤ 𝑟(𝑏) ≤ 𝑠(𝑏). Следовательно, 𝑠(𝑎) = 𝑙(𝑎) ∨ 𝑟(𝑎) ≤ 𝑠(𝑏) ∨ 𝑠(𝑏) = 𝑠(𝑏).
Рассмотрим разложение Пирса 𝑏 = 𝑒𝑏𝑒 + 𝑒𝑏𝑓 + 𝑓𝑏𝑒 + 𝑓𝑏𝑓, где 𝑒 = 𝑠(𝑎) и 𝑓 = 1 − 𝑠(𝑎).

Поскольку 𝑠(𝑎)𝑏 = 𝑏𝑠(𝑎) = 𝑎, то из этого следует, что 𝑒𝑏𝑒 = 𝑎, 𝑒𝑏𝑓 = 𝑓𝑏𝑒 = 0. Таким
образом, 𝑏 = 𝑎+ 𝑐, где 𝑐 = 𝑓𝑏𝑓. Так как 𝑠(𝑎)𝑠(𝑐) = 𝑒𝑠(𝑐) = 𝑒(𝑓𝑠(𝑐)) = 𝑒𝑓𝑠(𝑐) = 0, то имеем
𝑎 ≺𝑠 𝑏.

Лемма 3.2. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. Тогда

𝑎 ≺𝑠 𝑏 ⇒ 𝑎 ≺𝑙 𝑏 ⇔ 𝑎* ≺𝑟 𝑏
*. (3.2)

Доказательство. Пусть 𝑎 ≺𝑠 𝑏, т.е. 𝑠(𝑎)𝑏 = 𝑏𝑠(𝑎) = 𝑎. Таким образом, имеем

𝑎 = 𝑙(𝑎)𝑎 = 𝑙(𝑎)𝑠(𝑎)𝑏 = 𝑙(𝑎)𝑏,

т.е. 𝑎 ≺𝑙 𝑏.
Поскольку 𝑟(𝑎*) = 𝑙(𝑎), то следует, что 𝑎 ≺𝑙 𝑏 ⇔ 𝑎* ≺𝑟 𝑏

*.

Лемма 3.3. Отношение ≺, где ≺∈ {≺𝑠,≺𝑙,≺𝑟}, является частичным порядком на 𝒜,
т.е.

(1) 𝑥 ≺ 𝑥;
(2) 𝑥 ≺ 𝑦, 𝑦 ≺ 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑦;
(3) 𝑥 ≺ 𝑦, 𝑦 ≺ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≺ 𝑧.

Доказательство. Утверждение леммы проверим для случая ≺𝑙 . Случаи ≺𝑠 и ≺𝑟 анало-
гичны.
Свойство (1) очевидно.
Отметим, что из 𝑎 ≺𝑙 𝑏 следует, что

𝑙(𝑎) ≤ 𝑙(𝑏). (3.3)

В самом деле, 𝑙(𝑎) = 𝑙(𝑏𝑟(𝑎*)) ≤ 𝑙(𝑏).
Возьмем элементы 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 такие, что 𝑥 ≺𝑙 𝑦, 𝑦 ≺𝑙 𝑥. Тогда 𝑙(𝑥) ≤ 𝑙(𝑦) и 𝑙(𝑦) ≤ 𝑙(𝑥), т.е.

𝑙(𝑥) = 𝑙(𝑦). Далее, имеем

𝑥 = 𝑙(𝑥)𝑦 = 𝑙(𝑦)𝑦 = 𝑦.

Пусть 𝑥 ≺𝑙 𝑦 и 𝑦 ≺𝑙 𝑧. Тогда

𝑙(𝑥) ≤ 𝑙(𝑦), 𝑙(𝑦) ≤ 𝑙(𝑧).

Таким образом,

𝑥 = 𝑙(𝑥)𝑦 = 𝑙(𝑥)(𝑙(𝑦)𝑧) = 𝑙(𝑥)𝑙(𝑦)𝑧 = 𝑙(𝑥)𝑧.

Следовательно, 𝑥 ≺𝑙 𝑧.

В общем случае, обратное к первой импликации в (3.2) неверно. Пусть 𝒜 — *-регулярное
кольцо, содержащее кольцо матриц порядка 2. Возьмем ненулевые взаимно ортогональные
эквивалентные проекторы 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒜 и элемент 𝑢 ∈ 𝒜 такие, что 𝑢*𝑢 = 𝑝, 𝑢𝑢* = 𝑞. Положим
𝑎 = 𝑢* и 𝑏 = 𝑢* + 𝑢. Тогда

𝑙(𝑎) = 𝑝, 𝑟(𝑎) = 𝑞, 𝑠(𝑎) = 𝑝+ 𝑞.
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Далее,

𝑙(𝑎)𝑏 = 𝑙(𝑎)(𝑢* + 𝑢) = 𝑝(𝑢* + 𝑢) = 𝑝𝑢* = 𝑎.

Таким образом, 𝑎 ≺𝑙 𝑏.
Но

𝑠(𝑎)𝑏 = (𝑝+ 𝑞)𝑏 = 𝑏 ̸= 𝑎,

следовательно, 𝑎 ≺𝑠 𝑏 является неверным.
Отметим, что

𝑎 ≺𝑠 𝑏 ⇒ 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 𝑎2. (3.4)

Действительно, для элементов 𝑎 и 𝑏, удовлетворяющих условию 𝑎 ≺𝑠 𝑏, используя (3.1),
имеем

𝑎𝑏 = (𝑎𝑠(𝑎))𝑏 = 𝑎(𝑠(𝑎)𝑏) = 𝑎2 = (𝑏𝑠(𝑎))𝑎 = 𝑏𝑎.

Отметим, что бинарное отношение≤ на𝒜 является частичным порядком [4, Пример 1.6.7]:

𝑎 ≤ 𝑏 тогда и только тогда, когда 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 𝑎2.

В общем случае, обратная импликация в (3.4) неверна. Пусть 𝒜 — *-регулярное кольцо,
содержащее фактор типа I3. Возьмем ненулевые взаимно ортогональные эквивалентные
проекторы 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝒜 и элементы 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 такие, что 𝑎*𝑎 = 𝑝, 𝑎𝑎* = 𝑞, 𝑏 = 𝑟. Тогда

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 = 𝑎2,

но неравенство 𝑎 ≺𝑠 𝑏 является неверным.
Следует отметить, что

(𝑎 ≺𝑙 𝑏) ∧ (𝑎 ≺𝑟 𝑏) ⇒ 𝑎𝑎* = 𝑏𝑎*, 𝑎*𝑎 = 𝑎*𝑏.

Действительно, для элементов 𝑎 и 𝑏, удовлетворяющих условию 𝑎 ≺𝑙 𝑏, имеем

𝑏𝑎* = 𝑏𝑙(𝑎*)𝑎* = 𝑏𝑟(𝑎)𝑎* = 𝑎𝑎*,

и из неравенства 𝑎 ≺𝑟 𝑏 следует

𝑎*𝑏 = 𝑎*𝑟(𝑎*)𝑏 = 𝑎*𝑙(𝑎)𝑏 = 𝑎*𝑎.

Отметим, что бинарное отношение ⪯ на 𝒜, определяемое следующим образом

𝑎 ⪯ 𝑏 ⇔ 𝑎𝑎* = 𝑏𝑎*, 𝑎*𝑎 = 𝑎*𝑏

является частичным порядком [6], [7], [21], [22]. Этот порядок называется звездным по-
рядком, который берет свое начало в матричном анализе и был введен для *-полугрупп
М.П. Дразиным в работе [21].

3.2. Порядковая топология. В этом подпараграфе мы будем рассматривать порядко-
вые топологии на *-регулярном кольце 𝒜, порожденные частичными порядками ≺𝑠,
≺𝑙 и ≺𝑟 .
Понятие порядковой сходимости сети было введено Г. Биркгофом (см. [1]). Напом-

ним понятие порядковой топологии или (𝑜)-топологии (подробнее см. [1], [23]). Пусть
≺∈ {≺𝑠,≺𝑙,≺𝑟}. Для сети {𝑥𝛼}𝛼∈𝐴 ⊂ 𝒜 понятие 𝑥𝛼 ↑ 𝑥 (соответственно 𝑥𝛼 ↓ 𝑥), где 𝑥 ∈ 𝒜,
означает, что 𝑥𝛼 ≺ 𝑥𝛽 (соответственно 𝑥𝛽 ≺ 𝑥𝛼) для 𝛼 ≤ 𝛽 и 𝑥 = sup

𝛼∈𝐴
𝑥𝛼 (соответственно,

𝑥 = inf
𝛼∈𝐴

𝑥𝛼). Сеть {𝑥𝛼}𝛼∈𝐴 ⊂ 𝒜 называется (𝑜)-сходящейся к элементу 𝑥 в 𝒜 (обозначается

𝑥𝛼
(𝑜)→ 𝑥), если существуют сети {𝑦𝛼}𝛼∈𝐴 и {𝑧𝛼}𝛼∈𝐴 из 𝒜 такие, что 𝑦𝛼 ≺ 𝑥𝛼 ≺ 𝑧𝛼 для каж-

дого 𝛼 ∈ 𝐴 и 𝑦𝛼 ↑ 𝑥, 𝑧𝛼 ↓ 𝑥. Сильнейшая топология на 𝒜, для которой (𝑜)-сходимость сетей
влечет их сходимость в топологии называется порядковой топологией или (𝑜)-топологией,
и обозначается 𝑡𝑜(≺).
Пусть 𝑡𝜌 — топология на 𝒜, порожденная ранк-метрикой 𝜌.
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Теорема 3.1. Пусть 𝒜 — *-регулярное кольцо с ранк-метрикой 𝜌 такое, что (𝒜, 𝜌)
является полным метрическим *-кольцом. Тогда порядковая топология 𝑡𝑜(≺) сильнее,
чем 𝑡𝜌.

Для доказательства теоремы достаточно показать, что любая сеть {𝑥𝛼} ⊂ 𝒜, которая
(𝑜)-сходится к нулю, также сходится к нулю относительно топологии 𝑡𝜌. Мы докажем это
в следующих двух леммах.

Лемма 3.4. Пусть {𝑥𝛼}𝛼∈𝐴 ⊂ (𝒜,≺) — возрастающая (соответственно убывающая)
сеть, где ≺∈ {≺𝑠,≺𝑙,≺𝑟}. Тогда существует 𝑥 ∈ 𝒜 такой, что

(1) 𝑥 = sup
𝛼∈𝐴

𝑥𝛼 ∈ 𝒜 (соответственно, 𝑥 = inf
𝛼∈𝐴

𝑥𝛼 ∈ 𝒜);

(2) 𝑠(𝑥) = sup
𝛼∈𝐴

𝑠(𝑥𝛼) (соответственно, 𝑠(𝑥) = inf
𝛼∈𝐴

𝑠(𝑥𝛼));

(3) 𝑥𝛼
𝜌→ 𝑥.

Доказательство. Докажем три приведенных выше утверждения для случая ≺𝑙 . Случаи
≺𝑠 и ≺𝑟 аналогичны.
Пусть {𝑥𝛼}𝛼∈𝐴 ⊂ (𝒜,≺) — возрастающая сеть. Поскольку 𝑥𝛼 ≺ 𝑥𝛽 для всех 𝛼 ≤ 𝛽,

то отсюда следует, что 𝑙(𝑥𝛼) ≤ 𝑙(𝑥𝛽) (см. (3.3)). Следовательно, существует проектор
𝑙 = sup

𝛼∈𝐴
𝑙(𝑥𝛼). Тогда

𝜏(𝑙(𝑥𝛽 − 𝑥𝛼)) = 𝜏(𝑙(𝑥𝛽 − 𝑙(𝑥𝛼)𝑥𝛽)) = 𝜏(𝑙((𝑙(𝑥𝛽)− 𝑙(𝑥𝛼))𝑥𝛽))

≤ 𝜏(𝑙(𝑥𝛽)− 𝑙(𝑥𝛼)) ≤ 𝜏(𝑙 − 𝑙(𝑥𝛼)) → 0.

Далее имеем

𝜌(𝑥𝛽, 𝑥𝛼) = 𝜏(𝑙(𝑥𝛽 − 𝑥𝛼)) → 0.

Это означает, что {𝑥𝛼}𝛼∈𝐴 является сетью Коши. Поскольку (𝒜, 𝜌) полно, то существует

элемент 𝑥 ∈ 𝒜 такой, что 𝜌(𝑥𝛼, 𝑥) → 0, т.е. 𝑥𝛼
𝜌→ 𝑥.

Сначала покажем, что 𝑥𝛼 ≺ 𝑥 для всех 𝛼 ∈ 𝐴.
Пусть 𝛾 ∈ 𝐴 — фиксированный индекс. Для всех 𝛼 ≥ 𝛾 имеем 𝑙(𝑥𝛾)𝑥𝛼 = 𝑥𝛾, поскольку

𝑥𝛾 ≺ 𝑥𝛼. Так как умножение в 𝒜 𝜌-непрерывно, отсюда следует, что 𝑙(𝑥𝛾)𝑥𝛼
𝜌→ 𝑙(𝑥𝛾)𝑥.

Таким образом, 𝑙(𝑥𝛾)𝑥 = 𝑥𝛾 и, следовательно, 𝑥𝛾 ≺ 𝑥, в частности, 𝑙(𝑥𝛼) ≤ 𝑙(𝑥) для всех
𝛼 ∈ 𝐴.
Поскольку 𝑥𝛼

𝜌→ 𝑥, 𝑙(𝑥𝛼) ≤ 𝑙(𝑥) для всех 𝛼 ∈ 𝐴, то отсюда следует, что 𝑙(𝑥) = sup
𝛼∈𝐴

𝑙(𝑥𝛼).

Возьмем элемент 𝑦 ∈ 𝒜 такой, что 𝑥𝛼 ≺ 𝑦, и покажем, что 𝑥 ≺ 𝑦. Имеем

𝑙(𝑥𝛼)𝑦 = 𝑥𝛼

для всех 𝛼 ∈ 𝐴. Таким образом,

𝑙(𝑥𝛼)𝑦 = 𝑙(𝑥𝛼)𝑥

для всех 𝛼 ∈ 𝐴. Поскольку 𝑙(𝑥) = sup
𝛼∈𝐴

𝑙(𝑥𝛼), то

𝑙(𝑥)𝑦 = 𝑥.

Это означает, что 𝑥 ≺ 𝑦 и, следовательно, 𝑥 = sup
𝛼∈𝐴

𝑥𝛼.

Пусть 𝑦 ≺ 𝑥 ≺ 𝑧. Тогда

𝜌(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜌(𝑦, 𝑧) и 𝜌(𝑦, 𝑥) ≤ 𝜌(𝑦, 𝑧). (3.5)

Докажем первое неравенство. Используя равенство

𝑙(𝑥)𝑦 = 𝑥,
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получаем, что

𝜌(𝑥, 𝑧) = 𝜏(𝑙(𝑧 − 𝑥)) = 𝜏(𝑙(𝑧 − 𝑙(𝑥)𝑧)) = 𝜏(𝑙((𝑙(𝑧)− 𝑙(𝑥))𝑧))

≤ 𝜏(𝑙((𝑙(𝑧)− 𝑙(𝑦))𝑧)) ≤ 𝜏(𝑙(𝑧 − 𝑦)) = 𝜌(𝑦, 𝑧).

Лемма 3.5. Если 𝑥𝛼
(𝑜)→ 𝑥, то 𝑥𝛼

𝜌→ 𝑥.

Доказательство. Пусть 𝑥𝛼
(𝑜)→ 𝑥. Тогда существуют сети {𝑦𝛼}𝛼∈𝐴 и {𝑧𝛼}𝛼∈𝐴 такие, что

𝑦𝛼 ≺ 𝑥𝛼 ≺ 𝑧𝛼 для каждого 𝛼 ∈ 𝐴 и 𝑦𝛼 ↑ 𝑥, 𝑧𝛼 ↓ 𝑥. По лемме 3.4 (3) имеем 𝑦𝛼
𝜌→ 𝑥 и 𝑧𝛼

𝜌→ 𝑥.
Используя эти соотношения, получим

𝜌(𝑥𝛼, 𝑥) ≤ 𝜌(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) + 𝜌(𝑦𝛼, 𝑥)
(3.5)

≤ 𝜌(𝑧𝛼, 𝑦𝛼) + 𝜌(𝑦𝛼, 𝑥)

≤ 𝜌(𝑧𝛼, 𝑥) + 𝜌(𝑥, 𝑦𝛼) + 𝜌(𝑦𝛼, 𝑥) → 0,

т.е. 𝑥𝛼
𝜌→ 𝑥.

Замечание 3.1. Заметим, что если 𝒜 — конечномерная *-регулярная алгебра с ранк-
метрикой 𝜌, то обе топологии 𝑡𝑜 и 𝑡𝜌 являются дискретными. Действительно, посколь-
ку 𝒜 — конечномерна, то множество всех значений функции 𝜌 конечно. Следовательно,
топология 𝑡𝜌 является дискретной. Кроме того, поскольку 𝑡𝑜 должно быть сильнее,
чем 𝑡𝜌, то отсюда следует, что порядковая топология также дискретна.

3.3. Сужение порядка на решетке проекторов и множестве частичных изо-

метрий. Пусть 𝒜ℎ — подмножество всех эрмитовых элементов из 𝒜 и 𝒜+ — конус всех
положительных элементов из𝒜ℎ, т.е. 𝒜+ = {𝑥 ∈ 𝒜ℎ : 𝑥 = 𝑦2, 𝑦 ∈ 𝒜ℎ} . Пусть ≤ — обычный
порядок на 𝒜ℎ, поэтому для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜ℎ неравенство 𝑥 ≤ 𝑦 означает, что 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝒜+.
Частичные порядки ≺𝑠,≺𝑙 и ≺𝑟 на множестве 𝑃 (𝒜) всех проекторов из 𝒜 совпадают

с обычным порядком ≤ .
Действительно, пусть 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 (𝒜) такие, что 𝑝 ≺𝑖 𝑞, где 𝑖 ∈ {𝑠, 𝑙, 𝑟}. Поскольку

𝑠(𝑝) = 𝑙(𝑝) = 𝑟(𝑝) = 𝑝, то из равенств 𝑙(𝑝)𝑞 = 𝑞𝑟(𝑝) = 𝑝 вытекает, что 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 = 𝑝,
а это означает, что 𝑝 ≤ 𝑞.
Наоборот, если 𝑝 ≤ 𝑞 для 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 (𝒜), то из этого следует, что 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 = 𝑝. Значит,

𝑝 ≺𝑖 𝑞, 𝑖 ∈ {𝑠, 𝑙, 𝑟}.
Обозначим через 𝒢𝒰(𝒜) множество всех частичных изометрий в 𝒜, т.е.

𝒢𝒰(𝒜) = {𝑤 ∈ 𝒜 : 𝑤 = 𝑤𝑤*𝑤} .

Отметим, что 𝑙(𝑤) = 𝑤𝑤* и 𝑟(𝑤) = 𝑤*𝑤 являются левым и правым носителями для
𝑤 ∈ 𝒢𝒰(𝒜).
На множестве 𝒢𝒰(𝒜) можно определить частичный порядок следующим образом:

𝑢 ⩽𝑙 𝑣 ⇔ 𝑢𝑢* ⩽ 𝑣𝑣*, 𝑢 = 𝑢𝑢*𝑣.

Ясно, что

𝑢 ⩽𝑟 𝑣 ⇔ 𝑢*𝑢 ⩽ 𝑣*𝑣, 𝑢 = 𝑣𝑢*𝑢

также определяет частичный порядок на множестве 𝒢𝒰(𝒜) и

𝑢 ⩽𝑙 𝑣 ⇔ 𝑢* ⩽𝑟 𝑣
*.

Это означает, что сужения частичных порядков≺𝑙 и≺𝑟 на 𝒢𝒰(𝒜) совпадают с частичными
порядками ⩽𝑙 и ⩽𝑟, соответственно.
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3.4. Кольцевые изоморфизмы — отображения, сохраняющие порядок. Пока-
жем теперь, что кольцевые изоморфизмы регулярных колец сохраняют частичные поряд-
ки ≺𝑙 и ≺𝑟 .

Предложение 3.1. Пусть 𝒜,ℬ — *-регулярные кольца и Φ : 𝒜 → ℬ — кольцевой
изоморфизм. Тогда

1. 𝑥 ≺𝑙 𝑦 тогда и только тогда, когда Φ(𝑥) ≺𝑙 Φ(𝑦).
2. 𝑥 ≺𝑟 𝑦 тогда и только тогда, когда Φ(𝑥) ≺𝑟 Φ(𝑦).

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай ≺𝑙 . Случай ≺𝑟 аналогичен.
Пусть 𝑥 ≺𝑙 𝑦, т.е.

𝑙(𝑥)𝑦 = 𝑥. (3.6)

Имеем

Φ(𝑙(𝑥)) = Φ(𝑥𝑖(𝑥)) = Φ(𝑥)Φ(𝑖(𝑥))

и поэтому

𝑙 (Φ(𝑙(𝑥))) ≤ 𝑙 (Φ(𝑥)) .

Далее,

Φ(𝑥) = Φ(𝑙(𝑥)𝑥) = Φ(𝑙(𝑥))Φ(𝑥).

Следовательно,

𝑙 (Φ(𝑥)) ≤ 𝑙 (Φ(𝑙(𝑥)))

и
𝑙 (Φ(𝑥)) = 𝑙 (Φ(𝑙(𝑥))) . (3.7)

В конечном итоге, имеем

𝑙 (Φ(𝑥)) Φ(𝑦)
(3.7)
= 𝑙 (Φ(𝑙(𝑥))) Φ(𝑦) = 𝑙 (Φ(𝑙(𝑥))) Φ (𝑙(𝑥)) Φ(𝑦)

= 𝑙 (Φ(𝑙(𝑥))) Φ (𝑙(𝑥)𝑦)
(3.6)
= 𝑙 (Φ(𝑙(𝑥))) Φ (𝑥)

(3.7)
= 𝑙 (Φ(𝑥)) Φ (𝑥) = Φ (𝑥) .

Это означает, что Φ(𝑥) ≺𝑙 Φ(𝑦).
Поскольку Φ является кольцевым изоморфизмом, то отсюда следует, что обратная им-

пликация также верна.
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