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О КОЭФФИЦИЕНТНЫХ МУЛЬТИПЛИКАТОРАХ

ПЛОСКИХ КЛАССОВ ПРИВАЛОВА

Е.Г. РОДИКОВА

Аннотация. Задача описания тейлоровских коэффициентов аналитических в круге

функций была впервые решена для класса Р. Неванлинны выдающимся советским ма-

тематиком С.Н. Мергеляном в н. 20 века. В дальнейшем получению аналогичных оце-

нок в различных классах аналитических функций занимались известные отечествен-

ные и зарубежные специалисты в области комплексного анализа: Г. Харди, Д. Литт-

лвуд, А.А. Фридман, Н. Янагиара, М. Столл, С.В. Шведенко и др. В статье вводит-

ся в рассмотрение плоский класс И.И. Привалова Π̃𝑞 (𝑞 > 0), являющийся обобще-

нием известного плоского класса Р. Неванлинны. В первой части статьи получена

точная оценка роста произвольной функции из плоского класса Привалова, описа-

ны коэффициенты разложения этой функции в ряд Тейлора. Во второй части работы

на основе полученных оценок полностью описаны коэффициентные мультипликаторы

из плоских классов Привалова в классы Харди. В упрощенном виде эта задача может

быть сформулирована так: на какие множители нужно домножить тейлоровские ко-

эффициенты функций из данного класса Π̃𝑞 (𝑞 > 0), чтобы они стали тейлоровскими

коэффициентами функций из класса Харди.

Ключевые слова: плоский класс Привалова, коэффициенты Тейлора, мультиплика-

тор, рост, аналитические функции.
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1. Введение

Пусть C – комплексная плоскость, 𝐷 – единичный круг на C, 𝐻(𝐷) – множество всех
функций, аналитических в 𝐷. При всех 0 < 𝑞 < +∞ определим класс Привалова Π𝑞:

Π𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) : sup

0<𝑟<1

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︀𝑞
𝑑𝜃 < +∞

}︂
,

где ln+ 𝑎 = max(ln 𝑎, 0) при любом 𝑎 > 0.
Впервые классы Π𝑞 были рассмотрены И.И. Приваловым в [4]. При 𝑞 = 1 класс Привало-

ва совпадает с хорошо известным в научной литературе классом функций ограниченного
вида или классом Р. Неванлинны 𝑁 [2]. Используя неравенство Гельдера, нетрудно дока-
зать цепочку включений:

Π𝑞 (𝑞 > 1) ⊂ 𝑁 ⊂ Π𝑞 (0 < 𝑞 < 1).

Исследованиями класса Π𝑞 при 𝑞 > 1 занимались зарубежные математики М. Столл,
М. Павлович, М. Йевтич, Р. Мештрович и отечественные специалисты по теории функций
В.И. Гаврилов, А.В. Субботин, Д.А. Ефимов (см. [1] и цитированную в нем литературу).
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Случай 0 < 𝑞 < 1 изучался в работах автора статьи, а также Ф.А.Шамояна и его соавторов
(см. [8]–[10], [14], [16], [23]–[25]).
При всех 0 < 𝑞 < +∞ введем также в рассмотрение класс

Π̃𝑞 =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) :

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(︀
ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︀𝑞
𝑑𝜃𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭ .

Будем называть его плоским классом И.И. Привалова или классом И.И. Привалова по
площади. При 𝑞 = 1 плоский класс Привалова совпадает с хорошо известным плоским
классом Р. Неванлинны:

N =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) :

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|𝑑𝜃𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭
или

N =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) :

∫︁ ∫︁
𝐷

ln+ |𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 < +∞
}︂
, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,

входящим в шкалу классов 𝑁𝛼 Неванлинны – Джрбашяна:

𝑁𝛼 =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) :

1∫︁
0

(1 − 𝑟)𝛼𝑇 (𝑟, 𝑓)𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭ , 𝛼 > −1,

где 𝑇 (𝑟, 𝑓) — характеристика Р. Неванлинны функции 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) (см. [2]):

𝑇 (𝑟, 𝑓) =
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|𝑑𝜃, 0 < 𝑟 < 1.

В свою очередь, классы 𝑁𝛼 входят в шкалу классов 𝑆𝑞
𝛼:

𝑆𝑞
𝛼 =

⎧⎨⎩
1∫︁

0

(1 − 𝑟)𝛼𝑇 𝑞(𝑟, 𝑓)𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭ , 𝛼 > −1, 0 < 𝑞 < +∞.

Классы 𝑆𝑞
𝛼 были введены и исследованы в [12] Ф.А. Шамояном.

Используя неравенство Гельдера, нетрудно доказать, что

Π̃𝑞 ⊂ 𝑆𝑞
0 при 𝑞 > 1,

Π̃𝑞 ⊃ 𝑆𝑞
0 при 0 < 𝑞 < 1.

Отметим, что классы Π̃𝑞 возникают естественным образом при исследовании интегро-
дифференциальных операторов в пространствах И.И. Привалова. В недавней совместной
работе автора статьи и Ф.А. Шамояна [25] было доказано, что класс И.И. Привалова
не инвариантен относительно оператора дифференцирования при всех 𝑞 > 0, то есть в
пространствах Привалова гипотеза Блоха – Неванлинны неверна. В [25] также установле-
но, что производная произвольной функции, не имеющей нулей, из класса И.И. Привалова
Π𝑞 принадлежит классу И.И. Привалова по площади Π̃𝑞.
В данной работе мы получим точные оценки максимума модуля и коэффициентов Тей-

лора функций из классов Π̃𝑞 (𝑞 > 0) (часть 2), на этой основе опишем коэффициентные
мультипликаторы из классов Привалова Π̃𝑞 (𝑞 > 0) в классы Харди 𝐻𝑝 (0 < 𝑝 6 +∞)
(часть 3).
Заметим, что задача описания тейлоровских коэффициентов аналитических в круге

функций была впервые решена выдающимся советским математиком С.Н. Мергеляном
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для класса Р. Неванлинны в н. 20 века (см. [5]). Аналог результата Мергеляна в классах
Харди в круге доказан Г. Харди и Д. Литтлвудом, А.А. Фридманом (см. [19]), в классах
В.И. Смирнова, Н. Янагиара [28], в плоских классах Р. Неванлинны, С.В. Шведенко [18],
в классах И.И. Привалова Π𝑞 при всех значениях параметра 𝑞 > 1 точные оценки роста
функции и коэффициентов Тейлора установил М. Столл в [26], при 0 < 𝑞 < 1 — автор
этой статьи в [23].
Оценка тейлоровских коэффициентов тесно связана с описанием коэффициентных

мультипликаторов в классах Привалова. Как отмечают авторы в [1], в упрощенном виде
задача ставится так: на какие множители нужно домножить тейлоровские коэффициенты
функций из данного класса, чтобы они стали обладать заданными свойствами; например,
были бы ограниченными или образовывали абсолютно сходящийся ряд. Требуя, чтобы по-
лученные произведения были тейлоровскими коэффициентами функций некоторого дру-
гого класса, приходим к общему определению коэффициентного мультипликатора.

Определение 1.1. Пусть 𝑋 и 𝑌 – некоторые классы аналитических в единичном
круге 𝐷 функций. Последовательность комплексных чисел Λ = {𝜆𝑘}+∞

𝑘=1 называется коэф-
фициентным мультипликатором из класса 𝑋 в класс 𝑌 , если для произвольной функции

𝑓 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, функция Λ(𝑓)(𝑧) =

+∞∑︀
𝑘=0

𝜆𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘 ∈ 𝑌 . Обозначается 𝐶𝑀(𝑋, 𝑌 ).

Описанию мультипликаторов в различных классах голоморфных функций посвяще-
но большое количество работ отечественных и зарубежных ученых. Отметим некоторые
из них: [1], [3], [15], [17], [23], [27].

2. Оценка роста и коэффициентов Тейлора функций

из плоских классов Привалова

Всюду далее, если не оговорено иное, будем считать, что 𝑞 > 0. Через 𝑐, 𝑐1, ..., 𝑐𝑛(𝛼, 𝛽, ...)
обозначим положительные константы, зависящие от 𝛼, 𝛽, ....
Справедливо следующее утверждение:

Теорема 2.1. Если 𝑓 ∈ Π̃𝑞, то

ln+𝑀(𝑟, 𝑓) = 𝑜((1 − 𝑟)−2/𝑞), 𝑟 → 1 − 0, (2.1)

где 𝑀(𝑟, 𝑓) = max
|𝑧|=𝑟

|𝑓(𝑧)|.

Доказательство. Выберем произвольно точку 𝑧0 ∈ 𝐷. Обозначим

𝐾𝑧0 = {𝜁 ∈ 𝐷 : |𝜁 − 𝑧0| <
1

2
(1 − |𝑧0|)},

𝑑𝑚2 – плоская мера Лебега. Из неравенства (см. [22, c. 144, теорема 9.1.1, оценка (9.3)])

(ln+ |𝑓(𝑧0)|)𝑞 6
𝑐(𝑞)

(1 − |𝑧0|)2

∫︁
𝐾𝑧0

(ln+ |𝑓(𝜁)|)𝑞𝑑𝑚2(𝜁),

получаем:

(ln+ |𝑓(𝑧0)|)𝑞 6
𝑐(𝑞)

(1 − |𝑧0|)2

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑧0|+ 1−|𝑧0|
2∫︁

|𝑧0|− 1−|𝑧0|
2

(ln+ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜌𝑑𝜃,
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откуда имеем:

(ln+ |𝑓(𝑧0)|)𝑞 6
𝑐(𝑞)

(1 − |𝑧0|)2

𝜋∫︁
−𝜋

1∫︁
0

(ln+ |𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜌𝑑𝜃.

Отсюда и следует требуемая оценка (2.1).

Теорема 2.2. Если 𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 – ряд Тейлора функции 𝑓 ∈ Π̃𝑞, то

ln+ |𝑎𝑘| = 𝑜
(︁
𝑘

2
2+𝑞

)︁
, 𝑘 → +∞. (2.2)

Доказательство. Из неравенства Коши и оценки (2.1) теоремы 2.1 следует, что для лю-
бого сколь угодно малого 𝜀 > 0 существует 𝑟𝜀 ∈ (0, 1), такое что

|𝑎𝑘| 6 𝑟−𝑘 exp
{︁
𝜀(1 − 𝑟)−

2
𝑞

}︁
, 𝑟𝜀 < 𝑟 < 1, 𝑘 = 0, 1, ..., (2.3)

что равносильно

ln+ |𝑎𝑘| 6 𝜀(1 − 𝑟)−
2
𝑞 − 𝑘 ln 𝑟, 𝑟𝜀 < 𝑟 < 1, 𝑘 = 0, 1, .... (2.4)

Введем функцию

𝜑(𝑟) = 𝜀(1 − 𝑟)−
2
𝑞 − 𝑘 ln 𝑟.

Исследуем ее на точную нижнюю грань. Вычислим производную:

𝜑′(𝑟) =
2𝜀

𝑞
· 1

(1 − 𝑟)
2
𝑞
+1

− 𝑘

𝑟
.

Найдем минимум функции 𝜑(𝑟), решив уравнение 𝜑′(𝑟) = 0:

2𝜀

𝑞
· 𝑟

(1 − 𝑟)
2
𝑞
+1

= 𝑘. (2.5)

Так как функция в левой части этого равенства возрастает и инъективна, то решение
этого уравнения существует и единственно на интервале (0, 1). Обозначим точку минимума
функции 𝜑(𝑟) через 𝑟𝑘.
Рассмотрим случай 0 < 𝑞 < 1.
Для удобства введем следующие обозначения:

𝑡𝑘 =
1

𝛿
√
𝑟𝑘

; 𝑠𝑘 =
1 − 𝑟𝑘
𝛿
√
𝑟𝑘

,

где 𝛿 > 1.
Можно считать, что 𝑠𝑘 < 𝑡𝑘 6 1. Действительно, неравенство 𝑠𝑘 < 𝑡𝑘 очевидно.
Далее, 𝑡𝑘 6 1 равносильно

√
𝑟𝑘 >

1

𝛿
, (2.6)

𝑠𝑘 < 1 равносильно
√
𝑟𝑘 >

√
𝛿2 + 4 − 𝛿

2
, (2.7)

причем из (2.6) следует (2.7).
В новых обозначениях уравнение (2.5) примет вид:

2𝜀

𝑞𝛿2
· 1

𝑠2𝑘
·
(︂
𝑡𝑘
𝑠𝑘

)︂ 2
𝑞
−1

= 𝑘
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или

𝑠
2
𝑞
+1

𝑘

𝑡
2
𝑞
−1

𝑘

=
2𝜀

𝑘𝑞𝛿2
.

Так как 𝑡𝑘 6 1, то из последнего равенства следует оценка:

𝑠𝑘 6

(︂
2𝜀

𝑘𝑞𝛿2

)︂ 1
2/𝑞+1

. (2.8)

Из того же равенства получаем: (︂
𝑡𝑘
𝑠𝑘

)︂ 2
𝑞

=

(︂
𝑘𝑠2𝑘𝑞𝛿

2

2𝜀

)︂ 2
2−𝑞

.

Принимая во внимание теперь оценку (2.8), получаем:(︂
𝑡𝑘
𝑠𝑘

)︂ 2
𝑞

6

(︂
𝑞𝛿2

2𝜀

)︂ 2
2+𝑞

· 𝑘
2

2+𝑞 . (2.9)

Используя полученные оценки (2.8), (2.9), оценим значение функции 𝜑(𝑟) в точке 𝑟 = 𝑟𝑘
ее стpогого минимума:

𝜑(𝑟𝑘) = 𝜀(1 − 𝑟𝑘)−
2
𝑞 − 𝑘 ln 𝑟𝑘.

Принимая во внимание теперь оценку (2.9), получаем:

𝜑(𝑟𝑘) 6 𝜀

(︂
𝑞𝛿2

2𝜀

)︂ 2
2+𝑞

· 𝑘
2

2+𝑞 − 𝑘 ln 𝑟𝑘.

Для оценки последнего слагаемого заметим, что

(𝑟𝑘)−
1
2 − 𝑟

1
2
𝑘

2
=

exp
(︀
−1

2
ln 𝑟𝑘

)︀
− exp

(︀
1
2

ln 𝑟𝑘
)︀

2
= − sh

(︂
1

2
ln 𝑟𝑘

)︂
= sh

(︂
−1

2
ln 𝑟𝑘

)︂
=

𝑠𝑘𝛿

2
,

откуда

− ln 𝑟𝑘 =2𝑎𝑟𝑐𝑠ℎ
𝑠𝑘𝛿

2
6 2

𝑠𝑘𝛿

2
,

−𝑘 ln 𝑟𝑘 6𝑘𝑠𝑘𝛿.

Таким образом, имеем:

𝜑(𝑟𝑘) 6 𝑘
2

2+𝑞 𝜀
𝑞

2+𝑞
(︀
𝑞𝛿2
)︀ 2

2+𝑞 ·
(︂

2 +
1

𝑞𝛿

)︂
. (2.10)

Откуда и следует требуемая оценка (2.2).
Рассмотрим случай 𝑞 > 1.
Здесь для удобства введем следующие обозначения:

𝑡𝑘 =
1

√
𝑟𝑘

; 𝑠𝑘 =
1 − 𝑟𝑘√

𝑟𝑘
.

В этом случае 𝑠𝑘 6 1 6 𝑡𝑘.
В новых обозначениях уравнение (2.5) примет вид:

2𝜀

𝑞
· 1

𝑡2𝑘
·
(︂
𝑡𝑘
𝑠𝑘

)︂ 2
𝑞
+1

= 𝑘,

что равносильно

𝑠
2
𝑞
+1

𝑘 =
2𝜀

𝑞𝑘
· 𝑡𝑘

𝑡
2(1−1/𝑞)
𝑘

,



О КОЭФФИЦИЕНТНЫХ МУЛЬТИПЛИКАТОРАХ ПЛОСКИХ КЛАССОВ ПРИВАЛОВА 87

откуда имеем:

𝑠𝑘 6
2𝜀

𝑞𝑘
· 𝑡𝑘 6

2𝜀

𝑞𝑘
·
√︁

𝑠2𝑘 + 2.

Окончательно получим следующую оценку для 𝑠𝑘:

𝑠𝑘 6

(︃
2
√

3𝜀

𝑘𝑞

)︃ 1
2/𝑞+1

. (2.11)

Далее рассуждения проводятся аналогичным образом, как в случае 0 < 𝑞 < 1. Теорема
доказана полностью.

3. Описание коэффициентных мультипликаторов

из классов Привалова в классы Харди

При всех значениях параметра 0 < 𝑝 < +∞ введем в рассмотрение классы Харди
в круге:

𝐻𝑝 :=

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) : sup
0<𝑟<1

𝜋∫︁
−𝜋

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝𝑑𝜙 < +∞

⎫⎬⎭ ,

𝐻∞ – класс ограниченных аналитических в 𝐷 функций.
В этой части работы мы опишем коэффициентные мультипликаторы, действующие

из плоских классов Привалова в классы Харди. Справедливо следующее утверждение:

Теорема 3.1. Пусть Λ = {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1, 𝑞 > 0, 0 < 𝑝 6 +∞ . Для того чтобы

Λ = 𝐶𝑀(Π̃𝑞, 𝐻
𝑝), необходимо и достаточно, чтобы

|𝜆𝑘| = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑐 · 𝑘

2
2+𝑞

)︁)︁
, 𝑘 → +∞, 𝑐 > 0. (3.1)

Доказательство этой теоремы основывается на вспомогательных утверждениях.

Лемма 3.1. (см. [1, c. 142, лемма 9.7]) Пусть 𝐹 и 𝐻 — линейные классы голомоpфных
в единичном кpуге 𝐷 функций с метpиками, сходимость по котоpым не слабее pавно-
меpной сходимости на компактах внутpи 𝐷. Тогда любой коэффициентный мульти-
пликатор класса 𝐹 в класс 𝐻 является линейным и замкнутым как опеpатоp линейных
и метpических пpостpанств 𝐹 и 𝐻.

Для формулировки следующей леммы введем в классе Π̃𝑞 метрику по правилу:

𝜌(𝑓, 𝑔) =

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞
(︀
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︀
𝑑𝜃𝑑𝑟, 0 < 𝑞 < 1,

𝜌(𝑓, 𝑔) =

⎛⎝ 1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞
(︀
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︀
𝑑𝜃𝑑𝑟

⎞⎠
1
𝑞

, 𝑞 > 1.

Лемма 3.2. Относительно введенной метрики Π̃𝑞 образует 𝐹 -пространство.

Доказательство. Пусть 0 < 𝑞 < 1, случай 𝑞 > 1 доказывается аналогично.
Доказательство данного утверждения эквивалентно установлению следующих свойств

метрики (см. [11]):
а) 𝜌(𝑓, 𝑔) = 𝜌(𝑓 − 𝑔, 0) – очевидно;
б) Π̃𝑞 – полное метрическое пространство.
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Пусть {𝑓𝑛} – произвольная фундаментальная последовательность из класса Π̃𝑞, то есть
для любого 𝜀 > 0 существует номер 𝑁(𝜀) > 0 такой, что для всех 𝑛, 𝑚 > 𝑁 выполня-
ется 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚) < 𝜀. Покажем, что она сходится к некоторой функции 𝑓 ∈ Π̃𝑞. Заметим,
что функции ln(1 + |𝑓𝑛|) – субгармонические в 𝐷. Снова используя оценку из [22, c. 144,
теорема 9.1.1], получим:

ln𝑞(1 + |𝑓𝑛(𝑅𝑒𝑖𝜃) − 𝑓𝑚(𝑅𝑒𝑖𝜃)|) 6 𝑐(𝑞)

(1 −𝑅)2
· 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓𝑚),

откуда

|𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑓𝑚(𝑟𝑒𝑖𝜃)| → 0, 𝑛, 𝑚 → +∞,

при всех 0 < 𝑟 < 𝑅 < 1, 𝜃 ∈ [−𝜋, 𝜋]. Таким образом, фундаментальная последовательность
{𝑓𝑛} ∈ Π̃𝑞 равномерно сходится внутри круга 𝐷 к некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷).
Докажем, что 𝑓 ∈ Π̃𝑞.

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃𝑑𝑟 6
1∫︁

0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln(1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃𝑑𝑟

6

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞
(︀
1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)| + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

)︀
𝑑𝜃𝑑𝑟.

Так как для любых 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 справедливо неравенство (𝑎+ 𝑏)𝑞 6 (𝑎𝑞 + 𝑏𝑞) при 0 < 𝑞 < 1
и (𝑎 + 𝑏)𝑞 6 2𝑞(𝑎𝑞 + 𝑏𝑞) при 𝑞 > 1, то из последней оценки имеем:

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃 6

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

[︀
ln𝑞(1 + |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)|) + ln𝑞(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝑟 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Значит, Π̃𝑞 полно.
в) Если 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ Π𝑞 и 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓) → 0, 𝑛 → +∞, то для любого 𝛽 ∈ C 𝜌(𝛽𝑓𝑛, 𝛽𝑓) → 0,

𝑛 → +∞.
При |𝛽| < 1 сразу следует свойство. Предположим, что |𝛽| > 1. Можно считать,

что 𝛽 > 1. Так как последовательность {𝑓𝑛} сходится, то она фундаментальная. Но из
фундаментальности, как установлено выше, следует равномерная сходимость указанной
последовательности внутри 𝐷.
Поскольку для любого 𝛽 > 1 и 𝑥 > 0 справедлива оценка (1 + 𝛽𝑥) 6 (1 + 𝑥)𝛽, то

𝜌(𝛽𝑓𝑛, 𝛽𝑓) =

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞(1 + 𝛽|𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑑𝜃𝑑𝑟

6𝛽𝑞

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞(1 + |𝑓𝑛(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑑𝜃𝑑𝑟 = 𝛽𝑞𝜌(𝑓𝑛, 𝑓),

откуда следует свойство в).
г) Если 𝛽𝑛, 𝛽 ∈ C и 𝛽𝑛 → 𝛽, то 𝜌(𝛽𝑛𝑓, 𝛽𝑓) → 0, 𝑛 → +∞ для любой функции 𝑓 ∈ Π̃𝑞.

Это свойство следует из неравенства

ln(1 + |𝛽𝑛 − 𝛽||𝑓 |) 6 ln(1 + |𝑓 |) + ln(1 + |𝛽𝑛 − 𝛽|).

Лемма 3.2 доказана.
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Лемма 3.3. Пусть последовательность комплексных чисел {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1 удовлетворяет

следующему условию:

|𝜆𝑘| = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑐𝑘 · 𝑘

2
2+𝑞

)︁)︁
, 𝑘 → +∞ (3.2)

для произвольной положительной последовательности {𝑐𝑘}+∞
𝑘=1, 𝑐𝑘 ↓ 0, 𝑘 → +∞. Тогда

найдется число 𝑐 > 0 такое, что для всех 𝑘 ∈ N будет выполняться условие (3.2).

Доказательство леммы 3.3 повторяет рассуждения, проведенные в работе [27]
(см. лемму 1) с показателем степени 2

2+𝑞
.

Лемма 3.4. Пусть

𝑔(𝑧) = exp
𝑐

(1 − 𝑧)
2
𝑞

, 𝑧 ∈ 𝐷, (3.3)

где 0 < 𝑐 < 2
𝑞
,

+∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑐)𝑧𝑛 – ряд Тейлора функции 𝑔. Тогда справедлива оценка:

|𝑎𝑛(𝑐)| > exp(𝑐
𝑞

2+𝑞 · 𝑛
2

2+𝑞 ). (3.4)

Метод доказательства леммы 3.4 повторяет рассуждения, проведенные в диссертации
автора этой статьи [7] c показателем 2

𝑞
, и восходит к С.Н. Мергеляну (см. [5]).

Как показано выше, из сходимости 𝜌(𝑓𝑛, 𝑓) → 0, 𝑛 → +∞ следует равномерная схо-
димость последовательности функций 𝑓𝑛(𝑧) к функции 𝑓(𝑧) в 𝐷. Следовательно, если

𝑓𝑛(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎
(𝑛)
𝑘 𝑧𝑘 и 𝑓(𝑧) =

+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, то 𝑎

(𝑛)
𝑘 → 𝑎𝑘, 𝑛 → +∞.

Пусть 𝑋 — F-пространство, состоящее из комплексных последовательностей {𝑏𝑘}𝑘 та-
ких, что сходимость последовательности 𝛽(𝑛) = {𝑏(𝑛)𝑘 } к 𝛽 = {𝑏𝑘} при 𝑛 → +∞ предпола-
гает покоординатную сходимость 𝑏

(𝑛)
𝑘 → 𝑏𝑘, 𝑛 → +∞, 𝑘 = 0, 1, 2, ....

Рассмотрим коэффициентный мультипликатор Λ = 𝐶𝑀(Π̃𝑞, 𝑋). По лемме 3.1 Λ - за-
мкнутый оператор, следовательно, по теореме о замкнутом графике (см. [11]) Λ - непре-
рывный оператор, и отображает ограниченные в классе Π̃𝑞 множества в ограниченные
в классе 𝑋 множества.
Докажем теперь теорему 3.1.

Доказательство. Пусть Λ = {𝜆𝑘}+∞
𝑘=1 - мультипликатор из класса Π̃𝑞 в класс Харди 𝐻𝑝

(0 < 𝑝 6 ∞). Докажем, что существует 𝑐 > 0 такое, что выполняется оценка (3.1), то есть

|𝜆𝑘| = 𝑂
(︁

exp
(︁
−𝑐 · 𝑘

2
2+𝑞

)︁)︁
, 𝑘 → +∞.

Согласно лемме 3.3, нам достаточно показать, что последовательность Λ удовлетворяет
условию (3.2) для произвольной положительной бесконечно малой последовательности
{𝑐𝑘}+∞

𝑘=1.
Итак, пусть дана произвольная положительная бесконечно малая последовательность

{𝑐𝑘}+∞
𝑘=1. Рассмотрим вспомогательную последовательность {𝑐′𝑘}+∞

𝑘=1,

𝑐′𝑘 = min

(︂
1

2
,max

(︀
𝑘−1/𝑞, 𝑐𝑘

)︀)︂
, 𝑘 = 1, 2, ....

Если условие (3.2) выполнятся для этой последовательности, то оно остается справедли-
вым и для последовательности {𝑐𝑘}+∞

𝑘=1. Поэтому можно предполагать, что члены после-
довательности {𝑐𝑘}+∞

𝑘=1 удовлетворяют следующему условию:

𝑘− 1
𝑞 6 𝑐𝑘 6

1

2
(3.5)
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при всех 𝑘 = 1, 2, .... Рассмотрим в классе Π̃𝑞 последовательность функций, удовлетворя-
ющих условиям леммы 3.4:

𝑓𝑘(𝑧) = 𝑔(𝑟𝑘𝑧) = exp
𝑐𝑘

(1 − 𝑟𝑘𝑧)
2
𝑞

, 𝑘 = 1, 2, ..., (3.6)

где последовательность {𝑟𝑘}+∞
𝑘=1 такова, что 𝑟𝑘 → 1 − 0, 𝑘 → +∞, и

1 − 1

𝑘
6 𝑟𝑘 6 1 − exp

{︂
−
(︂
𝛾𝑘
𝑐𝑘

)︂𝑞}︂
, 𝑘 = 1, 2, ..., (3.7)

здесь {𝛾𝑘}+∞
𝑘=1 – положительная бесконечно малая последовательность такая, что

𝑐𝑘 = 𝑜(𝛾𝑘), 𝑘 → +∞.
Покажем, что 𝑓𝑘 ∈ Π̃𝑞.

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(ln+ |𝑓𝑘(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑞𝑑𝜃𝑑𝑟 =

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

(︃
ln+

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

𝑐𝑘

(1 − 𝑟𝑘𝑟𝑒𝑖𝜃)
2
𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃𝑞

𝑑𝜃𝑑𝑟

6

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

𝑐𝑞𝑘
|1 − 𝑟𝑘𝑟𝑒𝑖𝜃|2

𝑑𝜃 6

1∫︁
0

𝑐𝑞𝑘
(1 − 𝑟𝑘𝑟)

𝑑𝑟 = 𝑐𝑞𝑘 ln
1

1 − 𝑟𝑘
= 𝛾𝑞

𝑘.

Покажем, что {𝑓𝑘}+∞
𝑘=1 – ограниченная последовательность в классе Π̃𝑞, то есть докажем,

что существует такое действительное число 0 < 𝜆 < 1, что при всех натуральных 𝑘 вы-
полняется неравенство 𝜌(𝜆𝑓𝑘, 0) < 𝜀, где 𝜀 – фиксированное положительное число (см. [11,
с. 31]). Для этого докажем сначала неравенство

ln(1 + |𝜆||𝑔|) 6 (ln(1 + |𝜆|) + ln+ |𝑔|). (3.8)

Действительно, если |𝑔| 6 1, то |𝜆||𝑔| 6 |𝜆|, и сразу следует оценка (3.8).
Если |𝑔| > 1, то ln(1 + |𝜆||𝑔|) 6 ln(|𝑔| + |𝜆||𝑔|) 6 ln(1 + |𝜆|) + ln+ |𝑔|.
Докажем теперь неравенство 𝜌(𝜆𝑓𝑘, 0) < 𝜀. Пусть 0 < 𝑞 < 1 (для 𝑞 > 1 проверяется

аналогично)

𝜌(𝜆𝑓𝑘, 0) =

1∫︁
0

𝜋∫︁
−𝜋

ln𝑞(1 + |𝜆𝑓𝑘(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)𝑑𝜃𝑑𝑟 6 2𝜋 (ln𝑞(1 + |𝜆|) + (𝛾𝑘)𝑞) .

Поскольку 𝛾𝑘 = 𝑜(1), 𝑘 → +∞, то для любого 𝜀 > 0 найдется номер 𝑘0 ∈ N такой,
что при всех 𝑘 > 𝑘0 будет выполняться неравенство 𝛾𝑘 < 𝑞

√︀
𝜀
4𝜋
. Выбрав такое 𝜆𝑘0 , что

ln(1 + |𝜆𝑘0 |) < 𝑞
√︀

𝜀
4𝜋
, получим, что, начиная с номера 𝑘0, все элементы последовательности

{𝑓𝑘} будут содержаться в шаре радиуса 𝜀.
Так как Π̃𝑞 — 𝐹 -пространство, то для всех номеров 𝑘 < 𝑘0 найдется такое положи-

тельное число 𝜆𝑘, что при всех 𝜆 ∈ C с |𝜆| 6 𝜆𝑘 будет выполнено 𝜌(𝜆𝑓𝑘, 0) < 𝜀. Полагая
𝜆0 = min(𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑘0), получим, что при |𝜆| 6 𝜆0 вся последовательность {𝑓𝑘} будет
содержаться в шаре радиуса 𝜀, т.е. 𝜌(𝜆𝑓𝑘, 0) < 𝜀.
В силу произвольности выбора 𝜀, заключаем, что {𝑓𝑘} – ограниченная последователь-

ность в классе Π̃𝑞.
Итак, мы показали, что при всех натуральных 𝑘 последовательность функций {𝑓𝑘}+∞

𝑘=1

ограничена в Π̃𝑞, значит, и мультипликатор Λ(𝑓𝑘) ограничен в классе 𝐻𝑝.
Имеем:

‖Λ(𝑓𝑘)‖𝐻𝑝 6 𝐶, 𝐶 > 0.

Фиксируем 𝑘 ∈ N.
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Если 𝑓𝑘(𝑧) =
+∞∑︀
𝑛=0

𝑎
(𝑘)
𝑛 𝑧𝑛 ∈ Π̃𝑞, то Λ(𝑓𝑘)(𝑧) =

+∞∑︀
𝑛=0

𝜆𝑛𝑎
(𝑘)
𝑛 𝑧𝑛 ∈ 𝐻𝑝, а значит, (см. [19, c. 98])

|𝜆𝑛𝑎
(𝑘)
𝑛 | 6 𝑐𝑝‖Λ(𝑓𝑘)‖𝐻𝑝 · 𝑛

1
𝑝
−1, если 0 < 𝑝 < 1,

|𝜆𝑛𝑎
(𝑘)
𝑛 | 6 𝑐𝑝‖Λ(𝑓𝑘)‖𝐻𝑝 , если 1 6 𝑝 6 ∞,

откуда

|𝜆𝑛𝑎
(𝑘)
𝑛 | 6 𝐶 · 𝑐𝑝 · 𝑛

1
𝑝
−1, если 0 < 𝑝 < 1, (3.9)

|𝜆𝑛𝑎
(𝑘)
𝑛 | 6 𝐶 · 𝑐𝑝, если 1 6 𝑝 6 +∞, (3.10)

где 𝑐𝑝 — положительная константа, зависящая от параметра 𝑝.
Так как 𝑓𝑘(𝑧) = 𝑔(𝑟𝑘𝑧), то 𝑎

(𝑘)
𝑛 = 𝑎𝑛(𝑐𝑘)𝑟𝑛𝑘 . Согласно лемме 3.4,

|𝑎(𝑘)𝑛 | > 𝑟𝑛𝑘 exp
(︁
𝑐

𝑞
2+𝑞

𝑘 𝑛
2

2+𝑞

)︁
.

Учитывая неравенство (3.7), получим:

|𝑎(𝑘)𝑘 | >
(︂

1 − 1

𝑘

)︂𝑘

exp
(︁
𝑐

𝑞
2+𝑞

𝑘 𝑛
2

2+𝑞

)︁
. (3.11)

Из (3.9), (3.11) заключаем:

|𝜆𝑘| 6 𝐶 · 𝑐′𝑝 ·
(︂

1 − 1

𝑘

)︂−𝑘

· 𝑘
1
𝑝
−1 · exp

(︁
𝑐

𝑞
2+𝑞

𝑘 𝑛
2

2+𝑞

)︁
,

откуда c учетом оценки (3.5) будем иметь:

|𝜆𝑘| 6 ̃︀𝐶 exp
(︁
𝑐

𝑞
2+𝑞

𝑘 𝑛
2

2+𝑞

)︁
. (3.12)

Из неравенства (3.12), применив лемму 3.3, делаем вывод о справедливости оценки (3.1).
Аналогично при 1 6 𝑝 < +∞ из (3.10), (3.12) получаем требуемую оценку.
Докажем обратное утверждение теоремы 3.1. Пусть последовательность Λ = {𝜆𝑘}+∞

𝑘=1

удовлетворяет условию (3.1) теоремы и 𝑓 ∈ Π̃𝑞, 𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘. Из теоремы 2.2 следует,

что
|𝑎𝑘| 6 𝐶1 exp

(︁
𝜀𝑘𝑘

2
2+𝑞

)︁
,

𝜀𝑘 ↓ 0, 𝑘 → +∞.
Подбирая номер 𝑘0 таким образом, чтобы 𝜀𝑘 <

𝑐
2
при всех 𝑘 > 𝑘0, получим:

|𝜆𝑘𝑎𝑘| 6 𝐶2 exp
(︁
− 𝑐

2
𝑘

2
2+𝑞

)︁
.

Так как ряд
+∞∑︀
𝑘=0

exp
(︁
− 𝑐

2
𝑘

2
2+𝑞

)︁
сходится, то Λ(𝑓)(𝑧) ∈ 𝐻𝑝. Теорема 3.1 доказана.

Замечание 3.1. Отметим, что метод доказательства теоремы 3.1 восходит к ра-
боте [27] Н. Янагиара. Утверждение теоремы 3.1 останется справедливым и в случае,
если вместо класса Харди взять класс Бергмана 𝐴𝑝

𝛼,

𝐴𝑝
𝛼 :=

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) :

1∫︁
0

2𝜋∫︁
0

(1 − 𝑟)𝛼|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|𝑝𝑑𝜃𝑟𝑑𝑟 < +∞

⎫⎬⎭ , 𝑝 > 0, 𝛼 > −1,

или класс Π̃𝑞′ (0 < 𝑞 < 𝑞′).



92 Е.Г. РОДИКОВА

Замечание 3.2. Непосредственным следствием доказанной теоремы 3.1 служит
утверждение о неулучшаемости оценок, полученных в теоремах 2.2 и 2.1. Доказатель-
ство неулучшаемости оценок проводится аналогичным образом, как в работе Р. Ме-
штровича (см. [1, c. 152], Следствия 9.24, 9.26).
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