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СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА

ДИФФЕРЕНЦИРУЮЩИХ СУММ

М.А. КОМАРОВ

Аннотация. Рассматривается формула дифференцирования аналитических в круге
|𝑧| < 1 функций: 𝑎𝑧𝑓 ′(𝑧) = 𝑛𝑓(0) −

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑓(𝜆𝑘𝑧) + 𝑅𝑛(𝑧). Здесь 𝑎 ̸= 0 — веществен-

ная постоянная, 𝑛 = 1, 2, . . . , а комплексные параметры 𝜆𝑘 = 𝜆𝑛,𝑘(𝑎), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,
определяются как (единственное) решение дискретной системы моментов для нью-
тоновых степенных сумм 𝜆𝑚

1 + · · · + 𝜆𝑚
𝑛 = −𝑚𝑎, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛. При таком выборе

параметров, функция 𝑅𝑛(𝑧) = 𝑅𝑛(𝑎, 𝑓 ; 𝑧) (остаточный член формулы) имеет поря-
док малости 𝑂(𝑧𝑛+1) при 𝑧 → 0. В работе доказано, что при каждом фиксированном
𝑎 > 0 и любом 𝑛 > 3𝛼 (𝛼 := max{𝑎; 1}) область применимости формулы содержит
круг |𝑧| < exp(−3

√
𝑣 − 2𝑣), 𝑣 := 𝛼/(𝑛 + 1), радиус которого стремится к единице

при 𝑛 → ∞. Установлена экспоненциальная скорость сходимости дифференцирующих
сумм к 𝑛𝑓(0)−𝑎𝑧𝑓 ′(𝑧) в том же круге. Этот результат дополняет и заметно расширяет
предшествующие результаты работ В.И. Данченко (2008) и П.В. Чунаева (2020), в ко-
торых, соответственно, для случаев 𝑎 = −1 и −𝑛 ≤ 𝑎 < 0 была установлена сходимость
формулы дифференцирования, но лишь в областях, содержащихся в фиксированных
компактных подмножествах единичного круга. Доказательство основных результатов
статьи опирается на существенно отличающийся от метода работ Данченко и Чунаева
подход к построению решения указанной системы моментов.

Ключевые слова: дифференцирование аналитических функций, дифференцирую-
щие суммы, ℎ-суммы, скорость сходимости.
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1. Введение

Пусть

ℎ(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=0

ℎ𝑚𝑧
𝑚

– аналитическая в единичном круге 𝐷 = {𝑧 : |𝑧| < 1} функция. В.И. Данченко [1, п. 2.4]
предложил формулу численного дифференцирования

(𝑧ℎ(𝑧))′ =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘ℎ(𝜇𝑘𝑧) + 𝜀𝑛(𝑧), 𝜇𝑘 = 𝜇𝑛,𝑘 (𝑛 = 1, 2, . . . ), (1.1)

где комплексные числа 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛 однозначно определяются из условия

𝜀𝑛(𝑧) = 𝑂(𝑧𝑛) (𝑧 → 0).

А именно, поскольку

(𝑧ℎ(𝑧))′ −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜇𝑘ℎ(𝜇𝑘𝑧) =
∞∑︁

𝑚=1

(︃
𝑚−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜇𝑚
𝑘

)︃
ℎ𝑚−1𝑧

𝑚−1,

M.A. Komarov, Convergence rate of one class of differentiating sums.

© Комаров М.А. 2021.

Поступила 2 сентября 2020 г.

42



СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИРУЮЩИХ СУММ 43

то 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛 это (единственное) решение системы

𝜇𝑚
1 + · · · + 𝜇𝑚

𝑛 = 𝑚, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛,

для ньютоновых степенных сумм. Один из способов решения системы основан на примене-
нии рекуррентных формул Ньютона (подробнее см. в [1]). Важно отметить, что величины
𝜇𝑘 не зависят от функции ℎ. Суммы вида

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜇𝑘ℎ(𝜇𝑘𝑧) получили название ℎ-сумм.

Любая аналитическая в 𝐷 функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑓𝑚𝑧
𝑚

может быть представлена в виде 𝑓(𝑧) = 𝑓(0) + 𝑧ℎ(𝑧) с определенной аналитической в 𝐷
функцией ℎ, поэтому формула (1.1) эквивалентна формуле

𝑧𝑓 ′(𝑧) = −𝑛𝑓(0) +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓(𝜇𝑘𝑧) + 𝜚𝑛(𝑧), 𝜚𝑛(𝑧) = 𝑂(𝑧𝑛+1). (1.2)

Недавно П.В. Чунаев [2, п. 3.3.5] рассмотрел обобщение формулы (1.2),

𝑧𝑓 ′(𝑧) = −𝑡𝑓(0) +
𝑡

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝜇̃𝑘𝑧) + 𝜚𝑛(𝑧), 𝜚𝑛(𝑧) = 𝑂(𝑧𝑛+1), (1.3)

введя дополнительный вещественный параметр 𝑡 ̸= 0. Ясно, что (1.3) совпадает с (1.2)
при 𝑡 = 𝑛, и обе формулы точны на полиномах степени не выше 𝑛. Величины 𝜇̃𝑘 = 𝜇̃𝑛,𝑘(𝑡)
определяются из системы

𝜇̃𝑚
1 + · · · + 𝜇̃𝑚

𝑛 =
𝑚𝑛

𝑡
, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛.

В работах [1], [2] установлены области применимости формул дифференцирования (1.2),
(1.3) и даны оценки погрешностей. Так, в [2] показано, что если

|𝑓𝑚| 6 1, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,

то при всех 𝑡 > 1

|𝜚𝑛(𝑧)| 6
2 𝑛
√
𝑡
⃒⃒
(2𝑛 + 1)𝑧

⃒⃒𝑛+1(︀
𝑛
√
𝑡− (2𝑛 + 1)|𝑧|

)︀2 , |𝑧| <
𝑛
√
𝑡

2𝑛 + 1
.

Простой анализ доказательства показывает, что
а) эта оценка верна и при 𝑡 6 −1, если заменить в ней 𝑡 на |𝑡|,
б) при |𝑡| ≍ 𝑛 можно утверждать большее, например, при 𝑡 = 𝑛 по теореме 4(𝑏) из [2],

где полагаем 𝑟0 = 𝑛, 𝛾 = 𝑎 = 1, получается оценка погрешности формулы (1.2),

|𝜚𝑛(𝑧)| 6 2𝑛
|3𝑧|𝑛+1

(1 − 3|𝑧|)2
, |𝑧| < 1

3
.

Тем не менее, найденные в [1], [2] области применимости формул (1.2), (1.3) заметно
меньше области аналитичности функции 𝑓 (содержащей единичный круг). В данной ра-
боте для каждого фиксированного 𝑡 < 0 мы строим новую оценку погрешности формулы
(1.3), применимую в круге вида |𝑧| < 𝑟, где 𝑟 = 𝑟(𝑡, 𝑛) → 1 при 𝑛 → ∞. Метод доказатель-
ства существенно отличен от метода работ [1], [2] и не обобщается на случай 𝑡 > 0.
Другие эффективные модификации метода дифференцирующих ℎ-сумм, отличные

от (1.3), построены автором [3], В.И. Данченко и П.В. Чунаевым [4]. В первой из этих работ
исследовано дифференцирование разностями ℎ-сумм, во второй – амплитудно-частотными
суммами

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜆𝑘ℎ(𝜇𝑘𝑧). В [5] А.В. Фрянцев применил метод ℎ-сумм для аппроксимации

дифференциальных полиномов определенного вида, обобщающих оператор дифференци-
рования (𝑧ℎ(𝑧))′.
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2. Результаты

Положив 𝑎 = −𝑛/𝑡, при 𝑡 < 0 запишем формулу (1.3) в виде

𝑎𝑧𝑓 ′(𝑧) = 𝑛𝑓(0) −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓(𝜆𝑘𝑧) + 𝑅𝑛(𝑧), 𝑎 > 0, 𝜆𝑘 = 𝜆𝑛,𝑘(𝑎), (2.1)

где

𝑅𝑛(𝑧) = 𝑅𝑛(𝑎, 𝑓 ; 𝑧) = 𝑂(𝑧𝑛+1), 𝑧 → 0, 𝜆𝑛,𝑘(𝑎) := 𝜇̃𝑛,𝑘

(︁
−𝑛

𝑎

)︁
.

Ясно, что 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 это (единственное) решение системы

𝜆𝑚
1 + · · · + 𝜆𝑚

𝑛 = −𝑚𝑎, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛, (2.2)

а остаточный член формулы (2.1) имеет вид

𝑅𝑛(𝑎, 𝑓 ; 𝑧) =
∞∑︁

𝑚=𝑛+1

(𝑚𝑎 + 𝑆𝑚)𝑓𝑚𝑧
𝑚, 𝑆𝑚 = 𝑆𝑛,𝑚(𝑎) :=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑚
𝑘 .

Теорема 2.1. Пусть 𝑎 > 0, 𝑛 > 3𝛼 и 𝑟 = 𝑟𝑛(𝛼), где

𝑟𝑛(𝛼) = exp

(︂
− 3

√
𝛼√

𝑛 + 1
− 𝛼 + 1

𝑛 + 1

)︂
, 𝛼 = max{𝑎; 1}.

Тогда для решения 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 системы (2.2) верна оценка

Λ𝑛(𝑎) := max
16𝑘6𝑛

|𝜆𝑘| < 𝑟−1. (2.3)

Теорема 2.1 будет доказана в параграфе 3. Напомним, что, согласно [2], для параметров
формулы (1.3) верна оценка

max
16𝑘6𝑛

|𝜇̃𝑛,𝑘(𝑡)| 6 2𝑛 + 1
𝑛
√︀
|𝑡|

, 𝑡 ̸= 0,

из которой при 𝑡 := −𝑛/𝑎 получаем следующую оценку величин Λ𝑛(𝑎):

Λ𝑛(𝑎) 6
2𝑛 + 1

𝑛
√
𝑛

𝑛
√︀
|𝑎|.

Видим, что при каждом фиксированном 𝑎 > 0 оценка (2.3) точнее по порядку количе-
ства 𝑛, ибо при 𝑛 → ∞ имеет место асимптотика

𝑟−1 = (𝑟𝑛(𝛼))−1 ∼ 1 +
3
√
𝛼√
𝑛

< 1 +
3
√
𝑎 + 1√
𝑛

.

Найдем область применимости и оценку остатка формулы (2.1).

Теорема 2.2. Пусть 𝑎 > 0, 𝑛 > 3𝛼 и 𝑟 = 𝑟𝑛(𝛼), где 𝛼 = max{𝑎; 1}. Пусть |𝑓𝑚| 6 1
для всех 𝑚 > 𝑛 + 1. Тогда

|𝑅𝑛(𝑎, 𝑓 ; 𝑟𝑧)| 6 (𝑛 + 1)
|𝑧|𝑛+1

1 − |𝑧|
, |𝑧| < 1.

Доказательство. Ввиду (2.3) имеем |𝑆𝑚| < 𝑛𝑟−𝑚 (𝑚 > 𝑛 + 1) и

|𝑅𝑛(𝑎, 𝑓 ; 𝑟𝑧)| 6
∞∑︁

𝑚=𝑛+1

(︀
𝑚𝛼𝑟𝑚 + 𝑛

)︀
|𝑧|𝑚, 𝑚𝛼 < 𝑒3

√
𝑚𝛼 6 𝑒

3𝑚
√
𝛼√

𝑛+1 < 𝑟−𝑚,

что и доказывает теорему 2.2.
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Замечание 2.1. При каждом 𝑛 > 3 наибольшее значение 𝑎, при котором выполнены
условия теоремы 2.1, равно 𝑛/3. Согласно (2.3), соответствующее значение величины Λ𝑛

не превосходит

exp
(︁3

√
3 + 1

3

)︁
+ 𝑜(1) ≈ 7.89, 𝑛 → ∞.

Однако, нетрудно установить более точную границу (см. замечание 4.1 в параграфе 4.1):

Λ𝑛(𝑛
3
) < exp

(︁2
√

3 + 1

3

)︁
= 4.42838 . . . (𝑛 > 50). (2.4)

Следствие 2.1. Если функция 𝑓 аналитична в 𝐷 и

|𝑓(𝑧)| 6 1, |𝑧| < 1,

то при 𝑟 = (4.4284)−1 = 0.2258 . . . верна оценка⃒⃒⃒𝑧𝑓 ′(𝑧)

3
− 𝑓(0)

⃒⃒⃒
6 1, |𝑧| 6 𝑟.

Доказательство. Формула (2.1) точна для полиномов 𝑃 степени не выше 𝑛, в частности,
при 𝑎 = 𝑛/3 имеем тождество

𝑛
𝑧𝑃 ′(𝑧)

3
≡ 𝑛𝑃 (0) −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑃 (𝜆*
𝑘𝑧), 𝜆*

𝑘 = 𝜆𝑛,𝑘(𝑛
3
).

При 𝑛 > 50 положим 𝑓(𝑧) = 𝑃𝑛(𝑧) + 𝐹𝑛(𝑧), где 𝑃𝑛 – 𝑛-й полином Маклорена функции 𝑓 ,
𝑃𝑛(0) = 𝑓(0). В силу тождества и оценки (2.4), в круге |𝑧| 6 𝑟 имеем⃒⃒⃒𝑧𝑃 ′(𝑧)

3
− 𝑓(0)

⃒⃒⃒
=

1

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑃𝑛

(︀
𝜆*
𝑘𝑧
)︀⃒⃒⃒⃒⃒ 6 max

|𝑧|=𝛿
|𝑃𝑛(𝑧)|,

𝛿 := 𝑟 · Λ𝑛(𝑛
3
) < (4.4284)−1 · 4.42839 < 1.

Следовательно, ⃒⃒⃒𝑧𝑓 ′(𝑧)

3
− 𝑓(0)

⃒⃒⃒
6 1 + ∆𝑛, |𝑧| 6 𝑟,

где

∆𝑛 := max
|𝑧|=𝛿

|𝐹𝑛(𝑧)| + max
|𝑧|=𝑟

⃒⃒⃒𝑧
3
𝐹 ′
𝑛(𝑧)

⃒⃒⃒
→ 0 при 𝑛 → ∞

ввиду ограниченности функции 𝑓 . Поскольку 𝑛 произвольно, получаем искомое.

Равенство в оценке следствия 2.1 достигается на постоянной функции 𝑓(𝑧) ≡ 1. Мак-
симально возможное значение радиуса 𝑟 в этой оценке может быть получено из общей
теоремы Г.М. Голузина [6] и равно

𝑟max =
4 −

√
7

3
= 0.4514 . . . .

В самом деле, если обозначить коэффициенты функции 𝑓 через 𝑓0, 𝑓1, . . . , то

𝑧𝑓 ′(𝑧)

3
− 𝑓(0) =

∞∑︁
𝑚=0

𝛾𝑚𝑓𝑚, 𝛾0 := −1, 𝛾𝑚 :=
𝑚𝑧𝑚

3
(𝑚 > 1).

Тем самым, неравенство ⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑓 ′(𝑧)

3
− 𝑓(0)

⃒⃒⃒⃒
6 1, |𝑧| 6 𝑟,

равносильно тому, что ⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑚=0

𝛾𝑚𝑓𝑚

⃒⃒⃒⃒
6 |𝛾0| = 1, 𝛾𝑚 =

𝑚𝑧𝑚

3
, |𝑧| = 𝑟. (2.5)
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Но, согласно [6, теорема 1 и формула (18)], неравенство (2.5) имеет место для всех функций
указанного в следствии 2.1 класса в том и только том случае, когда⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁

𝑚=0

𝛾𝑚𝜁
𝑚

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑚=1

𝛾𝑚𝜁
𝑚

⃒⃒⃒⃒
на |𝜁| = 1.

Суммируя ряды, получим⃒⃒⃒⃒
− 1 +

𝑤

3(1 − 𝑤)2

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
𝑤

3(1 − 𝑤)2

⃒⃒⃒⃒
(𝑤 := 𝑧𝜁, |𝑤| = 𝑟),

что равносильно условию ⃒⃒⃒
(𝑤 − 1)2 − 𝑤

3

⃒⃒⃒
> 𝑟 (|𝑤| = 𝑟).

Минимум левой части этого неравенства на окружности |𝑤| = 𝑟 < 1, очевидно, достигается
при 𝑤 := |𝑤| = 𝑟 и равен |(𝑟 − 1)2 − 𝑟/3| =: ℎ(𝑟). Если 𝑟 ∈ (𝑟1, 1), где

𝑟1 :=
7 −

√
13

6
≈ 0.5657,

то ℎ(𝑟) 6 13/35 < 𝑟1, так что неравенство ℎ(𝑟) > 𝑟 не выполняется. Если же 𝑟 ∈ (0, 𝑟1),
то выражение под модулем положительно, и неравенство ℎ(𝑟) > 𝑟 принимает вид

(𝑟 − 1)2 − 𝑟

3
> 𝑟.

Выбирая среди его решений, лежащих в допустимом интервале (0, 𝑟1), максимальное, при-
ходим к искомому 𝑟max.

3. Доказательство теоремы 2.1

3.1. Решение системы (2.2). Рассмотрим функцию

𝑔(𝑧) = exp
𝑎(1 + 𝑧)

2(1 − 𝑧)
, |𝑧| < 1, 𝑎 ∈ C, 𝑎 ̸= 0,

и ее ряд Маклорена [7, п. 11.2]

𝑔(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧
𝑛, 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛(𝑎) = 𝑒

𝑎
2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
𝑎𝑘

𝑘!
.

Корни 𝑛-го полинома Маклорена

𝑔𝑛(𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑔𝑛(0) = 𝑒

𝑎
2 ,

отличны от нуля; обозначим их 𝑧𝑘 = 𝑧𝑛,𝑘(𝑎), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Очевидно,

𝑔′(𝑧)

𝑔(𝑧)
− 𝑔′𝑛(𝑧)

𝑔𝑛(𝑧)
= 𝑂(𝑧𝑛) (𝑧 → 0).

С другой стороны, в некоторой окрестности точки 𝑧 = 0 имеем

𝑔′(𝑧)

𝑔(𝑧)
=

𝑎

(1 − 𝑧)2
= 𝑎

∞∑︁
𝑚=1

𝑚𝑧𝑚−1

и
𝑔′𝑛(𝑧)

𝑔𝑛(𝑧)
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑧 − 𝑧𝑘
= −

∞∑︁
𝑚=1

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑧−𝑚
𝑘

)︃
𝑧𝑚−1.

Следовательно, при всех 𝑛 = 1, 2, . . . и любом комплексном 𝑎 ̸= 0

𝑧−𝑚
1 + · · · + 𝑧−𝑚

𝑛 = −𝑚𝑎, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛,
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так что (единственное) решение системы (2.2) это

𝜆𝑛,𝑘(𝑎) := (𝑧𝑛,𝑘(𝑎))−1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (3.1)

3.2. Оценка (2.3) в случае 𝑎 > 1. Известно [7, п. 11.2], что 𝑐𝑛(𝑎) = 𝑒2
√
𝑎𝑛(1+𝑜(1))

при 𝑛 → ∞ (𝑎 > 0). Нам потребуется явная оценка величин 𝑐𝑛(𝑎) сверху и одно эле-
ментарное неравенство (доказательство лемм 3.1, 3.2 см. в п. 4):

Лемма 3.1. При 𝑎 > 1, 𝑛 > 3𝑎 имеем

𝑐𝑛(𝑎) < 1
4
𝑒(

5
2
−
√
3)(𝑎+1)𝑒

3
2 𝑒2

√
𝑎𝑛 < 𝑒𝑎+1𝑒2

√
𝑎𝑛.

Лемма 3.2. При 𝑏 > 1, 𝑥 > 1 имеем 𝑒−𝑏𝑥 + 𝑒−
𝑏
𝑥 < 1.

С помощью этих лемм при 𝑛 > 3𝑎 > 3 установим оценку

|𝑔𝑛(𝑧)| > 0, |𝑧| 6 𝑟𝑛(𝑎) = 𝑒𝑥𝑛 , 𝑥𝑛 := − 3
√
𝑎√

𝑛 + 1
− 𝑎 + 1

𝑛 + 1
,

из которой, ввиду (3.1), тотчас следует (2.3) для случая 𝑎 > 1.
В самом деле, |𝑔(𝑧)| > 1 в круге 𝐷, ибо

Re
𝑎(1 + 𝑧)

2(1 − 𝑧)
=

𝑎

2

1 − |𝑧|2

1 − 2Re 𝑧 + |𝑧|2
> 0.

С учетом леммы 3.1, в круге |𝑧| 6 𝑒𝑥𝑛 имеем

|𝑔𝑛(𝑧)| > |𝑔(𝑧)| −
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑐𝑘|𝑧|𝑘 > 1 − 𝑇𝑛(𝑎), 𝑇𝑛(𝑎) :=
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑒𝑎+1𝑒2
√
𝑎𝑘𝑒𝑘𝑥𝑛 .

Покажем, что 𝑇𝑛(𝑎) < 1. При 𝑘 > 𝑛 + 1 имеем

𝑎 + 1 + 2
√
𝑎𝑘 + 𝑘𝑥𝑛 6 2

√
𝑎𝑘 − 3

√
𝑎√

𝑛 + 1
𝑘 6 −

√
𝑎√

𝑛 + 1
𝑘,

поэтому

𝑇𝑛(𝑎) <
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

(︁
𝑒
−

√
𝑎√

𝑛+1

)︁𝑘
=

𝑒−
√

𝑎(𝑛+1)

1 − 𝑒
−

√
𝑎√

𝑛+1

.

Остается заметить, что 𝑒−
√

𝑎(𝑛+1) < 1 − 𝑒
−

√
𝑎√

𝑛+1 по лемме 3.2.

Замечание 3.1. Положительность параметра 𝑎 существенна, ибо в случае 𝑎 < 0
модуль |𝑔(𝑧)| не отделен от нуля в 𝐷:

𝑔(𝑥) ∼ 𝑒
𝑎

1−𝑥 → 0 (𝑥 > 0, 𝑥 → 1 − 0).

3.3. Оценка (2.3) в случае 0 < 𝑎 < 1. Ввиду (3.1) и 𝛼 = 1 достаточно установить,
что |𝑔𝑛(𝑧)| > 0 в круге |𝑧| 6 𝑟𝑛(1), 𝑛 > 3. Но при 𝑎 ∈ (0, 1) имеем

𝑐𝑛(𝑎)𝑒−
𝑎
2 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
𝑎𝑘

𝑘!
< 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛− 1

𝑘 − 1

)︂
1

𝑘!
= 𝑎𝑒−

1
2 𝑐𝑛(1), 𝑛 > 1, (3.2)

откуда

𝑐𝑛(𝑎) < 𝑎𝑒
𝑎−1
2 𝑐𝑛(1) < 𝑐𝑛(1).

Следовательно, для любого 𝑛 > 3
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑐𝑘(𝑎)(𝑟𝑛(1))𝑘 <
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑐𝑘(1)(𝑟𝑛(1))𝑘 < 𝑇𝑛(1) < 1

(см. параграф 3.2). Теорема 2.1 доказана.
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Добавим, что если 𝑎 ∈
(︀
0,
(︀
𝑛𝑒2+2

√
𝑛
)︀−1]︀

, то

Λ𝑛(𝑎) <
(︀
𝑎𝑛𝑒2+2

√
𝑛
)︀ 1

𝑛 6 1.

В самом деле, из леммы 3.1 и равенств

𝑐1(1) =
√
𝑒, 𝑐2(1) =

3

2

√
𝑒

имеем

𝑐𝑛(𝑎) < 𝑎𝑐𝑛(1) < 𝑎𝑒2+2
√
𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , 0 < 𝑎 < 1,

откуда при любом 𝛾 > 1

|𝑔𝑛(𝑧)| > 𝑒
𝑎
2 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘|𝑧|𝑘 > 1 − 𝑛 · 𝑎𝑒2+2
√
𝑛𝛾𝑛, |𝑧| 6 𝛾.

4. Доказательство лемм

4.1. Доказательство леммы 3.1. В [7, п. 11.2] показано, что максимальное слагаемое
в сумме, выражающей 𝑐𝑛(𝑎) (см. параграф 3.1), имеет номер

𝑝 =
[︁
1
2

√︀
(𝑎 + 1)2 + 4𝑎𝑛− 1

2
(𝑎 + 1)

]︁
(здесь [𝑥] – наибольшее целое, не превосходящее 𝑥). Таким образом,

𝑐𝑛(𝑎) 6 𝑛𝑒
𝑎
2

(︂
𝑛− 1

𝑝− 1

)︂
𝑎𝑝

𝑝!
≡ 𝑒

𝑎
2

𝑛!𝑝𝑎𝑝

𝑝!2(𝑛− 𝑝)!
. (4.1)

Заметим, что в условиях леммы

𝑝 > 1, 𝑛− 𝑝 > 1.

В самом деле, если 𝑝 = 0, то √︀
(𝑎 + 1)2 + 4𝑎𝑛− (𝑎 + 1) < 2,

откуда 𝑛 < 1 + 2/𝑎. Противоречие с тем, что 𝑛 > 3𝑎 > 3. Стало быть, 𝑝 > 1. Из легко
проверяемой оценки

𝑝 6
√
𝑎𝑛− 1

2
(
√

3 − 1)(𝑎 + 1) <
√
𝑎𝑛 (4.2)

вытекает и второе соотношение:

1 + 𝑝 < 1 +
√
𝑎𝑛 6

𝑛

3
+

𝑛√
3
< 𝑛.

Далее, имеем

𝑝 >
1

2

√︀
(𝑎 + 1)2 + 4𝑎𝑛− 1

2
(𝑎 + 1) − 1 >

√
𝑎𝑛− 1

2
(𝑎 + 3)

и, следовательно,
√
𝑎𝑛 < 𝑝 +

1

2
(𝑎 + 3). (4.3)

Преобразовав правую часть в (4.1) с помощью формулы Стирлинга

𝑛! =
√

2𝜋𝑛
(︀
𝑛𝑒−1

)︀𝑛
𝜀𝑛, 1 < 𝜀𝑛+1 < 𝜀𝑛 < exp 1

12𝑛
,

придем к оценке

𝑐𝑛(𝑎)

𝑒
𝑎
2

<

√
𝑛𝑛𝑛𝑎𝑝𝑒𝑝

2𝜋𝑝2𝑝 ·
√
𝑛− 𝑝(𝑛− 𝑝)𝑛−𝑝

=
𝑒𝑝

2𝜋
√︀

1 − 𝑝
𝑛

(︂√
𝑎𝑛

𝑝

)︂2𝑝(︂
1 +

𝑝

𝑛− 𝑝

)︂𝑛−𝑝

.
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Заметим, что ввиду неравенств (4.2), (4.3), 𝑎 6 𝑛/3, имеем

2𝜋

√︂
1 − 𝑝

𝑛
> 2𝜋

√︁
1 − 1√

3
> 4,

√
𝑎𝑛

𝑝
< 1 +

𝑎 + 3

2𝑝
.

Отсюда и из неравенств (1 + 𝑥)1/𝑥 < 𝑒 (𝑥 > 0) и (4.2) следует

𝑐𝑛(𝑎) < 𝑒
𝑎
2 · 𝑒

𝑝

4
𝑒𝑎+3𝑒𝑝 = 𝑒

3𝑎
2
+3−ln 4𝑒2𝑝,

где

3

2
𝑎 + 3 − ln 4 + 2𝑝 6

3

2
𝑎 + 3 − ln 4 + 2

√
𝑎𝑛− (

√
3 − 1)(𝑎 + 1)

=

(︂
5

2
−
√

3

)︂
(𝑎 + 1) +

(︂
3

2
− ln 4

)︂
+ 2

√
𝑎𝑛

<𝑎 + 1 + 2
√
𝑎𝑛.

Лемма 3.1 доказана.

Замечание 4.1. Обоснуем оценку (2.4). В круге

|𝑧| 6 exp

(︂
− 2√

3
− 1

3

)︂
имеем ⃒⃒⃒⃒

⃒
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑐𝑘(𝑛
3
)𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑇𝑛 :=

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑒𝑡𝑘 ,

где, ввиду 𝑘 > 𝑛 + 1 > 50 и предыдущей оценки величин 𝑐𝑛(𝑎) при 𝑎 = 𝑛/3,

𝑡𝑘 =

(︂
5

2
−

√
3

)︂
𝑛 + 3

3
+

(︂
3

2
− ln 4

)︂
+

2
√
𝑛𝑘√
3

− 2𝑘√
3
− 𝑘

3

6

(︂
5

2
−

√
3

)︂
2

3
+

(︂
3

2
− ln 4

)︂
− 𝑘

3

(︂
3

2
−
√

3

)︂
=(0.62567 . . .− 𝑘 · 0.01735 . . .) − 𝑘 · 0.06

<− 0.06𝑘.

Отсюда получаем искомое:

𝑇𝑛 < 𝑒−0.06(𝑛+1)(1 − 𝑒−0.06)−1 < 𝑒−3(1 − 𝑒−0.06)−1 = 0.8549 . . . < 1.

4.2. Доказательство леммы 3.2. Поскольку 𝐹 (𝑥) := 𝑒−𝑏𝑥 + 𝑒−𝑏/𝑥 → 1 (𝑥 → +∞),
то достаточно показать, что 𝐹 ′(𝑥) > 0 при 𝑥 > 1.
Имеем 𝐹 ′(𝑥) = −𝑏𝑒−𝑏𝑥 + 𝑏𝑥−2𝑒−𝑏/𝑥. Неравенство 𝐹 ′(𝑥) > 0 (𝑥 > 1) равносильно неравен-

ству 𝑒𝑏(𝑥−𝑥−1) > 𝑥2 и, следовательно, неравенству

𝐺(𝑥) := 𝑏
(︀
𝑥− 𝑥−1

)︀
− 2 ln𝑥 > 0.

Но последнее верно, ибо 𝐺(1) = 0 и, ввиду 𝑏 > 1,

𝐺′(𝑥) = 𝑏
(︀
1 + 𝑥−2

)︀
− 2𝑥−1 >

(︀
1 − 𝑥−1

)︀2
> 0.

Лемма 3.2 доказана.
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