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СУММАРНО-РАЗНОСТНОЕ УРАВНЕНИЕ

ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ, ПОРОЖДЕННОЕ

ТРЕУГОЛЬНИКОМ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

Ф.Н. ГАРИФЬЯНОВ, Е.В. СТРЕЖНЕВА

Аннотация. Пусть 𝐷 – треугольник, а Γ – «половина» его границы 𝜕𝐷. Рассмат-

ривается полиэлементное линейное суммарно-разностное уравнение в классе функций,

голоморфных вне Γ и исчезающих на бесконечности. Решение ищется в виде интеграла

типа Коши по Γ с неизвестной плотностью. Граничные значения удовлетворяют усло-

вию Гельдера на любом компакте из Γ, не содержащем узлов. В узлах допускаются,

самое большее, логарифмические особенности. Для регуляризации уравнения на 𝜕𝐷

вводится кусочно-линейный сдвиг Карлемана. Он переводит каждую сторону в себя

с изменением ориентации. При этом середины сторон являются неподвижными точка-

ми сдвига. Проведена регуляризация уравнения и найдено условие ее разрешимости.

Рассмотрен частный случай, когда число условий разрешимости удается точно сосчи-

тать. Указаны приложения к интерполяционным задачам для целых функций экспо-

ненциального типа. Ранее были исследованы подобные задачи для четырехугольника,

пятиугольника, шестиугольника.

Ключевые слова: суммарно-разностное уравнение, задача Карлемана, равносиль-

ная регуляризация, интерполяционные задачи для целых функций экспоненциального

типа.
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1. Введение и постановка задачи

В цикле работ [1]–[3] были рассмотрены суммарно-разностные уравнения, порожден-
ные некоторыми многоугольниками. В статье [1] это был четырехугольник, а в статьях [2]
и [3] – соответственно пятиугольник и шестиугольник, имеющие две равные и параллель-
ные стороны. Такие уравнения тесно связаны с интерполяционными задачами для целых
функций экспоненциального типа (ц.ф.э.т.)
Пусть теперь𝐷 – треугольник с вершинами 𝑡1 = 0, 𝑡2 = 1, 𝑡3, Im 𝑡3 ̸= 0 и сторонами ℓ𝑗, пе-

речисленными в порядке положительного обхода его границы (𝑡 ∈ ℓ1 ⇒ Im 𝑡 = 0). Введем
функции 𝜎𝑗(𝑧) = 𝑡𝑗 + 𝑡𝑗+1 − 𝑧, 𝑗 = 1, 3 (𝑡4 = 𝑡1). Эти функции переводят 𝐷 в треуголь-
ники, имеющие с ними общую сторону. Кусочно-линейная функция 𝛼(𝑡) = {𝜎𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ ℓ𝑗}
переводит каждую сторону ℓ𝑗 в себя с изменением ориентации, причем середина стороны
𝜏𝑗 – неподвижная точка сдвига. Итак, это инволютивный сдвиг Карлемана, разрывной
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в вершинах. Суперпозиции 𝜎𝑗𝜎𝑘, 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑘 = 1, 3 имеют вид

𝜎4(𝑧) = 𝑧 − 1, 𝜎5 = 𝜎−1
4 , 𝜎6(𝑧) = 𝑧 − 𝑡3,

𝜎7 = 𝜎6 − 1, 𝜎8(𝑧) = 𝑧 − 𝑡3 + 1, 𝜎9 = 𝜎−1
8 .

Еще три преобразования 𝜎10(𝑧) = −𝑧, 𝜎11(𝑧) = 2 − 𝑧, 𝜎12(𝑧) = 2𝑡3 − 𝑧 переводят 𝐷 в тре-
угольники, имеющие с ним общую вершину. Пусть Γ – «половина» границы 𝜕𝐷 (совокуп-
ность отрезков), удовлетворяющая двум условиям. Во-первых, Γ ∩ 𝛼(Γ) = ∅. Во-вторых,
Γ ∪ 𝛼(Γ) = 𝜕𝐷. Эти равенства понимаются с точностью до вершин 𝐷 и узлов Γ. Ясно,
что Γ содержит не менее двух вершин и все точки 𝜏𝑗, 𝑗 = 1, 3. Впервые такой выбор Γ был
предложен в статье [4].
Рассмотрим суммарно-разностное уравнение

(𝑉 𝑓) (𝑧) ≡ 𝑓(𝑧) +
12∑︁

𝑚=1

𝑓 [𝜎𝑚(𝑧)] = 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷 (1.1)

при следующих предположениях.
1. Решение 𝑓(𝑧) голоморфно вне Γ и исчезает на бесконечности. Его граничные значения

𝑓±(𝑡) удовлетворяют условиям Гельдера на Γ. В узлах Γ и вершинах 𝐷 допускаются, самое
большее, логарифмические особенности.
2. Свободный член 𝑔(𝑧) голоморфен в 𝐷 и его граничное значение 𝑔+(𝑡) ∈ 𝐻𝜇 (𝜕𝐷) .
Такой класс решений обозначим через 𝐵. Выпуклая оболочка множества Γ есть сопря-

женная индикаторная диаграмма ц.ф.э.т. 𝐹 (𝑧), ассоциированной по Борелю ([5], §1, п. 1.)
с нижней функцией 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵. Это и позволяет применить уравнение (1.1) к исследованию
интерполяционных задач для ц.ф.э.т. В разделе 2 предложен метод регуляризации уравне-
ния (1.1). Получено условие равносильности этой регуляризации. Полностью исследован
один частный случай. В разделе 3 полученные результаты применяются к исследованию
некоторых интерполяционных задач для ц.ф.э.т.

2. Регуляризация уравнения. Частный случай

Будем искать решение уравнения (1.1) в виде интеграла типа Коши

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝜏 − 𝑧)−1 𝜙(𝜏)𝑑𝜏 (2.1)

с неизвестной плотностью 𝜙(𝜏) ∈ 𝐻𝜇

(︀
Γ
)︀
. Тогда из (1.1) следует, что

(𝐸𝜙) (𝑧) ≡ 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜙(𝜏)𝐴(𝑧, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷,

где

𝐴(𝑧, 𝜏) = (𝜏 − 𝑧)−1 +
12∑︁

𝑚=1

(𝜏 − 𝜎𝑚(𝑧))−1 . (2.2)

Переходя к пределу по 𝑧 → 𝑡, (𝑡 ∈ Γ), по формуле Сохоцкого получим(︀
𝐸+𝜙

)︀
(𝑡) ≡ 2−1𝜙(𝑡) +

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜙(𝜏)𝐴(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔+(𝑡), 𝑡 ∈ Γ.
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Переходя к пределу по 𝑧 → 𝛼(𝑡), имеем(︀
𝐸+𝜙

)︀
𝛼(𝑡) ≡ −2−1𝜙(𝑡) +

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜙(𝜏)𝐴(𝛼(𝑡), 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔+𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ Γ.

Вычитаем из первого соотношения второе, придем к уравнению

(𝑇𝜙) ≡ 𝜙(𝑡) +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐾(𝑡, 𝜏)𝜙(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔+(𝑡) − 𝑔+[𝛼(𝑡)] (2.3)

с ядром

𝐾(𝑡, 𝜏) = 𝐴(𝑡, 𝜏) − 𝐴[𝛼(𝑡), 𝜏 ]. (2.4)

Лемма 2.1. Ядро (2.4) ограничено.

Доказательство. Оно заключается в непосредственной проверке при различных вариан-
тах расположения точек 𝜏 и 𝑡 на сторонах треугольника.
Итак, уравнение (2.3) есть уравнение Фредгольма второго рода. Допустим, что оно раз-

решимо. Осуществим обратный переход к уравнению (1.1). Имеем

(2.3) ⇒
(︀
𝐸+𝜙

)︀
(𝑡) −

(︀
𝐸+𝜙

)︀
(𝛼(𝑡)) = 𝑔+(𝑡) − 𝑔+ [𝛼(𝑡)] ⇒ (𝐸𝜙) (𝑧) = 𝑔(𝑧) + 𝐶,

поскольку задача Карлемана 𝑎+(𝑡) = 𝑎+ [𝛼(𝑡)] в силу принципа локально-конформного
склеивания [6] имеет единственное решение 𝑎(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Теорема 2.1. Задача (1.1) имеет конечное число 𝑁+1 условий разрешимости. Из них
𝑁 – это число условий разрешимости интегрального уравнения (2.3), а еще одно

(𝐸𝜙) (𝑧0) = 𝑔(𝑧0), 𝑧0 ∈ 𝐷 (2.5)

обеспечивает равносильность регуляризации.

Пример 2.1. Рассмотрим частный случай, когда удается точно сосчитать число 𝑁.
Пусть 𝑡3 = 𝑖 и Γ =

⋃︀3
𝑗=1 ℓ

′
𝑗, где ℓ′1 = (0, 0.5), ℓ′2 = (1, 0.5(1 + 𝑖)), ℓ′3 = (0, 0.5𝑖).

Рассмотрим однородное уравнение

𝑇𝜙 = 0. (2.6)

Положим

𝑀 = max |𝜙(𝑡)| , 𝑡 ∈ Γ. (2.7)

Допустим вначале, что равенство (2.7) достигается при 𝑡 ∈ ℓ′1. При таком расположении
точки 𝑡 получим

𝐾(𝑡, 𝜏) = (𝑢 + 𝑖)−1 + (𝑢− 1 − 𝑖)−1 + (𝑣 − 2𝑖)−1 − (𝑣 − 1 + 𝑖)−1 − (𝑣 − 2 − 𝑖)−1

− (𝑢 + 1 − 2𝑖)−1 = (2𝑡− 1)
[︁

(𝑢 + 𝑖)−1 (𝑣 − 1 + 𝑖)−1

+ (𝑢− 1 − 𝑖)−1 (𝑣 − 2 − 𝑖)−1 − (𝑣 − 2𝑖)−1 (𝑢 + 1 − 2𝑖)−1
]︁
,

где 𝑢 = 𝜏 − 𝑡, 𝑣 = 𝜏 + 𝑡.
Наибольшее значение модуль ядра принимает при 𝑡 = 0, а модуль каждого слагаемого

в квадратных скобках не более 1, т.е. с учетом длин отрезков ℓ′𝑗 получим

3

(︂
1 +

1√
2

)︂
< 2𝜋,

откуда следует, что 𝜙 ≡ 0.
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Допустим, что равенство (2.7) достигается при 𝑡 ∈ ℓ′2. Тогда

𝐾(𝑡, 𝜏) = (𝑢− 1)−1 + (𝑢− 𝑖)−1 + 𝑣−1 − (𝑣 + 2 − 𝑖)−1 − (𝑣 − 1 − 2𝑖)−1 − (𝑢 + 1 + 𝑖)−1

= (2𝑡− 1 − 𝑖)
[︀
(𝑢− 1)−1 (𝑣 − 2 − 𝑖)−1 + (𝑢− 𝑖)−1 (𝑣 − 1 − 2𝑖)−1 − 𝑣−1 (𝑢 + 1 + 𝑖)−1]︀ .

Наибольшее значение модуль ядра достигает при 𝑡 = 1 и модуль суммы в квадратных
скобках не превосходит 2.17, т.е. (︂

1 +
1√
2

)︂
|𝐾(𝑡, 𝜏)| ≤ 6,

откуда вновь следует, что 𝜙 ≡ 0.
Осталось предположить, что равенство (2.7) достигается при 𝑡 ∈ ℓ′3. Тогда

𝐾(𝑡, 𝜏) = (𝑢 + 1)−1 + (𝑢− 𝑖 + 1)−1 + (𝑢− 2)−1 − (𝑣 − 𝑖 + 1)−1

− (𝑣 + 1 − 2𝑖)−1 − (𝑢− 2 + 𝑖)−1

= (2𝑡− 1)
[︀
(𝑢 + 1)−1 (𝑣 − 𝑖 + 1)−1 + (𝑢− 𝑖 + 1)−1 (𝑣 + 1 − 2𝑖)−1

− (𝑣 − 2𝑖)−1 (𝑢− 2 + 𝑖)−1]︀ .
Наибольшее значение модуль ядра достигает при 𝑡 = 0, а модуль каждого из слагаемых
в квадратных скобках не превосходит 1, т.е. с учетом длин отрезков ℓ′𝑗 имеем

3

(︂
1 +

1√
2

)︂
< 2𝜋,

откуда снова следует, что 𝜙 ≡ 0. Заметим, что в данном случае нет смысла делать более
точные оценки. Итак, однородное уравнение (2.6) имеет лишь тривиальное решение.

Теорема 2.2. В данном примере 𝑁 = 0, т.е. задача (1.1) имеет одно условие разре-
шимости (2.5).

3. Приложения

Уравнение (1.1) тесно связано с интерполяционными задачами для ц.ф.э.т. Ограничимся
рассмотрением данного примера. Пусть 𝐹 (𝑧) – ц.ф.э.т., ассоциированная по Борелю с
нижней функцией 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵. Ее сопряженной индикаторной диаграммой будет, воообще
говоря, трапеция 𝐷0 с вершинами 0, 1, (𝑖 + 1) /2, 𝑖/2.

Замечание 3.1. Сопряженной индикаторной диаграммой может быть и «меньшее»
выпуклое множество 𝐷′ ⊂ 𝐷0. Для этого необходимо, но не достаточно, чтобы свобод-
ный член 𝑔(𝑧) был аналитически продолжим из 𝐷 в некоторую окрестность бесконечно
удаленной точки, причем 𝑔(∞) = 0. Тогда соотношение (1.1) выполняется не только
при 𝑧 ∈ 𝐷, но и в данной окрестности, т.е. задача переопределена и ее решение может
быть получено в явном виде. Такой случай не представляет большого интереса. Более
подробно см., напр., [2].

Возьмем треугольник ∆1 = 𝐷 ∖𝐷0 и пусть 𝑧0 ∈ ∆1. Пусть

𝑔(𝑧) = 𝐶0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘(𝑧 − 𝑧0)
𝑘

𝑘!
,

причем радиус сходимости этого ряда 𝑅 > |𝑧0 − 1| .
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При 𝑧 ∈ ∆ перепишем соотношение (1.1) в виде

𝐻(𝑧) ≡
∫︁
𝜃0

𝐹 (𝜏) exp(−𝑧𝜏)𝑑𝜏 +
12∑︁
𝑘=1

∫︁
𝜃𝑘

𝐹 (𝜏) exp [−𝜏𝜎𝑘(𝑧)] 𝑑𝜏 = 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ ∆. (3.1)

Здесь 𝜃𝑘 – луч arg 𝜏 = −𝜋/2 при 𝑘 = 0, 4, 5, 7, 9, 12, луч arg 𝜏 = 𝜋/2 при 𝑘 = 1, 6, 8, 10, 11,
луч arg 𝜏 = −𝜋/4 при 𝑘 = 2 и луч arg 𝜏 = 𝜋 при 𝑘 = 3. Коэффициент 𝐶0 выбран так, чтобы
выполнялось условие разрешимости (2.5). Приравнивая коэффициенты Тейлора левой и
правой частей равенства в точке 𝑧0, получим

𝑑𝑘𝐻(𝑧)

𝑑𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑧0

= 𝐶𝑘, 𝑘 = 1,∞. (3.2)

Теорема 3.1. Интерполяционная задача (3.2) для ц.ф.э.т. 𝐹 (𝑧), ассоциированной
по Борелю с нижней функцией 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵, разрешима и имеет единственное решение.

Теперь вернемся к общему случаю и сделаем несколько замечаний.

Замечание 3.2. Пусть ∀𝑗 𝑡𝑗 ∈ Γ, т.е. 𝐷0 = 𝐷. Тогда возникают неклассические ин-
терполяционные задачи для ц.ф.э.т. Представление о них дает работа [7]. Там рассмат-
ривалась задача о восстановлении ц.ф.э.т. по соотношениям, связывающим коэффици-
енты Тейлора нижней функции и моменты Стилтьеса верхней оносительно некоторого
экспоненциального веса.

Замечание 3.3. Уже отмечалось, что в выборе множества Γ, т.е. и сопряженной
индикаторной диаграммы 𝐷0, есть некоторый произвол. В частности, ∀𝛾 ∈ [0.75, 1]
можно выбрать Γ так, что отношение площади 𝐷0 к площади треугольника равно 𝛾.

Замечание 3.4. Пусть замыкание Γ содержит только две вершины. Тогда пред-
ложенный метод регуляризации применим и к уравнениям, полученным исключением
из оператора 𝑉 некоторых слагаемых. Дело в том, что несколько слагаемых в (2.2) при
𝑧 = 𝑡 ∈ Γ, ограничены. Поэтому (1.1) можно выбросить слагаемые, соответствующие
таким 𝜎𝑚. Так, в рассмотренном примере можно выбрать все или некоторые из пяти
слагаемых, соответствующим преобразованиям 𝜎𝑚, 𝑚 = 6, 9 и 𝜎12. Но преобразования
𝜎𝑚, 𝑚 = 0, 3 отбросить нельзя ни при каком выборе Γ. Кроме того, пусть 𝑏(𝑧) ∈ 𝐴[𝐷],
причем 𝑏(𝐷) ∩𝐷 = ∅. Тогда можно регуляризовать уравнение (𝑉 𝑓) (𝑧) + 𝑓 [𝑏(𝑧)] = 𝑔(𝑧),
𝑧 ∈ 𝐷.

Сравним эти результаты с ранее полученными в случае других 𝑛-угольников. Обозна-
чим через 𝑝 наименьшее число слагаемых в левой части соответствующего суммарно-
разностного уравнения, при которых оно допускает регуляризацию указанным методом.
Для определенности считаем, что множество Γ содержит все вершины многоугольника
(см. замечание 3.4). Тогда при 𝑛 = 4 имеем 𝑝 = 9 [1], при 𝑛 = 5 имеем 𝑝 = 7 [2], при 𝑛 = 6
имеем 𝑝 = 7 [3]. А вот при 𝑛 = 3 получим 𝑝 = 13.
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