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ОБ УСЛОВИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ИНВАРИАНТНОГО

ОТНОСИТЕЛЬНО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

ПОДПРОСТРАНСТВА В ПРОСТРАНСТВЕ ШВАРЦА

В ВИДЕ ПРЯМОЙ СУММЫ ЕГО РЕЗИДУАЛЬНОЙ

И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ СОСТАВЛЯЮЩИХ

Н.Ф. АБУЗЯРОВА

Аннотация. В работе рассматривается пространство Шварца ℰ бесконечно диффе-
ренцируемых функций на вещественной прямой и его замкнутые подпространства, ин-
вариантные относительно оператора дифференцирования. Известно, что каждое такое
подпространство имеет, возможно тривиальные, экспоненциальную и резидуальную
составляющие, которые определяются кратной последовательностью точек комплекс-
ной плоскости (−iΛ) (спектром 𝑊 ) и относительно замкнутым в R промежутком 𝐼𝑊
(резидуальным интервалом подпространства 𝑊 ) соответственно. Из недавних иссле-
дований известно, что при определенных ограничениях на взаимное поведение Λ и 𝐼𝑊 ,
соответствующее инвариантное подпространство 𝑊 восстанавливается по этим харак-
теристикам однозначно (допускает спектральный синтез в слабом смысле). В случае,
когда спектр (−iΛ) — конечная последовательность, экспоненциальная составляющая
подпространства 𝑊 конечномерна, и само подпространство 𝑊 есть алгебраическая
сумма резидуального подпространства и конечномерной линейной оболочки множе-
ства экспоненциальных одночленов, содержащихся в 𝑊 . В случае бесконечного дис-
кретного спектра нами были получены условия, при которых алгебраическая сумма
резидуального и экспоненциального подпространств в𝑊 является замкнутой, а значит
и прямой топологической суммой, совпадающей с самим 𝑊 . Эти условия общие, но не
слишком удобные для непосредственной проверки. Здесь мы выводим из них нагляд-
ные, легко проверяемые условия на бесконечную последовательность Λ, при которых
инвариантное подпространство 𝑊 со спектром (−iΛ) и резидуальным интервалом 𝐼𝑊
является прямой алгебраической и топологической суммой своих экспоненциальной и
резидуальной составляющих, то есть каждый элемент из 𝑊 единственным образом
представляется в виде суммы двух функций, одна из которых есть предел последо-
вательности экспоненциальных одночленов в ℰ , а другая тождественно равна нулю
на 𝐼𝑊 .
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ция, пространство Шварца.
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1. Введение

Пусть ℰ := 𝐶∞(R) — пространство Шварца, наделенное своей стандартной метризуемой
топологией, 𝑊 — его замкнутое подпространство, инвариантное относительно оператора
дифференцирования 𝐷 = d

d𝑡
, короче, 𝐷-инвариантное подпространство.

N.F. Abuzyarova, On condition of representing a subspace in Schwartz space invariant with

respect to differentiation as direct sum of its residual and exponential components.
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Предположим, что спектр 𝜎𝑊 сужения оператора дифференцирования 𝐷 : 𝑊 → 𝑊 дис-
кретен и равен (−iΛ), где Λ = {(𝜆𝑗;𝑚𝑗)}, 𝜆𝑗 ∈ C, 𝑚𝑗 — кратность точки 𝜆𝑗. Если Λ ̸= ∅,
то запас 𝐸(𝑊 ) экспоненциальных одночленов (корневых элементов оператора дифферен-
цирования), содержащихся в 𝑊 , совпадает с множеством

{𝑡𝑘𝑒−i𝜆𝑗𝑡, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . }.

Отметим, что, вообще говоря, спектр 𝜎𝑊 , а значит, и множество 𝐸(𝑊 ), могут быть пу-
стыми и при нетривиальном 𝑊 (см. [1]). В любом случае, каждое 𝐷-инвариантное под-
пространство 𝑊 содержит (возможно, тривиальное) экспоненциальное 𝐷-инвариантное

подпространство 𝑊𝑒𝑥𝑝 = span𝐸(𝑊 ).
В работе [1] было доказано, что каждое 𝐷-инвариантное подпространство 𝑊 также со-

держит резидуальное 𝐷-инвариантное подпространство, а именно: существует минималь-
ный для 𝑊 относительно замкнутый в R промежуток 𝐼𝑊 , такой, что 𝑊𝐼𝑊 ⊂ 𝑊, где

𝑊𝐼𝑊 := {𝑓 ∈ ℰ : 𝑓 = 0 на 𝐼𝑊}.

Промежуток 𝐼𝑊 называют резидуальным интервалом подпространства 𝑊 . Ясно, что ре-
зидуальная составляющая 𝑊𝐼𝑊 подпространства 𝑊 может быть и тривиальной, что соот-
ветствует случаю 𝐼𝑊 = R.
Авторами работы [1] была сформулирована задача: выяснить, при каких условиях за-

данное 𝐷-инвариантное подпространство 𝑊 с дискретным спектром однозначно опреде-
ляется множеством 𝐸(𝑊 ) и подпространством 𝑊𝐼𝑊 (или, что эквивалентно, последова-
тельностью Λ и промежутком 𝐼𝑊 ), то есть имеет место равенство

𝑊 = 𝑊𝐼𝑊 + span𝐸(𝑊 )? (1.1)

В этой же работе было установлено, что (1.1) имеет место, если множество 𝐸(𝑊 )
(а значит, и порождающая его последовательность Λ) конечно, в частности, пусто. В этом
случае 𝑊𝑒𝑥𝑝 = span𝐸(𝑊 )

𝑊 = 𝑊𝐼𝑊 + 𝑊𝑒𝑥𝑝. (1.2)

Затем, в работах [2]–[9] для пространства ℰ были детально изучены задача спектрального
синтеза (1.1) и другие близкие вопросы.
В том числе, в [9] мы изучали возможность усиления (1.1) до представления

𝑊 = 𝑊𝐼𝑊 ⊕𝑊𝑒𝑥𝑝, (1.3)

которое обобщает (1.2) на случай бесконечного множества 𝐸(𝑊 ). Полученные в [9] усло-
вия сформулированы в терминах существования медленно убывающей (или обратимой

в смысле Эренпрайса) целой функции, обращающейся в нуль на последовательности Λ.
Напомним, что функция 𝜙 ∈ 𝒫 называется медленно убывающей, если существует число

𝑎 > 0 со свойством:

∀𝑥 ∈ R ∃𝑥′ ∈ R : |𝑥− 𝑥′| ≤ 𝑎ln (2 + |𝑥|) и |𝜙(𝑥′)| ≥ (2 + |𝑥|)−𝑎.

В настоящей заметке, в качестве применения результатов из [9], мы приводим условия
на саму последовательность Λ, при которых синтезируемое 𝐷-инвариантное подпростран-
ство (1.1) представляется в виде прямой суммы своих резидуального и экспоненциального
подпространств, то есть имеет вид (1.3).

2. Равенство 𝐷-инвариантного подпространства прямой сумме его

резидуального и экспоненциального подпространств

Прежде чем формулировать и доказывать основной результат (теорема 2.1), введем
необходимые обозначения и напомним некоторые факты, нужные для дальнейших рас-
суждений.
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Упорядоченное по возрастанию объединение двух непересекающихся натуральных под-
последовательностей 𝒩 = {𝑛𝑘} и ℳ = {𝑚𝑗} будем обозначать {𝑁𝑖}. Задание на множе-
ствах 𝒩 и ℳ вещественнозначных функций

𝛽 : 𝒩 → R, 𝛾 : ℳ → R,
естественным образом определяет функцию 𝛼 на последовательности {𝑁𝑖} так, что ее
сужение на множество 𝒩 (ℳ) совпадает с 𝛽 (соответственно, с 𝛾). Далее, для веществен-
ной последовательности Λ, 0 ̸∈ Λ, символами Λ+ = {𝜆+

𝑘 } и Λ− = {𝜆−
𝑗 } обозначаем подпо-

следовательности Λ
⋂︀

(0; +∞) и Λ
⋂︀

(−∞; 0). И наконец, символом 𝐷𝐵𝑀(Λ) — плотность
Берлинга – Мальявена последовательности Λ (определение см., например, в [10]).
Напомним, что по хорошо известной теореме Берлинга – Мальявена (см., например,

[10]), величина 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ) совпадает с радиусом полноты 𝜌Λ последовательности Λ. При
этом последний определяется как инфимум множества всех положительных чисел 𝑟, для
которых система экспоненциальных одночленов

{𝑡𝑘𝑒−i𝜆𝑗𝑡, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . }
не полна в 𝐿2(−𝑟; 𝑟) (а также, что эквивалентно, в 𝐶∞(−𝑟; 𝑟)).
Важная роль величины 𝜌Λ в решении задачи спектрального синтеза (1.1) заключает-

ся в справедливости следующего утверждения: если 𝜌Λ < 𝑑, то 𝐷-инвариантное подпро-
странство с дискретным спектром (−iΛ) и резидуальным интервалом [−𝑑; 𝑑] единственно
и, следовательно, имеет вид (1.1) (см. [2, следствие 2]), а также [3, Theorem 1.1]).
Преобразование Фурье – Лапласа ℱ действует по формуле

𝜙(𝑧) = ℱ(𝑆) = 𝑆(𝑒−i𝑡𝑧), 𝑆 ∈ ℰ ′,

и, согласно теореме Пэли – Винера – Шварца, взаимно однозначно отображает сильное
сопряженное пространство ℰ ′ на пространство 𝒫 всех целых функций эксоненциально-
го типа, имеющих рост не выше полиномального вдоль вещественной оси. С топологией,
индуцированной из ℰ ′, пространство 𝒫 представляет собой топологическую алгебру отно-
сительно операции умножения функций, называемую алгеброй Шварца. Хорошо известно
внутреннее описание топологии в 𝒫 (см., например, [2]). Мы не будем приводить его здесь
за ненадобностью. Отметим только, что следствием вышесказанного является такой факт:
если для последовательности Λ ⊂ C величина 𝐷𝐵𝑀(Λ) конечна, то она совпадает с ин-
фимумом множества всех положительных чисел 𝑐, для каждого из которых существует
фукнция 𝜙 ∈ 𝒫 экспоненциального типа 𝜋𝑐, обращающаяся в нуль на Λ.
В работе [9], при изучении представления (1.3), для комплексной последовательности

Λ с 𝐷𝐵𝑀(Λ) < +∞ мы вводим новую характеристику 𝐷𝑠𝑑(Λ). А именно, величина 𝐷𝑠𝑑(Λ)
полагается равной +∞, если Λ не является нулевым подмножеством никакой медленно
убывающей функции 𝜙 ∈ 𝒫 . В противном случае, 𝐷𝑠𝑑(Λ) определяется как инфимум мно-
жества всех положительных чисел 𝑐 таких, что существует медленно убывающая функция
𝜙 ∈ 𝒫 экспоненциального типа 𝜋𝑐, равная нулю на Λ.
Известно, что наличие у 𝜙 свойства медленного убывания равносильно тому, что опе-

ратор свертки с функционалом 𝑆 = ℱ−1(𝜙) действует сюръективно из ℰ в ℰ [11]. Л. Эрен-
прайс назвал такие функционалы из ℰ ′ обратимыми. Это объясняет предложенный нами
в [12] термин «функция, обратимая по Эренпрайсу», эквивалентный термину «медленно
убывающая функция».

Перейдем к формулировке основного результата.

Теорема 2.1. Пусть вещественная последовательность Λ такова, что для нее су-

ществуют 𝑐0 > 0 и натуральные подпоследовательности 𝒩 = {𝑛𝑘} и ℳ = {𝑚𝑗},
𝒩

⋂︀
ℳ = ∅, со свойством: определенные формулами

𝛽(𝑛𝑘) = 𝜆+
𝑘 − 𝑛𝑘

𝑐0
, 𝛾(𝑚𝑗) = 𝜆−

𝑗 +
𝑚𝑗

𝑐0
,
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функции

𝛽 : 𝒩 → R, 𝛾 : ℳ → R,
неотрицательны, а функция 𝛼 : {𝑁𝑖} → R, определенная на их объединении {𝑁𝑖} указан-

ным выше способом, удовлетворяет условию

|𝛼𝑗 − 𝛼𝑖| ≤ 𝑎0(ln
2𝑁𝑗 − ln2𝑁𝑖), 𝑗 > 𝑖, (2.1)

где 𝑎0 — положительная постоянная и обозначено 𝛼𝑖 = 𝛼(𝑁𝑖).
Тогда для любого 𝑑0 > 𝑐0 существует единственное 𝐷-инвариантное подпространство

𝑊 с дискретным спектром 𝜎𝑊 = (−iΛ) и резидуальным интервалом 𝐼𝑊 = [−𝜋𝑑0; 𝜋𝑑0],
причем

𝑊 = 𝑊𝐼𝑊 ⊕𝑊𝑒𝑥𝑝.

Доказательство. Построим продолжение функции 𝛼 на все N с сохранением свой-
ства (2.1).
Изменив, если необходимо, конечное число членов последовательности Λ, можем счи-

тать, что 𝑁1 = 1. Тогда из (2.1) следует, что

𝛼𝑖 ≤ 𝑎0ln
2𝑁𝑖, 𝑖 = 2, 3, . . .

Обозначим 𝜈𝑖 = 𝑎0ln
2𝑁𝑖 − 𝛼𝑖 ≥ 0 и рассмотрим натуральные числа 𝑛, лежащие между

соседними 𝑁𝑖 и 𝑁𝑖+1.
А. Предположим сначала, что 𝛼𝑖+1 − 𝛼𝑖 ≥ 0. Тогда из (2.1) следует, что 𝜈𝑖 ≤ 𝜈𝑖+1. Если

𝜈𝑖 = 𝜈𝑖+1, то положим

𝛼(𝑛) = 𝑎0ln
2 𝑛− 𝜈𝑖, 𝑛 = 𝑁𝑖 + 1, . . . , 𝑁𝑖+1 − 1.

В противном случае, 𝜈𝑖+1 > 0 и 𝜎 := 𝛼(𝑁𝑖+1)

𝑎0ln
2𝑁𝑖+1

∈ (0; 1). Пусть 𝑛0 — наименьшее натураль-

ное число в интервале (𝑁𝑖;𝑁𝑖+1) со свойством 𝑎0(1−𝜎)ln2𝑛0 ≥ 𝜈𝑖. Определяем функцию 𝛼
для натуральных 𝑛 ∈ (𝑁𝑖;𝑁𝑖+1) следующим образом:

𝛼(𝑛) = 𝑎0ln
2 𝑛− 𝜈𝑖, 𝑛 = 𝑁𝑖 + 1, . . . , 𝑛0 − 1,

𝛼(𝑛) = 𝜎𝑎0ln
2 𝑛, 𝑛 = 𝑛0, . . . , 𝑁𝑖+1 − 1.

Нетрудно убедиться в том, что

|𝛼(𝑗) − 𝛼(𝑖)| ≤ 𝑎0(ln
2 𝑗 − ln2 𝑖), 𝑗 ≥ 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑁𝑖;𝑁𝑖+1]

⋂︁
N. (2.2)

Б. Пусть теперь 𝛼𝑖+1 − 𝛼𝑖 < 0. Рассмотрим функцию

𝑦(𝑡) = 𝛼𝑖 − 𝑎0(ln
2 𝑡− ln2𝑁𝑖).

Если 𝑦(𝑛) ≥ 𝛼𝑖+1 для всех 𝑛 = 𝑁𝑖 + 1, . . . , 𝑁𝑖+1 − 1, то полагаем

𝛼(𝑛) = 𝑦(𝑛), 𝑛 = 𝑁𝑖 + 1, . . . , 𝑁𝑖+1 − 1.

Иначе, обозначим 𝑛0 наименьшее натуральное число в интервале (𝑁𝑖;𝑁𝑖+1) со свойством
𝑦(𝑛0) < 𝛼𝑖+1 и определим

𝛼(𝑛) = 𝑦(𝑛), 𝑛 = 𝑁𝑖 + 1, . . . , 𝑛0 − 1,

𝛼(𝑛) = 𝛼𝑖+1, 𝑛 = 𝑛0, . . . , 𝑁𝑖+1 − 1.

Как и в случае А, легко видеть, что построенное продолжение функции 𝛼 удовлетворяет
условию (2.2).
Доопределяя 𝛼 по линейности на каждом интервале (𝑛;𝑛 + 1), 𝑛 = 1, 2, . . . , получим

функцию на луче [1;∞), удовлетворяющую оценке

|𝛼(𝑡′′) − 𝛼(𝑡′)| ≤ 𝑏0(ln
2 𝑡′′ − ln2 𝑡′), 1 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡′′ < ∞, (2.3)

где 𝑏0 — положительная постоянная, вообще говоря, отличная от 𝑎0.
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Рассмотрим вещественную последовательность 𝒵 = {𝜁𝑛}, где

𝜁𝑛 =
𝑛

𝑐0
+ 𝛼(|𝑛|), 𝑛 = ±1,±2, . . .

Ясно, что Λ ⊂ 𝒵. Из свойства (2.3) функции 𝛼 и теоремы 1 работы [12] выводим,
что формула

𝜙(𝑧) = lim
𝑅→∞

∏︁
|𝜁𝑛|<𝑅

(︂
1 − 𝑧

𝜁𝑛

)︂
,

определяет целую функцию экспоненциального типа 𝜋𝑐0, которая является обратимым
по Эренпрайсу элементом алгебры Шварца 𝒫 , обращающимся в нуль на Λ. В частности,
отсюда следует, что радиус полноты 𝜌Λ ≤ 𝜋𝑐0; и значит, согласно цитированным выше
результатам работ [2] и [3], для любого 𝑑0 > 𝑐0 существует единственное, определяемое
формулой (1.1), 𝐷-инвариантное подпространство 𝑊 с дискретным спектром (−iΛ) и ре-
зидуальным интервалом 𝐼𝑊 = [−𝜋𝑑0; 𝜋𝑑0].
Далее, так как функция 𝜙 обратима по Эренпрайсу («медленно убывающая»),

то 𝐷𝑠𝑑(Λ) ≤ 𝑐0. Из этого факта, применяя утверждение а) теоремы 1 работы [9], заключа-
ем, что подпространство 𝑊 имеет вид (1.3).
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