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ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ

УРАВНЕНИЯ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ПОТЕНЦИАЛАМИ

ОБЩЕГО ВИДА

Н.В. ЗАЙЦЕВА

Аннотация. Для двумерного гиперболического дифференциально-разностного урав-
нения, рассматриваемого в полуплоскости, содержащего сумму дифференциального
оператора и операторов сдвига по пространственной переменной, изменяющейся на
всей вещественной оси, (или дифференциально-разностного уравнения с нелокальны-
ми потенциалами) построено трехпараметрическое семейство гладких решений. Все
сдвиги в потенциалах по пространственной переменной – произвольные вещественные
величины, никакие условия соизмеримости на них не накладываются. Это является
наиболее общим случаем.
В настоящее время достаточно полно исследованы эллиптические и параболиче-

ские функционально-дифференциальные уравнения, и в частности, дифференциально-
разностные уравнения. Цель настоящей работы – исследовать гиперболические
дифференциально-разностные уравнения с операторами сдвига по пространственной
переменной, которые, насколько нам известно, ранее не были изучены. Природа фи-
зических задач, приводящих к таким уравнениям, принципиально отличается от за-
дач для классических уравнений математической физики. Для построения решений
используется классическая операционная схема, согласно которой к уравнению фор-
мально применяются сначала прямое, а затем обратное преобразования Фурье. Од-
нако, если в классическом случае применение преобразования Фурье приводит к ис-
следованию полиномов относительно двойственной переменной, то в данном случае,
с учетом того, что в образах Фурье оператор сдвига является мультипликатором,
символ дифференциально-разностного оператора представляет собой уже не полином,
а комбинацию степенной функции и тригонометрических функций с несоизмеримыми
аргументами. Это привело к вычислительным трудностям и совершенно иным эффек-
там в решении. Вообще говоря, данная схема приводит к решениям в смысле обобщен-
ных функций. Однако, в данном случае удается доказать, что полученные решения
являются классическими.
Доказана теорема о том, что если вещественная часть символа дифференциально-

разностного оператора по пространственной переменной, входящего в уравнение, по-
ложительна, то построенные решения являются классическими. Приведены классы
уравнений, для которых указанное условие выполнено. Получены соотношения, кото-
рым должны удовлетворять все коэффициенты и все сдвиги в уравнении, справедли-
вость которых гарантирует требуемую положительность вещественной части символа
дифференциально-разностного оператора в уравнении.
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1. Введение

Впервые дифференциально-разностное уравнение появляется в работе J. Bernoulli [1]
в задаче о невесомой натянутой струне конечной длины, вдоль которой распределены
равные и равноудаленные массы. Рассмотренное им уравнение далее встретилось при раз-
работке теории звука и привлекло внимание многих других математиков (см., напр., [2] и
имеющуюся там библиографию). В книге [3] приведен обширный материал по теории ли-
нейных дифференциально-разностных уравнений с постоянными коэффициентами, часто
встречающимися в теории автоматического регулирования. В книге [4] подробно изла-
гается теория линейных дифференциально-разностных уравнений с переменными коэф-
фициентами, большое внимание уделено асимптотическому поведению решений и теории
устойчивости.
Изучение задач механики сплошных сред привело в дальнейшем к рассмотрению

дифференциально-разностных уравнений с частными производными. В настоящее время
достаточно полно исследованы задачи для указанных уравнений в ограниченных обла-
стях (см., напр., [5]–[10] и имеющуюся там библиографию). В неограниченных областях
подробно изучены задачи для параболических [11] и эллиптических дифференциально-
разностных уравнений [12]–[16]. В частности, в работах [14], [15] рассматриваются сильно
эллиптические уравнения с нелокальными потенциалами по одной из пространственных
переменных, встречающиеся в моделях нелинейной оптики. Гиперболические дифферен-
циально-разностные уравнения ранее были исследованы для случая, когда операторы
сдвига в уравнении действуют по переменной времени [17]. В работах [18]–[20] рассмотре-
ны гиперболические дифференциально-разностные уравнения, содержащие суперпозиции
дифференциальных операторов и операторов сдвига по пространственной переменной.
Пусть 𝑎, 𝑏𝑘, ℎ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) – заданные вещественные числа. В настоящей работе рассмот-

рим в полуплоскости (𝑥, 𝑡) ∈ R1× (0,+∞) гиперболическое уравнение, содержащее сумму
дифференциального оператора и операторов сдвига по пространственной переменной

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝐿𝑢

def
= 𝑎2

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑢(𝑥− ℎ𝑘, 𝑡), (1.1)

которое, согласно терминологии [3], будем называть дифференциально-разностным урав-
нением. Все сдвиги ℎ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) в уравнении – произвольные величины.
Хорошо известны задачи математической физики, приводящие к классическим уравне-

ниям с частными производными, содержащими, помимо производных, искомую функцию
или потенциал. Примером является уравнение малых колебаний тяжелой однородной ни-
ти с закрепленным верхним концом около своего вертикального положения равновесия.
При изучении электрических колебаний в проводах уравнение для силы тока (или урав-
нение для напряжения) содержит неизвестную функцию, если не пренебрегать потерями
(утечкой) через изоляцию проводов и величиной сопротивления. Распространение элек-
трических колебаний описывается телеграфными уравнениями. Можно ввести акустиче-
ские аналоги сопротивления и утечки – трение газа о стенки сосуда и пористость среды,
соответственно, и получить гиперболические уравнения с классическим потенциалом.
Решения гиперболического уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑐 𝑢 = 0,

в которых фазовая скорость гармонических волн зависит от частоты, то есть описывают
дисперсию волн, получаются при коэффициенте 𝑐 ̸= 0 в уравнении.
Процесс диффузии неустойчивого газа (диффузия с распадом) приводит к уравнению

𝑢𝑡 = 𝑎2△𝑢+ 𝛽 𝑢,
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где 𝛽 < 0 – характеристика вещества. Большой интерес представляют процессы диффузии
при наличии цепных реакций (например, процесс размножения нейтронов), исследование
которых приводит к уравнению

𝑢𝑡 = 𝑎2△𝑢+ 𝛽 𝑢,

где 𝛽 > 0 (диффузия с размножением).
Изучение установившихся колебаний (механических, акустических, электромагнитных

и т.д.) приводит к волновому уравнению

△𝑢+ 𝑐 𝑢 = 0,

где коэффициент 𝑐 > 0. Кроме того, часто встречаются задачи об установившихся коле-
баниях в неоднородной среде – задачи теории дифракции.
В рассматриваемом уравнении (1.1) потенциалы являются нелокальными, так как все

вещественные сдвиги ℎ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) не являются бесконечно малыми величинами и мо-
гут принимать сколь угодно большие значения. Отметим, что оператор сдвига не яв-
ляется подчиненным по отношению к дифференциальному оператору. Уравнение (1.1)
связывает значения искомой функции 𝑢 в (𝑛 + 1)-ой различной точке полуплоскости
(𝑥, 𝑡) ∈ R1 × (0,+∞), что принципиально отличает дифференциально-разностные уравне-
ния от классических уравнений математической физики.
Вещественная часть символа дифференциально-разностного оператора 𝐿 имеет вид

Re𝐿(𝜉) = −𝑎2𝜉2 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉).

Оператор −𝐿(𝜉) называется положительным, если −Re𝐿(𝜉) > 0 для любого 𝜉 ∈ R1,
т.е. если выполняется неравенство

𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉) > 0. (1.2)

В дальнейших рассуждениях будем считать оператор −𝐿(𝜉) положительным.

Определение 1.1. Функция 𝑢(𝑥, 𝑡) называется классическим решением уравне-
ния (1.1), если в каждой точке полуплоскости (𝑥, 𝑡) ∈ R1× (0,+∞) существуют класси-
ческие, т.е. определенные в смысле пределов отношений конечных разностей, производ-
ные 𝑢𝑡𝑡 и 𝑢𝑥𝑥, и в каждой точке этой полуплоскости выполняется соотношение (1.1).

2. Построение решений

Для нахождения решений уравнения (1.1) используем классическую операционную схе-
му Гельфанда – Шилова [21, §10], согласно которой применим к равенству (1.1) преобра-
зование Фурье 𝐹𝑥 и получим для функции ̂︀𝑢(𝜉, 𝑡) = 𝐹𝑥[𝑢](𝜉, 𝑡) обыкновенное дифференци-
альное уравнение

𝑑2̂︀𝑢(𝜉, 𝑡)
𝑑𝑡2

= −

(︃
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝑒
𝑖ℎ𝑘𝜉

)︃̂︀𝑢(𝜉, 𝑡), 𝜉 ∈ (−∞,+∞), (2.1)

характеристическое уравнение которого имеет корни

𝑘1,2 = ± 𝑖

⎯⎸⎸⎷𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘𝑒𝑖ℎ𝑘𝜉 = ± 𝑖𝜌(𝜉)𝑒𝑖 𝜙(𝜉),
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где

𝜌(𝜉) :=

⎛⎝(︃𝑎2𝜉2 + 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︃2

+

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

)︃2
⎞⎠ 1

4

, (2.2)

𝜙(𝜉) :=
1

2
arctg

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)
. (2.3)

Отметим, что для любых вещественных значений параметров 𝑎, 𝑏𝑘, ℎ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) и 𝜉
функции 𝜌(𝜉) и 𝜙(𝜉) определены корректно. Таким образом, общее решение уравнения
(2.1) определяется по формуле̂︀𝑢(𝜉, 𝑡) =𝐶1(𝜉)𝑒

𝑖𝑡𝜌(𝜉)[cos𝜙(𝜉)+𝑖 sin𝜙(𝜉)] + 𝐶2(𝜉)𝑒
−𝑖𝑡𝜌(𝜉)[cos𝜙(𝜉)+𝑖 sin𝜙(𝜉)]

=𝐶1(𝜉)𝑒
−𝑡𝜌(𝜉)[sin𝜙(𝜉)−𝑖 cos𝜙(𝜉)] + 𝐶2(𝜉)𝑒

𝑡𝜌(𝜉)[sin𝜙(𝜉)−𝑖 cos𝜙(𝜉)],

где 𝐶1(𝜉), 𝐶2(𝜉) – произвольные постоянные, зависящие от параметра 𝜉. Положив значения
констант 𝐶1(𝜉) = 1, 𝐶2(𝜉) = 0, из последнего равенства будем иметь̂︀𝑢(𝜉, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)𝑒𝑖𝑡𝐺2(𝜉), (2.4)

где введены обозначения

𝐺1(𝜉) := 𝜌(𝜉) sin𝜙(𝜉), 𝐺2(𝜉) := 𝜌(𝜉) cos𝜙(𝜉). (2.5)

Применив к равенству (2.4) обратное преобразование Фурье 𝐹−1
𝜉 , получим выражение

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)𝑒𝑖𝑡𝐺2(𝜉)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉 =
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)𝑒𝑖(𝑡𝐺2(𝜉)−𝑥𝜉)𝑑𝜉

=
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)𝑑𝜉 +
𝑖

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)𝑑𝜉.

(2.6)

Следует отметить, что, формально применив прямое 𝐹𝑥 и обратное 𝐹
−1
𝜉 преобразования

Фурье, мы, в соответствии со схемой [20, §10], в которой речь идет о решениях в смыс-
ле обобщенных функций, не заботимся об обосновании сходимости интегралов в (2.6).
На основании (2.6), рассуждая так же, как и в [14], [15], докажем следующее утвержде-
ние.

Теорема 2.1. При выполнении условия (1.2) функции

𝐹 (𝑥, 𝑡; 𝜉) := 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉), (2.7)

𝐻(𝑥, 𝑡; 𝜉) := 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉), (2.8)

где 𝐺1(𝜉) и 𝐺2(𝜉) определяются равенствами (2.5), удовлетворяют уравнению (1.1)
в классическом смысле.

Доказательство. Подставим сначала функцию (2.7) непосредственно в уравнение (1.1).
Для этого найдем

𝐹𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜉) = 𝜉𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),

𝐹𝑥𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜉) = −𝜉2𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),

𝐹𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉) = −𝐺1(𝜉)𝑒
−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)−𝐺2(𝜉)𝑒

−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),



ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ. . . 41

𝐹𝑡𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉) =
(︀
𝐺2

1(𝜉)−𝐺2
2(𝜉)

)︀
𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)

+ 2𝐺1(𝜉)𝐺2(𝜉)𝑒
−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉).

(2.9)

С учетом (2.5) будем иметь

2𝐺1(𝜉)𝐺2(𝜉) = 𝜌2(𝜉) sin 2𝜙(𝜉).

Так как аргумент 𝜙(𝜉) определяется выражением (2.3), то имеет место неравенство
|2𝜙(𝜉)| < 𝜋

2
, а, следовательно, cos 2𝜙(𝜉) > 0. Тогда выполняются равенства√︀

cos2 2𝜙(𝜉) = | cos 2𝜙(𝜉)| = cos 2𝜙(𝜉)

и справедливо следующее соотношение:

sin 2𝜙(𝜉) =
tg 2𝜙(𝜉)√︀

1 + tg2 2𝜙(𝜉)

=tg

⎛⎜⎜⎝arctg

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝1 + tg2

⎛⎜⎜⎝arctg

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠

− 1
2

=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

⎛⎜⎜⎜⎝1 +

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

(︂
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
− 1

2

=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

⎛⎜⎜⎜⎝
(︂
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

(︂
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

+

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
1
2

.

В силу условия (1.2) и формулы (2.2) из последнего равенства получим

sin 2𝜙(𝜉) =
1

𝜌2(𝜉)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉),

откуда следует, что

2𝐺1(𝜉)𝐺2(𝜉) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉).

При установленном выполнении неравенства cos 2𝜙(𝜉) > 0 и условии (1.2) вычислим
теперь

𝐺2
1(𝜉)−𝐺2

2(𝜉) =𝜌2(𝜉)
(︀
sin2 𝜙(𝜉)− cos2 𝜙(𝜉)

)︀
=− 𝜌2(𝜉) cos 2𝜙(𝜉) = − 𝜌2(𝜉)√︀

1 + tg2 2𝜙(𝜉)

=− 𝜌2(𝜉)

⎛⎜⎜⎜⎝
(︂
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

(︂
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

+

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
1
2

=− 𝑎2𝜉2 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉).
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С учетом найденных выражений 𝐺2
1(𝜉)−𝐺2

2(𝜉) и 2𝐺1(𝜉)𝐺2(𝜉) из равенства (2.9) получим

𝐹𝑡𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉) =−

(︃
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︃
𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉) · 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉).

Подставив найденные производные 𝐹𝑡𝑡 и 𝐹𝑥𝑥 в уравнение (1.1), будем иметь

𝐹𝑡𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉)−𝑎2𝐹𝑥𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜉)

=− 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)

(︃
cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) ·

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)− sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) ·
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

)︃

=− 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 (cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) · cos (ℎ𝑘𝜉)− sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) · sin (ℎ𝑘𝜉))

=− 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉 + ℎ𝑘𝜉) = −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘𝐹 (𝑥− ℎ𝑘, 𝑡; 𝜉),

что доказывает утверждение теоремы для семейства функций 𝐹 (𝑥, 𝑡; 𝜉) при любом веще-
ственном значении параметра 𝜉.
Аналогично проверим, что и функция (2.8) удовлетворяет уравнению (1.1) в каждой

точке полуплоскости (𝑥, 𝑡) ∈ R1 × (0,+∞). Вычислим

𝐻𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜉) = −𝜉𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),

𝐻𝑥𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜉) = −𝜉2𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),

𝐻𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉) = −𝐺1(𝜉)𝑒
−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) +𝐺2(𝜉)𝑒

−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),

𝐻𝑡𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉) =
(︀
𝐺2

1(𝜉)−𝐺2
2(𝜉)

)︀
𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)

− 2𝐺1(𝜉)𝐺2(𝜉)𝑒
−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)

= −

(︃
𝑎2𝜉2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

)︃
𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉)

−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉) · 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉).

Подставив производные 𝐻𝑡𝑡 и 𝐻𝑥𝑥 в уравнение (1.1), получим

𝐻𝑡𝑡(𝑥, 𝑡; 𝜉)− 𝑎2𝐻𝑥𝑥(𝑥, 𝑡; 𝜉) =− 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)

(︂
sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) ·

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉)

+ cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) ·
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉)

)︂

=− 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘

(︂
sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) · cos (ℎ𝑘𝜉)

+ cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) · sin (ℎ𝑘𝜉)

)︂
=− 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉 + ℎ𝑘𝜉)
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=−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘𝐻(𝑥− ℎ𝑘, 𝑡; 𝜉).

Следствие 2.1. При выполнении условия (1.2) семейство функций

𝐺(𝑥, 𝑡;𝛼, 𝛽, 𝜉) := 𝛼 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) cos (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉) + 𝛽 𝑒−𝑡𝐺1(𝜉) sin (𝑡𝐺2(𝜉)− 𝑥𝜉),

где 𝐺1(𝜉) и 𝐺2(𝜉) определяются равенствами (2.5), удовлетворяет уравнению (1.1)
в классическом смысле для любых вещественных значений параметров 𝛼, 𝛽 и 𝜉.

3. Классы уравнений, удовлетворяющих условию теоремы

Выясним теперь, каким соотношениям должны удовлетворять коэффициенты уравне-
ния 𝑎, 𝑏𝑘 и сдвиги ℎ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛), чтобы выполнялось условие (1.2) для любого вещественного
значения 𝜉. Положив в (1.2) значение 𝜉 = 0, очевидно, получим неравенство

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 > 0. (3.1)

Рассмотрим функцию 𝑎2𝜉2+
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉) при 𝜉 ∈ (0,+∞). Производная этой функции

равна

2𝑎2𝜉 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘ℎ𝑘 sin (ℎ𝑘𝜉) = 2𝑎2𝜉

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘ℎ
2
𝑘

2𝑎2
sin (ℎ𝑘𝜉)

ℎ𝑘𝜉

)︃
.

Так как
sin (ℎ𝜉)

ℎ𝜉
< 1 при любом 𝜉 ∈ (0,+∞),

то справедливо неравенство

1−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘ℎ
2
𝑘

2𝑎2
sin (ℎ𝑘𝜉)

ℎ𝑘𝜉
> 1−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘ℎ
2
𝑘

2𝑎2
,

откуда делаем вывод, что производная положительна на промежутке 𝜉 ∈ (0,+∞) при
выполнении условия

2𝑎2 >
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘ℎ
2
𝑘. (3.2)

Тогда функция 𝑎2𝜉2 +
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 cos (ℎ𝑘𝜉) при 𝜉 ∈ (0,+∞) возрастает, а при 𝜉 ∈ [0,+∞) при-

нимает наименьшее значение, равное
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 > 0. В силу четности функции, это значение

является наименьшим для всех вещественных 𝜉 ∈ (−∞,+∞). Тем самым мы показали,
что условие (1.2), при котором справедлива теорема, выполняется, если коэффициенты
уравнения 𝑎, 𝑏𝑘 и сдвиги ℎ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛) удовлетворяют соотношениям (3.1) и (3.2).
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