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НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

В.П. МАКСИМОВ

Аннотация. Рассматриваются динамические модели с последействием в форме
функционально-дифференциальных уравнений с непрерывным и дискретным време-
нем. Приводится постановка общей задачи управления относительно заданной систе-
мы целевых функционалов и дается краткая сводка известных результатов о разре-
шимости этой задачи при полиэдральных точечных ограничениях на управление. В
заключительном разделе представлены результаты об оценке множества достижимо-
сти при интегральных ограничениях на управление. Предлагаемый вариант синтеза
непрерывных и дискретных систем основан на систематическом использовании тео-
рии абстрактного функционально-дифференциального уравнения и обладает опреде-
ленными преимуществами при исследовании систем и процессов с последействием.
Непрерывно-дискретные функционально-дифференциальные модели позволяют учи-
тывать при моделировании эффекты последействия, включая случаи полной памяти,
и эффекты, возникающие при учете импульсных возмущений (шоков), приводящих к
скачкообразному изменению фазового состояния по компонентам с непрерывным вре-
менем.
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1. Введение

Актуальные прикладные задачи, возникающие в различных сферах приложений, вклю-
чая задачи анализа, синтеза и управления для реальных технических и социально-
экономических систем, постоянно предлагают все новые и новые виды математических
моделей с обыкновенными производными. К ним относятся динамические модели, со-
держащие одновременно фазовые переменные и уравнения как с непрерывным, так и
с дискретным временем (такие модели и соответствующие системы часто называют ги-
бридными). Интерес исследователей к различным классам гибридных моделей постоянно
возрастает в течение последних 15 лет. Ограничимся здесь упоминанием известных работ
российских и зарубежных авторов (см. [3], [5]–[8], [13]–[15], [19], [20], [23], [24], [27]–[30],
[35]). Следует отметить, что стремление предложить единую и универсальную точку зре-
ния на дифференциальные уравнения и уравнения в конечных разностях привело к со-
зданию теории динамических уравнений на временных шкалах (см., например, работы [4],
[16]–[18], [22]).
Несмотря на обилие отдельных результатов, общая и относительно полная теория ги-

бридных систем достаточно общего вида в настоящее время отсутствует. В предлагаемой
статье обсуждается вариант синтеза непрерывных и дискретных систем, основанный на
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теории абстрактного функционально-дифференциального уравнения (AФДУ) [21] и об-
ладающий определенными преимуществами при исследовании систем и процессов с по-
следействием. Непрерывно-дискретные функционально-дифференциальные модели поз-
воляют в достаточной для реальных приложений мере охватить эффекты последействия,
включая случаи полной памяти, и эффекты, возникающие при учете импульсных возму-
щений (шоков), приводящих к скачкообразному изменению фазового состояния по ком-
понентам с непрерывным временем. Один из основных аспектов этой проблемы - воз-
можность, необходимость и целесообразность использования в полной мере результатов,
отдельно полученных к настоящему времени для функционально-дифференциальных си-
стем и систем разностных уравнений. Отметим, что за редким исключением в работах,
имеющих отношение к гибридным системам, соответствующая подсистема с непрерывным
временем описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями. В отличие от
этих работ, рассматриваемые здесь модели охватывают весьма общий случай дифферен-
циальных и интегро-дифференциальных уравнений с последействием, включая системы
с импульсными воздействиями.

2. Непрерывно-дискретные модели с последействием

Для описания рассматриваемого класса моделей введем основные пространства. За-
фиксируем конечный отрезок [0, 𝑇 ] ⊂ 𝑅. Через 𝐿𝑛 = 𝐿𝑛[0, 𝑇 ] обозначим пространство
суммируемых функций 𝑣 : [0, 𝑇 ] → R𝑛 с нормой

‖𝑣‖𝐿𝑛 =

𝑇∫︁
0

|𝑣(𝑠)|𝑛 𝑑𝑠,

где | · |𝑛 (| · |, если размерность пространства значений ясна из контекста) – норма в
пространстве R𝑛. Символом 𝐿𝑟

2 = 𝐿𝑟
2[0, 𝑇 ] обозначаем пространство квадратично сумми-

руемых функций 𝑢 : [0, 𝑇 ] → R𝑟 со скалярным произведением

(𝑢, 𝑣) =

𝑇∫︁
0

𝑢′(𝑠)𝑣(𝑠) 𝑑𝑠,

где (·)′ – символ транспонирования.
Зададим множество {𝜏1, . . . , 𝜏𝑚}, 0 < 𝜏1 < . . . < 𝜏𝑚 < 𝑇 , и определим пространство

𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) = 𝑃𝐴𝐶𝑛[0, 𝜏1, . . . , 𝜏𝑚, 𝑇 ] (см. [1]), как пространство кусочно абсолютно непре-
рывных функций 𝑥 : [0, 𝑇 ] → R𝑛, представимых в виде

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑥(0) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜒[𝜏𝑘,𝑇 ](𝑡)∆𝑥(𝜏𝑘),

где 𝑣 ∈ 𝐿𝑛, ∆𝑥(𝜏𝑘) = 𝑥(𝜏𝑘) − 𝑥(𝜏𝑘 − 0), 𝜒[𝜏𝑘,𝑇 ](𝑡) – характеристическая функция отрезка
[𝜏𝑘, 𝑇 ]:

𝜒[𝜏𝑘,𝑇 ](𝑡) = 1 при 𝑡 ∈ [𝜏𝑘, 𝑇 ], 𝜒[𝜏𝑘,𝑇 ](𝑡) = 0 при 𝑡 /∈ [𝜏𝑘, 𝑇 ].

Таким образом, элементы пространства 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) – функции, абсолютно непрерывные
на каждом из промежутков [0, 𝜏1), [𝜏1, 𝜏2), . . ., [𝜏𝑚, 𝑇 ], непрерывные справа в точках
𝜏1, . . ., 𝜏𝑚. После введения нормы

‖𝑥‖𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) = ‖�̇�‖𝐿𝑛 + |𝑥(0)|𝑛 +
𝑚∑︁
𝑘=1

|∆𝑥(𝜏𝑘)|𝑛
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пространство 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) становится банаховым и изометрически изоморфным прямому
произведению 𝐿𝑛 ×R𝑛+𝑛𝑚.
Пространство 𝐴𝐶𝑛 = 𝐴𝐶𝑛[0, 𝑇 ] – пространство абсолютно непрерывных функций

𝑥 : [0, 𝑇 ] → R𝑛 с нормой

‖𝑥‖𝐴𝐶𝑛 = ‖�̇�‖𝐿𝑛 + |𝑥(0)|𝑛.

Отметим, что пространство 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) является конечномерным расширением простран-
ства 𝐴𝐶𝑛. При этом скачки ∆𝑥(𝜏𝑘) элементов из 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) можно интерпретировать как
результат импульсного воздействия на элементы пространства 𝐴𝐶𝑛, подробное описание
такой интерпретации можно найти в [1].
Зафиксируем множество 𝐽 = {𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝜇}, 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝜇 = 𝑇 . Через

𝐹𝐷𝜈(𝜇) = 𝐹𝐷𝜈{𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝜇} обозначим пространство функций 𝑧 : 𝐽 → R𝜈 с нормой

‖𝑧‖𝐹𝐷𝜈 =

𝜇∑︁
𝑖=0

|𝑧(𝑡𝑖)|𝜈 .

Ниже мы используем символ 𝑧 для элементов пространства 𝐹𝐷𝜈 , имея в виду
𝑧 = 𝑐𝑜𝑙(𝑧(𝑡0), . . . , 𝑧(𝑡𝜇)), и вводим символ 𝜌𝑧 = 𝑐𝑜𝑙(𝑧(𝑡1), . . . , 𝑧(𝑡𝜇)). Пространство всех
𝜌𝑧, 𝑧 ∈ 𝐹𝐷𝜈 , погруженное в 𝐹𝐷𝜈(𝜇): 𝜌𝑧 → 𝑐𝑜𝑙(0, 𝑧(𝑡1), . . . , 𝑧(𝑡𝜇)) ∈ 𝐹𝐷𝜈 , будем обозна-
чать символом 𝐹𝐷𝜈

1 .
В описании непрерывно-дискретных моделей будем следовать работе [26].
Общий случай линейной импульсной непрерывно-дискретной модели запишем в виде

�̇� =𝒯11𝑥 + 𝒯12𝑧 + 𝑓,

𝜌𝑧 =𝒯21𝑥 + 𝒯22𝑧 + 𝑔,
(2.1)

где линейные ограниченные вольтерровы операторы 𝒯𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, действуют следующим
образом:

𝒯11 : 𝑃𝐴𝐶𝑛 → 𝐿𝑛, 𝒯12 : 𝐹𝐷𝜈 → 𝐿𝑛, 𝒯21 : 𝑃𝐴𝐶𝑛 → 𝐹𝐷𝜈 , 𝒯22 : 𝐹𝐷𝜈 → 𝐹𝐷𝜈 .

Напомним, что линейный оператор 𝑉 : 𝑋 → 𝑌 , где 𝑋 и 𝑌 – линейные простран-
ства измеримых на [0, 𝑇 ] вектор-функций, называется вольтерровым, если для любого
𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) и любого 𝑥 ∈ 𝑋 , такого что 𝑥(𝑡) = 0 на [0, 𝜏 ], выполняется равенство (𝑉 𝑥)(𝑡) = 0
на [0, 𝜏 ]. В случае вольтерровости операторов 𝒯𝑖𝑗 система (2.1) относится к динамическим
моделям с последействием.
Используемое представление этих операторов дается ниже. Наряду с моделью (2.1) мы

будем рассматривать и ее сужение, соответствующее случаю, когда фазовое пространство
𝑃𝐴𝐶𝑛 компоненты 𝑥 с непрерывным временем заменяется пространством 𝐴𝐶𝑛. В таком
случае импульсное воздействие отсутствует (все ∆𝑥(𝜏𝑘) равны нулю). При ссылке на такую
модель будем дополнительно использовать звездочку: (2.1)*.
Система (2.1) является частным случаем абстрактного функционально-дифференциаль-

ного уравнения (АФДУ) [21], [1]. Напомним определение АФДУ. Пусть 𝐷 и 𝐵 – банаховы
пространства, причем 𝐷 изоморфно прямому произведению 𝐵×R𝑝 (кратко 𝐷 = 𝐵×R𝑝).
Уравнение

ℒ𝑦 = 𝜙 (2.2)

с линейным ограниченным оператором ℒ : 𝐷 → 𝐵 называется линейным АФДУ.
Теория уравнения (2.2) систематически изложена в [21], [1]. Зафиксируем изоморфизм
𝐽 = {∇,Υ} : 𝐵 × R𝑝 → 𝐷 и обозначим через 𝐽−1 = [𝛿, 𝑟] обратное отображение. Здесь
∇ : 𝐵 → 𝐷, Υ : R𝑛 → 𝐷 и 𝛿 : 𝐷 → 𝐵, 𝑟 : 𝐷 → R𝑛 – соответствующие компоненты
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операторов 𝐽 и 𝐽−1:

𝐽{𝑣, 𝛼} = ∇𝑣 + Υ𝛼 ∈ 𝐷, 𝑣 ∈ 𝐵, 𝛼 ∈ R𝑝,

𝐽−1𝑦 = {𝛿𝑦, 𝑟𝑦} ∈ 𝐵 ×R𝑝, 𝑦 ∈ 𝐷.

Система

𝛿𝑦 = 𝑣, 𝑟𝑦 = 𝛼 (2.3)

называется главной краевой задачей. Для любого {𝑣, 𝛼} ∈ 𝐵 ×R𝑝 элемент

𝑦 = ∇𝑣 + Υ𝛼 (2.4)

является решением задачи (2.3). Представление (2.4) дает представление оператора ℒ:

ℒ𝑦 = ℒ(∇𝑣 + Υ𝛼) = ℒ∇𝑣 + ℒΥ𝑌 𝛼 = 𝑄𝑣 + 𝐴𝛼,

где 𝑄 : 𝐵 → 𝐵 – так называемая главная часть оператора ℒ и конечномерный оператор
𝐴 : R𝑝 → 𝐷 определяются равенствами 𝑄 = ℒ∇ и 𝐴 = ℒΥ. Общая теория уравнения (2.2)
построена в предположении, что оператор 𝑄 является фредгольмовым (т.е. предствим в
виде суммы обратимого и вполне непрерывного операторов).
С точки зрения теории АФДУ, система (2.1) может быть записана в виде уравнения

(2.2) с оператором ℒ, определенным равенством

ℒ𝑦 =

(︂
�̇�− 𝒯11𝑥− 𝒯12𝑧

𝜌𝑧 − 𝒯21𝑥− 𝒯22𝑧

)︂
, (2.5)

где 𝑦 = 𝑐𝑜𝑙(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑃𝐴𝐶𝑛×𝐹𝐷𝜈 . В этом случае𝐷 = 𝐵×𝑍 , 𝐵 = 𝐿𝑛×𝐹𝐷𝜈
1 и 𝑍 = R𝑛+𝑛𝑚×R𝜈 .

Заметим также, что операторы 𝛿 и 𝑟 здесь определены равенствами

𝛿𝑦 = 𝑐𝑜𝑙(�̇�, 𝜌𝑧), 𝑟𝑦 = 𝑐𝑜𝑙(𝑥(0),∆𝑥(𝜏1), . . . ,∆𝑥(𝜏𝑚), 𝑧(0)).

Для определения главной части 𝑄 : 𝐵 → 𝐵 введем операторы

𝑉 : 𝐿𝑛 → 𝐴𝐶𝑛, 𝑈 : 𝐹𝐷𝜈
1 → 𝐹𝐷𝜈

по формулам

(𝑉 v)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

v(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑈𝑣 = 𝑐𝑜𝑙(0, 𝑣).

Таким образом, приходим к представлению

𝑄

(︂
v

𝑣

)︂
=

(︂
v − 𝒯11𝑉 v − 𝒯12 𝑈𝑣

𝑣 − 𝒯21𝑉 v − 𝒯22 𝑈𝑣

)︂
. (2.6)

Во всех рассматриваемых далее случаях фредгольмовость оператора 𝑄 следует из его
обратимости. Общая теория АФДУ дает ответ на принципиальные вопросы о структуре
общего решения уравнения (2.1), размерности пространства решений однородного уравне-
ния (𝑓 = 0, 𝑔 = 0), критериях однозначной разрешимости общих краевых задач. Это дает
возможность при изучении непрерывно-дискретных ФДУ сосредоточиться на детальном
исследовании актуальных задач, имеющих, в том числе, прикладное значение, используя
при этом специфику этого класса динамических моделей. В настоящей работе мы ограни-
чимся результатами исследования задач управления.
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3. Задачи управления

Для формулировки общей задачи управления введем в систему (2.1) управляющие воз-
действия:

�̇� = 𝒯11𝑥 + 𝒯12𝑧 + 𝐹𝑢 + 𝑓,

𝜌𝑧 = 𝒯21𝑥 + 𝒯22𝑧 + 𝐺𝑢 + 𝑔,
(3.1)

где 𝐹 : 𝐿𝑟
2 → 𝐿𝑛, 𝐺 : 𝐿𝑟

2 → 𝐹𝐷𝜈 – линейные ограниченные вольтерровы операторы, и
определим операторы 𝒯𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, равенствами:

(𝒯11𝑥)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐾1(𝑡, 𝑠)�̇�(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝐴1
0(𝑡)𝑥(0) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴1
𝑘(𝑡)∆𝑥(𝜏𝑘) , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где элементы 𝑘1
𝑖𝑗(𝑡, 𝑠) ядра 𝐾1(𝑡, 𝑠) измеримы на множестве 0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝑇 и имеют общую

суммируемую на [0, 𝑇 ] мажоранту 𝜅(𝑡):

|𝑘1
𝑖𝑗(𝑡, 𝑠)| 6 𝜅(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

а (𝑛× 𝑛)-матрицы 𝐴1
0, . . . , 𝐴

1
𝑚 имеют суммируемые на [0, 𝑇 ] элементы;

(𝒯12𝑧)(𝑡) =
∑︁

{𝑗:𝑡𝑗<𝑡}

𝐵1
𝑗 (𝑡)𝑧(𝑡𝑗), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где элементы матриц 𝐵1
𝑗 , 𝑗 = 0, . . . , 𝜇, суммируемы на [0, 𝑇 ] (как обычно, здесь и ниже∑︀𝑙

𝑖=𝑘 𝑃𝑖 = 0 для любых 𝑃𝑖, если 𝑙 < 𝑘);

(𝒯21𝑥)(𝑡𝑖) =

𝑡𝑖−1∫︁
0

𝐾2
𝑖 (𝑠)�̇�(𝑠)𝑑𝑠 + 𝐴2

𝑖0𝑥(0) +
∑︁

𝑘:𝜏𝑘<𝑡𝑖

𝐴2
𝑖𝑘∆𝑥(𝜏𝑘), 𝑖 = 1, . . . , 𝜇,

где элементы матриц𝐾2
𝑖 измеримы и ограничены в существенном на [0, 𝑇 ], (𝜈×𝑛)-матрицы

𝐴2
𝑖𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝜇, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚; – постоянные (𝜈 × 𝑛)-матрицы;

(𝒯22𝑧)(𝑡𝑖) =
𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝐵2
𝑖𝑗𝑧(𝑡𝑗), 𝑖 = 1, . . . , 𝜇,

где 𝐵2
𝑖𝑗 – постоянные (𝜈 × 𝜈)-матрицы.

Начальное состояние системы управления считается заданным:

𝑥(0) = 𝛼, 𝑧(0) = 𝛿. (3.2)

Цель управления задается равенством

ℓ𝑦 = ℓ

(︂
𝑥

𝑧

)︂
= 𝛽, 𝛽 ∈ R𝑁 , (3.3)

где ℓ : 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) × 𝐹𝐷𝜈(𝜇) → R𝑁 – линейный ограниченный вектор-функционал. Напом-
ним представление такого вектор-функционала:

ℓ

(︂
𝑥

𝑧

)︂
=

𝑇∫︁
0

Φ(𝑠)�̇�(𝑠) 𝑑𝑠 + Ψ0𝑥(0) +
𝑚∑︁
𝑘=1

Ψ𝑘∆𝑥(𝜏𝑘) +

𝜇∑︁
𝑗=0

Γ𝑗𝑧(𝑡𝑗).

Здесь Ψ𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 – постоянные (𝑁 × 𝑛)-матрицы, Γ𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝜇 – постоянные
(𝑁 × 𝜈)-матрицы, Φ – (𝑁 × 𝑛)-матрица с измеримыми и ограниченными в существенном
на [0, 𝑇 ] элементами. Предполагается, что компоненты ℓ𝑖 : 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚) × 𝐹𝐷𝜈(𝜇) → R,
𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , линейно независимы.
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Для случая, когда управление 𝑢 ∈ 𝐿𝑟
2 и импульсное управление, в роли которого высту-

пают скачки ∆𝑥(𝜏𝑘), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, траектории 𝑥 ∈ 𝑃𝐴𝐶𝑛(𝑚), не стеснены ограничениями,
критерий разрешимости задачи (3.1)–(3.3) в классе программных управлений сформули-
рован в [26].
В случае полиэдральных точечных ограничений на управление 𝑢:

Λ · 𝑢(𝑡) 6 𝛾, 𝛾 ∈ R𝑁1 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3.4)

естественным образом возникает задача об описании множества всех таких целевых зна-
чений 𝛽, для которых задача управления (3.1)–(3.4) разрешима. Упомянутое множество
называется множеством достижимости для этой задачи. Отметим, что в большинстве ра-
бот о множествах достижимости для управляемых динамических моделей достижимость
понимается относительно терминальных значений траектории, а в нашем случае – отно-
сительно целевого вектор-функционала ℓ общего вида (ℓ-достижимость). Основные кон-
струкции для построения оценок множеств ℓ-достижимости, основанные на использовании
результатов [31] исследования обобщенной проблемы моментов, представлены в работе
[32] для случая, когда импульсная составляющая управляющего воздействия отсутствует.
Случай с импульсной составляющей рассмотрен в [9]. Все построения, используемые для
построения внутренних (нижних по включению) и внешних (верхних по включению) оце-
нок множеств достижимости существенно опираются на представление решения задачи
Коши для системы (2.1):

𝑦 = 𝒴

⎛⎜⎝𝛼

𝛿

𝜎

⎞⎟⎠ + 𝒞
(︂
𝑓

𝑔

)︂
. (3.5)

Здесь 𝒴 – фундаментальная матрица решений однородной системы, 𝒞 =

(︂𝒞11 𝒞12
𝒞21 𝒞22

)︂
– опе-

ратор Коши, 𝜎 = 𝑐𝑜𝑙(∆𝑥(𝜏1), . . . ,∆𝑥(𝜏𝑚)). Структура оператора Коши, представление и
свойства его компонент исследованы в [33], [10], в работах [11], [34] выделен и изучен
класс непрерывно-дискретных моделей с дискретной памятью, для которых оператор Ко-
ши строится в явном виде по параметрам модели. В этом классе эффективно решается
задача о построении программных управлений, приводящих к заданным достижимым
целевым значениям [12]. Приложения непрерывно-дискретных моделей к задачам эконо-
мической динамики обсуждаются в [11], [2], [25].

4. Оценка множества достижимости для задачи управления

с интегральными ограничениями

Рассмотрим задачу управления (3.1)*–(3.3) с интегральными ограничениями на управ-
ление 𝑢 ∈ 𝐿𝑟

2:

𝑇∫︁
0

Λ(𝑡) · 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝛾, 𝛾 ∈ R𝑁1 , (4.1)

где Λ(·) – (𝑁1 × 𝑟)-матрица, элементы которой суммируемы с квадратом на [0, 𝑇 ]. Напом-
ним, что звездочка * в ссылке на систему (3.1)* означает сужение на пространство 𝐴𝐶𝑛

всеx операторов, действующих на компоненту 𝑥 фазового вектора 𝑦 = 𝑐𝑜𝑙(𝑥, 𝑧) (таким
образом, здесь мы исключаем импульсную компоненту управления).
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Воспользуемся представлением (3.5) и получим выражение для значений целевого
вектор-функционала на всех траекториях, порождаемых управлениями 𝑢 ∈ 𝐿𝑟

2:

ℓ

(︂
𝑥

𝑧

)︂
=

𝑇∫︁
0

Φ(𝑠)
𝑑

𝑑𝑠
(𝒞11𝑓 + 𝒞12𝑔 + 𝒞11𝐹𝑢 + 𝒞12𝐺𝑢) 𝑑𝑠 + Ψ0𝛼 + Γ0𝛿

+ Γ (𝒞21𝑓 + 𝒞22𝑔 + 𝒞21𝐹𝑢 + 𝒞22𝐺𝑢) ,

где Γ = (Γ1, . . . ,Γ𝜇).
Сгруппируем отдельно слагаемые, содержащие управление:

ℓ

(︂
𝑥

𝑧

)︂
=

𝑇∫︁
0

Φ(𝑠)
𝑑

𝑑𝑠
(𝒞11𝐹𝑢 + 𝒞12𝐺𝑢) 𝑑𝑠 + Γ (𝒞21𝐹𝑢 + 𝒞22𝐺𝑢) + ̃︀𝛽,

где

̃︀𝛽 =

𝑇∫︁
0

Φ(𝑠)
𝑑

𝑑𝑠
(𝒞11𝑓 + 𝒞12𝑔) 𝑑𝑠 + Γ (𝒞21𝑓 + 𝒞22𝑔) + Ψ0𝛼 + Γ0𝛿 (4.2)

– сумма слагаемых, не содержащих управляющей переменной и отражающих зависимость
от заданного начального состояния системы и от заданных внешних воздействий.
Для дальнейших преобразований воспользуемся представлением компонент оператора

Коши, построенного в [33]:

(𝒞11𝑓)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐶11(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠, (𝒞12𝑔)(𝑡) =
∑︁
𝑙:𝑡𝑙6𝑡

𝑡∫︁
0

𝐶12(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑔(𝑡𝑙), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ];

(𝒞21𝑓)(𝑡𝑖) =

𝑡𝑖∫︁
0

𝐶21(𝑖, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, (𝒞22𝑔)(𝑡𝑖) =
𝑖∑︁

𝑙=1

𝐶𝑖,𝑙𝑔(𝑡𝑙), 𝑖 = 1, . . . , 𝜇.

Выражения для ядер 𝐶𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, можно найти в указанной работе. С использовани-
ем этих представлений, равенство (3.3), определяющее цель управления, приводится к
интегральной форме относительно управления 𝑢:

𝑇∫︁
0

𝑀(𝑡) · 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝛽 − ̃︀𝛽, (4.3)

где 𝑀(𝑡) – (𝑁 × 𝑟)-матрица (моментная матрица), постоянный вектор ̃︀𝛽 определен ра-
венством (4.2). Таким образом задача управления с интегральными ограничениями на
управление сведена к системе

𝑇∫︁
0

𝑀(𝑡) · 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = (𝛽 − ̃︀𝛽) ∈ R𝑁 ,

𝑇∫︁
0

Λ(𝑡) · 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 6 𝛾 ∈ R𝑁1 . (4.4)

Нижняя по включению оценка множества достижимости основана на следующих кон-
струкциях. Разобьем промежуток [0, 𝑇 ] на частичные промежутки точками 𝜗1, . . . , 𝜗𝒦−1:

0 = 𝜗0 < 𝜗1 < . . . < 𝜗𝒦−1 < 𝑇 = 𝜗𝒦,
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и обозначим через 𝜒𝑖(𝑡) характеристическую функцию промежутка (𝜗𝑖−1, 𝜗𝑖]. Класс ис-
пользуемых управлений ограничим кусочно-постоянными управлениями вида

𝑢(𝑡) =
𝒦∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖𝜒𝑖(𝑡), (4.5)

где 𝑑𝑖 ∈ R𝑟 – постоянные векторы. Определим постоянные (𝑁 × 𝑟)-матрицы 𝑀𝑖

и (𝑁1 × 𝑟)-матрицы Λ𝑖 равенствами

𝑀𝑖 =

𝜗𝑖∫︁
𝜗𝑖−1

𝑀(𝑡)𝑑𝑡, Λ𝑖 =

𝜗𝑖∫︁
𝜗𝑖−1

Λ(𝑡)𝑑𝑡.

Зафиксируем набор векторов 𝜆1, . . ., 𝜆𝑗, . . . , 𝜆𝒩 ∈ R𝑁 и для каждого 𝑗 сформулируем
задачу линейного программирования

𝒦∑︁
𝑖=1

𝜆′
𝑗 ·𝑀𝑖𝑑𝑖 → max,

𝒦∑︁
𝑖=1

Λ𝑖𝑑𝑖 6 𝛾. (4.6)

Пусть 𝜆𝑗1 , . . . , 𝜆𝑗𝒩1
– подмножество набора {𝜆𝑗}, 𝑗 = 1, . . . ,𝒩 , для каждого элемента

которого задача (4.6) имеет решение 𝒟𝑗𝑘 = (𝑑𝑗𝑘1 , . . . , 𝑑𝑗𝑘𝒦 ), 𝑘 = 𝑗1, . . . , 𝑗𝒩1 . Каждое такое
решение при его подстановке в (4.5) определяет программное управление 𝑢𝑗𝑘(𝑡), которое
дает достижимое значение целевого вектор-функционала ℓ:

ℓ

(︂
𝑥

𝑧

)︂
=

𝑇∫︁
0

𝑀(𝑡) · 𝑢𝑗𝑘(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜌𝑗𝑘 .

Совокупность этих значений (точек в пространстве R𝑁) позволяет дать внутреннюю оцен-
ку множества достижимости.

Теорема 4.1. Пусть 𝑃 – множество всех выпуклых комбинаций точек 𝜌𝑗𝑘 ,

𝑘 = 𝑗1, . . . , 𝑗𝒩1. Тогда любое значение 𝛽 ∈ R𝑁 , такое, что точка 𝜌 = 𝛽 − ̃︀𝛽, где по-

стоянный вектор ̃︀𝛽 определен равенством (4.2), принадлежит множеству 𝑃 , является
достижимым значением целевого вектор-функционала ℓ в задаче (3.1)*–(3.3), (4.1).

Доказательство. Каждое управление 𝑢𝑗𝑘(𝑡) удовлетворяет интегральному ограничению
(4.1). Этому ограничению удовлетворяет и любое управление

𝑢(𝑡) =

𝒩1∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝑢
𝑗𝑘(𝑡),

где

𝜔𝑘 > 0,

𝒩1∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘 = 1.

Действительно, из
𝑇∫︁

0

Λ(𝑡)𝑢𝑗𝑘(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝛾

следует, что

𝜔𝑘

𝑇∫︁
0

Λ(𝑡)𝑢𝑗𝑘(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑇∫︁
0

Λ(𝑡)𝜔𝑘𝑢
𝑗𝑘(𝑡)𝑑𝑡 6 𝜔𝑘𝛾, 𝑘 = 1, . . . ,𝒩1.
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Суммируя почленно эти неравенства, получаем

𝑇∫︁
0

Λ(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 6 𝛾.

Для завершения доказательства остается заметить, что точке множества 𝑃 , определяемой
фиксированным набором коэффициентов выпуклой комбинации, соответствует программ-
ное управление с тем же набором коэффициентов при управлениях 𝑢𝑗𝑘(𝑡).
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