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РЯДЫ ЭКСПОНЕНТ В НОРМИРОВАННЫХ

ПРОСТРАНСТВАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Р.А. БАШМАКОВ, К.П. ИСАЕВ, А.А. МАХОТА

Аннотация. Хорошо известна классическая теорема А.Ф. Леонтьева о представлении
функций аналитических в выпуклой области 𝐷 и непрерывных вплоть до границы ря-
дами вида

∑︀∞
𝑘=1 𝑓𝑘𝑒

𝜆𝑘𝑧, сходящимися в топологии пространства 𝐻(𝐷), т.е. равномерно
на компактных подмножествах из 𝐷.
В работе доказана возможность представления функций из

𝐴0(𝐷) =

{︃
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷)

⋂︁
𝐶(𝐷) : ‖𝑓‖ := sup

𝑧∈𝐷
|𝑓(𝑧)|

}︃
рядами экспонент, сходящимися в более сильной топологии: существует такое целое
число 𝑠 > 0, что:
1) для любой ограниченной выпуклой области 𝐷 найдется система экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧,

𝑘 ∈ N такая, что каждая функция 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷)
⋂︀
𝐶(𝑠)(𝐷) представляется в виде ряда

по этой системе, сходящегося в норме пространства 𝐴0(𝐷);
2) для любой ограниченной выпуклой области 𝐷 найдется система экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧,

𝑘 ∈ N такая, что каждая функция 𝑓 ∈ 𝐴0(𝐷) представляется в виде ряда по этой
системе, сходящегося в норме

‖𝑓‖ = sup
𝑧∈𝐷

|𝑓(𝑧)|(𝑑(𝑧))𝑠,

где 𝑑(𝑧) — расстояние от точки 𝑧 до границы области 𝐷. Число 𝑠 связано с существо-
ванием целых функций с максимально точной асимптотической оценкой.
В частных случаях, когда 𝐷 — многоугольник или область с гладкой границей и

кривизной границы, отделенной от нуля, можно считать 𝑠 = 4.

Ключевые слова: аналитические функции, целые функции, преобразование Фурье –
Лапласа, интерполяция, ряды экспонент.
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1. Введение

Пусть 𝐷 — ограниченная выпуклая область комплексной плоскости. В работе рассмат-
ривается задача о представлении функций в пространстве

𝐴0(𝐷) =

{︃
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷)

⋂︁
𝐶(𝐷) : ‖𝑓‖ := sup

𝑧∈𝐷
|𝑓(𝑧)|

}︃
рядами экспонент

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷, 𝑓 ∈ 𝐴0(𝐷).

R.A. Bashmakov, K.P. Isaev, A.A. Makhota, Exponential series in normed spaces of analytic

functions.

© Башмаков Р.А., Исаев К.П., Махота А.А. 2021.

Работа выполнена в рамках реализации Программы развития Научно-образовательного математиче-
ского центра Приволжского федерального округа (соглашение № 075-02-2021-1393).

Поступила 8 июня 2021 г.

27



28 Р.А. БАШМАКОВ, К.П. ИСАЕВ, А.А. МАХОТА

Обозначение 𝐴0(𝐷) в контексте данной работы удобнее, чем традиционное 𝐴(𝐷), посколь-
ку будет рассматриваться параметризованное семейство нормированных пространств
𝐴𝑛(𝐷), 𝑛 ∈ Z. Возможность такого представления следует из классической теоремы
А.Ф. Леонтьева (см. [1, Теорема 5.3.2]), но ряды в этой теореме сходятся в топологии
пространства 𝐻(𝐷), то есть равномерно на компактах из 𝐷. Мы намерены доказать воз-
можность представления функций из 𝐴0(𝐷) рядами экспонент, сходящимися к своей сумме
в существенно более сильной топологии, чем топология равномерной сходимости на ком-
пактах, но несколько более слабой, чем нормированная топология 𝐴0(𝐷) (см. теорема 3.2).
Будут также получены формулы для коэффициентов ряда. Примеров нормированных
пространств, в которых возможны разложения в ряды экспонент, сходящихся в норме
пространства, то есть в которых существует базис из экспонент, известно немного. Это
пространство 𝐿2 на отрезке, пространство Соболева на отрезке ([2]) и пространства Смир-
нова и Бергмана на выпуклых многоугольниках ([3], [4]). В работах [5] и [6] доказано,
что в пространствах Смирнова и Бергмана на выпуклых областях с гладкой границей
экспоненциальных базисов не существует.
Основным в данной работе является следующее утверждение. Существует такое целое

число 𝑠 > 0, что:
1) для любой ограниченной выпуклой области 𝐷 найдется система экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑘 ∈ N

такая, что каждая функция 𝑓 ∈ 𝐻(𝐷)
⋂︀
𝐶(𝑠)(𝐷) представляется в виде ряда по этой

системе, сходящегося в норме пространства 𝐴0(𝐷);
2) для любой ограниченной выпуклой области 𝐷 найдется система экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑘 ∈ N

такая, что каждая функция 𝑓 ∈ 𝐴0(𝐷) представляется в виде ряда по этой системе, схо-
дящегося в норме

‖𝑓‖ = sup
𝑧∈𝐷

|𝑓(𝑧)|(𝑑(𝑧))𝑠,

где 𝑑(𝑧) — расстояние от точки 𝑧 до границы области𝐷. Число 𝑠 связано с существованием
целых функций с максимально точной асимптотической оценкой.
В частных случаях, когда 𝐷 — многоугольник или область с гладкой границей и кри-

визной границы, отделенной от нуля, можно считать 𝑠 = 4.

2. Преобразования Фурье – Лапласа

Введем семейство нормированных пространств

𝐴𝑛(𝐷) =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷)

⋂︁
𝐶(𝑛)(𝐷) : ‖𝑓‖ := max

𝑘=0,...,𝑛
sup
𝑧∈𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)| < ∞
}︂
, 𝑛 ∈ N.

Очевидно, имеют место непрерывные вложения 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛−1, 𝑛 ∈ N, и дифференциальный
оператор

𝒟𝑛 : 𝑓 → 𝑓 (𝑛)

непрерывно действует из 𝐴𝑛 на 𝐴0.
Еще два вспомогательных семейства нормированных пространств целых функций

с непрерывным параметром 𝛼 ∈ R определим следующим образом:

𝒫𝛼(𝐷) =

{︂
𝐹 ∈ 𝐻(C) : ‖𝐹‖ := sup

𝜆∈C
|𝐹 (𝜆)|𝑒−𝐻𝐷(𝜆)−𝛼 ln(|𝜆|+1) < ∞

}︂
,

̃︀𝒫𝛼(𝐷) =

{︂
𝐹 ∈ 𝐻(C) : ‖𝐹‖ := sup

𝜆∈C
|𝐹 (𝜆)|𝑒−𝐻𝐷(𝜆)−𝛼 ln(|𝜆|+1)+2 ln+ ln(|𝜆|+1) < ∞

}︂
,

где
𝐻𝐷(𝜆) = sup

𝑧∈𝐷
Re 𝜆𝑧

— опорная функция области 𝐷 и ln+ 𝑎 = max(ln 𝑎, 0). Очевидно, имеют место непрерывные

вложения ̃︀𝒫𝛼 ⊂ 𝒫𝛼 ⊂ 𝒫𝛽 при 𝛽 ≥ 𝛼.
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Наконец, для 𝑎 > 0 положим

𝐵𝑎(𝐷) =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(𝐷) : ‖𝑓‖ = sup

𝑧∈𝐷
|𝑓(𝑧)|(𝑑(𝑧))𝑎 < ∞

}︂
,

где через 𝑑(𝑧) обозначено расстояние от точки 𝑧 до границы 𝐷:

𝑑(𝑧) = inf
𝑤/∈𝐷

|𝑧 − 𝑤|, 𝑧 ∈ 𝐷.

Лемма 2.1. 1. Пусть 𝑆 — линейный непрерывный функционал на 𝐴𝑛(𝐷) и̂︀𝑆(𝜆) = 𝑆(𝑒𝜆𝑧) — его преобразование Фурье – Лапласа. Тогда ̂︀𝑆(𝜆) — целая функция, удо-

влетворяющая оценке

|̂︀𝑆(𝜆)| ≤ ‖𝑆‖𝐴*
𝑛
𝑒𝐻𝐷(𝜆)+𝑛 ln(|𝜆|+1), 𝜆 ∈ C,

то есть ̂︀𝑆(𝜆) ∈ 𝒫𝑛 и

‖̂︀𝑆‖𝒫𝑛 ≤ ‖𝑆‖𝐴*
𝑛
.

2. Если 𝐹 (𝜆) ∈ ̃︀𝒫𝑛−1, то 𝐹 (𝜆) ≡ ̂︀𝑆(𝜆), 𝜆 ∈ C, для некоторого непрерывного линейного

функционала 𝑆 = 𝑆𝐹 на пространстве 𝐴𝑛(𝐷). При этом

‖𝑆‖𝐴*
𝑛
≤ 𝐶‖𝐹‖ ̃︀𝒫𝑛−1

.

Постоянная 𝐶 = 𝐶(𝐷,𝑛) не зависит от функции 𝐹 .

Доказательство. 1. То, что преобразование Фурье – Лапласа — целая функция и имеет
место формула

𝑑

𝑑𝜆
̂︀𝑆(𝜆) = 𝑆(𝑧𝑒𝜆𝑧), 𝜆 ∈ C,

– факт, хорошо известный и в данном случае легко доказуемый. Оценка тоже просто
следует из определения нормы функционала:

|̂︀𝑆(𝜆)| ≤ ‖𝑆‖ · ‖𝑒𝜆𝑧‖𝐴𝑛(𝐷) = ‖𝑆‖ sup
𝑘=0,...,𝑛

|𝜆|𝑘 sup
𝑧∈𝐷

𝑒Re 𝜆𝑧

≤ ‖𝑆‖𝑒𝐻𝐷(𝜆)+𝑛 ln(|𝜆|+1), 𝜆 ∈ C.
2a. Сначала рассмотрим случай 𝑛 = 0. Пусть 𝐹 ∈ 𝒫−1 и

𝛾(𝜁) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)

𝜁𝑘+1
, 𝜁 ∈ C ∖𝐷,

– ее преобразование Бореля. Как известно, в полуплоскости Π(𝜙) = {Re 𝜁𝑒𝑖𝜙 > ℎ𝐷(𝜙)},
где ℎ𝐷(𝜙) = 𝑟−1𝐻𝐷(𝑟𝑒𝑖𝜙), выполняется равенство

𝛾(𝜁) =

∞∫︁
0

𝐹 (𝜆)𝑒−𝜁𝜆𝑑𝜆,

где интеграл берется по лучу {𝜆 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝑟 > 0}. Следовательно, для 𝜁 ∈ Π(𝜙) выполняется
неравенство

|𝛾(𝜁)| ≤ sup
𝜆∈C

|𝐹 (𝜆)|𝑒−𝐻𝐷(𝜆)+ln(|𝜆|+1)+2 ln+ ln(|𝜆|+1)

∞∫︁
0

1

(𝑟 + 1) ln2(𝑟 + 1)
𝑑𝑟,

значит,
|𝛾(𝜁)| ≤ ‖𝐹‖ ̃︀𝒫−1

, 𝜁 ∈ Π(𝜙).

Отсюда, учитывая, что C ∖𝐷 =
⋃︀

𝜙∈[0;2𝜋)
Π(𝜙), получим ограниченность функции 𝛾:

|𝛾(𝜁)| ≤ ‖𝐹‖ ̃︀𝒫−1
, 𝜁 ∈ C ∖𝐷. (1)
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Возьмем произвольную функцию 𝑓 ∈ 𝐴0(𝐷). Не уменьшая общности будем считать, что
0 ∈ 𝐷. Возьмем произвольное число 𝑡 ∈ (1; 2] и замкнутый жорданов контур 𝐶𝑡, охваты-
вающий область 𝐷 и лежащий в области 𝑡𝐷 = {𝑡𝑧 : 𝑧 ∈ 𝐷}. Функция 𝑓(𝑧) равномерно
непрерывна на компакте 𝐷, значит функция

𝐵(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝑡

𝛾(𝜁)𝑓

(︂
𝜁

𝑡

)︂
𝑑𝜁,

равномерно непрерывна на интервале (1; 2), в частности, существует

< 𝑓, 𝛾 >:= lim
𝑡→1

𝐵(𝑡), (2)

причем из (1) следует, что

| < 𝑓, 𝛾 > | ≤ |𝜕𝐷|
2𝜋

‖𝑓‖𝐴0‖𝐹‖ ̃︀𝒫−1
. (3)

Таким образом, формула

𝑆(𝑓) =< 𝑓, 𝛾 >, 𝑓 ∈ 𝐴0,

определяет линейный непрерывный функционал на 𝐴0, причем,

‖𝑆‖𝐴*
0
≤ |𝜕𝐷|

2𝜋
‖𝐹‖ ̃︀𝒫−1

.

Кроме того, по формуле Бореля

𝑆(𝑒𝜆𝑧) = lim
𝑡→1

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝑡

𝛾(𝑧)𝑒𝜆
𝑧
𝑡 𝑑𝑧 = lim

𝑡→1
𝐹

(︂
𝜆

𝑡

)︂
= 𝐹 (𝜆).

Замечание 2.1. Несколько более объемными выкладками можно доказать, что 𝛾(𝑧)
непрерывна на C ∖𝐷 и функционал 𝑆 = 𝑆𝐹 определяется формулой

𝑆𝐹 (𝑓) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐷

𝛾(𝜁)𝑓(𝜁)𝑑𝜁, 𝑓 ∈ 𝐴0.

2b. Перейдем к случаю произвольного натурального 𝑛. Несложно проверить, что ли-
нейный оператор

𝐿𝑛(𝐹 )(𝜆) := 𝜆−𝑛

(︃
𝐹 (𝜆) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)

𝑘!
𝜆𝑘

)︃
, 𝜆 ∈ C,

непрерывно действует из ̃︀𝒫𝑛−1 в ̃︀𝒫−1. Пусть 𝐹 ∈ ̃︀𝒫𝑛−1. Из доказанного в п. 2а следует, что

𝐹𝑛 = 𝐿𝑛(𝐹 ) = ̂︀𝑆𝑛

для некоторого 𝑆𝑛 ∈ 𝐴*
0. Тогда формула

𝑆(𝑓) = 𝑆𝑛(𝒟𝑛𝑓) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)𝑓 (𝑘)(0), 𝑓 ∈ 𝐴𝑛,
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определяет линейный непрерывный функционал на 𝐴𝑛, причем

‖𝑆‖𝐴*
𝑛

= ‖𝑆𝑛‖𝐴*
0
‖𝒟𝑛𝑓‖𝐴0 +

𝑛−1∑︁
𝑘=0

‖𝛿(𝑘)‖ · ‖𝐹‖ ̃︀𝒫𝑛−1

≤ |𝜕𝐷|
2𝜋

‖𝐹𝑛‖ ̃︀𝒫−1
‖𝒟𝑛𝑓‖𝐴0 +

𝑛−1∑︁
𝑘=0

‖𝛿(𝑘)‖ · ‖𝐹‖ ̃︀𝒫𝑛−1

≤

(︃
|𝜕𝐷|
2𝜋

‖𝐿𝑛‖‖𝒟𝑛𝑓‖𝐴0 +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

‖𝛿(𝑘)‖

)︃
‖𝐹‖ ̃︀𝒫𝑛−1

,

где через ‖𝛿(𝑘)‖ обозначена норма функционала 𝐹 → 𝐹 (𝑘)(0) в пространстве 𝒫𝑛−1.

Равенство ̂︀𝑆 = 𝐹 проверяется непосредственной подстановкой.

Следствие 2.1. Любая функция 𝑓 ∈ 𝐴𝑛(𝐷) является преобразованием Фурье – Лапла-

са некоторого функционала 𝑆 на пространстве ̃︀𝒫𝑛−1.

Доказательство. Для 𝑛 = 0 форма < 𝑓, 𝛾 >, определенная в (2), билинейна на 𝐴0×𝒫−1 и
при фиксированной 𝑓 является линейным функционалом 𝑆𝑓 на 𝒫−1. Из оценки (3) следует

непрерывность этого функционала. Равенство ̂︀𝑆𝑓 = 𝑓 следует из формулы Коши.
В случае произвольного 𝑛 доказательство также вытекает из п. 2b.

3. Интерполяция в пространствах ̃︀𝒫𝛼

Свойства систем экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑘 ∈ N, традиционно описываются характеристической
целой функцией 𝐿(𝜆) с множеством нулей 𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N. В данной статье мы будем пользо-
ваться результатами работы [7]. В частности, из теоремы 1 в этой работе легко вытекает
следующая теорема.

Теорема А. Существует универсальная постоянная 𝐴 такая, что для любой ограни-

ченной выпуклой области 𝐷 найдется целая функция 𝑓(𝜆), обладающая свойствами:

1) множество нулей 𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N, разделено в том смысле, что для некоторого 𝛿 ∈ (0; 1)
круги 𝐵𝛿(𝜆𝑘) = 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿(|𝜆| + 1)−1) попарно не пересекаются;
2) выполняются соотношения

| ln |𝑓(𝜆)| −𝐻𝐷(𝜆)| ≤ 𝐴 ln(|𝜆| + 1) + 𝐶, 𝜆 /∈
⋃︁
𝑘∈N

𝐵𝛿(𝜆𝑘),

| ln |𝑓 ′(𝜆𝑘)| −𝐻𝐷(𝜆𝑘)| ≤ 𝐴 ln(|𝜆𝑘| + 1) + 𝐶 ′, 𝑘 ∈ N,
где 𝐶 и 𝐶 ′ — константы, зависящие от области 𝐷.

Из этой теоремы выведем факт существования двух целых функций 𝐿±, которые мы
используем как инструмент построения систем экспонент.

Теорема 3.1. Существуют универсальные постоянные 𝑏 > 0 и 𝑞 ∈ (1; 2] такие, что
для любой ограниченной выпуклой области 𝐷 найдутся целые функции 𝐿+(𝜆) и 𝐿−(𝜆),
обладающие свойствами:

1) множества нулей Λ+ и Λ−, каждой из этих функций разделены в том смысле, что

для некоторого 𝛿 ∈ (0; 1) круги 𝐵𝛿(𝜆) = 𝐵(𝜆, 𝛿(|𝜆| + 1|)−1), 𝜆 ∈ Λ+ (𝜆 ∈ Λ−), попарно
не пересекаются;

2) для функции 𝐿+ выполняются соотношения

𝐻𝐷(𝜆) + 𝑞 ln(|𝜆| + 1) ≤ ln |𝐿+(𝜆)| ≤ 𝐻𝐷(𝜆) + 𝑏 ln(|𝜆| + 1) + 𝐶, 𝜆 /∈
⋃︁

𝑤∈Λ+

𝐵𝛿(𝑤),

ln |𝐿′
+(𝜆)| ≥ 𝐻𝐷(𝜆) + 𝑞 ln(|𝜆| + 1), 𝜆 ∈ Λ+;
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3) для функции 𝐿− выполняются соотношения

𝐻𝐷(𝜆) − 𝑏 ln(|𝜆| + 1) + 𝐶 ≤ ln |𝐿−(𝜆)| ≤ 𝐻𝐷(𝜆) − 𝑞 ln(|𝜆| + 1), 𝜆 /∈
⋃︁

𝑤∈Λ−

𝐵𝛿(𝑤),

ln |𝐿′
−(𝜆)| ≥ 𝐻𝐷(𝜆) − 𝑏 ln(|𝜆| + 1), 𝜆 ∈ Λ−.

Доказательство. Пусть 𝑓 — функция, существование которой утверждается в теореме А.
Возьмем многочлен 𝑃 (𝜆) степени [𝐴] + 2 так, чтобы множество нулей функции 𝐿+ = 𝑓𝑃
было разделенным. Требуемые оценки для 𝐿+ следуют из оценок в теореме А тривиаль-
ным образом для 𝑏 = [𝐴] + 2 + 𝐴, 𝑞 = [𝐴] + 2 − 𝐴.
Пусть 𝑁 = [𝐴] + 2 и

𝑄(𝜆) =
𝑁∏︁
𝑘=1

(𝜆− 𝜆𝑘),

где {𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁}, — первые 𝑁 нулей функции 𝑓 из теоремы А, упорядоченных
по возрастанию модулей. Тогда функция 𝐿− = 𝑓

𝑄
удовлетворяет требуемым оценкам.

Лемма 3.1. Для любой функции 𝐹 ∈ ̃︀𝒫𝛼, 𝛼 ≤ 𝑞, ее ряд Лагранжа по функции 𝐿+

равномерно на компактах сходится к самой функции 𝐹 , более того, при 𝛼 ≤ 𝑞− 1 этот

ряд сходится в норме пространства 𝒫𝑏.

Доказательство. Из разделенности множества нулей функции 𝐿+ следует существова-

ние системы кривых Γ𝑚, не пересекающихся с множеством
∞⋃︀
𝑘=1

𝐵𝛿(𝜆𝑘) и удовлетворяющих

оценке

min
𝑧∈Γ𝑚

|𝑧| → ∞, |Γ𝑚| = 𝑂

(︂
min
𝑧∈Γ𝑚

|𝑧|
)︂
, 𝑚 → ∞.

Из нижних оценок 𝐿+ в теореме 3.1 для любой функции 𝐹 ∈ ̃︀𝒫𝛼, 𝛼 ≤ 𝑞, имеем⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑚

𝐹 (𝑧)𝑑𝑧

(𝑧 − 𝜆)𝐿+(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑂

(︂
ln−2

(︂
min
𝑧∈Γ𝑚

|𝑧| + 1

)︂)︂
= 𝑜(1), 𝑚 → ∞.

Значит ряд Лагранжа

𝐹 (𝜆) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 (𝜆𝑘)
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

, 𝜆 ∈ C,

равномерно на компактах сходится.
Из верхних оценок на |𝐿+| в теореме 3.1 и из липшицевости функции 𝐻𝐷(𝜆)+𝑏 ln(|𝜆|+1)

получим равномерную по 𝑘 оценку⃦⃦⃦⃦
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
𝒫𝑏

≤ Const · 1

|𝐿′
+(𝜆𝑘)|

, 𝑘 ∈ N, (4)

тем самым, ⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝐹 (𝜆𝑘)
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝒫𝑏

≤ Const ·
∑︁
𝑘≥𝑁

|𝐹 (𝜆𝑘)|
|𝐿′

+(𝜆𝑘)|
.

Поскольку 𝜆𝑘 — нули целой функции экспоненциального типа, то для 𝐹 ∈ ̃︀𝒫𝛼, 𝛼 ≤ 𝑞 − 1⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝐹 (𝜆𝑘)
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝒫𝑏

≤ Const ·
∑︁
𝑘≥𝑁

(|𝜆𝑘| + 1)𝛼−𝑞

ln2(|𝜆𝑘| + 1)
→ 0, 𝑁 → ∞.
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Лемма 3.2. Для любой функции 𝐹 ∈ ̃︀𝒫𝛼, 𝛼 ≤ −𝑏, ее ряд Лагранжа по функции 𝐿−
равномерно на компактах сходится к самой функции 𝐹 , более того, при 𝛼 ≤ −𝑏−1 этот

ряд сходится в норме пространства 𝒫−𝑞.

Доказательство. Из разделенности множества нулей функции 𝐿− и нижних оценок
на |𝐿−|, имеем⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑚

𝐹 (𝑧)𝑑𝑧

(𝑧 − 𝜆)𝐿−(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑂

(︂
ln−2

(︂
min
𝑧∈Γ𝑚

|𝑧| + 1

)︂)︂
= 𝑜(1), 𝑚 → ∞.

Значит ряд Лагранжа

𝐹 (𝜆) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 (𝜆𝑘)
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

, 𝜆 ∈ C,

равномерно на компактах сходится.
Из верхних оценок на |𝐿−| в теореме 3.1 и из липшицевости функции 𝐻𝐷(𝜆)+𝑏 ln(|𝜆|+1)

получим равномерную по 𝑘 оценку⃦⃦⃦⃦
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
𝒫−𝑞

≤ Const · 1

|𝐿′
+(𝜆𝑘)|

, 𝑘 ∈ N, (5)

тем самым, ⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝐹 (𝜆𝑘)
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝒫−𝑞

≤ Const ·
∑︁
𝑘≥𝑁

|𝐹 (𝜆𝑘)|
|𝐿′

−(𝜆𝑘)|
.

Поскольку 𝜆𝑘 — нули целой функции экспоненциального типа, то для 𝐹 ∈ ̃︀𝒫𝛼, 𝛼 ≤ −𝑏− 1⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝐹 (𝜆𝑘)
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝒫𝑏+

≤ Const ·
∑︁
𝑘≥𝑁

(|𝜆𝑘| + 1)𝛼+𝑏

ln2(|𝜆𝑘| + 1)
→ 0, 𝑁 → ∞.

Положим 𝑠 = [𝑏] + 2=2([A]+2). По следствию к лемме 2.1 любая функция из простран-
ства 𝐴𝑠(𝐷) является преобразованием Фурье –Лапласа некоторого функционала на про-

странстве ̃︀𝒫𝑠−1. По непрерывной вложенности семейства пространств 𝒫𝛼 каждая функция
𝑓 ∈ 𝐴𝑠(𝐷) является преобразованием Фурье – Лапласа некоторого функционала на про-
странстве 𝒫𝑏.

Теорема 3.2. Любая функция 𝑓 ∈ 𝐴𝑠 представляется в виде ряда

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷,

сходящегося в равномерной норме по 𝐷. Коэффициенты могут быть вычислены по фор-

мулам

𝑓𝑘 = 𝑆

(︂
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

)︂
, 𝑘 ∈ N,

где 𝑆 = 𝑆𝑓 — функционал на пространстве 𝒫𝑏, порожденный функцией 𝑓 .

Доказательство. Возьмем произвольную точку 𝑧 ∈ 𝐷. Функция 𝑒𝜆𝑧, 𝜆 ∈ C, принадлежит
всем пространствам 𝒫𝛼, 𝛼 ≥ 0, и по лемме 3.1 ряд Лагранжа

𝑒𝜆𝑧 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝜆𝑘𝑧
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

, 𝜆 ∈ C,
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сходится в пространстве 𝒫𝑏. Следовательно, имеет место поточечное равенство

𝑓(𝑧) = 𝑆(𝑒𝜆𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝜆𝑘𝑧𝑆

(︂
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

)︂
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧.

Докажем равномерную на 𝐷 сходимость этого ряда. Из оценки (4) имеем

|𝑓𝑘| ≤ ‖𝑆𝑓‖
⃦⃦⃦⃦

𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
𝒫𝑏

≤ Const · 1

|𝐿′
+(𝜆𝑘)|

, 𝑘 ∈ N.

Значит, ⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝑒𝜆𝑘𝑧
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ Const ·

∑︁
𝑘≥𝑁

𝑒𝐻𝐷(𝜆𝑘)

𝐿′
+(𝜆𝑘)

.

Отсюда, в силу нижних оценок на производные и того, что 𝑞 > 1⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝑒𝜆𝑘𝑧
𝐿+(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
+(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ Const ·

∑︁
𝑘≥𝑁

1

(|𝜆𝑘| + 1)𝑞
→ 0, 𝑁 → ∞.

По следствию леммы 2.1 любая функция из 𝐴0 является преобразованием Фурье – Ла-
пласа некоторого функционала 𝑆 = 𝑆𝑓 на ̃︀𝒫−1. По непрерывной вложенности пространств
𝒫𝛼 функционал 𝑆𝑓 действует и в пространствах 𝒫−𝑞 для 𝑞 < −1.

Теорема 3.3. Любая функция 𝑓 ∈ 𝐴0 представляется в виде ряда

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷,

сходящегося в пространства 𝐵𝑠(𝐷), где 𝑠 = [𝑏]+2. Коэффициенты могут быть вычислены

по формулам:

𝑓𝑘 = 𝑆

(︂
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

)︂
, 𝑘 ∈ N,

где 𝑆 = 𝑆𝑓 — функционал на пространстве 𝒫−𝑞, порожденный функцией 𝑓 .

Доказательство. Возьмем произвольную точку 𝑧 ∈ 𝐷. Функция 𝑒𝜆𝑧, 𝜆 ∈ C, при 𝑧 ∈ 𝐷
принадлежит всем пространствам 𝒫𝛼, и по лемме 3.1 ряд Лагранжа

𝑒𝜆𝑧 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝜆𝑘𝑧
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

, 𝜆 ∈ C,

сходится в пространстве 𝒫−𝑞. Следовательно, имеет место поточечное равенство

𝑓(𝑧) = 𝑆(𝑒𝜆𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝜆𝑘𝑧𝑆

(︂
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

)︂
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧.

Докажем сходимость этого ряда в норме пространства 𝐵𝑠(𝐷). Из оценки (5) имеем

|𝑓𝑘| ≤ ‖𝑆𝑓‖
⃦⃦⃦⃦

𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
𝒫−𝑞

≤ Const · 1

|𝐿′
−(𝜆𝑘)|

, 𝑘 ∈ N.

Следовательно, ⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝑒𝜆𝑘𝑧
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵𝑠

≤ Const ·
∑︁
𝑘≥𝑁

‖𝑒𝜆𝑘𝑧‖𝐵𝑠

𝐿′
−(𝜆𝑘)

.
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Для оценки норм экспонент в пространстве 𝐵𝑠(𝐷) воспользуемся неравенством

𝐻𝐷(𝜆) − Re 𝜆𝑧 = sup
𝜁∈𝐷

Re 𝜆(𝜁 − 𝑧) ≥ sup
|𝜁−𝑧|<𝑑(𝑧)

Re 𝜆(𝜁 − 𝑧) = 𝑑(𝑧)|𝜆|,

где 𝑧 ∈ 𝐷, 𝜆 ∈ C, 𝑑(𝑧) — расстояние от точки 𝑧 ∈ 𝐷 до границы 𝐷. Отсюда для
достаточно больших |𝜆| выполняется неравенство

‖𝑒𝜆𝑧‖𝐵𝑠 = 𝑒𝐻𝐷(𝜆)𝑒sup𝑧∈𝐷(−𝑑(𝑧)|𝜆|+𝑠 ln 𝑑(𝑧)) ≤
(︁𝑠
𝑒

)︁𝑠
𝑒𝐻𝐷(𝜆)−𝑠 ln |𝜆|.

Отсюда, в силу нижних оценок на производные и того, что 𝑏− 𝑠 = 𝑏− ([𝑏] + 2) = −𝑞 < −1⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑘≥𝑁

𝑒𝜆𝑘𝑧
𝐿−(𝜆)

(𝜆− 𝜆𝑘)𝐿′
−(𝜆𝑘)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ Const ·

∑︁
𝑘≥𝑁

1

(|𝜆𝑘| + 1)𝑞
→ 0, 𝑁 → ∞.

В заключении заметим, что из теорем 3.2 и 3.3 следует следующее утверждение.

Теорема 3.4. Если для опорной функции 𝐻𝐷(𝜆) ограниченной выпуклой области 𝐷
существует целая функция 𝐿, удовлетворяющая условиям

1) множество нулей 𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N, разделено в том смысле, что для некоторого 𝛿 ∈ (0; 1)
круги 𝐵𝛿(𝜆𝑘) = 𝐵(𝜆𝑘, 𝛿(|𝜆| + 1)−1) попарно не пересекаются;
2) выполняются соотношения

| ln |𝐿(𝜆)| −𝐻𝐷(𝜆)| ≤ 𝐴 ln(|𝜆| + 1) + 𝐶, 𝜆 /∈
∞⋃︁
𝑘=1

𝐵𝛿(𝜆𝑘),

| ln |𝐿′(𝜆𝑘)| −𝐻𝐷(𝜆𝑘)| ≤ 𝐴 ln(|𝜆𝑘| + 1) + 𝐶 ′, 𝑘 ∈ N,

и 𝑠 = 2([𝐴] + 2), то
1. Существует система экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑘 ∈ N, такая, что любая функция 𝑓 ∈ 𝐴𝑠

представляется в виде ряда

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷,

сходящегося в равномерной норме по 𝐷.

2. Существует система экспонент 𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑘 ∈ N, такая, что любая функция 𝑓 ∈ 𝐴0

представляется в виде ряда

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒
𝜆𝑘𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷,

сходящегося по норме

‖𝑓‖ = sup
𝑧∈𝐷

|𝑓(𝑧)|(𝑑(𝑧))𝑠.

В работе [3] показано, что для ограниченных выпуклых многоугольников существуют
целые функции 𝐿 с константой 𝐴 = 0. В работе [8] для областей 𝐷, граница которых
имеет непрерывную кривизну отличную от нуля, построены целые функции 𝐿 с константой
𝐴 = 1

2
. Таким образом, для этих классов областей в теоремах 3.2–3.4 можно считать 𝑠 = 4.
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