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О НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С ОПЕРАТОРОМ КАПУТО И

НЕЛИНЕЙНОЙ НАГРУЖЕННОЙ ЧАСТЬЮ

Б.И. ИСЛОМОВ, О.Х. АБДУЛЛАЕВ

Аннотация. Данная работа посвящена доказательству однозначной разрешимости

нелокальных задач с интегральным условием склеивания для одного класса уравне-

ния третьего порядка с параболо-гиперболическим оператором, включающим дроб-

ную производную Капуто и нелинейное слагаемое, содержащее след решения 𝑢(𝑥, 0).

Так как рассматриваемое уравнение является уравнением третьего порядка, в котором

дифференциальный оператор первого порядка с коэффициентами 𝑎, 𝑏 и 𝑐 действует

на параболо-гиперболический оператор второго порядка, на корректную постановку

краевых задач существенное влияние оказывают коэффициенты 𝑎, 𝑏 и 𝑐. Поэтому, пе-

ред тем как приступить к полной формулировке исследуемых задач, приведем краевые

условия в их постановке для различных случаев поведения коэффициентов 𝑎, 𝑏 и 𝑐.

В первой части данной работы сформулирована нелокальная задача (т.е. задача I.)

с интегральным условием склеивания, в случае 0 < 𝑏/𝑎 6 1. Исследование этой за-

дачи эквивалентным образом сводится к нелинейному интегральному уравнению типа

Вольтерра и доказывается однозначная разрешимость методом последовательных при-

ближений. Вторая часть работы посвящена корректной постановке и изучению других

нелокальных задач, корректные постановки которых тесно связаны с другими воз-

можными случаями 𝑎 и 𝑏. Излагается подробное исследование нелокальной задачи II.

Далее, в виде замечаний описываются ход исследования других поставленных задач.

Ключевые слова: параболо-гиперболический оператор, дробная производная Капу-

то, нелинейное нагруженное слагаемое, интегральное условие склеивания, нелинейное

интегральное уравнение.
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1. Введение

Пусть Ω – односвязная область, ограниченная при 𝑦 > 0 сегментами 𝐵𝐵0, 𝐵0𝐴0, 𝐴0𝐴
(соответственно на прямых 𝑥 = 1, 𝑦 = ℎ, 𝑥 = 0) и при 𝑦 < 0 характеристиками

𝐴𝐶 : 𝑥+ 𝑦 = 0,

𝐵𝐶 : 𝑥− 𝑦 = 1

уравнения (︂
𝑎
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑐

)︂
𝐿𝑢 = 0, (1.1)

B.I. Islomov, O.Kh. Abdullaev, On non-local problems for third order equation with

Caputo operator and non-linear loaded part.
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где 𝐶
(︀
1
2
,−1

2

)︀
; 𝑎, 𝑏 и 𝑐 – действительные постоянные, причем 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0,

𝐿𝑢 ≡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿1𝑢 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑐𝐷

𝛼
0𝑦𝑢+ 𝑓1(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1,

𝐿2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑓2(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω2,

𝑐𝐷
𝛼
𝑎𝑦– дифференциальный оператор Капуто порядка (0 < 𝛼 < 1) [1], [2]:

𝑐𝐷
𝛼
0𝑦𝑓 =

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)−𝛼𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 (1.2)

и

Ω1 = Ω ∩ {𝑦 > 0} , Ω2 = Ω ∩ {𝑦 < 0} .

Хорошо известно, что локальные задачи для уравнения (1.1) с непрерывными и раз-
рывными условиями склеивания при 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)) = 0 и 𝛼 = 1, были исследованы
в работе [3]. А для уравнения третьего порядка с параболо-гиперболическим операто-
ром целого порядка, включающего линейные нагруженные части, исследованы только
локальные задачи с непрерывным условием склеивания (см. [4], [5]). Хотелось бы отме-
тить, что методы, использованные в работах Т.Д. Джураева [3] и У.И. Балтаевой [4], [5],
не достаточны для уравнения (1.1) при 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)) ̸= 0 и 0 < 𝛼 < 1. Это больше свя-
зано с оператором дробного дифференцирования (в нашем случае с оператором Капуто),
а получаемые интегральные уравнения и методы их исследования, связаны с нелинейной
частью рассматриваемого уравнения.
Локальные и нелокальные задачи с непрерывными и интегральными условиями скле-

ивания для нагруженных параболо-гиперболических уравнений второго порядка, содер-
жащие различные операторы как Капуто, Римана – Лиувилля и др., были исследованы
в работах [6]–[8].
Отметим, что вышеизложенные уравнения описывают некоторые проблемы оптималь-

ного управления, регулирования этикет грунтовых вод и влажность почвы, подземных
жидкостей и газодинамики, математической биологии, экономики, экологии и чистой
математики [9]–[12]. Более того, краевые задачи для дифференциальных и интегро-
дифференциальных уравнений с нелокальными краевыми условиями встречаются в раз-
личных областях механики, физики, биологии, биотехнологии и др. (см. [13]–[15]).
Сначала, приведем некоторые условия, необходимые для постановки задач, связанных

с возможными случаями коэффициентов 𝑎, 𝑏 :

𝑢(0, 𝑦) =𝜙1(𝑦), 𝑢(1, 𝑦) = 𝜙2(𝑦), 0 6 𝑦 6 ℎ, (1.3)

𝑢𝑥𝑥(0, 𝑦) =𝜙3(𝑦), 0 6 𝑦 6 ℎ, (1.4)

𝑢𝑥𝑥(1, 𝑦) =𝜙4(𝑦), 0 6 𝑦 6 ℎ, (1.5)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 (𝜃(𝑥)) =𝑎1(𝑥)𝑢𝑦(𝑥,−0) + 𝑎2(𝑥)𝑢𝑥(𝑥,−0) + 𝑎3(𝑥)𝑢(𝑥, 0) + 𝑎4(𝑥), 0 6 𝑥 < 1, (1.6)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
|𝐴𝐶 =𝜓1(𝑥), 0 6 𝑥 6

1

2
, (1.7)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
|𝐵𝐶 =𝜓2(𝑥),

1

2
6 𝑥 6 1, (1.8)

где 𝑛 – внутренняя нормаль, 𝜃(𝑥) = 𝜃
(︀
𝑥
2
,−𝑥

2

)︀
, 𝜙𝑗(𝑦), 𝑎𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 4), 𝜓𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2) –

заданные функции.
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2. Постановка задачи

Определение 2.1. Функция 𝑢(𝑥, 𝑦) называется регулярным решением уравнения
(1.1), если она имеет непрерывные производные, входящие в оператор 𝐿𝑢, более того
𝐿𝑢 ∈ 𝐶1(Ω ∖ 𝐴𝐵).

Задача I. Найти регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1.1) в области Ω ∖ 𝐴𝐵 со сле-
дующими свойствами:
1) 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω2 ∖𝐵𝐶), 𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐶(Ω1 ∪ 𝐴𝐴0);
2) 𝑢(𝑥, 𝑦) удовлетворяет краевым условиям (1.3), (1.4), (1.6) и (1.7);
3) имеет место интегральное условие склеивания:

lim
𝑦→+0

𝑐𝐷
𝛼
0𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) =𝜆1(𝑥)𝑢𝑦(𝑥,−0) + 𝜆2(𝑥)𝑢𝑥(𝑥,−0) + 𝜆3(𝑥)𝑢(𝑥,−0)

+ 𝜆4(𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑟(𝑡)𝑢(𝑡, 0)𝑑𝑡+ 𝜆5(𝑥),
(2.1)

где 𝜆𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 5) – заданные функции, причем

4∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑖 (𝑥) ̸= 0.

3. Исследование задачи I.

Обозначим,

𝑢(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑢1(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1,

𝑢2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω2.

Тогда, уравнение (1.1) мы можем переписать в виде двух систем:{︃
𝑢1𝑥𝑥 − 𝑐𝐷

𝛼
0𝑦𝑢1 + 𝑓1(𝑥, 𝑦;𝑢1(𝑥, 0)) =𝜐1(𝑥, 𝑦),

𝑎𝜐1𝑥 + 𝑏𝜐1𝑦 + 𝑐𝜐1 =0,
(𝑥, 𝑦) ∈ Ω1 (3.1)

и {︃
𝑢2𝑥𝑥 − 𝑢2𝑦𝑦 + 𝑓2(𝑥, 𝑦;𝑢2(𝑥, 0)) =𝜐2(𝑥, 𝑦),

𝑎𝜐2𝑥 + 𝑏𝜐2𝑦 + 𝑐𝜐2 =0,
(𝑥, 𝑦) ∈ Ω2, (3.2)

где 𝜐𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1 (Ω𝑖) , 𝑖 = 1, 2 – достаточно гладкие функции.
Пусть 0 < 𝑏/𝑎 6 1, тогда, предполагая 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, получим

0 < 𝑏 6
𝑏+ 𝑎

2
, 0 6 𝑏𝑥− 𝑎𝑦 6

𝑏+ 𝑎

2
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω2.

Отметим, что общее решение уравнения

𝑎𝜐𝑖𝑥 + 𝑏𝜐𝑖𝑦 + 𝑐𝜐𝑖 = 0, (𝑖 = 1, 2)

имеет вид:

𝜐𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝑤𝑖(𝑏𝑥− 𝑎𝑦) exp
[︁
− 𝑐

2𝑎𝑏
(𝑏𝑥+ 𝑎𝑦)

]︁
, (3.3)

где 𝑤𝑖(𝑏𝑥− 𝑎𝑦), (𝑖 = 1, 2) – произвольные непрерывно-дифференцируемые функции.
На основе (3.3) вместе с (3.1) и (3.2) будем рассматривать следующие уравнения:

𝑢1𝑥𝑥 − 𝑐𝐷
𝛼
0𝑦𝑢1 + 𝑓1(𝑥, 𝑦;𝑢1(𝑥, 0)) = 𝑤1(𝑏𝑥− 𝑎𝑦) exp

(︁
− 𝑐

2𝑎𝑏
(𝑏𝑥+ 𝑎𝑦)

)︁
, (3.4)
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𝑢2𝑥𝑥 − 𝑢2𝑦𝑦 + 𝑓2(𝑥, 𝑦;𝑢2(𝑥, 0)) = 𝑤2(𝑏𝑥− 𝑎𝑦) exp
(︁
− 𝑐

2𝑎𝑏
(𝑏𝑥+ 𝑎𝑦)

)︁
. (3.5)

Легко заметить, что решение задачи Коши для уравнения (3.5) с начальными данными
𝑢(𝑥,−0) = 𝜏(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥,−0) = 𝜈−(𝑥) в области Ω2, имеет вид:

𝑢2(𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜏(𝑥− 𝑦)

2
+

1

2

𝑥+𝑦∫︁
𝑥−𝑦

𝜈−(𝑡)𝑑𝑡

− 1

4

𝑥−𝑦∫︁
𝑥+𝑦

𝑑𝜉

𝑥−𝑦∫︁
𝜉

𝑓2

(︂
𝜉 + 𝜂

2
,
𝜉 − 𝜂

2
; 𝜏

(︂
𝜉 + 𝜂

2

)︂)︂
𝑑𝜂

+
1

4

𝑥−𝑦∫︁
𝑥+𝑦

𝑑𝜉

𝑥−𝑦∫︁
𝜉

𝑤2

(︂
𝑏− 𝑎

2
𝜉 +

𝑏+ 𝑎

2
𝜂

)︂
exp

(︂
−𝑐
2𝑎𝑏

(︂
𝑏+ 𝑎

2
𝜉 +

𝑏− 𝑎

2
𝜂

)︂)︂
𝑑𝜂.

(3.6)

Учитывая (𝑢𝑥 + 𝑢𝑦)|𝐴𝐶 =
√

2𝜓1(𝑥), воспользовавшись условиями (1.6) и (1.7), из (3.6)
соответственно, находим:

(2𝑎1(𝑥) + 1)𝜈−(𝑥) =(1 − 2𝑎2(𝑥))𝜏 ′(𝑥) − 1

2

𝑥∫︁
0

𝑓2

(︂
𝜉 + 𝑥

2
,
𝜉 − 𝑥

2
; 𝜏

(︂
𝜉 + 𝑥

2

)︂)︂
𝑑𝜉 − 2𝑎3(𝑥)𝜏(𝑥)

+
1

2

𝑥∫︁
0

𝑤2

(︂
𝑏− 𝑎

2
𝜉 +

𝑏+ 𝑎

2
𝑥

)︂
𝑒

−𝑐
2𝑎𝑏(

𝑏+𝑎
2

𝜉+ 𝑏−𝑎
2

𝑥)𝑑𝜉 − 2𝑎4(𝑥)

(3.7)

и

𝑤2(𝑥) =

(︂
𝑓2

(︂
𝑥

𝑎+ 𝑏
,− 𝑥

𝑎+ 𝑏
; 𝜏

(︂
𝑥

𝑎+ 𝑏

)︂)︂
−
√

2𝜓′
1

(︂
𝑥

𝑎+ 𝑏

)︂)︂
𝑒

𝑐(𝑏−𝑎)𝑥
2𝑎𝑏(𝑎+𝑏) . (3.8)

С другой стороны, в силу (1.4) и учитывая

𝑐𝐷
𝛼
0𝑦𝑢1 (0, 𝑦) = 𝑐𝐷

𝛼
0𝑦𝜙1(𝑦), 𝜏(0) = 𝜙1(0)

при 𝑥→ +0, из (3.4) следует, что

𝑤1 (−𝑎𝑦) =
[︀
𝜙3 (𝑦) − 𝑐𝐷

𝛼
𝑜𝑦𝜙1(𝑦) + 𝑓1(0, 𝑦;𝜙1(0))

]︀
exp

(︁𝑐𝑦
2𝑏

)︁
,

т.e.

𝑤1(𝑦) =

(︂
𝜙3

(︂
−𝑦
𝑎

)︂
− 𝑐𝐷

𝛼
𝑜𝑦𝜙1

(︂
−𝑦
𝑎

)︂
+ 𝑓1(0,−

𝑦

𝑎
;𝜙1(0))

)︂
exp

(︁
− 𝑐𝑦

2𝑎𝑏

)︁
. (3.9)

3.1. Основной результат.

Теорема 3.1. Если выполнены условия:

𝜙1(𝑦) ∈𝐶2(0, ℎ) ∩ 𝐶1[0, ℎ], 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦) ∈ 𝐶1(0, ℎ) ∩ 𝐶[0, ℎ]; (3.10)

𝑎𝑗(𝑥) ∈𝐶 [0, 1] ∩ 𝐶2 (0, 1) , 𝜆𝑗(𝑥), 𝜆5(𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1] ∩ 𝐶1 (0, 1) , 𝑗 = 1, 4; (3.11)

𝜓1(𝑥) ∈𝐶2

(︂
0,

1

2

)︂
∩ 𝐶1

[︂
0,

1

2

]︂
, 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)) ∈ 𝐶(Ω𝑖) ∩ 𝐶1(Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2; (3.12)

|𝑓𝑖(𝑥, 𝑦; 𝜏1(𝑥)) − 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦; 𝜏2(𝑥))| 6 𝐿𝑖|𝜏1(𝑥) − 𝜏2(𝑥)|, 𝑖 = 1, 2, (3.13)

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1, 2, то решение задачи I существует и единственно.
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Доказательство. В силу обозначений,

𝑢(𝑥,− 0) = 𝑢(𝑥,+ 0) = 𝜏(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈−(𝑥), lim
𝑦→+0

𝑐𝐷
𝛼
0𝑦𝑢 = 𝜈+(𝑥) (3.14)

при 𝑦 → +0 из (3.4) с учетом условия склеивания (2.1), имеем

𝜏 ′′(𝑥) − 𝜆1(𝑥)𝜈−(𝑥) − 𝜆2(𝑥)𝜏 ′(𝑥) − 𝜆3(𝑥)𝜏(𝑥) − 𝜆4(𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑟(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡

+ 𝑓1(𝑥, 0; 𝜏(𝑥)) = 𝑤1(𝑏𝑥)𝑒−
𝑐𝑥
2𝑎 + 𝜆5(𝑥).

(3.15)

Учитывая (3.7), из (3.15) после несложных упрощений, при 2𝑎1(𝑥) + 1 ̸= 0 получим:

𝜏 ′′(𝑥) + 𝐴1(𝑥)𝜏 ′(𝑥) +𝐵1(𝑥)𝜏(𝑥)+𝐶1(𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑓2

(︂
𝜉 + 𝑥

2
,
𝜉 − 𝑥

2
; 𝜏

(︂
𝜉 + 𝑥

2

)︂)︂
𝑑𝜉

+𝑓1(𝑥, 0; 𝜏(𝑥)) + 𝜆4(𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑟(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥),

(3.16)

где

𝐴1(𝑥) = −2𝐶1(𝑥)(2𝑎2(𝑥) − 1) + 𝜆2(𝑥),

𝐵1(𝑥) = −4𝐶1(𝑥)𝑎3(𝑥) + 𝜆3(𝑥),

𝐶1(𝑥) =
−𝜆1(𝑥)

2(1 + 2𝑎1(𝑥))
,

𝑓(𝑥) = − 𝜆1(𝑥)

2(1 + 2𝑎1(𝑥))

𝑥∫︁
0

𝑤2

(︂
𝑏− 𝑎

2
𝜉 +

𝑏+ 𝑎

2
𝑥

)︂
𝑒

−𝑐
2𝑎𝑏(

𝑏+𝑎
2

𝜉+ 𝑏−𝑎
2

𝑥)𝑑𝜉

− 𝜆1(𝑥)𝑎4(𝑥)

1 + 2𝑎1(𝑥)
+ 𝑤1(𝑏𝑥)𝑒

−𝑐𝑥
2𝑎 + 𝜆5(𝑥).

(3.17)

Предполагая 𝑎 ̸= 𝑏 и вводя замену 𝑏−𝑎
2
𝜉 + 𝑏+𝑎

2
𝑥 = 𝑡, функцию 𝑓(𝑥) можем переписать

в виде:

𝑓(𝑥) =
𝜆1(𝑥)

(𝑎− 𝑏)(1 + 2𝑎1(𝑥))

𝑏𝑥∫︁
𝑏+𝑎
2

𝑥

𝑤2(𝑡)𝑒
𝑐(𝑎+𝑏)

2𝑎𝑏(𝑎−𝑏)
𝑡+ 𝑐

𝑏−𝑎
𝑥𝑑𝑡

− 𝜆1(𝑥)𝑎4(𝑥)

1 + 2𝑎1(𝑥)
+ 𝑤1(𝑏𝑥)𝑒

−𝑐𝑥
2𝑎 + 𝜆5(𝑥).

Далее, учитывая (3.8) после некоторых упрощений окончательно имеем

𝑓(𝑥) =
(𝑎+ 𝑏)𝜆1(𝑥)

(𝑎− 𝑏)(1 + 2𝑎1(𝑥))

𝑏𝑥
𝑎+𝑏∫︁
𝑥
2

𝑒
𝑐(2𝑡−𝑥)
(𝑎−𝑏)

(︁
𝑓2(𝑡,−𝑡; 𝜏(𝑡)) −

√
2𝜓′

1(𝑡)
)︁
𝑑𝑡

− 𝜆1(𝑥)𝑎4(𝑥)

1 + 2𝑎1(𝑥)
+ 𝑤1(𝑏𝑥)𝑒

−𝑐𝑥
2𝑎 + 𝜆5(𝑥).

Учитывая

𝜏(0) = 𝜙1(0), 𝜏 ′(0) =
√

2𝜓1(0) − 𝜙′
1(0) (3.18)
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и дважды интегрируя (3.16) по 𝑥 от 0 до 𝑥, получим

𝜏(𝑥)+

𝑥∫︁
0

[(𝑥− 𝑡)(𝐵1(𝑡) − 𝐴′
1(𝑡)) + 𝐴1(𝑡)]𝜏(𝑡)𝑑𝑡+

𝑥∫︁
0

𝜏(𝑡)𝑑𝑡

𝑥∫︁
𝑡

𝑟(𝑡)(𝑥− 𝑧)𝜆4(𝑧)𝑑𝑧

+

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝑓1(𝑡, 0; 𝜏(𝑡))𝑑𝑡+ 2

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑡∫︁
𝑡/2

𝑓2(𝑠, 𝑠− 𝑡; 𝜏(𝑠))𝑑𝑠

−2(𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑏𝑡
𝑎+𝑏∫︁

𝑡/2

𝑒
𝑐(2𝑠−𝑡)
𝑎−𝑏 𝑓2(𝑠,−𝑠; 𝜏(𝑠))𝑑𝑠 =

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)
(︁
𝑤1(𝑏𝑡)𝑒

− 𝑐𝑡
2𝑎 + 𝜆5(𝑡)

)︁
𝑑𝑡

−2
√

2(𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑏𝑡
𝑎+𝑏∫︁

𝑡/2

𝑒
𝑐(2𝑠−𝑡)
𝑎−𝑏 𝜓′

1(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑥(𝜙1(0)𝐴1(0) +
√

2𝜓1(0) − 𝜙′
1(0))

+𝜓1(0) −
𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)
𝜆1(𝑡)𝑎4(𝑡)

1 + 2𝑎2(𝑡)
𝑑𝑡.

Таким образом, мы получили нелинейное интегральное уравнение типа Вольтерра:

𝜏(𝑥) =2

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)

⎛⎜⎝(𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏

𝑏𝑡
𝑎+𝑏∫︁
𝑡
2

𝑒
𝑐(2𝑠−𝑡)
𝑎−𝑏 𝑓2(𝑠,−𝑠; 𝜏(𝑠))𝑑𝑠−

𝑡∫︁
𝑡
2

𝑓2(𝑠, 𝑠− 𝑡; 𝜏(𝑠))𝑑𝑠

⎞⎟⎠𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

−
𝑥∫︁

0

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡−
𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)𝑓1(𝑡, 0; 𝜏(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑓 *(𝑥),

(3.19)

где

𝐾1(𝑥, 𝑡) =(𝑥− 𝑡)(𝐵1(𝑡) − 𝐴′
1(𝑡)) + 𝐴1(𝑡) + 𝑟(𝑡)

𝑥∫︁
𝑡

(𝑥− 𝑧)𝜆4(𝑧)𝑑𝑧,

𝑓 *(𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)

(︂
𝑤1(𝑏𝑡)𝑒

− 𝑐𝑡
2𝑎 − 𝜆1(𝑡)𝑎4(𝑡)

1 + 2𝑎2(𝑡)
+ 𝜆5(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝑥(𝜙1(0)𝐴1(0) +

√
2𝜓1(0) − 𝜙′

1(0))

− 2
√

2(𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑏𝑡
𝑎+𝑏∫︁

𝑡/2

𝑒
𝑐(2𝑠−𝑡)
𝑎−𝑏 𝜓′

1(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜓1(0).

В силу (3.10)–(3.12), из последнего имеем:

‖𝐾1(𝑥, 𝑡)‖𝐶 6𝑀, 0 6 𝑡 6 𝑥 6 1; ‖𝑓 *(𝑥)‖𝐶 6 𝑓0, 0 6 𝑥 6 1, (3.20)

где 𝑀, 𝑓0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Учитывая неравенства

‖𝑓𝑖(𝑥, 𝑦; 𝜏(𝑥))‖𝐶 6 𝑓0𝑖, ‖𝐶1(𝑥)‖𝐶 6 𝑐0
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и предполагая 𝜏0(𝑥) = 𝑓 *(𝑥), из

𝜏𝑛(𝑥) =
2(𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑏𝑡
𝑎+𝑏∫︁
𝑡
2

𝑒
𝑐(2𝑠−𝑡)
𝑎−𝑏 𝑓2(𝑠,−𝑠; 𝜏𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠

− 2

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑡∫︁
𝑡
2

𝑓2(𝑠, 𝑠− 𝑡; 𝜏𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠

−
𝑥∫︁

0

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜏𝑛−1(𝑡)𝑑𝑡−
𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)𝑓1(𝑡, 0; 𝜏𝑛−1(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑓 *(𝑥),

(3.21)

получим

‖𝜏1(𝑥) − 𝜏0(𝑥)‖𝐶 6 𝑥 · 𝑐01, (3.22)

где 𝑓0, 𝑐0, 𝑐01 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, причем

𝑐01 =
1

4
· max

{︂
(𝑎+ 𝑏)𝑐0𝑓02

𝑎− 𝑏
;
𝑐0𝑓02

3
;𝑀𝑓0;

𝑓01
2

}︂
.

Далее, в силу (3.13) с учетом (3.22), из (3.21) находим:

‖𝜏2(𝑥) − 𝜏1(𝑥)‖𝐶 6 𝑥2 · 𝑐11 + 𝑥3 · 𝑐12 + 𝑥4 · 𝑐13 6
𝑥2

2!
· 𝑐01𝑚;

‖𝜏3(𝑥) − 𝜏2(𝑥)‖𝐶 6
𝑥3

3!
· 𝑐21 +

𝑥4

4!
· 𝑐22 +

𝑥5

5!
· 𝑐23 6

𝑥3

3!
· 𝑐01𝑚2,

где

𝑐11 =𝑐01 ·
𝑀

2
, 𝑐12 = 𝑐01 ·

𝐿1

6
, 𝑐13 = 𝑐01 ·

𝑐0𝐿2(2𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏
,

𝑐21 =𝑚 · 𝑐11, 𝑐22 = 𝑚 · 𝑐12, 𝑐23 = 𝑚 · 𝑐13,

𝑚 =
1

3
· max

{︂
𝑀

2
;
𝐿1

6
;
𝑐0𝐿2(2𝑎+ 2)

𝑎− 𝑏

}︂
.

Таким образом, окончательно имеем:

‖𝜏𝑛(𝑥) − 𝜏𝑛−1(𝑥)‖𝐶 6 𝑐01𝑚
𝑛−1 · 𝑥

𝑛

𝑛!
. (3.23)

На основе (3.23) заключаем, что уравнение (3.19) имеет сжатый оператор, более того
имеется единственная неподвижная точка этого оператора. Следовательно, нелинейное
интегральное уравнение (3.19) имеет единственное решение в классе 𝐶[0, 1] ∩𝐶2(0, 1).

Замечание 3.1. Если 𝑎 = 𝑏, то учитывая (см. (3.17))

𝑓(𝑥) =
𝑎𝜆1(𝑥)

𝑐(1 + 2𝑎1(𝑥))
𝑤2 (𝑎𝑥)

(︁
𝑒

−𝑐𝑥
2𝑎 − 1

)︁
− 𝜆1(𝑥)𝑎4(𝑥)

1 + 2𝑎1(𝑥)
+ 𝑤1(𝑎𝑥)𝑒

−𝑐𝑥
2𝑎 + 𝜆5(𝑥)

и

𝑤2(𝑥) = 𝑓2

(︁ 𝑥

2𝑎
,− 𝑥

2𝑎
; 𝜏

(︁ 𝑥

2𝑎

)︁)︁
−
√

2𝜓′
1

(︁ 𝑥

2𝑎

)︁
,

из (3.16) аналогично получаем нелинейное интегральное уравнение Вольтерра:

𝜏(𝑥) =
4𝑎

𝑐

𝑥
2∫︁

0

(𝑥− 2𝑡)𝐶1(2𝑡)
(︁
𝑒

−𝑐𝑡
𝑎 − 1

)︁
𝑓2(𝑡,−𝑡; 𝜏(𝑡))𝑑𝑡− 2

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑡∫︁
𝑡/2

𝑓2(𝑠, 𝑠− 𝑡; 𝜏(𝑠))𝑑𝑠
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−
𝑥∫︁

0

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡−
𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)𝑓1(𝑡, 0; 𝜏(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑓 *
1 (𝑥),

где

𝑓 *
1 (𝑥) =𝑥(𝜙1(0)𝐴1(0) +

√
2𝜓3(0) − 𝜙′

1(0)) +

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)

(︂
𝑤1(𝑏𝑡)𝑒

− 𝑐𝑡
2𝑎 + 𝜆5(𝑡) −

𝜆1(𝑡)𝑎4(𝑡)

1 + 2𝑎2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

− 4
√

2𝑎

𝑐

𝑥
2∫︁

0

(𝑥− 2𝑡)𝐶1(2𝑡)
(︁
𝑒

−𝑐𝑡
𝑎 − 1

)︁
𝜓′
1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓1(0).

Далее, 𝜈−(𝑥) можно будет найти из (3.7), и следовательно, решение исследуемой задачи
в области Ω2 восстанавливается как решение задачи Коши (см. (3.6)).

Замечание 3.2. В случаях 2𝑎1(𝑥) + 1 = 0, 2𝑎2(𝑥) − 1 ̸= 0 и 2𝑎1(𝑥) + 1 = 0, 𝑎3(𝑥) ̸= 0
неизвестная функция 𝜏(𝑥) определяется как решение нелинейного интегрального уравне-
ния Вольтерра, которое следует из (3.7).

Решение исследуемой задачи в области Ω2 восстанавливается аналогично (см. (3.6)),
а в области Ω1 как решение первой краевой задачи для уравнения (3.4) [16]:

𝑢1(𝑥, 𝑦) =

𝑦∫︁
0

𝐺𝜉(𝑥, 𝑦, 0, 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂 −
𝑦∫︁

0

𝐺𝜉(𝑥, 𝑦, 1, 𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂 +

1∫︁
0

𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉

−
𝑦∫︁

0

1∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)
(︁
𝜔1(𝑏𝜉 − 𝑎𝜂)𝑒−

𝑐(𝑏𝜉+𝑎𝜂)
2𝑎𝑏 − 𝑓1(𝜉, 𝜂; 𝜏(𝜉))

)︁
𝑑𝜉𝑑𝜂,

(3.24)

где 𝜔1(.) определяется из (3.9) и

𝐺0(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑦∫︁
0

𝜂−𝛼𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝑑𝜂,

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) =
(𝑦 − 𝜂)

𝛼
2

2

∞∑︁
𝑛=−∞

[︂
𝑒
1,𝛼

2

1,𝛼
2

(︂
−|𝑥− 𝜉 + 2𝑛|

(𝑦 − 𝜂)
𝛼
2

)︂
− 𝑒

1,𝛼
2

1,𝛼
2

(︂
−|𝑥+ 𝜉 + 2𝑛|

(𝑦 − 𝜂)
𝛼
2

)︂]︂
функция Грина первой краевой задачи,

𝑒1,𝛿1,𝛿 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!Γ(𝛿 − 𝛿𝑛)

функция типа Райта [16].
Следует отметить, что в случаях 2𝑎1(𝑥) + 1 = 0, 2𝑎2(𝑥) − 1 ̸= 0 и 2𝑎1(𝑥) + 1 = 0,

𝑎3(𝑥) ̸= 0, сначала определяется 𝜈+(𝑥) из решения первой краевой задачи (см. (3.24)),
потом, воспользовавшись условием склеивания, находится 𝜈−(𝑥) при 𝜆1(𝑥) ̸= 0.

4. Другие задачи, связанные с условием на 𝑎 и 𝑏

Задача II. Найти регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1.1) в области Ω ∖ 𝐴𝐵
со следующими свойствами:
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1) 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω2), 𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐶(Ω1 ∪ 𝐴𝐴0);

2) 𝑢(𝑥, 𝑦) удовлетворяет всем условиям задачи I и (1.8) для 1 < 𝑏/𝑎 < +∞.

Замечание 4.1. Для корректной постановки задачи подбираются необходимые усло-
вия для определения неизвестной функций 𝑤𝑖(𝑏𝑥 − 𝑎𝑦), 𝑖 = 1, 2, которые по аргумен-
ту полностью охватывают рассматриваемую область при соответственных условиях
на коэффициенты 𝑎 и 𝑏. С этой целью, в случае Задачи II включено дополнительное
условие (1.8).

Задача III. Требуется определить регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω2),
𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐶(Ω1 ∪ 𝐵𝐵0) в (1.1) в области Ω ∖ 𝐴𝐵, удовлетворяющее всем условиям задачи II,
при этом, (1.4) меняется на (1.5), для −∞ < 𝑏/𝑎 < −1.

Задача IV. Требуется определить регулярное решение

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω2 ∖ 𝐴𝐶), 𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐶(Ω1 ∪𝐵𝐵0)

из уравнения (1.1) в области Ω ∖ 𝐴𝐵, удовлетворяющее всем условиям задачи III кроме
(1.7) для −1 6 𝑏/𝑎 < 0.

Замечание 4.2. Учитывая условия на коэффициенты 𝑎 и 𝑏, для корректности задач
III и IV условие для определения неизвестных функций 𝑤𝑖(𝑏𝑥 − 𝑎𝑦), 𝑖 = 1, 2, в отличие
от задач I и II ставится на отрезке 𝑥 = 1.

4.1. Исследование задачи II. Пусть 1 < 𝑏/𝑎 < +∞, тогда предполагая 𝑎 > 0 и 𝑏 > 0,
имеем 𝑏 > (𝑎+ 𝑏)/2, следовательно

0 6 𝑏𝑥− 𝑎𝑦 6
𝑏+ 𝑎

2
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω21, (4.1)

𝑏+ 𝑎

2
6 𝑏𝑥− 𝑎𝑦 6 𝑏, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω22. (4.2)

Здесь Ω21 и Ω22 – характеристические треугольники 𝐴𝐵𝐸 и 𝐵𝐶𝐸 соответственно,
где 𝐸 = 𝐸

(︀
𝑏+𝑎
2𝑏
, 0
)︀
, причем Ω21 ∪ 𝐶𝐸 ∪ Ω22 = Ω2.

Пусть имеет место неравенство (4.1), тогда из решения (3.6), применяя (1.6) и (1.7),
соответственно находим функциональное соотношение (3.7) и 𝜔21(𝑥) ( см. (3.8)):

𝑤21 ((𝑎+ 𝑏)𝑥) = 𝑒
𝑐(𝑏−𝑎)𝑥

2𝑎𝑏

(︁
𝑓2 (𝑥,−𝑥; 𝜏(𝑥)) −

√
2𝜓′

1(𝑥)
)︁
. (4.3)

В случае (4.2), пользуясь условием (1.8) и учитывая (𝑢𝑦 − 𝑢𝑥)|𝐵𝐶 =
√

2𝜓2(𝑥) из (3.6),
находим 𝑤22(𝑥) :

𝑤22 ((𝑏− 𝑎)𝑥+ 𝑎) = 𝑒
𝑐

2𝑎𝑏
((𝑏+𝑎)𝑥−𝑎)

(︁√
2𝜓′

2(𝑥) + 𝑓2 (𝑥, 𝑥− 1; 𝜏(𝑥))
)︁
. (4.4)

Следует отметить, что

𝑤2(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑤21(𝑥), 0 6 𝑥 6

𝑎+ 𝑏

2
;

𝑤22(𝑥),
𝑎+ 𝑏

2
6 𝑥 6 𝑏

(4.5)

должна быть непрерывной для всех 0 < 𝑥 < 𝑏. Легко можем убедиться, что

𝑤21

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
= 𝑤22

(︂
𝑎+ 𝑏

2

)︂
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при

𝜓′
1

(︂
1

2

)︂
= −𝜓′

2

(︂
1

2

)︂
.

В силу (4.5) и (3.7), из (3.15) имеем

𝜏(𝑥) =Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)) − 2

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑑𝑡

𝑡∫︁
𝑡/2

𝑓2(𝑠, 𝑠− 𝑡; 𝜏(𝑠))𝑑𝑠

−
𝑥∫︁

0

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡−
𝑥∫︁

0

(𝑥− 𝑡)𝑓1(𝑡, 0; 𝜏(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑔*(𝑥),

(4.6)

где

Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)) =
2

𝑎− 𝑏

𝑎+𝑏
2∫︁

0

𝑤21(𝑧)𝐾2(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧

+
2

𝑎− 𝑏

𝑏𝑥∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑤22(𝑧)𝑒−
𝑐(𝑎+𝑏)𝑧
2𝑎𝑏(𝑏−𝑎)𝑑𝑧

𝑥∫︁
𝑧/2

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑒
𝑐𝑡

2(𝑏−𝑎)𝑑𝑡,

(4.7)

𝐾2(𝑥, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒−
𝑐(𝑎+𝑏)𝑧
2𝑎𝑏(𝑏−𝑎)

2𝑧
𝑏+𝑎∫︁
𝑧
2

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑒
𝑐𝑡

2(𝑏−𝑎)𝑑𝑡, 0 6 𝑧 6
𝑎+ 𝑏

2
𝑥;

𝑒−
𝑐(𝑎+𝑏)𝑧
2𝑎𝑏(𝑏−𝑎)

𝑥∫︁
𝑧/2

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑒
𝑐𝑡

2(𝑏−𝑎)𝑑𝑡,
𝑎+ 𝑏

2
𝑥 6 𝑧 6

𝑎+ 𝑏

2
,

𝑔*(𝑥) =

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)

(︂
𝑤1(𝑏𝑡)𝑒

− 𝑐𝑡
2𝑎 + 𝜆5(𝑡) −

𝜆1(𝑡)𝑎4(𝑡)

1 + 2𝑎2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

+ 𝑥(𝜙1(0)𝐴1(0) +
√

2𝜓3(0) − 𝜙′
1(0)) + 𝜓1(0).

Подставляя (4.3) и (4.4) в (4.7), получим

Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)) =
2

𝑎− 𝑏

𝑎+𝑏
2∫︁

0

𝑒
𝑐(𝑏−𝑎)𝑧
2𝑎𝑏(𝑎+𝑏)𝑓2

(︂
𝑧

𝑎+ 𝑏
,− 𝑧

𝑎+ 𝑏
; 𝜏

(︂
𝑧

𝑎+ 𝑏

)︂)︂
𝐾2(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧

+
2

𝑎− 𝑏

𝑏𝑥∫︁
𝑎+𝑏
2

𝑒
−𝑐
𝑏−𝑎𝑓2

(︂
𝑧 − 𝑎

𝑏− 𝑎
,
𝑧 − 𝑎

𝑏− 𝑎
− 1; 𝜏

(︂
𝑧 − 𝑎

𝑏− 𝑎

)︂)︂
𝑑𝑧

𝑥∫︁
𝑧/2

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑒
𝑐𝑡

2(𝑏−𝑎)𝑑𝑡

=
2(𝑎+ 𝑏)

𝑎− 𝑏

1
2∫︁

0

𝑒
𝑐(𝑏−𝑎)𝑧

2𝑎𝑏 𝑓2 (𝑧,−𝑧; 𝜏(𝑧))𝐾2(𝑥, 𝑧(𝑎+ 𝑏))𝑑𝑧

− 2𝑒
−𝑐
𝑏−𝑎

𝑏𝑥−𝑎
𝑏−𝑎∫︁
1
2

𝑓2 (𝑧, 𝑧 − 1; 𝜏(𝑧)) 𝑑𝑧

𝑥∫︁
𝑧(𝑏−𝑎)+𝑎

2

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑒
𝑐𝑡

2(𝑏−𝑎)𝑑𝑡.
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Более того, учитывая⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑥∫︁
𝑧(𝑏−𝑎)+𝑎

2

(𝑥− 𝑡)𝐶1(𝑡)𝑒
𝑐𝑡

2(𝑏−𝑎)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
𝐶

6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и ‖𝐾2(𝑥, 𝑧)‖𝐶 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

выводим, что

‖Φ(𝑥, 𝜏(𝑥))‖𝐶 6 𝑚1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

1
2∫︁

0

𝑓2 (𝑧,−𝑧; 𝜏(𝑧)) 𝑑𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐶

+𝑚2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑏𝑥−𝑎
𝑏−𝑎∫︁
1
2

𝑓2 (𝑧, 𝑧 − 1; 𝜏(𝑧)) 𝑑𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐶

,

где 𝑚1,𝑚2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
В силу (3.13) и второго условия (3.12), также предполагая 𝑚0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑚1,𝑚2}, получим:

‖Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)) ‖𝐶 6
𝑏𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
· 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

‖Φ(𝑥, 𝜏𝑛−1(𝑥)) − Φ(𝑥, 𝜏𝑛−2(𝑥))‖𝐶 6 𝑚𝐿2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑏𝑥−𝑎
𝑏−𝑎∫︁
0

|𝜏𝑛−1(𝑧) − 𝜏𝑛−2(𝑧)|𝑑𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐶

6
𝑚0𝐿2

𝑛!

(︂
𝑏𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎

)︂𝑛

· 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Далее, учитывая 𝑥 < 𝑏𝑥−𝑎
𝑏−𝑎

при 𝑏 > 𝑎, аналогичными рассуждениями для уравнения (4.6),
выводим:

‖𝜏𝑛(𝑥) − 𝜏𝑛−1(𝑥)‖𝐶 6
(𝑏𝑥− 𝑎)𝑛

(𝑏− 𝑎)𝑛𝑛!
· 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Таким образом, заключаем что уравнение (4.6) однозначно разрешимо как нелинейное
интегральное уравнение Вольтерра.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 4.1. Если имеют место все условия Теоремы 3.1 и

𝜓2(𝑥) ∈ 𝐶2

(︂
1

2
, 1

)︂
∩ 𝐶1

[︂
1

2
, 1

]︂
,

то задача II однозначно разрешима.

Замечание 4.3. При исследовании задачи II неизвестную функцию 𝜏(𝑥), можно
определить как решение нелинейного интегрального уравнения при 2𝑎1(𝑥) + 1 = 0,
2𝑎2(𝑥) − 1 ̸= 0, или 2𝑎1(𝑥) + 1 = 0, 𝑎3(𝑥) ̸= 0, точно также, как и в задаче I.

Замечание 4.4. Исследования задач III и IV редуцируются к задаче Коши для урав-
нения (3.16) с начальными условиями 𝜏(1) = 𝜙2(0), 𝜏 ′(1) = 𝜙′

2(0) −
√

2𝜓2(0).

Пусть −1 6 𝑏
𝑎
< 0, тогда неизвестная функция 𝑤2(𝑥) определяется из условия (1.8), и

имеет вид (4.4). В другом случае, т.e. при −∞ < 𝑏
𝑎
< −1, функция 𝑤2(𝑥) определяется как

(4.5). Следует отметить, что в этих случаях мы получим линейное интегральное уравне-
ние типа Фредгольма при 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦; 𝜏(𝑥)) = 0 и 𝜆4(𝑥) ̸= 0. Следовательно, требуется отдельно
доказать единственность решения задачи, или наложить дополнительные условия на за-
данные функции, обеспечивающие однозначную разрешимость соответствующего линей-
ного интегрального уравнения типа Фредгольма. Но, так как 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦; 𝜏(𝑥)) ̸= 0, 𝑖 = 1, 2,
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то мы получим нелинейное интегральное уравнение с Фредгольмовыми и Вольтерровски-
ми операторами.
С другой стороны, если интегральное слагаемое условия склеивания (2.1) заменить на

𝜆4(𝑥)

1∫︁
𝑥

𝑟(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡,

и соответствующее нелокальное условие (см. (1.6)) ставить на характеристике 𝐵𝐶, то мы
опять получим нелинейное интегральное уравнение типа Вольтерра.

Замечание 4.5. Похожие задачи для (1.1) при 𝑏 = 0, 𝑎, 𝑐 ̸= 0 можно исследовать
аналогичным методом.

Такие задачи были изучены в работе [17] при

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘𝐼
𝛽𝑖𝑘
0𝑥 𝑢(𝑥; 0), 𝑖 = 1, 2.

Как нам известно, краевые задачи для уравнения (1.1) при 𝑎 = 0, 𝑏, 𝑐 ̸= 0 не были иссле-
дованы даже при 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦;𝑢(𝑥, 0)) = 0. Отметим, что методы исследования, использованные
в работе [3] при 𝑎 = 0, 𝑏, 𝑐 ̸= 0, не применимы для таких уравнений, в которых содержатся
операторы дробного дифференцирования.
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