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Аннотация. Нелинейные нелокальные модели существуют во многих областях фи-
зики. Наиболее известными из них являются модели, обладающие 𝒫𝒯 -симметрией.
Кроме 𝒫𝒯 -симметричных моделей активно исследуются нелокальные модели с обрат-
ным временем и/или координатой. Другие виды нелокальностей встречаются намно-
го реже. Как правило, в работах, посвященых нелинейным нелокальным уравнени-
ям, рассматриваются солитонные или квази-рациональные решения одного из этих
уравнений. В представленной нами работе рассмотрены нелокальные симметрии, ко-
торым удовлетворяют все уравнения из иерархии Абловица-Каупа-Ньюэлла-Сигура.
На основании свойств решений, удовлетворяющих нелокальным редукциям уравнений
из иерархии АКНС, предложена модификация тэта-функциональной формулы для
функции Бейкера-Ахиезера. Найдены условия на параметры спектральных кривых,
ассоциированных с многофазными решениями, не имеющих экспоненциального роста
на бесконечности. Показано, что при выполнении данных условий происходит разде-
ление переменных. Большинство утверждений нашей работы является верным и для
солитонных и квази-рациональных решений, поскольку они являются предельными
случаями многофазных.
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Введение

Нелинейные нелокальные модели возникают во многих областях физики. Наиболее из-
вестными из них являются модели, обладающие 𝒫𝒯 -симметрией. Для общего представле-
ния о роли 𝒫𝒯 -симметрии в широком круге физических задач, связанных со спектральной
теорией неэрмитовых операторов с вещественными спектрами, ее проявлениями в теории
нелинейных волн в различных физических средах и, в частности, в теории нелокальных
интегрируемых систем, можно рекомендовать обзор [1] и недавнюю книгу [2].
После появления работ Абловица и Мусслимани [3]– [8] резко увеличилось внимание к

решениям нелокальных интегрируемых нелинейных уравнения (см., например, [9]– [30]).
Как правило, в этих работах для построения решений авторы использовали преобразова-
ние Дарбу или метод Хироты. Естественно, встал вопрос о возможности построения ре-
шений нелокальных интегрируемых уравнений методом конечнозонного интегрирования.
Первые наши результаты по теории конечнозонных решений нелокальных интегрируемых

A.O. Smirnov, V.B. Matveev, Finite-gap solutions of nonlocal equations in Ablowitz-Kaup-

Newell-Segur hierarchy.
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уравнений из АКНС иерархии были опубликованы в работах [31]– [33]. В настоящей работе
мы подводим итоги наших исследований по данной теме.
Представленная работа состоит из пяти разделов. В первым разделе, следуя [34], [35],

мы выводим уравнения из АКНС иерархии и анализируем их симметрии. Второй раздел
посвящен предлагаемой нами модификации функции Бейкера-Ахиезера. За основу взята
функция Бейкера-Ахиезера для классических вариантов нелинейного уравнения Шредин-
гера [36]– [38]. В заключение второго раздела приводятся формулы для конечнозонных
решений, соответствующих предложенной нами функции Бейкера-Ахиезера. В разделе 3
исследованы свойства конечнозонных решений, построенных по трем классам спектраль-
ных кривых с антиголоморфной инволюцией. В общем случае конечнозонные решения,
построенные по спектральным кривым с антиголоморной инволюцией, имеют экспонен-
циальный рост/убывание при стремлении значений независимых аргументов к положи-
тельной/отрицательной бесконечности. В связи с этим на спектральные кривые наложено
дополнительное условие в виде наличия голоморфной инволюции. В разделах 4 и 5 пока-
зано, как наличие данной голоморфной инволюции влияет на параметры построенных в
разделе 2 конечнозонных решений нелокальных уравнений АКНС иерархии. В частности,
в разделе 5 показано, что наличие голоморфной инволюции приводит к разделению пере-
менных: каждая тэта-функция конечнозонного решения является суммой, составленной
из произведений двух тэта-функций меньшей размерности. В аргументе одной из меньших
тэта-функций будут присутствовать времена с нечетным индексом 𝑡1, 𝑡3, . . . , в аргументе
второй – переменная 𝑥 и времена с четным индексом 𝑡2, 𝑡4, . . . . Также в разделе 5 при-
ведены примеры выражающихся через одномерные тэта-функции двухзонных решений
нелокальных уравнений АКНС иерархии.

1. Уравнения из АКНС иерархии

Хорошо известно, что уравнения из АКНС иерархии [39] получаются как результат
совместного рассмотрения уравнений{︃

Ψ𝑥 = UΨ,

Ψ𝑡𝑘 = V𝑘Ψ,
(1.1)

где (см., например, [34], [35])

U := 𝜆𝐽 + U0, V1 := 2𝜆U + V0
1, V𝑘+1 := 2𝜆V𝑘 + V0

𝑘+1, 𝑘 > 1, (1.2)

𝐽 :=

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
, U0 :=

(︂
0 𝑖𝑝

−𝑖𝑞 0

)︂
, (1.3)

V0
𝑘 =

(︂
−𝑖𝑘𝐹𝑘(𝑝, 𝑞) 𝑖𝑘−1𝐻𝑘(𝑝, 𝑞)
𝑖𝑘−1𝐺𝑘(𝑝, 𝑞) 𝑖𝑘𝐹𝑘(𝑝, 𝑞)

)︂
. (1.4)

Из уравнения
(Ψ𝑥)𝑡𝑘 = (Ψ𝑡𝑘)𝑥

вытекают следующие рекуррентные соотношения на функции 𝐹𝑘(𝑝, 𝑞), 𝐻𝑘(𝑝, 𝑞) и 𝐺𝑘(𝑝, 𝑞):

𝐻1(𝑝, 𝑞) = −𝑝𝑥, 𝐺1(𝑝, 𝑞) = −𝑞𝑥,
(𝐹𝑘(𝑝, 𝑞))𝑥 = −𝑝𝐺𝑘(𝑝, 𝑞) − 𝑞𝐻𝑘(𝑝, 𝑞),

𝐻𝑘+1(𝑝, 𝑞) = 2𝑝𝐹𝑘(𝑝, 𝑞) + (𝐻𝑘(𝑝, 𝑞))𝑥 ,

𝐺𝑘+1(𝑝, 𝑞) = −2𝑞𝐹𝑘(𝑝, 𝑞) − (𝐺𝑘(𝑝, 𝑞))𝑥 .

В частности,

𝐹1(𝑝, 𝑞) = 𝑝𝑞, 𝐻2(𝑝, 𝑞) = 2𝑝2𝑞 − 𝑝𝑥𝑥,

𝐺2(𝑝, 𝑞) = − 2𝑞2𝑝+ 𝑞𝑥𝑥, 𝐹2(𝑝, 𝑞) = 𝑝𝑥𝑞 − 𝑝𝑞𝑥,
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𝐻3(𝑝, 𝑞) = 6𝑝𝑞𝑝𝑥 − 𝑝𝑥𝑥𝑥, 𝐺3(𝑝, 𝑞) = 6𝑝𝑞𝑞𝑥 − 𝑞𝑥𝑥𝑥,

𝐹3(𝑝, 𝑞) = 𝑝𝑞𝑥𝑥 + 𝑞𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑥𝑞𝑥 − 3𝑝2𝑞2,

𝐻4(𝑝, 𝑞) = − 6𝑝3𝑞2 + 6𝑞𝑝2𝑥 + 4𝑝𝑝𝑥𝑞𝑥 + 8𝑝𝑞𝑝𝑥𝑥 + 2𝑝2𝑞𝑥𝑥 − 𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥,

𝐺4(𝑝, 𝑞) = 6𝑝2𝑞3 − 6𝑝𝑞2𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥𝑞𝑥 − 8𝑝𝑞𝑞𝑥𝑥 − 2𝑞2𝑝𝑥𝑥 + 𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥,

𝐹4(𝑝, 𝑞) = − 6𝑝𝑞2𝑝𝑥 + 6𝑝2𝑞𝑞𝑥 − 𝑞𝑥𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑥𝑞𝑥𝑥 + 𝑞𝑝𝑥𝑥𝑥 − 𝑝𝑞𝑥𝑥𝑥,

𝐻5(𝑝, 𝑞) = − 30𝑝2𝑞2𝑝𝑥 + 10𝑝2𝑥𝑞𝑥 + 20𝑞𝑝𝑥𝑝𝑥𝑥 + 10𝑝𝑞𝑥𝑝𝑥𝑥

+ 10𝑝𝑝𝑥𝑞𝑥𝑥 + 10𝑝𝑞𝑝𝑥𝑥𝑥 − 𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,

𝐺5(𝑝, 𝑞) = − 30𝑝2𝑞2𝑞𝑥 + 10𝑝𝑥𝑞
2
𝑥 + 10𝑞𝑞𝑥𝑝𝑥𝑥 + 10𝑞𝑝𝑥𝑞𝑥𝑥

+ 20𝑝𝑞𝑥𝑞𝑥𝑥 + 10𝑝𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥 − 𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥,

𝐹5(𝑝, 𝑞) = 10𝑝3𝑞3 − 5𝑞2𝑝2𝑥 − 5𝑝2𝑞2𝑥 − 10𝑝𝑞2𝑝𝑥𝑥 − 10𝑝2𝑞𝑞𝑥𝑥 + 𝑝𝑥𝑥𝑞𝑥𝑥

− 𝑞𝑥𝑝𝑥𝑥𝑥 − 𝑝𝑥𝑞𝑥𝑥𝑥 + 𝑞𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑝𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥.

Нетрудно показать, что функции 𝐹𝑘(𝑝, 𝑞), 𝐻𝑘(𝑝, 𝑞) и 𝐺𝑘(𝑝, 𝑞) обладают следующими свой-
ствами [34], [35]

𝐹𝑘(𝑞, 𝑝) = (−1)𝑘−1𝐹𝑘(𝑝, 𝑞), 𝐹𝑘(−𝑝,−𝑞) = 𝐹𝑘(𝑝, 𝑞),

𝐺𝑘+1(𝑝, 𝑞) = (−1)𝑘𝐻𝑘+1(𝑞, 𝑝), 𝐻𝑘+1(−𝑝,−𝑞) = −𝐻𝑘+1(𝑝, 𝑞)
(1.5)

и

𝐹𝑘

(︀
𝑝|𝑥=−𝑥 , 𝑞|𝑥=−𝑥

)︀
= (−1)𝑘−1 𝐹𝑘(𝑝, 𝑞)|𝑥=−𝑥 ,

𝐺𝑘

(︀
𝑝|𝑥=−𝑥 , 𝑞|𝑥=−𝑥

)︀
= (−1)𝑘 𝐺𝑘(𝑝, 𝑞)|𝑥=−𝑥 ,

𝐻𝑘

(︀
𝑝|𝑥=−𝑥 , 𝑞|𝑥=−𝑥

)︀
= (−1)𝑘 𝐻𝑘(𝑝, 𝑞)|𝑥=−𝑥 .

(1.6)

Следствием условий совместности также являются интегрируемые нелинейные эволю-
ционные уравнения АКНС иерархии, которые имеют вид

𝑝𝑡𝑘 = −𝑖𝑘𝐻𝑘+1(𝑝, 𝑞), 𝑞𝑡𝑘 = −𝑖𝑘𝐺𝑘+1(𝑝, 𝑞)

или

𝑝𝑡𝑘 + 𝑖𝑘𝐻𝑘+1(𝑝, 𝑞) = 0, 𝑞𝑡𝑘 + (−𝑖)𝑘𝐻𝑘+1(𝑞, 𝑝) = 0. (1.7)

В наших обозначениях классические интегрируемые нелинейные уравнения имеют сле-
дующий вид:

1. фокусирующее нелинейное уравнение Шредингера

𝑖𝑝𝑡1 −𝐻2(𝑝,−𝑝*) = 0;

2. дефокусирующее нелинейное уравнение Шредингера

𝑖𝑝𝑡1 −𝐻2(𝑝, 𝑝
*) = 0;

3. действительное модифицированное уравнение Кортевега-де Фриза

𝑝𝑡2 −𝐻3(𝑝,±𝑝) = 0;

4. уравнение Лакшманана-Порсециана-Даниеля ( [40–42], 𝑡 = −𝑡3)

𝑖𝑝𝑡 −𝐻4(𝑝,−𝑝*) = 0.
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2. Функция Бейкера-Ахиезера для нелокальных уравнений

Сделаем в уравнениях (1.2) замену спектрального параметра 𝜆→ 𝑖𝜆:

U := 𝑖𝜆𝐽 + U0, V1 := 2𝑖𝜆U + V0
1, V𝑘+1 := 2𝑖𝜆V𝑘 + V0

𝑘+1, 𝑘 > 1. (2.1)

Нетрудно понять, что условия совместности пар Лакса (1.1) при этом не изменятся, хотя
поменяются условия вещественности, а также редукции, содержащие операцию комплекс-
ного сопряжения.
Следуя [36], [37] (см. также [34], [35], [43]– [45]) зададим гиперэллиптическую кривую

Γ = {(𝜒, 𝜆)} рода 𝑔

Γ : 𝜒2 =

2𝑔+2∏︁
𝑗=1

(𝜆− 𝜆𝑗) ≡ 𝜆2𝑔+2 +

2𝑔+2∑︁
𝑗=1

𝜒𝑗𝜆
2𝑔+2−𝑗, 𝜒𝑗 ∈ R. (2.2)

Выберем на Γ канонический базис циклов 𝛾𝑡 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑔, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑔) с матрицей индексов
пересечения

𝐶0 =

(︂
0 𝐼
−𝐼 0

)︂
.

Выберем на Γ также нормированный базис голоморфных дифференциалов

𝑑𝒰𝑗 =

𝑔∑︁
𝑘=1

𝑐𝑗𝑘𝜆
𝑔−𝑘 𝑑𝜆

𝜒
, (2.3)∮︁

𝑎𝑘

𝑑𝒰𝑗 = 𝛿𝑘𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑔 (2.4)

с матрицей периодов

𝐵𝑘𝑗 =

∮︁
𝑏𝑘

𝑑𝒰𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑔, 𝐵𝑡 = 𝐵, Im(𝐵) > 0. (2.5)

Построим по матрице периодов 𝑔-мерную тэта-функцию с характеристиками 𝜂, 𝜁 ∈ R𝑔

[46]– [51]:

Θ[𝜂𝑡; 𝜁𝑡](p|𝐵) =
∑︁
m∈Z𝑔

exp{𝜋𝑖(m + 𝜂)𝑡𝐵(m + 𝜂) + 2𝜋𝑖(m + 𝜂)𝑡(p + 𝜁)},

Θ[0𝑡;0𝑡](p|𝐵) ≡ Θ(p|𝐵) ≡ Θ(p),

(2.6)

где p ∈ C𝑔, суммирование проходит по целочисленной 𝑔-мерной решетке.
Определим также на Γ нормированные абелевы интегралы второго — Ω𝑗(𝒫)

и третьего — 𝜔0(𝒫), рода с асимптотикой в бесконечно удаленных точках 𝒫±
∞:∮︁

𝑎𝑘

𝑑Ω𝑗 =

∮︁
𝑎𝑘

𝑑𝜔0 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑔,

Ω𝑗(𝒫) = ±
(︀
(2𝑖)𝑗−1𝜆𝑗 −𝐾𝑗 +𝑂

(︀
𝜆−1

)︀)︀
, 𝒫 → 𝒫±

∞, (2.7)

𝜔0(𝒫) = ∓
(︀
ln𝜆− ln𝐾0 +𝑂

(︀
𝜆−1

)︀)︀
, 𝒫 → 𝒫±

∞, (2.8)

𝜒 = ±
(︀
𝜆𝑔+1 +𝑂 (𝜆𝑔 )

)︀
, 𝒫 → 𝒫±

∞.

Обозначим через 2𝜋𝑖V𝑗 векторы 𝑏-периодов абелевых интегралов второго рода Ω𝑗(𝒫).
Следуя [36], [37] и [38], зададим однозначную от точки 𝒫 ∈ Γ векторную функцию

Бейкера-Ахиезера

Ψ(𝒫 ,x) =

(︂
𝜓(𝒫 ,x)
𝜑(𝒫 ,x)

)︂
, (2.9)
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где x = (𝑥, 𝑡1, 𝑡2, . . . )
𝑡,

𝜓(𝒫 ,x) = 𝑟1(x)
Θ(𝒰(𝒫) − Z0 + U(x))

Θ(𝒰(𝒫) − Z0)
exp {Ω(𝒫 ,x)} ,

𝜑(𝒫 ,x) = 𝑟2(x)
Θ(𝒰(𝒫) − Z0 + U(x) + Δ)

Θ(𝒰(𝒫) − Z0)
exp {𝜔0(𝒫) + Ω(𝒫 ,x))} .

Здесь 𝑟𝑗 – нормирующие множители, Δ — вектор абелевых голоморфных интегралов,
вычисленных вдоль пути, соединяющего точки 𝒫−

∞ и 𝒫+
∞, и не пересекающего ни один из

базисных циклов,

Δ = 𝒰(𝒫+
∞) − 𝒰(𝒫−

∞), U(x) = V1𝑥+
∑︁
𝑗≥1

V𝑗+1𝑡𝑗,

Ω(𝒫 ,x) = 𝑥Ω1(𝒫) +
∑︁
𝑗≥1

𝑡𝑗Ω𝑗+1(𝒫),

Z0 ∈ C𝑔 – вектор, задающий начальную фазу.
Нормирующие множители

𝑟1(x) = 𝜌1
Θ(𝒰(𝒫+) − Z0)

Θ(𝒰(𝒫+) − Z0 + U(x))
exp

{︃
𝐾1𝑥+

∑︁
𝑗≥1

𝐾𝑗+1𝑡𝑗

}︃
,

𝑟2(x) = 𝐾0𝜌2
Θ(𝒰(𝒫−) − Z0)

Θ(𝒰(𝒫−) − Z0 + U(x) + Δ)
exp

{︃
−𝐾1𝑥−

∑︁
𝑗≥1

𝐾𝑗+1𝑡𝑗

}︃
,

находим из асимптотики вектор-функции (2.9) в окрестности бесконечно удаленных то-
чек 𝒫±

∞:

𝜓(𝒫 ,x) =

(︃
𝜌1 +

∑︁
𝑗≥1

𝛼+
𝑗 (x)𝜆−𝑗

)︃
exp

{︃
𝑥𝜆+

∑︁
𝑗≥1

𝑡𝑗(2𝑖)
𝑗𝜆𝑗+1

}︃
, 𝒫 → 𝒫+

∞,

𝜑(𝒫 ,x) = 𝜆−1

(︃
𝑠2(x) +

∑︁
𝑗≥1

𝛽+
𝑗 (x)𝜆−𝑗

)︃
exp

{︃
𝑥𝜆+

∑︁
𝑗≥1

𝑡𝑗(2𝑖)
𝑗𝜆𝑗+1

}︃
, 𝒫 → 𝒫+

∞,

𝜓(𝒫 ,x) =

(︃
𝑠1(x) +

∑︁
𝑗≥1

𝛼−
𝑗 (x)𝜆−𝑗

)︃
exp

{︃
−𝑥𝜆−

∑︁
𝑗≥1

𝑡𝑗(2𝑖)
𝑗𝜆𝑗+1

}︃
, 𝒫 → 𝒫−

∞,

𝜑(𝒫 ,x) = 𝜆

(︃
𝜌2 +

∑︁
𝑗≥1

𝛽−
𝑗 (x)𝜆−𝑗

)︃
exp

{︃
−𝑥𝜆−

∑︁
𝑗≥1

𝑡𝑗(2𝑖)
𝑗𝜆𝑗+1

}︃
, 𝒫 → 𝒫−

∞.

Теорема 2.1. Алгебро-геометрические решения уравнений АКНС иерархии, постро-

енные по функции Бейкера-Ахиезера (2.9), имеют вид

𝑝(x) =
2𝑖𝐴𝜌1
𝜌2

Θ(𝒰(𝒫+
∞) − Z0 + U(x) −Δ)

Θ(𝒰(𝒫+
∞) − Z0 + U(x))

exp{2Φ(x)},

𝑞(x) =
2𝑖𝜌2𝐾

2
0

𝐴𝜌1

Θ(𝒰(𝒫+
∞) − Z0 + U(x) + Δ)

Θ(𝒰(𝒫+
∞) − Z0 + U(x))

exp{−2Φ(x)},
(2.10)

где

𝐴 =
Θ(𝒰(𝒫+

∞) − Z0)

Θ(𝒰(𝒫−
∞) − Z0)

, Φ(x) = 𝐾1𝑥+
∑︁
𝑗≥1

𝐾𝑗+1𝑡𝑗.



КОНЕЧНОЗОННЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ АКНС ИЕРАРХИИ 91

3. Алгебро-геометрические решения, построенные по спектральной

кривой с антиинволюцией

Пусть канонический базис циклов преобразуется при антиголоморфной инволюции

𝜏𝑎 : (𝜒, 𝜆) → (𝜒*, 𝜆*) (3.1)

по следующим формулам (𝜎𝑎 = ±1)

𝜏𝑎a = 𝜎𝑎a, 𝜏𝑎b = −𝜎𝑎(b +𝐾a). (3.2)

Введем обозначения

𝒜𝑗𝑚 =

∮︁
𝑎𝑗

𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒
, ℬ𝑗𝑚 =

∮︁
𝑏𝑗

𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒
.

Тогда матрица коэффициентов нормированных голоморфных дифференциалов (2.3) и
матрица периодов (2.5) равны

𝒞 = (𝒜𝑡)−1, 𝐵 = ℬ𝒞𝑡 = ℬ𝒜−1.

Из уравнения ∫︁
𝜏ℓ

𝑑𝜔 =

∫︁
ℓ

𝜏𝑑𝜔,

где ℓ есть произвольный путь на Γ, а 𝑑𝜔 – произвольный абелев дифференциал, следует,
что

(𝒜𝑗𝑚)* =

∮︁
𝑎𝑗

(︂
𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒

)︂*
=

∮︁
𝑎𝑗

𝜏𝑎

(︂
𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒

)︂
=

∮︁
𝜏𝑎𝑎𝑗

𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒
= 𝜎𝑎

∮︁
𝑎𝑗

𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒
= 𝜎𝑎𝒜𝑗𝑚.

Следовательно, 𝒜* = 𝜎𝑎𝒜 и 𝒞* = 𝜎𝑎𝒞. Поступая аналогично с интегралами по 𝑏-циклам,
получаем

ℬ* = −𝜎𝑎(ℬ +𝐾𝒜) или 𝐵* = −𝐵 −𝐾

и

Re(𝐵) = −1

2
𝐾. (3.3)

Обобщая эти формулы на произвольный путь ℓ, имеем(︂∫︁
ℓ

𝑑𝒰
)︂*

= 𝜎𝑎

∫︁
𝜏𝑎ℓ

𝑑𝒰 . (3.4)

Из билинейных соотношений Римана (см., например, [38], [46], [49]) следует, что

𝑉 𝑘
𝑗 = Res

𝒫+
∞

(𝒰𝑗(𝒫)𝑑Ω𝑘) − Res
𝒫−
∞

(𝒰𝑗(𝒫)𝑑Ω𝑘) =
−2𝑘𝑖𝑘−1

(𝑘 − 1)!

𝜕𝑘𝒰𝑗

𝜕𝜉𝑘+

⃒⃒⃒⃒
𝜉+=0

.

Соответственно, (︀
V𝑘
)︀*

= (−1)𝑘−1𝜎𝑎V
𝑘. (3.5)

Из равенств (Ω𝑗(𝒫))* = (−1)𝑗−1Ω𝑗(𝜏𝑎𝒫) и 𝜏𝑎𝒫±
∞ = 𝒫±

∞ следует, что

𝐾*
𝑗 = (−1)𝑗−1𝐾𝑗 и Φ*(x) = −Φ( ̂︀𝐽x),

где ̂︀𝐽𝑘𝑚 = (−1)𝑘𝛿𝑘𝑚.
Рассмотрим 4 типа спектральных кривых с инволюцией (3.1), (3.2).

1. Все точки ветвления не лежат на действительной оси, Im(𝜆2𝑔+2) ̸= 0, 𝜎𝑎 = −1,
Re(𝐵) ̸= 0 при 𝑔 > 1, (например, рис. 1).

2. Только часть точек ветвления не лежит на действительной оси, 𝜎𝑎 = −1, Re(𝐵) ̸= 0
при 𝑔 > 1, (например, рис. 2).
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3. Все точки ветвления лежат на действительной оси: Im(𝜆𝑗) = 0, 𝜎𝑎 = −1, Re(𝐵) = 0
(рис. 3).

4. Все точки ветвления лежат на действительной оси: Im(𝜆𝑗) = 0, 𝜎𝑎 = 1, Re(𝐵) = 0
(рис. 4).

Во всех четырех случаях будем считать, что

Ω𝑗(𝒫) =

∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑Ω𝑗, 𝜔0(𝒫) =

∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝜔0, 𝒰(𝒫) =

∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝒰 .

Следовательно, во всех четырех случаях выполняются условия

Ω𝑗(𝜏0𝒫) = −Ω𝑗(𝒫), 𝜔0(𝜏0𝒫) = −𝜔0(𝒫), 𝒰(𝜏0𝒫) = −𝒰(𝒫),

𝒰(𝒫+
∞) = −𝒰(𝒫−

∞) и 𝒰(𝒫+
∞) =

1

2
∆,

где 𝜏0 есть гиперэллиптическая инволюция, 𝜏0 : (𝜒, 𝜆) → (−𝜒, 𝜆).
В случае 1 выполняется условие 𝜏𝑎𝒫2𝑔+2 = 𝒫2𝑔+1. Поэтому из уравнения (3.4) и соот-

ношения 𝜏𝑎𝒫±
∞ = 𝒫±

∞ вытекают следующие равенства

(𝒰(𝒫+
∞))* =

(︃∫︁ 𝒫+
∞

𝒫2𝑔+2

𝑑𝒰

)︃*

= 𝜎𝑎

∫︁ 𝒫+
∞

𝒫2𝑔+1

𝑑𝒰 = 𝜎𝑎

∫︁ 𝒫2𝑔+2

𝒫2𝑔+1

𝑑𝒰 + 𝜎𝑎𝒰(𝒫+
∞),

(𝒰(𝒫−
∞))* =

(︃∫︁ 𝒫−
∞

𝒫2𝑔+2

𝑑𝒰

)︃*

= 𝜎𝑎

∫︁ 𝒫−
∞

𝒫2𝑔+1

𝑑𝒰 = 𝜎𝑎

∫︁ 𝒫2𝑔+2

𝒫2𝑔+1

𝑑𝒰 + 𝜎𝑎𝒰(𝒫−
∞).

(3.6)

Reλ

Imλ

λ2

λ1 λ2k−1

λ2k

λ2g+1

λ2g+2

b1

a1 ak

Рис. 1. Случай 1

Заметим, что пути интегрирования в уравнениях (3.6) принадлежат разным листам
двулистной поверхности 𝛤 . Поэтому в случае 1

∆* = −𝜎𝑎
𝑔∑︁

𝑘=1

∫︁
𝑎𝑘

𝑑𝒰 + 𝜎𝑎∆ = e− ∆ или Re(∆) =
1

2
e,

где 𝑒𝑗 = 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑔.
Также в данном случае выполняется равенство

(𝜔0(𝒫))* =

(︃∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝜔0

)︃*

=

∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝜏𝑎(𝑑𝜔0) =

∫︁ 𝜏𝑎𝒫

𝒫2𝑔+1

𝑑𝜔0 =

∫︁ 𝒫2𝑔+2

𝒫2𝑔+1

𝑑𝜔0 + 𝜔0(𝜏𝑎𝒫),
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где путь интегрирования, соединяющий точки 𝒫2𝑔+1 и 𝒫2𝑔+2, не пересекает базисные цик-

лы. Вычисляя интеграл

∫︁ 𝒫2𝑔+2

𝒫2𝑔+1

𝑑𝜔0, получаем∫︁ 𝒫2𝑔+2

𝒫2𝑔+1

𝑑𝜔0 =
1

2

(︃
𝑔∑︁

𝑘=1

∫︁
𝑎𝑘

𝑑𝜔0 + 2𝜋𝑖Res
𝒫+
∞

(𝑑𝜔0)

)︃
= −𝜋𝑖.

Следовательно,

Im(ln𝐾0) =
1

2𝑖
lim

𝒫→𝒫+
∞

(𝜔0(𝒫) − (𝜔0(𝒫))*)

=
𝜋

2
+

1

2𝑖
lim

𝒫→𝒫+
∞

∫︁ 𝒫

𝜏𝑎𝒫
𝑑𝜔0 =

𝜋

2
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ {0; 1;−1}

или 𝐾2
0 = − |𝐾0|2.

Выбирая начальную фазу Z0 так, что выполняется условие

(𝒰(𝒫+
∞) − Z0)

* = 𝒰(𝒫+
∞) − Z0 +𝐵M + N, M,N ∈ Z𝑔, N = −(Re𝐵)M, (3.7)

имеем

𝑝*(x) =
−2𝑖𝐴*𝜌*1

𝜌*2

Θ((𝒰(𝒫+
∞) − Z0)

* + 𝑈( ̂︀𝐽x) + ∆ − e)

Θ((𝒰(𝒫+
∞) − Z0)* + 𝑈( ̂︀𝐽x))

𝑒−2Φ( ̂︀𝐽x)

= −𝑒𝜋𝑖M𝑡e

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝜌1
𝐾0𝜌2

⃒⃒⃒⃒2
𝑒2𝜋M

𝑡ImΔ𝑞( ̂︀𝐽x).

Таким образом, при |𝜌2| =
⃒⃒
𝐴𝜌1𝐾

−1
0 exp{𝜋M𝑡Im∆}

⃒⃒
функции (2.10), построенные по ги-

перэллиптической кривой, обладающей инволюцией (3.1), (3.2) и удовлетворяющей усло-
виям Im(𝜆𝑗) ̸= 0, 𝜎𝑎 = −1, являются алгебро-геометрическими решениями нелокальных

уравнений АКНС иерархии с редукцией 𝑞(x) = 𝜎𝑝*( ̂︀𝐽x), где

𝜎 = − exp{𝜋𝑖M𝑡e}. (3.8)

Reλ

Imλ

λ2λ1

λ2k−1

λ2k

λ2g+1 λ2g+2

b1

a1
ak

Рис. 2. Случай 2

В случае 2 существуют отличные от нуля диагональные элементы матрицы 𝐾. Из
формулы

Θ*(𝑝|𝐵) = Θ(𝑝* + d|𝐵),

где (d)𝑗 = 𝐾𝑗𝑗/2, вытекает что спектральная кривая данного типа не может быть исполь-
зована для построения нелокальных редукций многофазных решений из иерархии АКНС.
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В случае 3 выполняется условие 𝜏𝑎𝒫2𝑔+2 = 𝒫2𝑔+2, и поэтому

(𝒰(𝒫+
∞))* = −𝒰(𝒫+

∞), (𝒰(𝒫−
∞))* = −𝒰(𝒫−

∞) и ∆* = −∆,

и

(𝜔0(𝒫))* =

(︃∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝜔0

)︃*

=

∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝜏𝑎(𝑑𝜔0) =

∫︁ 𝜏𝑎𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝜔0 = 𝜔0(𝜏𝑎𝒫).

Reλ

Imλ

λ2λ1 λ2k−1 λ2k λ2g+1 λ2g+2

b1

a1 ak

Рис. 3. Случай 3

Соответственно,

Im(ln𝐾0) =
1

2𝑖
lim

𝒫→𝒫+
∞

(𝜔0(𝒫) − (𝜔0(𝒫))*) =
1

2𝑖
lim

𝒫→𝒫+
∞

∫︁ 𝒫

𝜏𝑎𝒫
𝑑𝜔0 = 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ {0; 1;−1}

или 𝐾2
0 = |𝐾0|2.

Выбирая начальную фазу Z0 так, что выполняется условие

(𝒰(𝒫+
∞) − Z0)

* = 𝒰(𝒫+
∞) − Z0 +𝐵M, M ∈ Z𝑔, (3.9)

имеем

𝑝*(x) =
−2𝑖𝐴*𝜌*1

𝜌*2

Θ((𝒰(𝒫+
∞) − Z0)

* + 𝑈( ̂︀𝐽x) + ∆)

Θ((𝒰(𝒫+
∞) − Z0)* + 𝑈( ̂︀𝐽x))

𝑒−2Φ( ̂︀𝐽x)

=

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝜌1
𝐾0𝜌2

⃒⃒⃒⃒2
𝑒2𝜋M

𝑡ImΔ𝑞( ̂︀𝐽x).

Таким образом, при |𝜌2| =
⃒⃒
𝐴𝜌1𝐾

−1
0 exp{𝜋M𝑡Im∆}

⃒⃒
функции (2.10), построенные по ги-

перэллиптической кривой, обладающей инволюцией (3.1), (3.2) и удовлетворяющей усло-
виям, Re(𝐵) = 0, Im(𝜆𝑗) = 0, являются алгебро-геометрическими решениями нелокальных

уравнений АКНС иерархии с редукцией 𝑞(x) = 𝑝*( ̂︀𝐽x).
Для случая 4 снова выполняется условие 𝜏𝑎𝒫2𝑔+2 = 𝒫2𝑔+2, но поскольку 𝜎𝑎 = 1, то

(𝒰(𝒫+
∞))* = 𝒰(𝒫+

∞), (𝒰(𝒫−
∞))* = 𝒰(𝒫−

∞) и ∆* = ∆.

Аналогично случаю 3 выполняются равенства

(𝜔0(𝒫))* =

(︃∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝜔0

)︃*

=

∫︁ 𝒫

𝒫2𝑔+2

𝜏𝑎(𝑑𝜔0) =

∫︁ 𝜏𝑎𝒫

𝒫2𝑔+2

𝑑𝜔0 = 𝜔0(𝜏𝑎𝒫)

и

Im(ln𝐾0) =
1

2𝑖
lim

𝒫→𝒫+
∞

(𝜔0(𝒫) − (𝜔0(𝒫))*) =
1

2𝑖
lim

𝒫→𝒫+
∞

∫︁ 𝒫

𝜏𝑎𝒫
𝑑𝜔0 = 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ {0; 1;−1}
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Reλ

Imλ

λ2λ1 λ2g+1 λ2g+2

b1
a1

Рис. 4. Случай 4

или 𝐾2
0 = |𝐾0|2.

Выбирая начальную фазу Z0 так, что выполняется условие

(𝒰(𝒫+
∞) − Z0)

* = −(𝒰(𝒫+
∞) − Z0) + N, N ∈ Z𝑔, (3.10)

имеем

𝑝*(x) =
−2𝑖𝐴*𝜌*1

𝜌*2

Θ(N− (𝒰(𝒫+
∞) − Z0 + 𝑈( ̂︀𝐽x) + ∆))

Θ(N− (𝒰(𝒫+
∞) − Z0 + 𝑈( ̂︀𝐽x)))

𝑒−2Φ( ̂︀𝐽x) =

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝜌1
𝐾0𝜌2

⃒⃒⃒⃒2
𝑞( ̂︀𝐽x).

Таким образом, при |𝜌2| =
⃒⃒
𝐴𝜌1𝐾

−1
0

⃒⃒
функции (2.10), построенные по гиперэллип-

тической кривой, обладающей инволюцией (3.1), (3.2) и удовлетворяющей условиям
Im(𝜆2𝑔+2) = 0, являются алгебро-геометрическими решениями нелокальных уравнений

АКНС иерархии с редукцией 𝑞(x) = 𝑝*( ̂︀𝐽x).

4. Решения, построенные по спектральной кривой

с голоморфной инволюцией

К сожалению, алгебро-геометрические решения (2.10), построенные по гиперэллиптиче-
ской кривой (2.2), обладающей инволюцией (3.1), (3.2) при 𝐾2𝑗−1 ̸= 0 имеют экспоненци-
альный рост по соответствующим переменным. Этого можно избежать, если использовать
гиперэллиптические кривые с голоморфной инволюцией

𝜏ℎ : (𝜒, 𝜆) → (𝜒,−𝜆). (4.1)

Легко видеть, что во всех четырех рассмотренных случаях базисы циклов преобразуются
по правилу

𝜏ℎa = 𝑆a, 𝜏ℎb = 𝑄a +𝑅b, 𝜏ℎ𝒫±
∞ = 𝒫±

∞,

где (см., например, [38], [52])

𝑆𝑅𝑡 = 𝐼 и 𝑄𝑅𝑡 = 𝑅𝑄𝑡.

Вычисляя периоды голоморфных дифференциалов 𝑑 ̂︀𝒰𝑗(𝒫) = 𝑑𝒰𝑗(𝜏ℎ𝒫), имеем∫︁
𝑎𝑘

𝑑 ̂︀𝒰𝑗(𝒫) =

∫︁
𝜏ℎ𝑎𝑘

𝑑𝒰𝑗 =

𝑔∑︁
𝑚=1

𝑆𝑘𝑚

∫︁
𝑎𝑚

𝑑𝒰𝑗 = 𝑆𝑘𝑗,∫︁
𝑎𝑘

𝑑 ̂︀𝒰𝑗(𝒫) =

𝑔∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑚

∫︁
𝑎𝑘

𝜏ℎ

(︂
𝜆𝑔−𝑚𝑑𝜆

𝜒

)︂
=

𝑔∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑚(−1)𝑔+1−𝑚𝒜𝑘𝑚 = (𝒜𝐽𝒞𝑡)𝑘𝑗,

где
𝐽𝑚𝑛 = (−1)𝑔+1−𝑚𝛿𝑚𝑛. (4.2)

Соответственно, 𝑑 ̂︀𝒰 = 𝑆𝑡𝑑𝒰 , а матрицы 𝑆 и 𝐽 подобны,

𝑆 = (𝒞𝑡)−1𝐽𝒞𝑡 и 𝑆𝑡 = 𝒞𝐽𝒞−1.
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Поскольку 𝑅 = (𝑆𝑡)−1 и 𝑆2 = 𝐼, то 𝑅 = 𝑆𝑡.
Интегрируя голоморфные дифференциалы по 𝑏-циклам, имеем∫︁

𝑏𝑘

𝑑 ̂︀𝒰𝑗(𝒫) =

∫︁
𝜏ℎ𝑏𝑘

𝑑𝒰𝑗 =

𝑔∑︁
𝑚=1

(︂
𝑄𝑘𝑚

∫︁
𝑎𝑚

𝑑𝒰𝑗 +𝑅𝑘𝑚

∫︁
𝑏𝑚

𝑑𝒰𝑗

)︂
= (𝑄+𝑅𝐵)𝑘𝑗,∫︁

𝑏𝑘

𝑑 ̂︀𝒰𝑗(𝒫) =

𝑔∑︁
𝑚=1

(𝑆𝑡)𝑗𝑚

∫︁
𝑏𝑘

𝑑𝒰𝑚 = (𝐵𝑆)𝑘𝑗,

или
𝐵𝑆 = 𝑄+𝑅𝐵. (4.3)

Транспонируя равенство (4.3), имеем

𝑆𝑡𝐵 = 𝑄𝑡 +𝐵𝑅𝑡 или 𝑅𝐵 = 𝑄𝑡 +𝐵𝑆.

Следовательно, 𝑄𝑡 = −𝑄. Вычисляя действительную часть равенства (4.3), получаем

𝑄 = (Re𝐵)𝑆 − 𝑆𝑡(Re𝐵)

и
𝑆𝑡𝑄 = 𝑆𝑡(Re𝐵)𝑆 − (Re𝐵) = 𝑄𝑡𝑆.

Заметим, что из асимптотики функции 𝜒(𝜆) в окрестности бесконечно удаленных точек
следует, что:

∙ если 𝑔 – нечетное, то 𝜏ℎ𝒫±
∞ = 𝒫±

∞,
∙ если 𝑔 – четное, то 𝜏ℎ𝒫±

∞ = 𝒫∓
∞.

Следовательно,

𝑆𝑡∆ =2

∫︁ 𝒫+
∞

𝒫2𝑔+2

𝑆𝑡𝑑𝒰 = 2

∫︁ 𝒫+
∞

𝒫2𝑔+2

𝜏ℎ𝑑𝒰 = 2

∫︁ 𝜏ℎ𝒫+
∞

𝒫1

𝑑𝒰

=2

∫︁ 𝒫2𝑔+2

𝒫1

𝑑𝒰 + 2𝒰(𝜏ℎ𝒫+
∞) = (−1)𝑔+1∆ − 2𝒰(𝒫1).

(4.4)

Введем обозначения: ̂︀Ω𝑗(𝒫) = Ω𝑗(𝜏ℎ𝒫). Эти интегралы обладают следующим свойства-
ми: ∫︁

𝑎𝑘

𝑑̂︀Ω𝑗 =

∫︁
𝜏ℎ𝑎𝑘

𝑑Ω𝑗 =

𝑔∑︁
𝑚=1

𝑆𝑘𝑚

∫︁
𝑎𝑚

𝑑Ω𝑗 = 0,

̂︀Ω𝑗(𝒫) = ±
(︀
(2𝑖)𝑗−1(−𝜆)𝑗 −𝐾𝑗 +𝑂

(︀
𝜆−1

)︀)︀
, 𝒫 → 𝒫±

∞.

Поскольку абелев интеграл 𝜇𝑗(𝒫) = ̂︀Ω𝑗(𝒫) − (−1)𝑗Ω𝑗(𝒫) не имеет особенностей и име-
ет нулевые 𝑎-периоды, то он является постоянной величиной. Из асимптотики 𝜇𝑗(𝒫) в
бесконечно удаленных точках

𝜇𝑗(𝒫) = ∓
(︀
(−1)𝑗 − 1

)︀
𝐾𝑗 +𝑂

(︀
𝜆−1

)︀
, 𝒫 → 𝒫±

∞

следует, что 𝜇𝑗(𝒫) ≡ 0, ̂︀Ω𝑗(𝒫) ≡ (−1)𝑗Ω𝑗(𝒫), 𝐾2𝑗−1 = 0.
Таким образом, многофазные решения (2.10), построенные по гиперэллиптической кри-

вой (2.2) с инволюциями (3.1), (4.1) не имеют экспоненциального роста.
Вычисляя 𝑏-периоды абелевых интегралов второго рода, получаем

(̂︀V𝑗)𝑘 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑏𝑘

𝑑̂︀Ω𝑗 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜏ℎ𝑏𝑘

𝑑Ω𝑗

=
1

2𝜋𝑖

𝑔∑︁
𝑚=1

(︂
𝑄𝑘𝑚

∫︁
𝑎𝑚

𝑑Ω𝑗 +𝑅𝑘𝑚

∫︁
𝑏𝑚

𝑑Ω𝑗

)︂
= (𝑅V𝑗)𝑘,
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(̂︀V𝑗)𝑘 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑏𝑘

𝑑̂︀Ω𝑗 =
(−1)𝑗

2𝜋𝑖

∫︁
𝑏𝑘

𝑑Ω𝑗 = (−1)𝑗(V𝑗)𝑘.

Следовательно, векторы V𝑗 являются собственными векторами матрицы 𝑅:
𝑅V𝑗 = (−1)𝑗V𝑗 или

𝑆𝑡V𝑗 = (−1)𝑗V𝑗. (4.5)

Однофазные решения нелокальных уравнений из АКНС иерархии были рассмотрены
нами в работах [31]– [33]. Поэтому далее мы будем считать, что 𝑔 > 1.
В случае 1 выполняется равенство Re(𝐵𝑗𝑘) = (𝛿𝑗𝑘 − 1)/2, а элементы матриц преобра-

зования циклов при инволюции 𝜏ℎ равны:

𝑆1𝑘 = (−1)𝑔, 𝑆𝑗𝑘 = (−1)𝑔+1𝛿𝑗,𝑔+2−𝑘, 𝑗 = 2, . . . , 𝑔, 𝑘 = 1, . . . , 𝑔,

𝑄𝑗𝑘 = (−1)𝑔(𝛿𝑗1 − 𝛿1𝑘), 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑔,

(𝑆𝑡𝑄)𝑗𝑘 = 1 − 𝛿𝑗1𝛿1𝑘.

(4.6)

В частности, при 𝑔 = 2

𝑆 =

(︂
1 1
0 −1

)︂
, 𝑄 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, Re𝐵 = −1

2

(︂
0 1
1 0

)︂
,

а при 𝑔 = 3

𝑆 =

⎛⎝−1 −1 −1
0 0 1
0 1 0

⎞⎠ , 𝑄 =

⎛⎝0 −1 −1
1 0 0
1 0 0

⎞⎠ , Re𝐵 = −1

2

⎛⎝0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞⎠ .

Из уравнений (4.4), (4.6) и условия вещественности вектора ∆ следует, что

𝑆𝑡∆ = (−1)𝑔+1 (∆ + (𝐵 − 𝐼)e1) ,

где e𝑡1 = (1, 0, . . . , 0).
Можно показать, что при четном 𝑔 условие (3.7) выполняется только для M ∈ 2Z𝑔.

Следовательно, при четном 𝑔 решение (2.10), построенное по кривой (2.2), (3.1), (4.1),
удовлетворяет редукции

𝑞(x) = −𝑝*( ̂︀𝐽x).

Вместе с тем, при нечетном 𝑔 существуют начальные фазы Z0 для обоих видов редукций:

𝑞(x) = ±𝑝*( ̂︀𝐽x).

В случае 3 элементы матрицы 𝑆 определяются формулой (4.6), а также выполняются
равенства:

Re(𝐵𝑗𝑘) = 0, 𝑄𝑗𝑘 = 0, 𝑆𝑡∆ = (−1)𝑔+1 (∆ +𝐵e1) .

Нетрудно показать, что в случае 3 при любом M ∈ Z𝑔 и при начальной фазе Z0, удо-
влетворяющей условию (3.9), решение (2.10), построенное по кривой (2.2), (3.1), (4.1),
удовлетворяет редукции

𝑞(x) = 𝑝*( ̂︀𝐽x).

В случае 4

Re(𝐵𝑗𝑘) = 0, 𝑄𝑗𝑘 = 0, 𝑆𝑗𝑘 = (−1)𝑔𝛿𝑗,𝑔+1−𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑔, (4.7)

𝑆𝑡∆ = (−1)𝑔+1 (∆ − e) ,

и при любом N ∈ Z𝑔 и при начальной фазе Z0, удовлетворяющей условию (3.10), решение
(2.10), построенное по кривой (2.2), (3.1), (4.1), удовлетворяет редукции

𝑞(x) = 𝑝*( ̂︀𝐽x).
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5. Редукция алгебро-геометрического решения к тэта-функциям

меньшей размерности

5.1. Общие положения. Из уравнения (4.3) следует, что матрица периодов 𝐵 удовле-
товряет уравнению

𝐵 = 𝑆𝑡𝐵𝑆 − 𝑆𝑡𝑄. (5.1)

Следуя [52], рассмотрим матрицу 𝑇 , 𝑇𝑗𝑘 ∈ Z, удовлетворяющую условию

𝑆 = 𝑇𝐽𝑇−1, (5.2)

где матрица 𝐽 определяется формулой (4.2).
В первом и третьем случаях, когда матрица 𝑆 определяется условиями (4.6), из урав-

нения (5.2) вытекают следующие ограничения на элементы матрицы 𝑇 :
𝑔∑︁

𝑚=2

𝑇𝑚𝑘 =
(︀
(−1)𝑘−1 − 1

)︀
𝑇1𝑘,

𝑇𝑔+2−𝑗,𝑘 = (−1)𝑘𝑇𝑗𝑘, 𝑗 = 2, . . . , 𝑔, 𝑘 = 1, . . . , 𝑔.

Зафиксируем элементы первой строки матрицы 𝑇 :

𝑇1𝑘 = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑔.

Остальные элементы матрицы 𝑇 определим следующим образом. Если 𝑔 = 2𝑚, 𝑚 ∈ N, то
𝑇𝑗,2𝑘 = −𝛿𝑗,𝑚+𝑘 − 𝛿𝑗,𝑚+2−𝑘,

𝑇𝑗,2𝑘−1 = 𝛿𝑗,𝑚+𝑘 − 𝛿𝑗,𝑚+2−𝑘, 𝑗 = 2, . . . , 𝑔, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Если 𝑔 = 2𝑚+ 1, 𝑚 ∈ N, то 𝑇𝑗1 = 0,

𝑇𝑗,2𝑘 = −𝛿𝑗,𝑚+1+𝑘 − 𝛿𝑗,𝑚+2−𝑘,

𝑇𝑗,2𝑘+1 = 𝛿𝑗,𝑚+1+𝑘 − 𝛿𝑗,𝑚+2−𝑘, 𝑗 = 2, . . . , 𝑔, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Из свойств определителя следует, что det𝑇 = (−2)𝑚.
В четвертом случае ограничения на элементы матрицы 𝑇 имеют вид

𝑇𝑔+1−𝑗,𝑘 = (−1)𝑘−1𝑇𝑗𝑘.

Определим элементы матрицы 𝑇 следующим образом. Если 𝑔 = 2𝑚, 𝑚 ∈ N, то
𝑇𝑗𝑘 = 1 при 1 6 𝑗 6 𝑚, 1 6 𝑘 6 2(𝑚+ 1 − 𝑗),

𝑇𝑗𝑘 = 0 при 1 < 𝑗 6 𝑚, 2(𝑚+ 1 − 𝑗) < 𝑘 6 2𝑚, 𝑚 ̸= 1,

𝑇𝑗𝑘 = (−1)𝑘−1 при 𝑚 < 𝑗 6 2𝑚, 1 6 𝑘 6 2(𝑗 −𝑚),

𝑇𝑗𝑘 = 0 при 𝑚 < 𝑗 < 2𝑚, 2(𝑗 −𝑚) < 𝑘 6 2𝑚, 𝑚 ̸= 1.

Если 𝑔 = 2𝑚+ 1, 𝑚 ∈ N, то
𝑇𝑗𝑘 = 1 при 1 6 𝑗 6 𝑚, 1 6 𝑘 6 2(𝑚− 𝑗) + 3,

𝑇𝑗𝑘 = 0 при 1 < 𝑗 6 𝑚, 2(𝑚− 𝑗) + 3 < 𝑘 6 2𝑚+ 1, 𝑚 ̸= 1,

𝑇𝑗𝑘 = (−1)𝑘−1 при 𝑚 < 𝑗 6 2𝑚+ 1, 1 6 𝑘 6 2(𝑗 −𝑚) − 1,

𝑇𝑗𝑘 = 0 при 𝑚 < 𝑗 < 2𝑚+ 1, 2(𝑗 −𝑚) 6 𝑘 6 2𝑚+ 1.

В этом случае также выполняется равенство det𝑇 = (−2)𝑚.
Введем обозначения̃︀𝐵 = 𝑇 𝑡(𝑖Im𝐵)𝑇, ̃︀𝐴 = 𝑇 𝑡(Re𝐵)𝑇, ̃︀V𝑗 = 𝑇 𝑡V𝑗.

Из уравнений (4.5), (5.1) и (5.2) вытекают следующие соотношения̃︀𝐵 = 𝐽 ̃︀𝐵𝐽, 𝐽 ̃︀V𝑗 = (−1)𝑗 ̃︀V𝑗, ( ̃︀𝐴)𝑗𝑘 ∈ Z. (5.3)
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Заменяя порядок суммирования в формуле многомерной тэта-функции с матрицой 𝐵,
получаем (см. [52])

Θ(p|𝐵) =
∑︁

k∈Z𝑔(𝑇 )

𝑒−𝜋𝑖𝜂𝑡(k)( ̃︀𝐴−𝐷)𝜂(k)Θ[𝜂𝑡(k); 𝜁𝑡(k)](𝑇 𝑡p| ̃︀𝐵 +𝐷),

где суммирование k ∈ Z𝑔(𝑇 ) означает конечную сумму по k: k ∈ Z𝑔, 0 6 𝑇−1k < 1,

𝐷 – диагональная матрица, 𝐷𝑗𝑗 = ̃︀𝐴𝑗𝑗, 𝜂(k) = 𝑇−1k, 𝜁(k) = ( ̃︀𝐴−𝐷)𝜂(𝑘). Число слагаемых

в сумме равно |det𝑇 |. При этом, поскольку выполняются соотношения (5.3), матрица ̃︀𝐵
имеет блочную структуру и тэта-функция

Θ[𝜂𝑡(k); 𝜁𝑡(k)](𝑇 𝑡p| ̃︀𝐵 +𝐷)

может быть представлена в виде произведений двух тэта-функций меньшей размерности.
Таккже из соотношений (5.3) следует, что в аргументе одной из тэта-функций будут при-
сутствовать времена с нечетным индексом 𝑡1, 𝑡3, . . . , во втором – переменная 𝑥 и времена
с четным индексом 𝑡2, 𝑡4, . . .
В заключение раздела приведем примеры представления двухфазных решений нело-

кальных уравнений из АКНС иерахии через одномерные тэта-функции.

5.2. Двухфазное решение. Случай 1. Вычисления, проведенные для спектральной
кривой

𝜒2 = (𝜆2 + 𝑐2)
(︀
𝜆4 − 2(𝑎2 − 𝑏2)𝜆2 + (𝑎2 + 𝑏2)2

)︀
, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, (5.4)

дают следующие формулы

𝐵 =

(︂
2𝑖𝛽1 𝑖𝛽1 − 1/2

𝑖𝛽1 − 1/2 𝑖𝛽2

)︂
, ∆ =

(︂
1/2 − 𝑖𝛽1
1/2 + 𝑖𝛿2

)︂
,

V2𝑗−1 =

(︂
0

𝑖𝑣2𝑗−1

)︂
, V2𝑗 =

(︂
2𝑣2𝑗
𝑣2𝑗

)︂
,

где 𝛽𝑗, 𝛿𝑗, 𝑣𝑗 ∈ R. Следовательно,

̃︀𝐵 =

(︂
2𝑖𝛽1 0

0 4𝑖𝛽2 − 2𝑖𝛽1

)︂
, ̃︀𝐴 =

(︂
0 1
1 2

)︂
,

̃︀V2𝑗−1 =

(︂
0

−2𝑖𝑣2𝑗−1

)︂
, ̃︀V2𝑗 =

(︂
2𝑣2𝑗

0

)︂
.

Нетрудно проверить, что соответствующая двумерная тэта-функция

𝑓𝑠(x) = Θ

(︃
Z + V1𝑥+

∑︁
𝑗≥1

V𝑗+1𝑡𝑗 + 𝑠∆

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐵
)︃

= 𝜃[0; 0](𝑝1|2𝑖𝛽1)𝜃[0; 0](𝑝2|4𝑖𝛽2 − 2𝑖𝛽1) + 𝜃[1/2; 1/2](𝑝1|2𝑖𝛽1)𝜃[1/2; 1/2](𝑝2|4𝑖𝛽2 − 2𝑖𝛽1),

где 𝑠 ∈ {−1; 0; 1}, 𝒰(𝒫+
∞) − Z0 ≡ Z = (𝑧1, 𝑧2)

𝑡 ∈ R2,

𝑝1 = 𝑧1 + 2
∑︁
𝑗≥1

𝑣2𝑗𝑡2𝑗−1 + 𝑠

(︂
1

2
− 𝑖𝛽1

)︂
,

𝑝2 = 𝑧1 − 2𝑧2 − 2𝑖𝑣1𝑥− 2𝑖
∑︁
𝑗≥1

𝑣2𝑗+1𝑡2𝑗 − 𝑠

(︂
1

2
+ 𝑖𝛽1 + 2𝑖𝛿2

)︂
,

допускает следующие редукции

𝑓 *
0 (x) = 𝑓0( ̂︀𝐽x), 𝑓 *

1 (x) = 𝑓−1( ̂︀𝐽x), 𝑓 *
−1(x) = 𝑓1( ̂︀𝐽x). (5.5)
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Следовательно, решение (2.10) уравнений иерархии АКНС, построенное по кривой (5.4),
при любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ R удовлетворяет редукции

𝑞*(x) = −𝑝( ̂︀𝐽x).

5.3. Двухфазное решение. Случай 3. Вычисления, проведенные для спектральной
кривой

𝜒2 = (𝜆2 − 𝑎2)(𝜆2 − 𝑏2)(𝜆2 − 𝑐2), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, (5.6)

дают следующие формулы

𝐵 =

(︂
2𝑖𝛽1 𝑖𝛽1
𝑖𝛽1 𝑖𝛽2

)︂
, ∆ =

(︂
−𝑖𝛽1
𝑖𝛿2

)︂
, V2𝑗−1 =

(︂
0

𝑖𝑣2𝑗−1

)︂
, V2𝑗 =

(︂
2𝑣2𝑗
𝑣2𝑗

)︂
,

где 𝛽𝑗, 𝛿𝑗, 𝑣𝑗 ∈ R. Следовательно,

̃︀𝐵 =

(︂
2𝑖𝛽1 0

0 4𝑖𝛽2 − 2𝑖𝛽1

)︂
, ̃︀𝐴 =

(︂
0 0
0 0

)︂
,

̃︀V2𝑗−1 =

(︂
0

−2𝑖𝑣2𝑗−1

)︂
, ̃︀V2𝑗 =

(︂
2𝑣2𝑗

0

)︂
.

Нетрудно проверить, что соответствующая двумерная тэта-функция

𝑓𝑠(x) =Θ

(︃
Z + V1𝑥+

∑︁
𝑗≥1

V𝑗+1𝑡𝑗 + 𝑠∆

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐵
)︃

=𝜃[0; 0](𝑝1|2𝑖𝛽1)𝜃[0; 0](𝑝2|4𝑖𝛽2 − 2𝑖𝛽1) + 𝜃[1/2; 0](𝑝1|2𝑖𝛽1)𝜃[1/2; 0](𝑝2|4𝑖𝛽2 − 2𝑖𝛽1),

где 𝑠 ∈ {−1; 0; 1}, 𝒰(𝒫+
∞) − Z0 ≡ Z = (𝑧1, 𝑧2)

𝑡 ∈ R2,

𝑝1 = 𝑧1 + 2
∑︁
𝑗≥1

𝑣2𝑗𝑡2𝑗−1 − 𝑖𝑠𝛽1,

𝑝2 = 𝑧1 − 2𝑧2 − 2𝑖𝑣1𝑥− 2𝑖
∑︁
𝑗≥1

𝑣2𝑗+1𝑡2𝑗 − 𝑖𝑠 (𝛽1 + 2𝛿2) ,

допускает редукции (5.5). Следовательно, решение (2.10) уравнений иерархии АКНС, по-
строенное по кривой (5.6) , при любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ R удовлетворяет редукции

𝑞*(x) = 𝑝( ̂︀𝐽x).

5.4. Двухфазное решение. Случай 4. Вычисления, проведенные для спектральной
кривой (5.6) дают следующие формулы

𝐵 =

(︂
𝑖𝛽2 𝑖𝛽1
𝑖𝛽1 𝑖𝛽2

)︂
, ∆ =

(︂
1 − 𝛿2
𝛿2

)︂
, V2𝑗−1 =

(︂
−𝑣2𝑗−1

𝑣2𝑗−1

)︂
, V2𝑗 =

(︂
𝑖𝑣2𝑗
𝑖𝑣2𝑗

)︂
,

где 𝛽𝑗, 𝛿𝑗, 𝑣𝑗 ∈ R. Следовательно,

̃︀𝐵 =

(︂
2𝑖(𝛽2 + 𝛽1) 0

0 2𝑖(𝛽2 − 𝛽1)

)︂
, ̃︀𝐴 =

(︂
0 0
0 0

)︂
,

̃︀V2𝑗−1 =

(︂
0

−2𝑣2𝑗−1

)︂
, ̃︀V2𝑗 =

(︂
2𝑖𝑣2𝑗

0

)︂
.

Нетрудно проверить, что соответствующая двумерная тэта-функция

𝑓𝑠(x) =Θ

(︃
Z + V1𝑥+

∑︁
𝑗≥1

V𝑗+1𝑡𝑗 + 𝑠∆

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐵
)︃

=𝜃[0; 0](𝑝1|2𝑖(𝛽2 + 𝛽1))𝜃[0; 0](𝑝2|2𝑖(𝛽2 − 𝛽1))

+ 𝜃[1/2; 0](𝑝1|2𝑖(𝛽2 + 𝛽1))𝜃[1/2; 0](𝑝2|2𝑖(𝛽2 − 𝛽1)),
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где 𝑠 ∈ {−1; 0; 1}, 𝒰(𝒫+
∞) − Z0 ≡ 𝑖Z, где Z = (𝑧1, 𝑧2)

𝑡 ∈ R2,

𝑝1 = 𝑖𝑧1 + 𝑖𝑧2 + 2𝑖
∑︁
𝑗≥1

𝑣2𝑗𝑡2𝑗−1 + 𝑠,

𝑝2 = 𝑖𝑧1 − 𝑖𝑧2 − 2𝑣1𝑥− 2
∑︁
𝑗≥1

𝑣2𝑗+1𝑡2𝑗 + 𝑠 (1 − 2𝛿2) ,

допускает редукции (5.5). Следовательно, решение (2.10) уравнений иерархии АКНС, по-
строенное по кривой (5.6) при втором выборе базиса циклов, для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ R также
удовлетворяет редукции

𝑞*(x) = 𝑝( ̂︀𝐽x).

Заключительные замечания

Для построения решений только одного из нелокальных уравнений из АКНС иерархии
можно взять любое решение локальных уравнений АКНС иерархии, удовлетворяющее
условиям

𝑝(−𝑥, 0, 0, . . . ) = 𝑝(𝑥, 0, 0, . . . ),

𝑞*(x) = 𝜎𝑝(x), 𝑥, 𝑡𝑘 ∈ R, 𝜎 = ±1.

Тогда, в частности, функции

𝑝(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑇2, 𝑇3, 𝑖𝑇4, . . . ), 𝑞(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑇2, 𝑇3, 𝑖𝑇4, . . . ), 𝑇𝑘 ∈ R
будут решениями 𝒫𝒯 -симметричного нелинейного уравнения Шредингера

𝑞*(x) = 𝜎𝑝( ̂︀𝐽x).

Заметим, что именно таким условиям удовлетворяют волны-убийцы, построенные в рабо-
тах [27], [29]. Вместе с тем, функции

𝑝(𝑥, 𝑇1, 𝑖𝑇2, 𝑡, 𝑖𝑇4, . . . ), 𝑞(𝑥, 𝑇1, 𝑖𝑇2, 𝑡, 𝑖𝑇4, . . . ), 𝑇𝑘 ∈ R
будут являться решениями 𝒫𝒯 -симметричного уравнения Лакшманана-Порсециана-
Даниеля.
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MA. 1983.
51. D. Mumford. Tata lectures on theta. II. V. 43 of Progress in Math. Birkhäuser Boston Inc. Boston,
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