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О ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ ВЫПУКЛЫХ
ФУНКЦИЙ И ИНТЕГРАЛAX ЛАПЛАСА

Р.А. БАШМАКОВ, К.П. ИСАЕВ, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

Аннотация. Во многих вопросах анализа в качестве характеристики выпуклости
функции используются вторые производные, что накладывает серьезные ограничения
на класс рассматриваемых функций. В работе вводятся геометрические характеристи-
ки выпуклости, что с нашей точки зрения более естественно при изучении весовых
функциональных пространств. Более подробно рассматривается одномерный случай,
доказывается эквивалентность различных характеристик. В качестве приложения изу-
чается асимптотика многомерного интеграла Лапласа.

Ключевые слова: выпуклые функции, сопряженная по Юнгу функция, преобразо-
вание Лапласа.

1. Геометрические характеристики выпуклых функций

Часть результатов анонсирована в работе [1].
Пусть x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) — элементы пространства Rn, и скалярное

произведение xy =
∑n

k=1 xkyk. Для выпуклой функции h, заданной на множестве E из Rn,
определим функцию, сопряженную по Юнгу (см. [2])

h̃(y) = sup
x∈E

(xy − h(x)), y ∈ Rn.

Удобно считать, что функция h принимает значение +∞ вне множества E и тогда в
определении h̃(y) вместо верхней грани по множеству E можно брать верхнюю грань по
Rn.

Известно (см. [2]), что h̃ также выпуклая функция, причем сопряженная по Юнгу к
функции h̃, совпадает с h. Пусть Ẽ = {y ∈ Rn : h̃(y) < +∞}. Будем считать, что
внутренность Ẽ — не пустое множество.

Через V (A) будем обозначать n-мерный объем множества A ⊂ Rn. Пусть E — некоторая
область в Rn и x ∈ E. Определим по индукции по размерности пространства величину
vd(x, E), которую будем называть "объемным расстоянием"(см. [6]). Если E ⊂ R, то по-
ложим

vd(x, E) = inf{|x− y| : y /∈ E}
— обычное расстояние от точки x ∈ E до границы E. Пусть величина vd(x, E) определена
в пространстве Rn и E ⊂ Rn+1. Возьмем точку y0 ∈ ∂E такую, что

inf{|x− y| : y /∈ E} = |x− y0|.
Если таких точек на границе несколько, то возьмем любую из них. Через точку y0 проходит
единственная опорная гиперплоскость, ортогональная отрезку, соединяющему точки x, y0.
Пусть P — гиперплоскость, параллельная этой опорной гиперплоскости и проходящая
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через точку x. Размерность выпуклого множества E1 = P
⋂

E равна n и x ∈ E1. По
допущению индукции величина vd(x, E1) уже определена. Положим

vd(x, E) = vd(x, E1)|x− y0|.

Как видно из определения, величина vd(x, E) не всегда определяется однозначно, если
n > 1. Если обычное расстояние от x до границы E или одного из сечений E плоскостями
достигается не в единственной точке, то в зависимости от выбора точки достижения вели-
чина E может получиться различной. Из доказываемых теорем будет видно, что в случаях,
рассматриваемых в наших утверждениях, разные значения vd(x, E) будут сравнимыми.

Пусть в дальнейшем

D = {(x, y) ∈ Rn × Rn : h(x) + h̃(y)− xy ≤ 1},

и для y ∈ Rn через Dy обозначим проекцию на Rn
x сечения множества D:

Dy = {x ∈ Rn : (x, y) ∈ D}.

При фиксированном y возьмем произвольную точку x = xy, для которой верно равенство

h̃(y) + h(xy)− yxy = 0,

и через Dy обозначим проекцию на Rn
y сечения множества D:

Dy = {z : (xy, z) ∈ D}.

2. Одномерный случай

Рассмотрим подробнее "объемное расстояние" в одномерном случае, а также введем и
изучим близкие к нему характеристики выпуклых функций. Если в определение интервала
Dy подставить условие, определяющее точку xy, то получим интервал

{z : h̃(z)− h̃(y)− xy(z − y) ≤ 1}.

Очевидно, график линейной функции l(z) = h̃(y) + xy(z− y) есть не что иное, как одна из
касательных прямых к графику функции h̃. Поэтому мы можем перейти к определению,
не использующему преобразование Юнга.

Определение 1. Пусть u(x) — выпуклая функция на интервале I ⊂ R. Возьмем по-
ложительное число p. В любой точке y ∈ I существует хотя бы одна касательная к
графику функции u. Предположим, что график линейной функции l(x) является каса-
тельной в точке y. Возьмем интервал

I1(l, y, p) = {x : u(x)− l(x) ≤ p},

и расстояние от точки y до границы этого интервала обозначим через ρ1(u, y, p).

Отметим некоторую неоднозначность данного определения величины ρ1(u, y, p), связан-
ную с свободой выбора функции l(x): если функция u не дифференцируема в некоторой
точке y, то касательных в этой точке может быть несколько. Но из последующих лемм
следует, что значения величины ρ1(u, y, p) при различном выборе функции l(x) сравнимы
между собой и, тем самым, пригодны для наших целей. Кроме того, можно рассматривать
в каждой точке касательную с наибольшим или, наоборот, с наименьшим угловым коэф-
фициентом. Если функция u дифференцируема в точке y, то величина ρ1(u, y, p) опреде-
ляется однозначно. Напомним, что функцию u за пределы интервала I мы доопределяем
равной +∞. Если имеется в виду одна функция u, то в обозначении ρ1(u, y, p) символ u
будем опускать.
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Лемма 1. При q ≥ p > 0 имеют место двусторонние оценки

ρ1(y, q) ≥ ρ1(y, p) ≥ p

q
ρ1(y, q)

при одном и том же выборе касательной прямой l.

Доказательство. Левое неравенство очевидно. Пусть I1(y, q) = (aq; bq) и α = p
q
,

x = αbq + (1− α)y. Тогда в силу выпуклости функции u1 = u− l имеем

u1(x) ≤ αu1(bq) + (1− α)u1(y) =
p

q
u1(bq) ≤ p.

Следовательно, если I1(y, p) = (ap; bp), то bp ≥ αbq+(1−α)y, то есть bp−y ≥ α(bq−y). Точно
также покажем, что y − ap ≥ α(y − aq). Таким образом, ρ1(y, p) ≥ αρ1(y, q) = p

q
ρ1(y, q).

Для положительного числа p введем еще одну величину:

ρ2(u, y, p) = sup

{
t > 0 :

∫ y+t

y−t

|u′(τ)− u′(y)| dτ ≤ p

}
. (1)

Величина ρ2(u, y, p) более корректно определена: производная выпуклой функции суще-
ствует всюду за исключением счетного множества точек и монотонна, поэтому интеграл в
определении существует для почти всех значений y и непрерывно зависит от пределов ин-
тегрирования. Далее заметим, что интеграл (1) легко считается и величину ρ2 = ρ2(u, y, p)
можно определить из равенства

u(y − ρ2) + u(y + ρ2)

2
− u(y) =

p

2
.

Таким образом, величина ρ2 оказывается определенной и для тех значений y, в которых
u′(y) не определена.

Лемма 2. 1. Для любого положительного p выполняются оценки

2ρ2(y, p) ≥ ρ1(y, p) ≥ ρ2(y, p).

2. При q ≥ p > 0 имеют место двусторонние оценки

ρ2(y, q) ≥ ρ2(y, p) ≥ p

q
ρ2(y, q).

Доказательство. 1. Докажем правое неравенство в первом соотношении. По замеча-
нию перед леммой величину ρ2 = ρ2(u, y, p) можно определить из равенства

u(y − ρ2) + u(y + ρ2)

2
− u(y) =

p

2
.

Пусть l — линейная функция, определяющая величину ρ1(u, y, p) и u1 = u− l. Для крат-
кости положим a = y − ρ2, b = y + ρ2 и I2(y, p)) = (a; b). Тогда a + b = 2y, u1(y) = 0,
u1(x) ≥ 0 и

u1(a) + u1(b) = p.

Так как каждое слагаемое в левой части — неотрицательная величина, то каждое из
них не превосходит p, то есть a, b ∈ I1(l, y, p) или I2(y, p) ⊂ I1(l, y, p). Другими словами,
ρ1(u, y, p) ≥ ρ2(u, y, p).

Пусть теперь I1(l, y, p
2
) = (m; n). Это значит, что

u1(m) ≤ p

2
, u1(n) ≤ p

2
. (2)
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Если, например, y −m ≤ n− y, то ρ1(y, p
2
) = y −m, причем

u1(y + (y −m)) ≤ u1(n) ≤ p

2
.

Сложим последнее неравенство с первым неравенством в (2) и получим
u1(y − (y −m)) + u1(y + (y −m)) ≤ p.

Тем самым, ρ2(y, p) ≥ y − m = ρ1(y, p
2
). Из правой оценки в лемме 1 следует

ρ1(y, p
2
) ≥ 1

2
ρ1(y, p). Значит, ρ2(y, p) ≥ 1

2
ρ1(y, p).

2. Докажем теперь второе утверждение. Левое неравенство очевидно. Положим
r = ρ2(y, q). Определение величины ρ2(y, q) означает, что выполняется равенство

u(y − r) + u(y + r)

2
− u(y) =

q

2
.

Пусть α = p
q
. Тогда α ∈ (0, 1] и

y − αr = α(y − r) + (1− α)y, y + αr = α(y + r) + (1− α)y.

В силу выпуклости функции u имеем
u(y − αr) ≤ αu(y − r) + (1− α)u(y), (3)
u(y + αr) ≤ αu(y + r) + (1− α)u(y). (4)

Сложив эти два неравенства, получим
u(y − αr) + u(y + αr)

2
− u(y) = α

u(y − r) + u(y + r)

2
− αu(y) = α

q

2
=

p

2
.

По определению эта оценка значит, что

ρ2(y, p) ≥ αr =
p

q
ρ2(y, q).

Величину ρ2(y, p) можно определить более функциональным образом.

Определение 2. Для произвольной непрерывной функции u(y) на вещественной оси
и положительного числа r через d(u, y, r) обозначим отклонение в равномерной норме
функции u на промежутке [y − r; y + r] от линейных функций:

d(u, y, r) = inf{ max
t∈[y−r;y+r]

|u(t)− l(t)|, l — линейна}.

Через ρ(u, y, p) обозначим наибольшее число r, такое, что на интервале [y − r; y + r]
функция u отклоняется от линейных функций не более чем на p:

ρ(u, y, p) = sup{r : d(u, y, r) ≤ p}.
Лемма 3. Если для выпуклой функции u величина ρ2(u, y, p) определена по соотноше-

нию (1), то
ρ(u, y, p) = ρ2(u, y, 2p).

Доказательство. Пусть r = ρ2(u, y, 2p), тогда по определению этой величины
u(y − r) + u(y + r)

2
− u(y) = p.

Возьмем линейную функцию

l(x) =
x− (y − r)

2r
u(y + r) +

x− (y + r)

−2r
u(y − r). (5)

Для этой функции верны соотношения
l(y − r) = u(y − r), l(y + r) = u(y + r),

u(x) ≤ l(x), x ∈ [y − r; y + r].
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Для линейной функции

l1(x) =
x− y

−r
u(y − r) +

x− (y − r)

r
u(y)

выполняются соотношения

l1(y − r) = u(y − r), l1(y) = u(y),

u(x) ≥ l1(x), x ∈ [y; y + r].

Для линейной функции ∆l(x) = l(x)− l1(x) легко сосчитать значения на концах интер-
вала [y; y + r]:

∆l(y) = p, ∆l(y + r) = 2p,

значит, в промежутке [y; y + r] имеет место оценка

0 ≤ l(x)− u(x) ≤ l(x)− l1(x) ≤ 2p.

Аналогично, с помощью линейной функции

l2(x) =
x− y

r
u(y + r) +

x− (y + r)

−r
u(y)

покажем, что и в промежутке [y − r; y] выполняется такая же оценка. Итак,

0 ≤ l(x)− u(x) ≤ 2p, x ∈ [y − r; y + r].

Для линейной функции l0(x) = l(x)− p получаем оценки

−p ≤ l0(x)− u(x) ≤ p, x ∈ [y − r; y + r].

Отсюда
ρ(u, y, p) ≥ ρ2(u, y, 2p). (6)

Теперь положим r = ρ(u, y, p). Тогда существует линейная функция l0, которая в проме-
жутке [y − r; y + r] удовлетворяет оценке

|u(x)− l0(x)| ≤ p,

причем в силу определения величины ρ(u, y, p)

max
t∈[y−r;y+r]

(u(t)− l0(t)) = − min
t∈[y−r;y+r]

(u(t)− l0(t)) = p.

Положим l1(x) = l0(x) + p, тогда

0 ≤ l1(x)− u(x) ≤ 2p, x ∈ [y − r; y + r]. (7)

Возьмем функцию l(x), определенную по формуле (5). Тогда

l(y − r) = u(y − r) ≤ l1(y − r), l(y + r) = u(y + r) ≤ l1(y + r).

Для линейных функций неравенство продолжается внутрь промежутка:

l(x) ≤ l1(x), x ∈ [y − r; y + r].

Отсюда и из (7) получим

0 ≤ l(x)− u(x) ≤ 2p, x ∈ [y − r; y + r],

в частности l(y)− u(y) ≤ 2p. Подставим определение функции l(x):
u(y + r) + u(y − r)

2
− u(y) ≤ 2p.

Это неравенство означает, что

ρ2(u, y, 2p) ≥ r = ρ(u, y, p).

Вместе с соотношением (6) это неравенство доказывает утверждение леммы 3.
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Функция ρ(u, y, p) сравнима с величиной ρ1(u, y, p) и, кроме того, обладает свойством
непрерывности по переменным u и y.

Лемма 4. 1. Пусть u — выпуклая функция на вещественной оси и p — положитель-
ное число. Тогда функция ρ(y) = ρ(u, y, p) удовлетворяет условию Лифшица: для всех x, y
из области определения функции u

|ρ(y)− ρ(x)| ≤ |y − x|.
2. Пусть u1, u2 — выпуклые функции на вещественной оси, такие, что

|u1(x)− u2(x)| ≤ C,

p — положительное число. Тогда функции ρ1(y) = ρ(u1, y, p) и ρ2(y) = ρ(u2, y, p) удовле-
творяют условию

p

(p + C)
ρ(u1, y, p) ≤ ρ(u2, y, p) ≤ (p + C)

p
ρ(u1, y, p).

Доказательство. 1. Возьмем произвольное y и x ∈ (y−ρ(y); y +ρ(y)). По определению
ρ(y) существует линейная функция l(t), удовлетворяющая оценке

|u(t)− l(t)| ≤ p, t ∈ [y − ρ(y); y + ρ(y)].

Не уменьшая общности, будем считать, что x > y, и положим r = y + ρ(y) − x. Тогда
[x− r; x + r] ⊂ [y − ρ(y); y + ρ(y)], поэтому

|u(t)− l(t)| ≤ p, t ∈ [x− r; x + r].

Следовательно,
ρ(x) ≥ r = y + ρ(y)− x,

то есть
ρ(y)− ρ(x) ≤ x− y.

Если ρ(y) ≥ ρ(x), то мы имеем |ρ(y) − ρ(x)| ≤ |x − y|. Если же ρ(y) < ρ(x), то
y ∈ [x− ρ(x); x + ρ(x)] и мы можем провести рассуждения, поменяв местами x и y, в ре-
зультате получим

ρ(x)− ρ(y) ≤ y − x

или
|ρ(x)− ρ(y)| ≤ |y − x|.

Итак, если x ∈ [y−ρ(y); y+ρ(y)|, то выполняется последнее неравенство, которое означает
непрерывность функции ρ(t). Возьмем теперь произвольные x, y, x < y, и положим

δ = min
t∈[x,y]

ρ(t).

Поскольку ρ(t) — положительная непрерывная функция, то δ > 0. Возьмем возрастающую
последовательность t1 = x < t2 < ... < tn = y, такую, что ti+1 − ti = δ для всех i. Тогда
ti ∈ [ti+1 − ρ(ti+1); ti+1 + ρ(ti+1)], и по доказанному

|ρ(ti+1)− ρ(ti)| ≤ ti+1 − ti.

Следовательно,

|ρ(y)− ρ(x)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

|(ρ(ti+1)− ρ(ti))

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
i=1

(ti+1 − ti) = |y − x|.

Утверждение первого пункта леммы 4 доказано.
2. Положим r = ρ(u1, y, p). Тогда существует линейная функция l(x), удовлетворяющая

условию
|u1(x)− l(x)| ≤ p, x ∈ [y − r; y + r].
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По условиям леммы

|u2(x)− l(x)| ≤ |u2(x)− u1(x)|+ |u1(x)− l(x)| ≤ C + p, x ∈ [y − r; y + r].

Значит,
ρ(u2, y, p + C) ≥ r = ρ(u1, y, p).

В силу правого неравенства во втором пункте леммы 2 получаем

ρ(u2, y, p) ≥ p

(p + C)
ρ(u2, y, p + C) ≥ p

(p + C)
ρ(u1, y, p).

Проведя те же рассуждения и поменяв местами функции u1, u2, получим и верхнюю оцен-
ку.

Лемма 4 доказана.
Введем еще одну характеристику для выпуклых функций. Пусть z — фиксированная

точка на плоскости. Для любого положительного числа r > 0 через B(z, r) обозначим круг
{w : |w − z| < r} и для непрерывной в B(z, r) функции f положим

‖f‖r = max
w∈B(z,r)

|f(w)|.

Пусть d(f, z, r) — расстояние от функции f до подпространства гармонических в B(z, r)
функций:

d(f, z, r) = inf{‖f −H‖r, H − гармонична в B(z, r)}.
Если u(x) — выпуклая функция на интервале I ⊂ R, то функция u(w) = u(Re w) является
непрерывной функцией в вертикальной полосе I + iR на плоскости. Для положительного
числа p положим

τ(u, z, p) = sup{r : d(u, z, r) ≤ p}.
Ясно, что τ(u, z, p) зависит только от Re z. Кроме того, поскольку функцию u при необ-
ходимости мы доопределяем, полагая равной +∞ вне интервала I, то τ(u, z, p), как и
ρ1(u, y, p), ρ(u, y, p), не может превосходить расстояния от y до границы интервала опре-
деления функции u.

Лемма 5. 1. Для функции τ(y, p) = τ(u, y, p) для любого положительного p выполня-
ются оценки

τ(y, p) ≥ ρ(y, p) ≥ 1

16
τ(y, p).

2. При q ≥ p > 0 имеют место двусторонние оценки

τ(y, q) ≥ τ(y, p) ≥ p

16q
τ(y, q).

3. Функция τ(y) = τ(u, y, p) удовлетворяет условию Лифшица: для всех x, y из области
определения функции u

|τ(y)− τ(x)| ≤ |y − x|.
4. Пусть u1, u2 — выпуклые функции на вещественной оси, такие, что

|u1(x)− u2(x)| ≤ C,

p — положительное число. Тогда функции τ1(y) = ρ(u1, y, p) и τ2(y) = ρ(u2, y, p) удовле-
творяют условию

p

16(p + C)
τ(u1, y, p) ≤ τ(u2, y, p) ≤ 16(p + C)

p
ρ(u1, y, p).
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Доказательство.
1. Зафиксируем точку z ∈ C так, что y = Re z лежит в области определения функции u.

Положим r = ρ(u, y, p). Тогда существует линейная функция l, удовлетворяющая условию
|u(x)− l(x)| ≤ p, x ∈ [y − r; y + r].

Функция v(w) = l(Re w) — гармонична и
|u(Re w)− l(Re w)| ≤ p, w ∈ B(z, r).

Тем самым
τ(y, p) ≥ r = ρ(y, p).

Теперь положим r = τ(u, y, p). В круге B(z, r) существует гармоническая функция H
такая, что ‖u − H‖r ≤ p. Возьмем линейную функцию l такую, что l(x) ≤ u(x), ∀x ,
l(y) = u(y)(существование такой функции обеспечивается выпуклостью функции u), и
пусть v(w) = l(Re w). Тогда в круге B(z, r) выполняются неравенства

v(w) ≤ u(w) ≤ H(w) + p,

следовательно,
(H(w) + p)− v(w) ≥ 0.

Кроме того, поскольку v(z) = u(Re z), то
(H(z) + p)− v(z) = (H(z) + p)− u(Re z) = (H(z)− u(Re z)) + p ≤ 2p.

Применим неравенство Харнака для неотрицательных гармонических функций к функции
H(w) + p− v(w), в круге B(z, r

2
) имеем оценку

(H(w) + p)− v(w) ≤ 3 ((H(z) + p)− v(z)) ≤ 6p.

Тогда в том же круге B(z, r
2
) выполняется оценка

|u(Re w)− v(w)| ≤ |u(Re w)−H(w)|+ |h(w) + p− v(w)|+ p ≤ 8p.

Функции в левой части этого неравенства зависят только от x = Re w, поэтому мы полу-
чаем

|u(x)− l(x)| ≤ 8p, x ∈
[
y − r

2
; y +

r

2

]
.

Из этой оценки следует, что

ρ(y, 8p) ≥ r

2
= τ(y, p)

или
τ(y, p) ≤ 2ρ(y, 8p).

Из этой оценки по леммам 2 и 3 получим
τ(y, p) ≤ 16ρ(y, p)

2. Вторая часть леммы 5 может быть получена на основе п. 1 и лемм 2 и 3.
3. Возьмем точки y1, y2 из области определения функции u(x) и пусть r = τ(u, y1, p). Это

значит, что в круге B(y1, r) существует гармоническая функция H(z), удовлетворяющая
условию

|u(Re z)−H(z)| ≤ p.

Если |y1− y2| < r, то это неравенство выполняется и в круге B(y2, r−|y1− y2|), тем самым
τ(u, y2, p) ≥ r − |y1 − y2| = τ(u, y1, p)− |y1 − y2|,

или
τ(u, y1, p)− τ(u, y2, p) ≤ |y1 − y2|.

Если же |y1 − y2| ≥ r = τ(u, y1, p), то тем более
τ(u, y1, p)− τ(u, y2, p) ≤ |y1 − y2|.
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Поменяем местами y1, y2:

τ(u, y2, p)− τ(u, y1, p) ≤ |y1 − y2|.
Таким образом,

|τ(u, y1, p)− τ(u, y2, p)| ≤ |y1 − y2|.
4. Этот пункт доказывается точно также, как п.2 леммы 4.

3. Асимптотика интегралов Лапласа

Пусть E — выпуклая область в пространстве Rn и h — выпуклая функция в области E.
В этом параграфе изучается асимптотическое поведение интегралов вида

Lh(y) =

∫
exy−h(x) dx,

где для x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) использовано обозначение xy =
∑n

k=1 xiyi.
Если функция h дважды непрерывно дифференцируема и ее вторая производная удо-

влетворяет некоторым дополнительным условиям, то рассматриваемая задача является
классической и подробно изучена. Соответствующие результаты можно найти в книгах
[2], [3].

Теорема 1. Пусть

D = {(x, y) ∈ Rn × Rn : h(x) + h̃(y)− xy ≤ 1}
и для y ∈ Rn через Dy обозначим проекцию на Rn

x сечения множества D:

Dy = {x ∈ Rn : (x, y) ∈ D}.
Тогда

e−1V (Dy)e
h̃(y) ≤

∫
exy−h(x) dx ≤ (1 + n!)V (Dy)e

h̃(y), y ∈ Ẽ.

Доказательство. Нижняя оценка очевидна в силу неотрицательности подынтеграль-
ной функции и определения множества D. Зафиксируем y. Заметим, что при всех x и y

h̃(y) + h(x)− xy ≥ 0.

Положим
α(t) = V ({x : h̃(y) + h(x)− xy ≤ t}), t ≥ 0.

В наших обозначениях α(1) = V (Dy). Как известно ([4]), (α(t))
1
n — вогнутая возрастающая

функция на [0; +∞). Имеет место представление

Lh(y) = eh̃(y)

∫ ∞

0

e−t dα(t).

Не уменьшая общности, будем считать, что α(0) = 0. Из вогнутости функции (α(t))
1
n

следует оценка

(α(t))
1
n ≤ (α(1))

1
n t, t ≥ 1. (8)

Интегрированием по частям получим

Lh(y)e−h̃(y) =

∫ 1

0

e−t dα(t) +

∫ ∞

1

e−t dα(t) ≤ α(1) +

∫ ∞

1

e−tα(t) dt.

Воспользуемся оценкой (8):

Lh(y)e−h̃(y) ≤ α(1)

(
1 +

∫ ∞

1

e−ttn dt

)
≤ (1 + n!)α(1).
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Теорема 1 доказана.

Замечание. Очевидно, можно было бы взять любое положительное число p и вместо
множества D взять множество

D(p) = {(x, y) ∈ Rn × Rn : h(x) + h̃(y)− xy ≤ p}

и теми же рассуждениями доказать асимптотику

e−pV (D(p)y)e
h̃(y) ≤

∫
exy−h(x) dx ≤ (1 +

n!

pn
)V (D(p)y)e

h̃(y), y ∈ Ẽ.

При фиксированном y возьмем произвольную точку x = xy, для которой верно равен-
ство

h̃(y) + h(xy)− yxy = 0

и через Dy обозначим проекцию на Rn
y сечения множества D:

Dy = {z : (xy, z) ∈ D}.

Теорема 2. Имеют место неравенства

1

e(1 + n!)vd(y, Dy)
eh̃(y) ≤

∫
exy−h(x) dx ≤ e2(1 + n!)(2n)n

vd(y, Dy)
eh̃(y), y ∈ Ẽ.

Доказательство. Для сокращения записей при фиксированном y введем обозначение

u(x) = h̃(y) + h(x + xy)− (x + xy)y.

Тогда u — неотрицательная выпуклая функция и u(0) = 0, причем {x : u(x) ≤ 1} = Dy − xy.
Нетрудно вычислить, что имеет место равенство

ũ(z) = h̃(z + y)− h̃(y)− xyz.

По определению сопряженных по Юнгу h̃(z + y) ≥ x(y + z)−h(x) для всех x, в частности,

h̃(z + y) ≥ xy(y + z)− h(xy).

Поэтому

ũ(z) = h̃(z + y)− h̃(y)− xyz ≥ xy(y + z)− h(xy)− h̃(y)− xyz = 0, (9)

причем ũ(0) = 0. Рассмотрим выпуклое множество

E = {z : ũ(z) ≤ 1}

и опорную функцию H этого множества:

H(z) = sup
t∈E

zt.

Поскольку 0 ∈ E, то H(z) ≥ 0.

Лемма 6. Пусть

F = {u(x) ≤ 1}, G1 = {H(x) ≤ 1}, G2 = {H(x) ≤ 2}.

Имеют место включения
G1 ⊂ F ⊂ G2.
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Доказательство. Если u(x) ≤ 1, то

H(x) = sup
z∈E

xz ≤ sup
z∈E

(xz − ũ(z) + 1) ≤ sup(xz − ũ(z)) + 1 = u(x) + 1 ≤ 2,

и, тем самым, правое включение доказано. Пусть H(x) ≤ 1 и z /∈ E, тогда, поскольку
0 ∈ E, то найдется τ > 1 и z0 ∈ ∂E так, что z = τz0. В силу выпуклости функции ũ имеем

1 = ũ(z0) ≤
1

τ
ũ(z) +

(
1− 1

τ

)
ũ(0) =

1

τ
ũ(z),

то есть ũ(z) ≥ τ . Поэтому

xz − ũ(z) ≤ τ(xz0 − 1) ≤ τ( sup
z′∈∂E

xz′ − 1) = τ(H(x)− 1) ≤ 0.

Отсюда в силу неотрицательности функции ũ справедлива следующая оценка

u(x) = sup
z

(xz − ũ(z)) = max(sup
z∈E

(xz − ũ(z)), sup
z /∈E

(xz − ũ(z))) ≤

≤ max(sup
z∈E

(xz − ũ(z)), 0) ≤ sup
z∈E

zx = H(x) ≤ 1.

Лемма доказана.

С помощью замены переменных x := x + xy получим равенство

Lh(y) =

∫
exy−h(x) dx =

∫
e(x+xy)y−h(x+xy) dx = eh̃(y)

∫
e−u(x) dx. (10)

Применим к последнему интегралу теорему 1, учитывая, что ũ(0) = 0:

e−1V (F )

∫
e−u(x) dx ≤ (1 + n!) V (F ),

а объем множества F оценим по лемме

e−1V (G1) ≤
∫

e−u(x) dx ≤ (1 + n!) V (G2).

Опорная функция H тоже неотрицательная, значит, H̃(0) = 0, и по замечанию имеем

e−2V (G2) ≤
∫

e−H(x) dx ≤ (1 + n!) V (G1).

Последние два соотношения дают оценку

1

e(1 + n!)

∫
e−H(x) dx ≤ e−1V (G1) ≤

∫
e−u(x) dx ≤

≤ (1 + n!)V (G2) ≤ (1 + n!)e2

∫
e−H(x) dx.

Вместе с представлением (10) получим
1

e(1 + n!)
eh̃(y)

∫
e−H(x) dx ≤ Lh(y) ≤ (1 + n!)e2eh̃(y)

∫
e−H(x) dx. (11)

Таким образом, для доказательства теоремы 2 нам нужно выяснить асимптотику инте-
грала от exp(−H(x))), где H(x) — опорная функция множества

E = {z : ũ(z) ≤ 1}.
Заметим, что

E + y = {t : h̃(t)− (̃y)− xyt + xyy ≤ 1} = {h̃(t) + h(xy)− xyt ≤ 1} = Dy,
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поэтому vd(y, Dy) = vd(0, E). Cледовательно, утверждение теоремы 2 будет вытекать из
следующей леммы.

Лемма 7. Пусть E — выпуклое множество, содержащее начало координат и H(x) —
опорная функция этого множества. Тогда

1

vd(0, E)
≤

∫
e−H(x) dx ≤ (2n)n

vd(0, E)
.

Доказательство. При определении величины vd(x, E) мы фактически строили орто-
гональный репер с началом в точке x. Поскольку утверждение леммы инвариантно отно-
сительно поворотов системы координат, то можем считать, что

inf{|x| : x = (0, ..., 0, xi, xi+1, ..., xn) /∈ E}
достигается в точке (0, ..., 0, ai, 0, ..., 0) ∈ ∂E, причем ai > 0. При таком выборе системы
координат, очевидно

vd(0, E) = a1a2...an.

Пусть H1 — опорная функция симплекса с вершинами в точках (0, ..., 0, ±ai, 0, ..., 0). Оче-
видно, что этот симплекс лежит в E, поэтому для всех x H1(x) ≤ H(x). С другой стороны,

H1(x) = max
i

(±aixi) = max
i

(ai|xi|) ≥
1

n

n∑
i=1

ai|xi|,

следовательно, ∫
e−H(x) dx ≤

∫
e−H1(x) dx ≤

∫
e−

1
n

∑n
i=1(ai|xi|) dx =

(2n)n

a1a2...an

.

Таким образом, ∫
e−H(x) dx ≤ (2n)n

a1a2...an

=
(2n)n

vd(0, E)
.

Докажем нижнюю оценку. По выбору системы координат опорная гиперплоскость P1 к
множеству E в граничной точке (a1, 0, ..., 0) описывается уравнением

x = (x1, ..., xn) : x1 = a1.

Рассмотрим пересечение E1 множества E c подпространством
R1 = {x = (x1, x2, ..., xn) : x1 = 0}. Снова по выбору системы координат опорная гипер-
плоскость P2 к множеству E1 в пространстве R1 в граничной точке (0, a2, 0, ..., 0) описыва-
ется уравнением (в пространстве R1) x2 = a2. Значит, во всем пространстве Rn уравнение
этой опорной плоскости имеет вид

A2,1x1 + x2 = a2.

Продолжая рассуждать аналогичным образом, получим, что опорная гиперплоскость Pi

к множеству E в точке (0, ..., 0, ai, 0, ..., 0) описывается уравнением вида

Ai,1x1 + Ai,2x2 + ... + Ai,i−1xi−1 + xi = ai.

Положим
Ai,i = 1, Ai,j = 0, j > i,

и через A обозначим треугольную матрицу с элементами Ai,j. Через G обозначим выпук-
лую неограниченную область, ограниченную гиперплоскостями Pi, i = 1, 2, ..., n, содержа-
щую множество E. Область G есть пересечение полупространств

P−
i = {x = (x1, ..., xn) : Ai,1x1 + Ai,2x2 + ... + Ai,i−1xi−1 + xi < ai}.
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При линейном преобразовании пространства y = Ax область G преобразуется в область

G′ = {y = (y1, ..., yn) : yi < ai, i = 1, 2, ..., n}.
Опорная функция области G′ легко вычисляется:

HG′(z) =

{∑
i aizi, если все zi ≥ 0,

+∞ в противном случае.

Пусть B — обратная матрица к матрице A. Тогда для опорной функции области G вы-
полняется формула

HG(z) = sup
x∈G

zx = sup
y∈G′

z(By) = sup
y∈G′

(BT z)y = HG′((AT )−1z),

где AT , BT — транспонированные матрицы. Поскольку E ⊂ G, то H(x) ≤ HG(x), значит∫
e−H(x) dx ≥

∫
e−HG(x) dx =

∫
e−HG′ ((AT )−1(x)) dx.

Произведем замену переменных в последнем интеграле, учитывая, что detA = 1,∫
e−H(x) dx ≥

∫
e−HG′ (y) dy =

∫
Rn

+

e−HG′ (y) dy =

∫
Rn

+

e−
∑

i aiyi dy =
1

a1...an

.

Лемма 7 доказана.

Подставим соотношения леммы 7 в оценки (5) и получим утверждение теоремы 2.
В заключении на основании лемм 2 – 5 сформулируем теорему 2 для одномерного случая

следующим образом:

Теорема 2 (a). Пусть h(t) — выпуклая функция на интервале I и

K(x) =

∫
I

e2xt−2h(t)dt,

h̃(x) = sup
I

(xt− h(t)),

J = {x ∈ R : h̃(x) < ∞}.
Тогда для любого p > 0 существует постоянная C(p) такая, что

1

C(p)

1

t(h̃, x, p)
e2h̃(x) ≤ K(x) ≤ C(p)

1

t(h̃, x, p)
e2h̃(x), ∀x ∈ J.

где функция t(h̃, x, p) — любая из введенных выше функций ρ(h̃, x, p), ρ1(h̃, x, p),

ρ2(h̃, x, p), τ(h̃, x, p).

Введенные геометрические характеристики в одномерном случае, когда h̃(x) дважды
непрерывно дифференцируема, будут эквивалентны величине 1√

h′′(x)
, и мы получаем клас-

сические результаты об асимптотике интегралов Лапласа.
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РЕЗОЛЬВЕНТЫ КОНЕЧНОМЕРНЫХ ВОЗМУЩЕННЫХ
КОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО

ОПЕРАТОРА

Г.Е. БЕРИКХАНОВА, Б.Е. КАНГУЖИН

Аннотация. В работе дано полное описание корректно разрешимых краевых задач
для бигармонического оператора в круге. Затем выписаны их конечномерные возму-
щения, которые также корректно разрешимы. Приведены формулы резольвенты ука-
заных операторов.

Ключевые слова: моделирование пластин, корректные задачи, задача Дирихле, би-
гармоническое уравнение, функция Грина, резольвента оператора.

1. Введение

При моделировании пластин и оболочек возникают операторы вида(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)2

+
N∑

i=1

λiδi, (∗)

так как тонкостенные трубы и панели в реальных условиях, как правило, опираются на
точечные жесткие и упругие, шарнирные и защемленные опоры, имеют точечно присоеди-
ненные массы [1]. Поскольку δi — дельта-функции Дирака имеют точечные носители, то
речь идет о точечных взаимодействиях. В 1961 году Березин и Фаддеев [2] дали матема-
тическое толкование точечных взаимодействий в рамках теории расширений абстрактных
операторов.

В настоящей работе сначала описаны всевозможные корректные задачи для операторов
вида (∗), а затем приведены формулы их резольвенты. При этом удается естественным об-
разом получить конечномерные возмущения для бигармонического оператора. Подобные
возмущения по другому поводу исследовались в работе [3].

2. Вспомогательные утверждения и доказательство теорем

В дальнейшем нам понадобится известное утверждение.
Теорема 1. Решение задачи Дирихле для бигармонического уравнения в круге

∆2W (x, y) = f (x, y) , x2 + y2 < r2 задается формулой

W (x, y) =

∫ ∫
ξ2+η2<r2

G (x, y, ξ, η) f (ξ, η) dξdη

с граничными условиями

W |x2+y2=r2 = 0,
∂W

∂n

∣∣∣∣
x2+y2=r2

= 0,

G.E. Berikhanova, B.E. Kanguzhin, Resolvent of finite-dimensional perturbed of the
correct problems for the biharmonic operator.
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где ∂
∂n

— производная по внешней нормали на границе

G (x, y, ξ, η) = d
(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ln

(
(x− ξ)2 + (y − η)2)−

−d
ξ2 + η2

r2

((
x− ξ

ξ2 + η2
r2

)2

+

(
y − η

ξ2 + η2
r2

)2
)
×

× ln

[
ξ2 + η2

r2

((
x− ξ

ξ2 + η2
r2

)2

+

(
y − η

ξ2 + η2
r2

)2
)]

+

+dr2

(
1− x2 + y2

r2

)(
1− ξ2 + η2

r2

)
×

× ln

[
ξ2 + η2

r2

((
x− ξ

ξ2 + η2
r2

)2

+

(
y − η

ξ2 + η2
r2

)2
)]

+

+dr2

(
1− x2 + y2

r2

)(
1− ξ2 + η2

r2

)
где d — некоторая константа, конкретный вид которой не играет роли.

Обсуждение теоремы 1. Теорема 1 утверждает, что функция Грина для круглой пласти-
ны с защемленным краем выписывается в явном виде. Заметим также, что функция вли-
яния G (x, y, ξ, η) принимает только неотрицательные значения при любых (x, y) и (ξ, η),
поскольку задаче Дирихле для бигармонического уравнения соответствует положительно
определенный оператор.

Доказательство. Известно, что фундаментальное решение бигармонического уравне-
ния имеет вид

G (x, y) = d
(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ln

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ,

где d — некоторая константа. Введем обозначения

X2 = (x− ξ)2 + (y − η)2 ,

Y2 =
ξ2 + η2

r2

∣∣∣∣x− ξ

ξ2 + η2
r2

∣∣∣∣2 ,

Z2 = r2

(
1− x2 + y2

r2

)(
1− ξ2 + η2

r2

)
.

Для указанных чисел справедливо тождество X2 = Y 2−Z2, которое проверяется непосред-
ственно. Отсюда, в частности, следует Y 2 > Z2. Рассмотрим фундаментальное решение

dX2 ln X2 = d
(
Y 2 − Z2

)
ln
(
Y 2 − Z2

)
= d

(
Y 2 − Z2

)
ln Y 2 + d

(
Y 2 − Z2

)
ln

(
1− Z2

Y 2

)
=

= dY 2 ln Y 2 − dZ2 ln Y 2 + d
(
Y 2 − Z2

) [
−Z2

Y 2
− 1

2

Z4

Y 4
− ...

]
.

Указанные преобразования верны, поскольку Y 2 > Z2, отсюда получим тождество

dX2 ln X2 − dY 2 ln Y 2 + dZ2 ln Y 2 + dZ2 = d
Z4

Y 2
− d

(
Y 2 − Z2

) [1

2

Z4

Y 4
+ ...

]
. (1)

Обозначим левую часть тождества через G (x, y, ξ, η) , тогда G (x, y, ξ, η) = dX2 ln X2−
−dY 2 ln Y 2 + dZ2 ln Y 2 + dZ2. Покажем, что введенная функция G (x, y, ξ, η) представляет
функцию Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в круге. Для простоты
при доказательстве теоремы считаем, что r = 1.
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Функция Грина состоит из фундаментального решения и компенсирующих функций:

G (x, y, ξ, η) = ε (x, y, ξ, η)− g1 (x, y, ξ, η) + g2 (x, y, ξ, η) + g3 (x, y, ξ, η) ,

где
ε (x, y, ξ, η) = dX2 ln X2 = d

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ln

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ,

g1 (x, y, ξ, η) = dY 2 ln Y 2 = d
(
ξ2 + η2

) [(
x− ξ

ξ2 + η2

)2

+

(
y − η

ξ2 + η2

)2
]
×

× ln

[(
ξ2 + η2

) [(
x− ξ

ξ2 + η2

)2

+

(
y − η

ξ2 + η2

)2
]]

,

g2 (x, y, ξ, η) = dZ2 ln Y 2 = d
(
1− ξ2 − η2

) (
1− x2 − y2

)
×

× ln

[(
ξ2 + η2

) [(
x− ξ

ξ2 + η2

)2

+

(
y − η

ξ2 + η2

)2
]]

,

g3 (x, y, ξ, η) = dZ2 = d
(
1− ξ2 − η2

) (
1− x2 − y2

)
.

Вычислим вначале

∆2
x,yG (x, y, ξ, η) = ∆2

x,y [ε (x, y, ξ, η)− g1 (x, y, ξ, η) + g2 (x, y, ξ, η) + g3 (x, y, ξ, η)] .

В правой части каждое слагаемое вычисляем по отдельности ∆2
x,yε (x, y, ξ, η) =

= ∆2
x,yd

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ln

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) при (ξ, η) = (0, 0) . С помощью фор-

мулы Лейбница можем записать соотношения
∂2

∂x2

[(
x2 + y2

)
ln
(
x2 + y2

)]
= 2 ln

(
x2 + y2

)
+

4x2

x2 + y2
+ 2,

∂2

∂y2

[(
x2 + y2

)
ln
(
x2 + y2

)]
= 2 ln

(
x2 + y2

)
+

4y2

x2 + y2
+ 2.

В результате ∆x,y [(x2 + y2) ln (x2 + y2)] = 4 ln (x2 + y2) + 8.
Поэтому, если (x, y) не совпадает с (ξ, η), то

∆2
x,y

[(
x2 + y2

)
ln
(
x2 + y2

)]
= 4∆ ln

(
x2 + y2

)
+ 8∆1 =

= 4

(
− 2

x2 + y2
+

4x2

(x2 + y2)2 −
2

x2 + y2
+

4y2

(x2 + y2)2

)
= 0.

Так как точка (x, y) находится внутри области Ω, а точка
(

ξ
ξ2+η2 ,

η
ξ2+η2

)
вне области Ω,

то они не могут совпадать, и, следовательно, аналогично предшествующему выполняется
равенство ∆2

x,yg1 (x, y, ξ, η) = 0.
Поскольку функция g2 (x, y, ξ, η) представляет произведение гармонической функции

ln

[
(ξ2 + η2)

[(
x− ξ

ξ2+η2

)2

+
(
y − η

ξ2+η2

)2
]]

на радиальный многочлен (1− x2 − y2) , из

теоремы Альманзи следует, что ∆2
x,yg2 (x, y, ξ, η) = 0.

Очевидно, что
∆2

x,yg3 (x, y, ξ, η) = 0.

Поскольку d
(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ln

(
(x− ξ)2 + (y − η)2)— фундаментальное решение, то

∆2
x,yd

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) ln

(
(x− ξ)2 + (y − η)2) = δΩ ((x, y) , (ξ, η)) , где δΩ ((x, y) , (ξ, η)) —

дельта-функция Дирака в области Ω. Таким образом, функция G (x, y, ξ, η) удовлетворяет
дифференциальному уравнению ∆2

x,yG (x, y, ξ, η) = 0 при (x, y) 6= (ξ, η) . С другой стороны,
G (x, y, ξ, η) согласно тождеству (1) равняется правой части (1), то есть

G (x, y, ξ, η) = d
Z4

Y 2
− d

(
Y 2 − Z2

) [1

2

Z4

Y 4
+ ...

]
.
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Поскольку Z4 = (1− (x2 + y2))
2
(1− (ξ2 + η2))

2
, то следы на границе Z4|(x,y)∈∂Ω и

∂
∂nx,y

Z4
∣∣∣
(x,y)∈∂Ω

равны нулю. Поэтому функция G (x, y, ξ, η) на границе ∂Ω удовлетворя-

ет граничным условиям Дирихле

G (x, y, ξ, η)|(x,y)∈∂Ω,(ξ,η)∈Ω = 0,

∂

∂nx,y

G (x, y, ξ, η)

∣∣∣∣
(x,y)∈∂Ω,(ξ,η)∈Ω

= 0.

Теорема 1 полностью доказана.
Пусть h (x, y) — произвольная четыре раза дифференцируемая в круге Ω функция. Вве-

дем новую функцию по формуле

I (x, y) =

∫ ∫
Ω

G (x, y, ξ, η) ∆2
ξ,ηh (ξ, η) dξdη,

где ∆ξ,η = ∂2

∂ξ2 + ∂2

∂η2 — оператор Лапласа по переменным ξ, η.

Ясно, что функция I (x, y) обладает свойствами:

∆2
x,yI (x, y) = ∆2

x,yh (x, y) , (x, y) ∈ Ω, (2)

I (x, y)|∂Ω = 0, (3)

∂I (x, y)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0. (4)

С другой стороны, вспоминая вторую формулу Грина
∫ ∫

Ω

∆2uvdxdy −
∫ ∫

Ω

u∆2vdxdy =

=
∫

∂Ω

[(
∂
∂n

∆uv −∆u ∂v
∂n

)
+
(

∂
∂n

u∆v − u ∂
∂n

∆v
)]

ds, функцию I (x, y) можно переписать в виде

I (x, y) =

∫ ∫
Ω

G (x, y, ξ, η) ∆2
ξ,ηh (ξ, η) dξdη =

=

∫ ∫
Ω

h (ξ, η) ∆2
ξ,ηG (x, y, ξ, η) dξdη+

+

∫
∂Ω

[(
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηhG (x, y, ξ, η)−∆ξ,ηh (ξ, η)
∂

∂nξ,η

G (x, y, ξ, η)

)
+ (5)

+

(
∂

∂nξ,η

h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)− h (ξ, η)
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

)]
dsξ,η,

где nξ,η — внешняя нормаль к окружности ∂Ω в точке (ξ, η) .
В силу симметрии функции Грина G (x, y, ξ, η) относительно пар (x, y) и (ξ, η) имеем

равенство
∆2

ξ,ηG (x, y, ξ, η) = δΩ ((x, y) , (ξ, η)) , (6)
где δΩ ((x, y) , (ξ, η)) — дельта-функция Дирака в области Ω.

Из (5) и (6) следует равенство

I (x, y) = h (x, y) +

∫
∂Ω

[(
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηhG (x, y, ξ, η)−∆ξ,ηh (ξ, η)
∂

∂nξ,η

G (x, y, ξ, η)

)
+

+

(
∂

∂nξ,η

h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)− h (ξ, η)
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

)]
dsξ,η.
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Поскольку G (x, y, ξ, η)|(x,y)∈Ω,(ξ,η)∈∂Ω = 0 и ∂
∂nξ,η

G (x, y, ξ, η)
∣∣∣
(x,y)∈Ω,(ξ,η)∈∂Ω

= 0, последнее
равенство переписываем в виде

I (x, y) = h (x, y) +

∫
∂Ω

[
∂

∂nξ,η

h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−h (ξ, η)
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

]
dsξ,η. (7)

Удобно ввести обозначение M (x, y) = h (x, y) − I (x, y) . Подставим правую часть (7) в
соотношение (2). В результате для любой гладкой функции h (x, y) получим соотношение

∆2
x,yM (x, y) = 0. (8)

Теперь используем граничные условия (3), (4). Подставим правую часть (7) в граничные
условия (3), (4), тогда для произвольной гладкой функции h (x, y) имеем граничные
соотношения {

h|∂Ω + M |∂Ω = 0,
∂h

∂nx,y

∣∣∣
∂Ω

+ ∂M
∂nx,y

∣∣∣
∂Ω

= 0.
(9)

В силу произвольности h (x, y) и независимости граничных значений ∂
∂nξ,η

h (ξ, η) , h (ξ, η)

при (ξ, η) ∈ ∂Ω убеждаемся в справедливости следующих свойств функции Грина:

∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
(x,y)∈∂Ω,(ξ,η)∈∂Ω

= δ∂Ω ((x, y) , (ξ, η)) ,

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)|(x,y)∈∂Ω,(ξ,η)∈∂Ω = 0,
∂

∂nx,y
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

∣∣∣
(x,y)∈∂Ω,(ξ,η)∈∂Ω

= −δ∂Ω ((x, y) , (ξ, η)) ,

∂
∂nx,y

∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
(x,y)∈∂Ω,(ξ,η)∈∂Ω

= 0,

(10)

где δ∂Ω ((x, y) , (ξ, η)) — дельта-функция Дирака на границе ∂Ω.
По-видимому, граничные соотношения (10) для функции Грина G (x, y, ξ, η) известны,

но авторы не смогли найти точные координаты для ссылок. Поэтому сформулируем необ-
ходимое для дальнейшего результата в виде отдельного утверждения.

Теорема 2. Функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в круге
обладает свойствами:
1) G (P, Q) = G (Q, P ) ,∀Q, P ∈ Ω,
2) G (P, Q) ≥ 0,∀Q,P ∈ Ω,
3) ∆2

x,yG (Q, P ) = δΩ (P, Q) ,∀Q,P ∈ Ω,
4) G(P, Q) = 0, P ∈ ∂Ω, Q ∈ Ω,
5) ∂

∂np
G(P, Q) = 0, P ∈ ∂Ω, Q ∈ Ω,

6) при P, Q ∈ ∂Ω справедливо соотношение (10).

Теперь образуем новую функцию

W (x, y) =

∫
Ω

G (x, y, ξ, η) f (ξ, η) dξdη + h (x, y)− I (x, y) , (11)

где h (x, y) — произвольная достаточно гладкая функция, I (x, y) определяется по формуле
(7).
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Теорема 3. Функция W (x, y) , введенная по формулам (11) и (7), является решением
следующей задачи: 

∆2W (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω,

W (x, y)|∂Ω = h (x, y)|∂Ω ,
∂

∂nx,y
W (x, y)

∣∣∣
∂Ω

= ∂
∂nx,y

h (x, y)
∣∣∣
∂Ω

,

(12)

где h (x, y) — произвольная достаточно гладкая функция.

Причем решение задачи (12) единственно, то есть решение задачи (12) зависит толь-
ко от граничных значений h (x, y)|∂Ω и ∂

∂nx,y
h (x, y)

∣∣∣
∂Ω

, но не зависит от h (x, y), когда
(x, y) ∈ Ω.

Доказательство. Заметим, что из соотношения (7) представление (11) можно пере-
писать в виде

W (x, y) =
∫
Ω

G (x, y, ξ, η) f (ξ, η) dξdη −
∫

∂Ω

[
∂

∂nξ,η
h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−h (ξ, η) ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
]
dsξ,η.

(13)

Проверим для W (x, y) первое соотношение из (12). Справедливость равенства (12) сле-
дует из того, что верны (8) и (6). Проверим для W (x, y) второе соотношение из (12).
Пусть (x, y) ∈ ∂Ω. Тогда из равенства 4 теоремы 2 и соотношений (10) следует требуемое
граничное соотношение из (12). Третье соотношение из (12) следует из 5 теоремы 2 и со-
отношений (9). Единственность задачи Дирихле для бигармонического уравнения в шаре
известна. Тем самым теорема 3 полностью доказана.

Теперь покажем, как, используя теорему 3, можно получать новые граничные корректно
разрешимые задачи для бигармонического уравнения в шаре.

Для этого достаточно, чтобы функция h (x, y) непрерывным образом зависела от функ-
ции f (x, y), то есть пусть существует непрерывный оператор L, отображающий f (x, y)
в h (x, y). Напомним, h (x, y) — гладкая функция проколотой области Ω0. Итак, пусть
h = L (f) .

Тогда задача (12) примет вид

∆2W (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω, (14){
W (x, y)|∂Ω − L (∆2W )|∂Ω = 0,

∂
∂nx,y

W (x, y)
∣∣∣
∂Ω
− ∂

∂nx,y
L (∆2W )

∣∣∣
∂Ω

= 0.
(15)

Условия (15), накладываемые на функцию W (x, y), можно интерпретировать как до-
полнительные условия для того, чтобы уравнение (14) при любой правой части f (x, y)
имело единственное решение. Таким образом, задача (14)–(15) представляет коррект-
ную всюду разрешимую задачу с новыми "краевыми"условиями вида (15). Слово "крае-
вые"пишем в кавычках из-за того, что в общем случае, эти условия не являются гранич-
ными.

Итак, справедлива

Теорема 4. Для любого непрерывного оператора L, отображающего пространство
{f} в множество {h} гладких функции, задача (14)–(15) имеет единственное устойчи-
вое решение при всех допустимых правых частях f.

Теперь докажем обратное утверждение.

Теорема 5. Если уравнение (14) при всех допустимых правых частях f с некоторы-
ми дополнительными условиями имеет единственное устойчивое решение, то найдется
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непрерывный оператор L, отображающий пространство {f} в множество {h} гладких
функции, такой, что дополнительные условия примут вид (15).

Доказательство. Пусть уравнение (14) с некоторыми дополнительными условиями од-
нозначно разрешимо для любой правой части f (x, y). Соответствующее единственное ре-
шение обозначим через u (x, y, f) . Введем функцию W (x, y, f) =

∫
Ω

G (x, y, ξ, η) f (ξ, η) dξdη

и составим разность

v (x, y) = u (x, y, f)−W (x, y, f) . (16)

Ясно, что v (x, y) является решением однородного уравнения ∆2v = 0 и однозначно опре-
деляется по f. Таким образом, любому f соответствует единственная функция v, которая
представляет достаточно гладкую функцию и является бигармонической функцией. Обо-
значим через L оператор, ставящий каждой f в соответствие v, то есть v = L (f) .

Рассмотрим совершенно новую функцию по формуле w (x, y) = W (x, y, f)− v (x, y) .
В данном случае роль h (x, y) играет функция v (x, y). Следовательно, выше приведен-

ные рассуждения из теоремы 3 показывают, что

∆2w (x, y) = f (x, y) ,

w (x, y)|∂Ω = v (x, y)|∂Ω , (17)

∂

∂nx,y

w (x, y)

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂

∂nx,y

v (x, y)

∣∣∣∣
∂Ω

,

где v (x, y) = L (f) или v (x, y) = L (∆2w) .
С другой стороны, из представления (16) следует, что u (x, y, f) = W (x, y, f) + v (x, y)
также удовлетворяет соотношениям (17). Поэтому из теоремы единственности вытекает,
что u (x, y, f) = w (x, y) . Следовательно, дополнительные условия для однозначной разре-
шимости имеют вид (17). Теорема 5 полностью доказана.

Для конкретности приведем примеры, вытекающие из теорем 4 и 5. Согласно теореме
4, выбирая оператор L, можно получить те или иные корректные задачи для бигармони-
ческого уравнения в шаре. Причем согласно теореме 5 этот способ позволяет описать все
возможные корректные задачи.

Пример 1. Пусть оператор L имеет интегральный вид

(Lf) (x, y) =

∫
Ω

K (x, y, t, s) f (t, s) dtds,

где K (x, y, t, s) — достаточно гладкое по (x, y) ядро интегрального оператора. Тогда до-
полнительные условия (15) примут вид

W (x, y)|∂Ω −
∫
Ω

K (x, y, t, s) ∆2W (t, s) dtds|∂Ω = 0,

∂
∂nx,y

W (x, y)
∣∣∣
∂Ω
−
∫
Ω

∂
∂nx,y

K (x, y, t, s) ∆2W (t, s) dtds
∣∣∣
∂Ω

= 0.
(18)

Если к тому же ядро K (x, y, t, s) по переменным (t, s) является бигармонической функ-
цией, то дополнительные условия (18), используя формулу Грина, можно записать в виде
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краевых условий

W (x, y)|∂Ω −
∫

∂Ω

[(
∂

∂nt,s
∆t,sW (t, s) K (x, y, t, s)−∆t,sW (t, s) ∂

∂nt,s
K (x, y, t, s)

)
+

+
(

∂
∂nt,s

W (t, s) ∆t,sK (x, y, t, s)−W (t, s) ∂
∂nt,s

∆t,sK (x, y, t, s)
)]

dst,s

∣∣∣
∂Ω

= 0,

∂
∂nx,y

W (x, y)
∣∣∣
∂Ω
−

−
∫

∂Ω

[(
∂

∂nt,s
∆t,sW (t, s) ∂

∂nx,y
K (x, y, t, s)−∆t,sW (t, s) ∂2

∂nt,s∂nx,y
K (x, y, t, s)

)
+

+
(

∂
∂nt,s

W (t, s) ∆t,s
∂

∂nx,y
K (x, y, t, s)−W (t, s) ∂2

∂nt,s∂nx,y
∆t,sK (x, y, t, s)

)]
dst,s

∣∣∣
∂Ω

= 0.

(19)
Таким образом, краевая задача (14)–(19) однозначно разрешима при любых допусти-

мых правых частях, если K (x, y, t, s) — гладкая по (x, y) и бигармоническая по (t, s).
Пример 2. Если оператор L имеет вид (Lf) (x, y) =

∫
Ω

K (x, y, t, s) exp
(
− 1
|f(t,s)|

)
dtds,

где K (x, y, t, s) — достаточно гладкое ядро интегрального оператора, то приходим к нели-
нейным граничным условиям.

Теперь уточним возможность выбора граничного оператора L. На самом деле, для
записи дополнительных условий (15) нам нет необходимости знать значения (Lf) (x, y)
во внутренних точках (x, y) из Ω. Достаточно знание информации о следах (Lf) (x, y) и

∂
∂nx,y

(Lf) (x, y) на границе ∂Ω.

В дальнейшем нам удобно вместо L (f) писать (Lf) (x, y) и считать L линейным опе-
ратором. Оператор, соответствующий задаче (14)–(15), обозначим через AL. Тогда A0

соответствует задаче Дирихле из теоремы 1. В следующей теореме дано представление
резольвенты оператора AL.

Теорема 6. Если L — линейный непрерывный оператор из теоремы 4 и 5, то резоль-
вента оператора AL имеет вид

(AL − λI)−1 f (x, y) = (A0 − λI)−1 f (x, y)−
−
∫

∂Ω

{(
AL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

) (
∂

∂nξ,η
LA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, η)

)
−

−
(
AL (AL − λI)−1 ∂

∂nξ,η
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

) (
LA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, η)

)}
dsξ,η.

Согласно теореме 6 для вычисления резольвенты на произвольном элементе f доста-
точно уметь вычислять значения резольвенты на конкретных функциях ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
и ∂

∂nξ,η
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) при (ξ, η) ∈ ∂Ω.

Доказательство. Удобно ввести следующие обозначения

u (x, y) = (A0 − λI)−1 f (x, y) ,

v (x, y, ξ, η) = AL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ,

g (ξ, η) = LA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, η) ,

W (x, y) = u (x, y)−
∫

∂Ω

[
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

]
dsξ,η.

Покажем, что ∆2W = λW + f . Действительно, рассмотрим

∆2W = ∆2u−∆2
∫

∂Ω

[
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

]
dsξ,η =

= λu + f −
∫

∂Ω

[
∆2v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
∆2v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

]
dsξ,η.
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Поскольку ALp (x, y) = ∆2p (x, y) при p ∈ D (AL), то

∆2AL (AL − λI)−1 = ∆2
(
I + λ (AL − λI)−1) =

= ∆2 + λ∆2 (AL − λI)−1 = ∆2 + λAL (AL − λI)−1 .

Вспоминая также, что ∆2
x,y∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) = 0, (x, y) ∈ Ω, можем записать соотношение

∆2W = λu + f − λ
∫

∂Ω

[
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

]
dsξ,η =

= λW + f.

Таким образом, функция W удовлетворяет требуемому дифференциальному соотношению
∆W = λW + f . Остается проверить граничные условия вида (15). Для этого рассмотрим
разность

[W − L∆2W ]|∂Ω =

=

[
u−

∫
∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η −

− L (λW + f)]|∂Ω = −
[∫
∂Ω

(
AL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η) −

− AL (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)
)

dsξ,η

]∣∣∣
∂Ω
− L (λu + f)|∂Ω +

+

(
λL
∫

∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

=

= −
(∫

∂Ω

(
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

−

−
[
λ
∫

∂Ω

(
(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η) −

− (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)
)

dsξ,η

]∣∣∣
∂Ω
− L (λu + f)|∂Ω +

+

(
λL
∫

∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

.

Вспоминая соотношения (10), последнее соотношение запишем в виде

[W − L∆2W ]|∂Ω = g (ξ, η)|∂Ω−

−
[
λ
∫

∂Ω

(
(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η) −

− (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)
)

dsξ,η

]∣∣∣
∂Ω
− L (λu + f)|∂Ω +

+

(
λL
∫

∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

.

Заметим, что g (ξ, η)|∂Ω = L (λu + f)|∂Ω, так как

λu + f = λ (A0 − λI)−1 f + f = A0 (A0 − λI)−1 f.

С другой стороны, функция (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) , а также функция
(AL − λI)−1 ∂

∂nξ,η
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∈ D (AL) , и поэтому удовлетворяют соответствующим

краевым условиям

(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣
∂Ω

= LAL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣
∂Ω

,

(AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
∂Ω

= LAL (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
∂Ω

.
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Поэтому

λ
∫

∂Ω

(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂
∂nξ,η

g (ξ, η) dsξ,η

∣∣∣
∂Ω

=

= L

(
λ
∫

∂Ω

v (x, y, ξ, η) ∂
∂nξ,η

g (ξ, η) dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

,

λ
∫

∂Ω

(AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dsξ,η

∣∣∣
∂Ω

=

= L

(
λ
∫

∂Ω

∂
∂nξ,η

v (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

,

поскольку L — линейный оператор.
Следовательно, выполняется одно из краевых условий (15)[

W − L∆2W
]∣∣

∂Ω
= 0.

Теперь проверим выполнение второго из краевых условий (15). Для этого рассмотрим
разность [

∂
∂nx,y

W (x, y)− ∂
∂nx,y

L (∆2W )
]∣∣∣

∂Ω
=
[

∂
∂nx,y

u−

−
∫

∂Ω

(
∂

∂nx,y
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂2

∂nx,y∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η−

− ∂
∂nx,y

L (λW + f)
]∣∣∣

∂Ω
=

= −
[∫
∂Ω

(
∂

∂nx,y
AL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η) −

− ∂
∂nx,y

AL (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)
)

dsξ,η

]∣∣∣
∂Ω
−

− ∂
∂nx,y

L (λu + f)
∣∣∣
∂Ω

+

+

(
λ ∂

∂nx,y
L
∫

∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

=

= −
(∫

∂Ω

(
∆ξ,η

∂
∂nx,y

G (x, y, ξ, η) ∂
∂nξ,η

g (ξ, η) −

− ∂2

∂nx,y∂nξ,η
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣
∂Ω
−

−
[
λ
∫

∂Ω

(
∂

∂nx,y
(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η) −

− ∂
∂nx,y

(AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)
)

dsξ,η

]∣∣∣
∂Ω
−

− ∂
∂nx,y

L (λu + f)
∣∣∣
∂Ω

+

+

(
λ ∂

∂nx,y
L
∫

∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

.

Вспоминая соотношения (10), последнее соотношение запишем в виде[
∂

∂nx,y
W − ∂

∂nx,y
L∆2W

]∣∣∣
∂Ω

= ∂
∂nx,y

g (ξ, η)
∣∣∣
∂Ω
−

−
[
λ
∫

∂Ω

(
∂

∂nx,y
(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η) −

− ∂
∂nx,y

(AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η)
)

dsξ,η

]∣∣∣
∂Ω
−

− ∂
∂nx,y

L (λu + f)
∣∣∣
∂Ω

+

+

(
λ ∂

∂nx,y
L
∫

∂Ω

(
v (x, y, ξ, η) ∂

∂nξ,η
g (ξ, η)− ∂

∂nξ,η
v (x, y, ξ, η) g (ξ, η)

)
dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

.
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Заметим, что ∂
∂nx,y

g (ξ, η)|∂Ω = ∂
∂nx,y

L (λu + f)
∣∣∣
∂Ω

, так как

λu + f = λ (A0 − λI)−1 f + f = A0 (A0 − λI)−1 f.

С другой стороны, функции ∂
∂nx,y

(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ,
∂

∂nx,y
(AL − λI)−1 ∂

∂nξ,η
∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∈ D (AL) и поэтому удовлетворяют соответствующим

краевым условиям
∂

∂nx,y
(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

∣∣
∂Ω

=

= ∂
∂nx,y

LAL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
∂Ω

,

∂
∂nx,y

(AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
∂Ω

=

= ∂
∂nx,y

LAL (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
∣∣∣
∂Ω

.

Поэтому

λ
∫

∂Ω

∂
∂nx,y

(AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) ∂
∂nξ,η

g (ξ, η) dsξ,η

∣∣∣
∂Ω

=

= ∂
∂nx,y

L

(
λ
∫

∂Ω

v (x, y, ξ, η) ∂
∂nξ,η

g (ξ, η) dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

,

λ
∫

∂Ω

∂
∂nx,y

(AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dsξ,η

∣∣∣
∂Ω

=

= ∂
∂nx,y

L

(
λ
∫

∂Ω

∂
∂nξ,η

v (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dsξ,η

)∣∣∣∣
∂Ω

,

поскольку L — линейный оператор. Следовательно, выполняется одно из краевых условий
(15) [

∂

∂nx,y

W (x, y)− ∂

∂nx,y

L
(
∆2W

)]∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

Теорема 6 полностью доказана.
Выделим конечномерные возмущения задачи (14)–(15) для неоднородного бигармони-

ческого уравнения. Для этого применим вышеуказанный метод к проколотому кругу
Ω0 = Ω\ {M0} , где M0 — некоторая внутренняя точка круга Ω. Возьмем произвольную
функцию h (x, y) из пространства W 4

2 (Ω0) и введем функцию по формуле

I (x, y) = lim
δ→+0

∫
Ωδ

G (x, y, ξ, η) ∆2
ξ,ηh (ξ, η) dξdη,

где Ωδ = Ω\Πδ (M0) ; Πδ (M0) = {(ξ, η) : x0 − δ ≤ ξ ≤ x0 + δ, y0 − δ ≤ η ≤ y0 + δ} (x0, y0) —
координаты точки M0.

Преобразуем функцию I (x, y) аналогично формулам (2)–(7) в результате имеем

I (x, y) = h (x, y)−
∫

∂Ω

[
∂

∂nξ,η
h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−h (ξ, η)
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

]
dsξ,η− (20)

− lim
δ→+0

∫
∂Πδ(M0)

[(
∂

∂nξ,η
∆ξ,ηhG (x, y, ξ, η)−∆ξ,ηh (ξ, η) ∂

∂nξ,η
G (x, y, ξ, η)

)
+

+
(

∂
∂nξ,η

h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)− h (ξ, η) ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
)]

dsξ,η
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при (x, y) 6= M0. Предполагаем также, что относительно h (ξ, η) в окрестности точки (x0, y0)
выполнены условия:

sup
0<δ<δ0

sup
y0−δ<η<y0+δ

{
δ
(∣∣∣∂h(x0+δ,η)

∂ξ

∣∣∣+ ∣∣∣∂h(x0−δ,η)
∂ξ

∣∣∣+ |h (x0 + δ, η)| +

+ |h (x0 − δ, η)|+
∣∣∣ ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 + δ, η)
∣∣∣+

+
∣∣∣ ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 − δ, η)
∣∣∣+ |∆ξ,ηh (x0 + δ, η)|+ |∆ξ,ηh (x0 − δ, η)|

)}
≤ C,

(21)

sup
0<δ<δ0

sup
x0−δ<ξ<x0+δ

{
δ
(∣∣∣∂h(ξ,y0−δ)

∂η

∣∣∣+ ∣∣∣∂h(ξ,y0+δ)
∂η

∣∣∣+ |h (ξ, y0 − δ)| +

+ |h (ξ, y0 + δ)|+
∣∣∣ ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)
∣∣∣+

+
∣∣∣ ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)
∣∣∣+ |∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)|+ |∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)|

)}
≤ C

(22)

и существуют пределы

α = lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 + δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 − δ, η)
]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)
]
dξ

}
,

β = lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[∆ξ,ηh (x0 − δ, η)−∆ξ,ηh (x0 + δ, η)] dη,

γ = lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)−∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)] dξ,

θ = lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂h(x0+δ,η)

∂ξ
− ∂h(x0−δ,η)

∂ξ

]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂h(ξ,y0−δ)

∂η
− ∂h(ξ,y0+δ)

∂η

]
dξ

}
,

σ = lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[h (x0 − δ, η)− h (x0 + δ, η)] dη,

ς = lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[h (ξ, y0 + δ)− h (ξ, y0 − δ)] dξ.

Тогда выпишем предел:

lim
δ→+0

∫
∂Πδ(M0)

[(
∂

∂nξ,η
∆ξ,ηhG (x, y, ξ, η)−∆ξ,ηh (ξ, η) ∂

∂nξ,η
G (x, y, ξ, η)

)
+

+
(

∂
∂nξ,η

h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)− h (ξ, η) ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
)]

dsξ,η =

= lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

G(x,y,x0+δ,η)−G(x,y,x0,y0)
δ

· δ · ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 + δ, η) dη+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

G(x,y,x0,y0)−G(x,y,x0−δ,η)
δ

· δ · ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 − δ, η) dη+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

∆ξ,ηG(x,y,x0+δ,η)−∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)

δ
· δ · ∂h(x0+δ,η)

∂ξ
dη+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)−∆ξ,ηG(x,y,x0−δ,η)

δ
· δ · ∂h(x0−δ,η)

∂ξ
dη−
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−G (x, y, x0, y0) lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 − δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 + δ, η)
]
dη−

−∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[
∂h(x0−δ,η)

∂ξ
− ∂h(x0+δ,η)

∂ξ

]
dη+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

G(x,y,ξ,y0−δ)−G(x,y,x0,y0)
δ

· δ · ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ) dξ+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

G(x,y,x0,y0)−G(x,y,ξ,y0+δ)
δ

· δ · ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ) dξ+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

∆ξ,ηG(x,y,ξ,y0−δ)−∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)

δ
· δ · ∂h(ξ,y0−δ)

∂η
dξ+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)−∆ξ,ηG(x,y,ξ,y0+δ)

δ
· δ · ∂h(ξ,y0+δ)

∂η
dξ−

−G (x, y, x0, y0) lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)
]
dξ−

−∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[
∂h(ξ,y0+δ)

∂η
− ∂h(ξ,y0−δ)

∂η

]
dξ+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

− ∂G(x,y,x0+δ,η)
∂ξ

δ
· δ ·∆ξ,ηh (x0 + δ, η) dη+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

∂G(x,y,x0−δ,η)
∂ξ

− ∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

δ
· δ ·∆ξ,ηh (x0 − δ, η) dη+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

∂
∂ξ

∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηG(x,y,x0+δ,η)

δ
· δ · h (x0 + δ, η) dη+

+ lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

∂
∂ξ

∆ξ,ηG(x,y,x0−δ,η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)

δ
· δ · h (x0 − δ, η) dη−

−∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[∆ξ,ηh (x0 + δ, η)−∆ξ,ηh (x0 − δ, η)] dη−

− ∂
∂ξ

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[h (x0 + δ, η)− h (x0 − δ, η)] dη+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

∂G(x,y,x0,y0)
∂η

− ∂G(x,y,ξ,y0−δ)
∂η

δ
· δ ·∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ) dξ+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

∂G(x,y,ξ,y0+δ)
∂η

− ∂G(x,y,x0,y0)
∂η

δ
· δ ·∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ) dξ+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

∂
∂η

∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)− ∂
∂η

∆ξ,ηG(x,y,ξ,y0−δ)

δ
· δ · h (ξ, y0 − δ) dξ+

+ lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

∂
∂η

∆ξ,ηG(x,y,ξ,y0+δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηG(x,y,x0,y0)

δ
· δ · h (ξ, y0 + δ) dξ−

−∂G(x,y,x0,y0)
∂η

lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)−∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)] dξ−

− ∂
∂η

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[h (ξ, y0 − δ)− h (ξ, y0 + δ)] dξ.

Поскольку по предположению для функции h (ξ, η) существует δ0 > 0 и C > 0 такие, что
выполняются соотношения (21), (22), то справедливо предельное соотношение
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lim
δ→+0

∫
∂Πδ(M0)

(
G (x, y, ξ, η) ∂h(ξ,η)

∂nξ,η
− ∂G(x,y,ξ,η)

∂nξ,η
h (ξ, η)

)
dsξ,η =

= αG (x, y, x0, y0) + β ∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

+ γ ∂G(x,y,x0,y0)
∂η

+

+θ∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + σ ∂
∂ξ

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + ς ∂
∂η

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) ,

где числа α, β, γ, θ, σ, ς были определены выше.
Здесь учтено, что функция G (x, y, ξ, η) при (x, y) 6= (ξ, η) является достаточно гладкой

функцией. Таким образом, из соотношения (20) получаем

I (x, y) = h (x, y)−
∫

∂Ω

[
∂

∂nξ,η
h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−h (ξ, η) ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
]
dsξ,η−

−αG (x, y, x0, y0)− β ∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

− γ ∂G(x,y,x0,y0)
∂η

−
−θ∆ξ,ηG (x, y, x0, y0)− σ ∂

∂ξ
∆ξ,ηG (x, y, x0, y0)− ς ∂

∂η
∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) .

Отсюда

h (x, y)− I (x, y) =
∫

∂Ω

[
∂

∂nξ,η
h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−h (ξ, η) ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
]
dsξ,η+

+αG (x, y, x0, y0) + β ∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

+ γ ∂G(x,y,x0,y0)
∂η

+

+θ∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + σ ∂
∂ξ

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + ς ∂
∂η

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) .

Поэтому аналог формулы (13) примет вид

W (x, y) =
∫ ∫

Ω

G (x, y, ξ, η) f (ξ, η) dξdη +
∫

∂Ω

[
∂

∂nξ,η
h (ξ, η) ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−h (ξ, η)
∂

∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)

]
dsξ,η+ (23)

+αG (x, y, x0, y0) + β ∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

+ γ ∂G(x,y,x0,y0)
∂η

+

+θ∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + σ ∂
∂ξ

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + ς ∂
∂η

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) .

Для того, чтобы решение W (x, y), задаваемое формулой (23), принадлежало простран-
ству L2 (Ω0) , необходимо положить β = γ = σ = ς = 0, то есть функция h (x, y) должна
быть непрерывной в точке M0. Формула (23) дает решение неоднородного бигармониче-
ского уравнения в проколотой области Ω0, которое отличается от решения задачи (14),
(15) конечным числом слагаемых. Следовательно, правая часть соотношения (23) пред-
ставляет решение конечномерного возмущения задачи (14), (15) для оператора Лапласа.

Теорема 7. Краевая задача для неоднородного бигармонического уравнения в проколо-
той области Ω0.

∆2W = f, Ω0,
W (x, y)|∂Ω = h (x, y)|∂Ω
∂W (x,y)

∂nx,y

∣∣∣
∂Ω

= ∂h(x,y)
∂nx,y

∣∣∣
∂Ω

,



РЕЗОЛЬВЕНТЫ КОНЕЧНОМЕРНЫХ ВОЗМУЩЕННЫХ. . . 31

lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηW (x0 + δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηW (x0 − δ, η)
]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηW (ξ, y0 − δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηW (ξ, y0 + δ)
]
dξ

}
=

= lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 + δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηh (x0 − δ, η)
]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)
]
dξ

}
,

lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[∆ξ,ηW (x0 − δ, η)−∆ξ,ηW (x0 + δ, η)] dη =

= lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[∆ξ,ηh (x0 − δ, η)−∆ξ,ηh (x0 + δ, η)] dη;

lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[∆ξ,ηW (ξ, y0 + δ)−∆ξ,ηW (ξ, y0 − δ)] dξ =

= lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[∆ξ,ηh (ξ, y0 + δ)−∆ξ,ηh (ξ, y0 − δ)] dξ;

(24)

lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂W (x0+δ,η)

∂ξ
− ∂W (x0−δ,η)

∂ξ

]
dη +

x0+δ∫
x0−δ

[
∂W (ξ,y0−δ)

∂η
− ∂W (ξ,y0+δ)

∂η

]
dξ

}
=

= lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂h(x0+δ,η)

∂ξ
− ∂h(x0−δ,η)

∂ξ

]
dη +

x0+δ∫
x0−δ

[
∂h(ξ,y0−δ)

∂η
− ∂h(ξ,y0+δ)

∂η

]
dξ

}
;

lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[W (x0 − δ, η)−W (x0 + δ, η)] dη = lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[h (x0 − δ, η)− h (x0 + δ, η)] dη;

lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[W (ξ, y0 + δ)−W (ξ, y0 − δ)] dξ = lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[h (ξ, y0 + δ)− h (ξ, y0 − δ)] dξ.

При любой правой части f имеет единственное решение, и оно задается по формуле
(23).

Отметим, что решение краевой задачи из теоремы 7 ищется в классе функций, которые
удовлетворяют условиям (21), (22), и существуют пределы (24). Доказательство теоремы
7 приводится точно так же, как доказывалась теорема 3.

Теперь покажем, как, используя теорему 7, можно получить новые граничные коррект-
но разрешимые задачи для бигармонического уравнения в проколотом круге. Для этого
достаточно, чтобы функция h (x, y) непрерывным образом зависела от f (x, y) , то есть
пусть существует непрерывный оператор L, отображающий f (x, y) в h (x, y) . Напомним,
h (x, y) — гладкая функция в проколотой области Ω0. Итак, пусть h = L (∆2W ) .
Тогда задача (24) примет вид

∆2W (x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ Ω0; (25)

W (x, y)|∂Ω = L (∆2W )|∂Ω ;

∂W
∂nx,y

∣∣∣
∂Ω

=
∂L(∆2W)

∂nx,y

∣∣∣∣
∂Ω

;
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lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηW (x0 + δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηW (x0 − δ, η)
]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηW (ξ, y0 − δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηW (ξ, y0 + δ)
]
dξ

}
=

= lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηL (∆2W ) (x0 + δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηL (∆2W ) (x0 − δ, η)
]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηL (∆2W ) (ξ, y0 − δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηL (∆2W ) (ξ, y0 + δ)
]
dξ

}
,

lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[∆ξ,ηW (x0 − δ, η)−∆ξ,ηW (x0 + δ, η)] dη =

= lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[∆ξ,ηL (∆2W ) (x0 − δ, η)−∆ξ,ηL (∆2W ) (x0 + δ, η)] dη,

lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[∆ξ,ηW (ξ, y0 + δ)−∆ξ,ηW (ξ, y0 − δ)] dξ =

= lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[∆ξ,ηL (∆2W ) (ξ, y0 + δ)−∆ξ,ηL (∆2W ) (ξ, y0 − δ)] dξ,

(26)

lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂W (x0+δ,η)

∂ξ
− ∂W (x0−δ,η)

∂ξ

]
dη +

x0+δ∫
x0−δ

[
∂W (ξ,y0−δ)

∂η
− ∂W (ξ,y0+δ)

∂η

]
dξ

}
=

= lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂L(∆2W)(x0+δ,η)

∂ξ
− ∂L(∆2W)(x0−δ,η)

∂ξ

]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂L(∆2W)(ξ,y0−δ)

∂η
− ∂L(∆2W)(ξ,y0+δ)

∂η

]
dξ

}
,

lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[W (x0 − δ, η)−W (x0 + δ, η)] dη =

= lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[L (∆2W ) (x0 − δ, η)− L (∆2W ) (x0 + δ, η)] dη,

lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[W (ξ, y0 + δ)−W (ξ, y0 − δ)] dξ =

= lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[L (∆2W ) (ξ, y0 + δ)− L (∆2W ) (ξ, y0 − δ)] dξ.

Условия (26), накладываемые на функцию W (x, y) , можно интерпретировать как допол-
нительные условия для того, чтобы уравнение (25) при любой правой части f (x, y) имело
единственное решение. Таким образом, задача (25)–(26) представляет корректную всюду
разрешимую задачу с новыми "краевыми"условиями вида (26). Слово "краевые"пишем в
кавычках из-за того, что в общем случае, эти условия не являются граничными.

Итак, справедлива

Теорема 8. Для любого непрерывного оператора L, отображающего пространство
{f} в множество гладких функции {h} в проколотой области Ω0, задача (25)–(26) имеет
единственное устойчивое решение при всех допустимых правых частях f.

Теперь докажем обратное утверждение.
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Теорема 9. Если уравнение (25) при всех допустимых правых частях f с некоторы-
ми дополнительными условиями имеет единственное устойчивое решение, то найдет-
ся непрерывный оператор L, отображающий пространство {f} в множество гладких
функции {h} в проколотой области Ω0, такой, что дополнительные условия примут
вид (26).

Доказательства теорем 8 и 9 приводятся точно так же, как доказывались теоремы 4, 5.
В дальнейшем нам удобно вместо L (f) писать (Lf) (x, y) и считать L линейным опе-

ратором. Оператор, соответствующий задаче (25)–(26) обозначим через AL. Тогда A0 со-
ответствует задаче Дирихле из теоремы 1. В следующей теореме дано представление ре-
зольвенты оператора AL.

Теорема 10. Если L — линейный непрерывный оператор из теоремы 8 и 9, то резоль-
вента оператора AL имеет вид

(AL − λI)−1 f (x, y) = (A0 − λI)−1 f (x, y) +

+
∫

∂Ω

[
∂

∂nξ,η
L (A0 − λI)−1 f (ξ, η) AL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)−

−L (A0 − λI)−1 f (ξ, η) AL (AL − λI)−1 ∂
∂nξ,η

∆ξ,ηG (x, y, ξ, η)
]
dsξ,η+

+αAL (AL − λI)−1 G (x, y, x0, y0) + βAL (AL − λI)−1 ∂G(x,y,x0,y0)
∂ξ

+

+γAL (AL − λI)−1 ∂G(x,y,x0,y0)
∂η

+ θAL (AL − λI)−1 ∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) +

+σAL (AL − λI)−1 ∂
∂ξ

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) + ςAL (AL − λI)−1 ∂
∂η

∆ξ,ηG (x, y, x0, y0) ,

где

α = lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂
∂ξ

∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (x0 + δ, η)− ∂
∂ξ

∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (x0 − δ, η)
]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂
∂η

∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, y0 − δ)− ∂
∂η

∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, y0 + δ)
]
dξ

}
;

β = lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[
∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (x0 − δ, η)−∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (x0 + δ, η)

]
dη;

γ = lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[
∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, y0 + δ)−∆ξ,ηLA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, y0 − δ)

]
dξ;

θ = lim
δ→+0

{
y0+δ∫
y0−δ

[
∂LA0(A0−λI)−1f(x0+δ,η)

∂ξ
− ∂LA0(A0−λI)−1f(x0−δ,η)

∂ξ

]
dη +

+
x0+δ∫
x0−δ

[
∂LA0(A0−λI)−1f(ξ,y0−δ)

∂η
− ∂LA0(A0−λI)−1f(ξ,y0+δ)

∂η

]
dξ

}
;

σ = lim
δ→+0

y0+δ∫
y0−δ

[
LA0 (A0 − λI)−1 f (x0 − δ, η)− LA0 (A0 − λI)−1 f (x0 + δ, η)

]
dη;

ς = lim
δ→+0

x0+δ∫
x0−δ

[
LA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, y0 + δ)− LA0 (A0 − λI)−1 f (ξ, y0 − δ)

]
dξ.

Замечание 1. Если h (x, y) и ∂h(x,y)
∂n

на ∂Ω равно нулю, то теоремы 8, 9 дают одномер-
ное возмущение однородной задачи Дирихле для недородного бигармонического уравнения.

Замечание 2. Теоремы 8, 9 сформулированы для области Ω0 с одной проколотой точ-
кой M0. Нетрудно сформулировать аналог теорем 8, 9, 10 для областей с конечным чис-
лом проколотых точек.
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КЛАССЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
РИККЬЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ЧЕТВЕРТОГО И ШЕСТОГО ПОРЯДКОВ

И.М. БИККУЛОВ, Ф.Х. МУКМИНОВ

Аннотация. Рассматривается задача Риккье-1,3 с краевыми условиями Дирихле и
третьего типа для эллиптических уравнений четвертого и шестого порядков в неогра-
ниченной области. Установлены широкие классы единственности решения этих задач,
зависящие от геометрии области. Для задачи Риккье-1 с краевыми условиями Дири-
хле построены примеры неединственности, подтверждающие точность предложенных
классов единственности.

Ключевые слова: классы единственности, задача Риккье, эллиптическое уравнение.

1. Введение

В неограниченной области Ω n-мерного пространства Rn, n ≥ 2, x = (x1, . . . , xn) —
точка Rn, рассматривается эллиптический оператор

Lu = L0u +
n∑

i=1

bi(x)uxi
− du, (1)

L0u =
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

.

Все коэффициенты оператора дифференцируемы и ограничены в Ω, постоянная d ≥ 0.
Коэффициенты aij симметричны, aij = aji и удовлетворяют при почти всех x ∈ Ω условию
равномерной эллиптичности

0 < |y|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)yiyj ≤ Γ|y|2, y ∈ Rn \ {0}. (2)

На границе области ∂Ω класса C1 заданы краевые условия первого и третьего типа

u
∣∣
x∈Γ1

= 0,

(
∂u

∂N
+ σ(x)u

)∣∣∣
x∈Γ2

= 0, (3)

здесь Γ1 6= ∅ — произвольное замкнутое множество, Γ2 = ∂Ω\Γ1 , n(n1, n2, . . . , nn) —

внешняя нормаль к ∂Ω;
∂u

∂N
=

n∑
i,j=1

aijuxi
nj; σ(x) ≥ 0 — измеримая ограниченная

функция на ∂Ω.

I.M. Bikkulov, F.Kh. Mukminov, Classes of uniqueness for solutions of the Rickyies problem
to fourth and sixth order elliptic equations.
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Целью работы является установление принципа Сен-Венана и классов единственности
для решений уравнений

Lmu = 0 (4)

при значениях m = 2, 3. Случай m = 1 рассматривался в работах О.А. Олейник, Г.А. Иоси-
фьян [10], [11] и других авторов [19], [16].

Имеется много работ, посвященных доказательству теорем типа Фрагмена-Линделефа,
принципа Сен-Венана или выделению классов единственности решений для эллиптиче-
ских уравнений. Перечисленные утверждения, как известно, характеризуют близкие ка-
чественные свойства решений эллиптических уравнений.

Первоначально теорема Фрагмена-Линделефа [3] возникла как обобщение принципа
максимума модуля для аналитических функций, а именно: если регулярная в области
D аналитическая функция f(z) в каждой точке ξ ∈ ∂D границы удовлетворяет условию
lim
r→0

sup
D∩B(r,ξ)

|f(z)| 6 M , то |f(z)| 6 M всюду в области D. Здесь и далее B(r, ξ) — шар

радиуса r с центром в точке ξ.
В последующем теоремами Фрагмена-Линделефа для эллиптических уравнений стали

называть утверждения следующего вида. Пусть, например, Ω — угол раствора ϕ на плос-
кости R2 = {y = (x, y) | x, y ∈ R} и M — произвольное неотрицательное число. Если
гармоническая в Ω функция на границе не превосходит M , то она либо и в Ω не превос-
ходит M , либо растет не медленнее, чем ε|y|π/ϕ, где ε > 0. Отсюда сразу следует, что
множество функций, удовлетворяющих условию lim

|y|→∞
|y|−π/ϕu(y) = 0, является классом

единственности решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа в угле Ω.
Интересный вариант теоремы Фрагмена-Линделефа доказан в работе [4]: решение эл-

липтического уравнения второго порядка в бесконечном полуцилиндре либо экспоненцаль-
но выходит на константу, либо растет линейным образом, либо растет экспоненциально
при x →∞.

Принцип Сен-Венана был впервые обоснован в работе [5] (см. также [6]) в следующей
форме. Если деформировать один торец упругого цилиндрического стержня, то величина
деформаций будет экспоненциально убывать при удалении от торца. После работ [5], [6]
появилось много результатов, в которых принцип Сен-Венана распространялся на урав-
нения эллиптического и параболического типов. В частности, в работе [7] доказан точный
принцип Сен-Венана для решений бигармонического уравнения

∆∆u = Φ +
∂Φ1

∂x
+

∂Φ2

∂y
(5)

в области Ω на плоскости R2 с граничными условиями

u
∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 0, (6)

где ν — направление внешней нормали к ∂Ω. Сформулируем его.
Пусть δ(ω), π < ω 6 2π, — единственное решение уравнения sin2(ωδ) = δ2 sin2 ω, удо-

влетворяющее условию 0 < ωδ(ω) 6 π. Пусть γ(ρ) = {x ∈ Ω | |x| = ρ} не является целой
окружностью ни при каком ρ > 0 и l(ρ) — длина наибольшей из дуг, составляющих γ(ρ).
Пусть l(ρ) 6 ρω, где ω ∈ [1.24π, 2π] и Φ(x) = Φ1(x) = Φ2(x) = 0 в Ω(R) = {x ∈ Ω | g(x) < R}
(здесь g(x) = |x|, но ниже рассматриваются и другие функции). Тогда решение задачи Ди-
рихле для бигармонического уравнения при ρ < R/2 удовлетворяет оценке∫

Ω(ρ)

E(u)dx 6 C
( ρ

R

)2δ(ω)
∫

Ω(R)

E(u)dx (7)
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с постоянной C, зависящей только от ω. Здесь E(u) = u2
x1x1

+2u2
x1x2

+u2
x2x2

. Утверждается,
что оценка (7) неулучшаема в том смысле, что показатель степени 2δ(ω) не может быть
увеличен, например, для областей типа угла. Очевидно, что оценка (7) позволяет выделить
следующий класс единственности решения задачи Дирихле для бигармонического урав-
нения в неограниченной области. Если u(x) — решение задачи (5), (6) c Φ = Φ1 = Φ2 = 0
в Ω и существует последовательность RN →∞ такая, что∫

Ω(RN )

E(u)dx 6 ε(RN)R
2δ(ω)
N ,

где ε(RN) → 0 при RN →∞, то u ≡ 0 в Ω.
В работах О.А. Олейник, Г.А. Иосифьян [8], [9] доказана следующая теорема Фрагмена-

Линделефа для решения u(x, y) бигармонического уравнения с краевыми условиями (6)
на границе области Ω, лежащей в полуплоскости R+

2 = {y = (x, y) ∈ R2 | x > 0}. Пусть
µ(r) — непрерывная функция такая, что

0 < µ(r) 6 µ′(r) = inf


∫
γr

E(g)dy

∣∣∣∣∣ g(x, y) ∈ C∞
0 (Ω),

∫
γr

[g2
x − ggxx + g2

y ]dy = 1

 , r > 0,

γr = {y = (x, y) ∈ Ω | x = r} — конечное число ограниченных непересекающихся интерва-
лов. Функция Φ(r, s) удовлетворяет при t ≤ r 6 s уравнению Φrr−µ(r)Φ = 0 с начальными
условиями Φ(s, s) = 1, Φr(s, s) = 0. Тогда, если для некоторой последовательности tN →∞
и некоторого числа d > 0 выполнены неравенства∫

ΩtN

E(u)dy 6 ε(tN)Φ(d, tN),

где ε(tN) → 0 при tN → ∞, то u ≡ 0 в Ω. Здесь Ωr = {y = (x, y) ∈ Ω | x < r}. Рассмотре-
ны также области, имеющие несколько ветвей, уходящих в бесконечность по различным
направлениям.

В.А. Кондратьев и О.А. Олейник в работе [12] доказали следующий принцип Сен-Венана
для решений внешних краевых задач. Пусть G — внешность ограниченной области Ĝ в
Rn,x и Tk,y — k-мерный тор. В области Q = G×Tk,y, n ≥ 2, z = (x,y) ∈ Q рассматриваются
решения уравнения

n+k∑
α,β=1

(aαβ(z)uzα)zβ
= 0

с постоянными эллиптичности δ1, δ2 и краевыми условиями первого или второго типа на
∂Q. В случае первого краевого условия предполагается, что для функции u(z) найдется
ρ∗ > ρ0 такое, что при любом достаточно малом ε

I(u, |x|, ρ∗ + ε) = I(u, |x|, ρ∗),

где I(u, v, ρ) =
∫

Q(ρ)

F(u, v)dz, F(u, v) =
n+k∑

α,β=1

aαβuzαuzβ
, Q(ρ) = {z = (x,y) ∈ Q | |x| < ρ}.

Тогда для решения справедлив принцип Сен-Венана: при любых ρ1, ρ2, таких, что
ρ0 < ρ1 < ρ2 < ρ, выполняется неравенство

I(u, u, ρ1) ≤ ρκ
1ρ

−κ
2 I(u, u, ρ2), κ = δ

1/2
1 δ

−1/2
2 (n− 1)1/2.

Из него выводится соответствующая теорема о единственности решений.
В работе [13] доказано, в частности, что неравенство |u(y)| ≤ C| ln |y||1−ε, |y| > C,

выделяет класс единственности решений эллиптического уравнения Lu = f(x), d = 0,
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пригодный для любой неограниченной области на плоскости и краевых условий первого,
второго и третьего типов.

В недавних работах [19], [15] устанавливаются классы единственности для квазиэллип-
тических и псевдодифференциальных уравнений в неограниченных областях. В работе
[20] доказана теорема Фрагмена-Линделефа для квазилинейного эллиптического уравне-
ния высокого порядка. Отметим, что точность результатов в последних трех работах не
обсуждалась.

Будем предполагать, что ∂Ω ∈ C2 и коэффициенты оператора L удовлетворяют условию

div b =
n∑

i=1

(bi)xi
= 0 (8)

и неравенствам
|b|2 ≤ d/2m, x ∈ Ω, (9)

где b = (b1, b2, . . . , bn).
При Γ2 6= ∅ ограничимся рассмотрением областей вращения Ωf

Ωf = {x ∈ Rn, x = (x1, x
′)
∣∣ |x′| < f(x1), x1 > 0}, (10)

определяемых функцией f ∈ C2[0,∞). Положим g(x) = g(x1, |x′|), где g(t, y) — решение
задачи Коши yf ′(t)gt = f(t)gy, g(t, 0) = t. Легко показать (см. § 2), что функция g(x) диф-
ференцируема и ее поверхности уровня ортогональны к ∂Ωf . При Γ2 = ∅ будем полагать
g(x) = |x|.

Определим невозрастающую функцию λ(r), r > 0 равенством λ(r) = λ(−∞, r),

λ(a, r) = inf


∫

Ω(a,r)

|∇v|2dx
∣∣ v ∈ C∞

0 (Rn \ (Γ1 ∪ Ω∞
r )),

∫
Ω(a,r)

v2dx = 1

 , (11)

где Ω(a, r) = {x ∈ Ω | a < g(x) < r}, Ω(r) = Ω(−∞, r).
При d = 0 предполагается, что

lim
r→∞

r2λ(r) = ∞. (12)

В параграфе 2 доказывается, что в случае областей вращения при определенных условиях
на Γ2 достаточным для этого является условие

lim
r→∞

r/f(r) = ∞. (13)

Будем требовать "регулярность" поведения функции f

max
[0,r]

f ≤ F min
[r/2,r]

f, r ≥ D, (14)

и выполнение неравенств
|f ′(r)| ≤ F, r ≥ D, (15)

|(f(r)/f ′(r))′| ≤ F, r ∈ {r ≥ D|f ′(r) 6= 0}. (16)
Здесь и далее одной и той же буквой F обозначаются, вообще говоря, различные постоян-
ные, определяемые функцией f . Достаточным условием для справедливости (16) является
неравенство ∣∣∣∣f(r)f ′′(r)

(f ′(r))2

∣∣∣∣ ≤ F, r ∈ {r ≥ D|f ′(r) 6= 0}. (17)

На коэффициенты aij, i, j = 1, n будем накладывать требования aij ∈ C1(Ω) и
n∑

i,j=1

|(aij)xj
|2 ≤ M(d + λ(r)), x ∈ Ωr

r/2, r ≥ D. (18)
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Теорема 1. Пусть коэффициенты оператора L удовлетворяют неравенствам (9), (8),
(18). Если Γ2 6= ∅, то будем требовать дополнительно L0 = 4 и рассматривать область
вида (10) с функцией f, удовлетворяющей условиям (14), (15), (17). Тогда найдется поло-
жительное число µ такое, что для всех r > D, ν ∈ (7/8, 1) равенство L2u = 0 в Ω(r) (в
обобщенном смысле) влечет оценку∫

Ω(r/2)

[|L0u|2 + |du|2]dx ≤ C(ν) exp(−µr(d + λ(r))1/2)‖u‖2
W 2

2 (Ωr
νr). (19)

В случае m = 3 дополнительно требуем выполнение неравенства∣∣∣∣f 2(r)f ′′′(r)

(f ′(r))3

∣∣∣∣ ≤ F, r ≥ D, f ∈ C3[0,∞). (20)

Коэффициенты bi(x) равны нулю на ∂Ω. Будем предполагать также, что

‖∇b‖ ≤ d/8. (21)

Теорема 2. Пусть коэффициенты оператора L удовлетворяют соотношениям L0 = 4,
(9), (8), (21). Пусть Γ2 = ∅, область Ω имеет вид (10) с функцией f, удовлетворяющей
условиям (14), (15), (17), (20). Тогда найдется положительное число µ такое, что для
всех r > D, ν ∈ (7/8, 1) равенство L3u = 0 в Ω(r) (в обобщенном смысле) влечет оценку

‖u‖W 3
2 (Ω(r/2)) ≤ C(ν) exp(−µr(d + λ(r))1/2)‖u‖W 3

2 (Ωr
νr).

Пусть Ωf — область вращения, d = 0, и это наиболее интересный случай. Пусть мно-
жество Γ1 распределено достаточно регулярно, а именно: предполагается существование
положительных чисел D и δ1 таких, что при всех b > a ≥ D, b − a ≥ min{f(a), f(b)}/2
выполнены неравенства

mes n−1Γ1 ∩ {x|a < x1 < b} ≥ δ1mes n−1∂Ω ∩ {x|a < x1 < b}. (22)

При этих условиях в параграфе 2 получена оценка функции λ(r)

εf−2(r) ≤ λ(r) ≤ ε−1f−2(r). (23)

Она позволяет класс единственности, определяемый теоремой 1, записать в виде

lim
r→∞

exp(−εr/f(r))‖u‖2
W 2

2 (Ωr
νr) = 0. (24)

Для подтверждения точности класса единственности (24) в случае, когда Γ2 = ∅, вос-
пользуемся теоремой из работы [19].

Теорема К. Пусть область Ωf определена функцией f, удовлетворяющей условию (14).
Тогда найдется неотрицательная гармоническая в области вращения Ωf , равная нулю на
границе и подчиняющаяся оценке∫

Ω(r)

|∇u|2dx 6 m exp(Kr/f(r)) (25)

с положительными числами K, m.
Поскольку из Lu = 0 очевидным образом следует, что L2u = 0, то построенный в теореме

К пример неединственности подтверждает точность класса единственности (24).
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2. Определения пространств и вспомогательные неравенства

Гильбертово пространство
◦
H 1(Ω; Γ1) (иногда просто

◦
H 1) определим как замыкание

множества функций C∞
0 (Rn \ Γ1) в пространстве W 1

2 (Ω).
Пространство H2

σ(Ω; Γ1) определим как замыкание множества функций из W 2
2 (Ω) с ну-

левым следом на Γ1 таких, что след
∂u

∂n
+ σ(x)u = 0 при почти всех x ∈ Γ2. Здесь ко-

эффициенты aij и функция σ(x) предполагаются класса C1(∂Ω), ∂Ω ∈ C2, хотя для
рассматриваемых нами вопросов эти требования можно ослабить.

Пространство H3
∆(Ω) определим как замыкание множества функций из W 3

2 (Ω) с нуле-
вым следом на ∂Ω таких, что след ∆u = 0 на ∂Ω.

Пространства L2,lc(Ω),
◦
H1

lc(Ω; Γ1), H2
σ,lc(Ω; Γ1), H3

∆,lc(Ω) составим из функций u, для ко-

торых при каждом r > 0 найдутся функции v из пространств L2(Ω),
◦
H1(Ω, Γ1), H2

σ(Ω; Γ1),
H3

∆(Ω), соответственно, совпадающие с u на множестве {x ∈ Ω
∣∣ |x| < r}.

Установим два вспомогательных неравенства.
Пусть E ⊂ [a, b] — измеримое подмножество и v ∈ C1[a, b]. Тогда

b∫
a

v2(t)dt ≤ 2(b− a)

mes E

∫
E

v2(t)dt + 4(b− a)2

b∫
a

v′
2
(t)dt. (26)

Действительно, из формулы Ньютона-Лейбница легко следует, что

v2(t)− v2(s) ≤
b∫

a

2|vv′|dτ.

Проинтегрируем это сначала по s ∈ E, затем по t ∈ [a, b]. Получим

mes E

b∫
a

v2(t)dt ≤ (b− a)

∫
E

v2(s)ds + (b− a)mes E

b∫
a

2|vv′|ds.

Применив неравенство 2|vv′| ≤ v2

2(b−a)
+ 2v′2(b− a), выводим (26).

Следующее неравенство для шара Bρ и его измеримого подмножества E является мно-
гомерным аналогом (26) для функции v ∈ C1(Bρ).∫

Bρ

v2(x)dx ≤ mes Bρ

mes E

∫
E

v2(x)dx + C(n)ρ2 mes 2Bρ

mes 2E

∫
Bρ

|∇v|2dx. (27)

Частный случай этого неравенства, когда v|E = 0, установлен в [14]. Для доказательства
при произвольных x, y ∈ Bρ запишем соотношение

u(y)− u(x) =

|x−y|∫
0

∂u(x + rω)

∂r
dr, ω =

y − x

|y − x|
,

где (r, ω) — сферические координаты с центром в точке x. Обозначив через χ(r, ω) харак-
теристическую функцию шара Bρ, запишем неравенство

|u(x)| ≤ |u(y)|+
2ρ∫

0

χ|∇u(x + rω)|dr.
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Проинтегрируем его по y ∈ E

|u(x)|mes E ≤
∫
E

|u(y)|dy +

∫
E

dy

2ρ∫
0

χ|∇u(x + rω)|dr

и оценим сверху правую часть следующим образом∫
E

dy

2ρ∫
0

χ|∇u(x + rω)|dr ≤
2ρ∫

0

τn−1dτ

∫
S1

dω

2ρ∫
0

χ|∇u(x + rω)|dr =

=

2ρ∫
0

τn−1dτ

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

rn−1
=

(2ρ)n

n

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

|x− ξ|n−1
.

Получившееся неравенство

|u(x)|mes E ≤
∫
E

|u(y)|dy +
(2ρ)n

n

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

|x− ξ|n−1

проинтегрируем по x ∈ Bρ :

mes E

∫
Bρ

|u(x)|dx ≤ mes Bρ

∫
E

|u(y)|dy +
(2ρ)n

n

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

∫
Bρ

dx

|x− ξ|n−1
.

Очевидно, что

(
(2ρ)n

n

∫
Bρ

dx

|x− ξ|n−1
≤ 2ρmes B2ρ.

Поэтому ∫
Bρ

|u(x)|dx ≤ mes Bρ

mes E

∫
E

|u(y)|dy + 2n+1ρ

∫
Bρ

|∇u(ξ)|dξ

 .

Положив теперь u = v2 и применив неравенство |∇u| = 2|v∇v| ≤ εv2 + ε−1|∇v|2, получим
(27).

Определим последовательность {zN} индуктивным равенством, начиная с произвольно-
го z0 > 0 :

zN = sup{t| min
[zN−1,t]

f ≥ t− zN−1}, N = 1,∞. (28)

Оценим колебание функции f на отрезке [zN , zN+1]. Пусть tN — точка минимума функ-
ции f(t) на отрезке [zN , zN+1]. Очевидно из определения (28) последовательности {zN},
что

f(tN) = zN+1 − zN . (29)
Из (28) и (14) легко следуют также соотношения

zN+1 − zN ≤ f(t) ≤ wf(tN), t ∈ [zN , zN+1). (30)

Перейдем к оценке величины λN снизу

λN = inf


∫

Ω(zN ,zN+1)

|∇v|2 dx
∣∣∣v ∈ C∞

0 (Rn\Γ1),

∫
Ω(zN ,zN+1)

v2 dx = 1

 > 0.
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Покажем сначала, что при δ = ε = δ1/(2w
n−2) для множеств

Pr(N) = {t ∈ [zN , zN+1]|mes n−2Γ1 ∩ {x1 = t} ≥ εfn−2(t)} справедливы неравенства

mes Pr(N) ≥ δ(zN+1 − zN)/2, N = 0,∞. (31)

Пусть, для определенности, tN < (zN+1+zN)/2. Тогда zN+1 − tN ≥ (zN+1 − zN)/2 ≥ f(tN)/2.
Поэтому для пары чисел tN , zN+1 справедливо неравенство (22). Если же (31) не выпол-
нено, то

mes n−1Γ1 ∩ {x|tN < x1 < zN+1} ≤ σn−2(δ( max
[tN ,zN+1]

f)n−2(zN+1 − zN)/2+

+ε( max
[tN ,zN+1]

f)n−2(zN+1−tN)) < δ1σn−2f(tN)n−2(zN+1−tN) ≤ δ1mes n−1∂Ω∩{x|tN < x1 < zN+1},

что противоречит (22). Здесь σn−2 — площадь единичной сферы размерности n− 2. При
tN ≥ (zN+1 + zN)/2 справедливость соотношения (31) устанавливается аналогично.

Возьмем произвольное t ∈ Pr(N). Запишем следующее неравенство в цилиндрических
координатах для функции v ∈ C∞

0 (Rn\Γ1)

f(t)∫
0

rn−2v2(t, r, ω)dr ≤ λ−1f 2(t)

f(t)∫
0

rn−2v2
r(t, r, ω)dr. (32)

Здесь ω такая "угловая" координата, что (t, f(t), ω) ∈ Γ1. Множество таких ω обозначим
через E0

t . Очевидно, что в качестве λ можно взять первое собственное значение оператора
Лапласа в единичном шаре размерности n − 1 с условием Дирихле на границе. Через Et

обозначим следующее множество

Et = {(t, r, ω)|0 < r < f(t), ω ∈ E0
t }.

Положим также St = {(t, x′)| |x′| < f(t)}. Интегрируя (32) по ω ∈ E0
t , устанавливаем

неравенство ∫
Et

v2(t, x′)dx′ ≤ λ−1f 2(t)

∫
Et

v2
r(t, x

′)dx′. (33)

Пользуясь принадлежностью t ∈ Pr(N), находим, что mes St

mes Et
≤ σn−2

ε
. Неравенство (27) для

St и Et запишется в виде∫
St

v2(t, x′)dx′ ≤ 2
σn−2

ε

∫
Et

v2(t, x′)dx′ + C(n)f 2(t)
σ2

n−2

ε2

∫
St

|∇v(t, x′)|2dx′.

Соединяя это с (33), устанавливаем, что∫
St

v2(t, x′)dx′ ≤ C(n)f 2(t)
σ2

n−2

ε2

∫
St

|∇v(t, x′)|2dx′. (34)

Запишем теперь неравенство (26) в виде
zN+1∫
zN

v2(t, x′)dt ≤ 2(zN+1 − zN)

Pr(N)

∫
Pr(N)

v2(t, x′)dt + 4(zN+1 − zN)2

zN+1∫
zN

v2
t (t, x

′)dt.

Интегрируя последнее по x′ ∈ B(N) = {|x′| < f(tN)}, учитывая (31) и применяя (30), (34),
нетрудно установить, что∫

[zN ,zN+1]×B(N)

v2(x)dx ≤ C(n)w4f 2(tN)

δε2

∫
ωN

1

|∇v|2dx + 4(zN+1 − zN)2

∫
ωN

1

v2
t dx, (35)
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где ωN
1 = Ω(zN , zN+1).

Применим неравенство (27) на этот раз для St и Ẽt = {(t, x′) ∈ St|x′ ∈ B(N)} и учтем
(30): ∫

St

v2(t, x′)dx′ ≤ 2F

∫
Ẽt

v2(t, x′)dx′ + C(n)F 2w2f 2(tN)

∫
St

|∇v(t, x′)|2dx′.

После интегрирования по t и применения неравенства (35) будем иметь∫
ωN

1

v2dx ≤
(

C(n)f 2(tN)

δε4
+ (zN+1 − zN)2

)
F

∫
ωN

1

|∇v|2dx.

Ввиду неравенства (29) отсюда следует оценка

θ ≤ (zN+1 − zN)2λN

с некоторым числом θ > 0.
Замечание. Ввиду (29), отсюда следует оценка

θ̃ ≤ (zN+1 − zN)2λ(zN , z), z ∈ [zN+1, zN+2]. (36)

Установим еще оценку для функции λ(z). Нетрудно проверить справедливость неравен-
ства

λ(z) ≥ min{λ(z0), λ
0, ..., λN−1, λ(zN , z)}.

Пользуясь (36), учитывая неравенства (29),(30), находим, что

λ(z) ≥ min{λ(z0), θf
−2(t)|t ∈ [z0, z]}.

Отсюда, пользуясь (14), выводим при достаточно малом c > 0 также оценку

λ(z) ≥ c( min
[z/2,z]

f)−2, z ≥ D. (37)

Отсюда несложно вывести оценки (23).
Обобщенным решением уравнения

L2u = Φ, Φ ∈
(
H2

σ

)∗ (38)

назовем функцию u ∈ H2
σ,lc, удовлетворяющую тождеству∫

Ω

LuL∗vdx = Φ(v), где L∗ = L0 − L1 − d, L1 =
n∑

i=1

bi
∂

∂xi

(39)

при любой пробной функции v ∈ H2
σ с ограниченным носителем. Нетрудно проверить, что

гладкие решения тождества (39) удовлетворяют краевым условиям (3) и

Lu
∣∣
x∈Γ1

= 0,

[
∂Lu

∂n
+

( n∑
i=1

bini + σ(x)

)
Lu

]∣∣∣∣∣
x∈Γ2

= 0. (40)

Таким образом, "настоящий"квадрат оператора L в (38) получается лишь при
n∑

i=1

bini = 0.

При подстановке в (39) пробных функций вида v = ξu необходимо обеспечить требо-

вание
dξ

dn
= 0 на Γ2. Поэтому, при непустом множестве Γ2, будем требовать L0u = ∆u и

выбирать ξ с линиями уровня, ортогональными к ∂Ω. Мы полагаем ξ = ξ(g(x)), где линии
уровня функции g ортогональны к ∂Ω. Докажем это.

Легко видеть, что семейство линий y = cf(t) на плоскости (t, y) суть интегральные кри-
вые дифференциального уравнения y′ = yf ′(t)/f(t). Тогда линии уровня решения задачи
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Коши yf ′(t)gt = f(t)gy, g(t, 0) = t, ортогональны этому семейству. Функция g(t, y) бу-
дет дифференцируема по крайней мере столько раз, сколько дифференцируема функция
f ′/f . Легко видеть, что функция g из введения, определенная равенством g(x) = g(x1, |x′|),
удовлетворяет соотношениям

g(x) =

 h−1

(
|x′|2

2
+ h(x1)

)
при f ′(x1) 6= 0,

x1 при f ′(x1) = 0,

где функция h определяется равенством h′ =
f

f ′
, с точностью до постоянной, которая

выбирается произвольно в каждом интервале монотонности функции f ; h−1 — обратная
функция к h.

В дальнейшем понадобятся оценки производных функции g в тех точках области Ω, где
f(x1) 6= 0. Из соображений непрерывности они будут справедливыми всюду в Ω. Диффе-
ренцируя равенство

h(g) =
|x′|2

2
+ h(x1),

находим, что

h′(g)∇g = (h′(x1), x′) =

(
f(x1)

f ′(x1)
, x′

)
. (41)

Выведем отсюда оценку (при |x′| < f(x1))

|∇g| =
∣∣∣∣(h′(x1)

h′(g)
,
x′f ′(g)

f(g)

)∣∣∣∣ ≤ F, g ≥ D, (42)

в которой постоянная F , вообще говоря, иная, чем в (15). Заметим, что если f ′(x1) > 0,
то g(x) > x1 и (x1, g(x)) — интервал возрастания f , так что f(x1) ≤ f(g(x)). Аналогично,
если f ′(x1) < 0, то g(x) < x1 и (g(x), x1) — интервал убывания f , поэтому f(x1) ≤ f(g(x)).
Далее,

h′(x1) = h′(g)− h′′(θ)(g − x1).

Приращение (g − x1) оценим так:

f 2(x1)/2 > |x′|2/2 = h(g)− h(x1) = h′(θ̂)(g − x1).

Таким образом, нужная оценка следует из (15),(16):∣∣∣∣h′(x1)

h′(g)

∣∣∣∣ ≤ 1 +

∣∣∣∣∣h′′(θ)f 2(x1)

2h′(g)h′(θ̂)

∣∣∣∣∣ ≤ F.

Отметим, что обратное отношение также ограничено:∣∣∣∣ h′(g)

h′(x1)

∣∣∣∣ ≤ 1 +

∣∣∣∣∣h′′(θ)f 2(x1)

2h′(x1)h′(θ̂)

∣∣∣∣∣ ≤ F.

Повторное дифференцирование равенства (41) приводит к соотношению

h′′(g)∇g ⊗∇g + h′(g)∇2g = diag(h′′(x1), 1, . . . , 1).

При помощи (15), (16) получаем оценку

‖∇2g‖ ≤ F

f(g)
, g ≥ D. (43)
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Аналогично, при f ∈ C3(0,∞), ограничение (20) влечет оценку |h′′′(r)| ≤ F
|h′(r)| , r ≥ D,

из которой выводим, что

‖∇3g‖ ≤ F

|h′(g)|2
≤ F

f 2(g)
, g ≥ D. (44)

Для функций v ∈ C∞
0 (Rn \ (Γ1 ∪ Ω∞

r )) из (11) следует неравенство

λ(r)

∫
Ω(r)

v2dx ≤
∫

Ω(r)

|∇v|2dx. (45)

Далее, если v ∈ H2
σ, то

γ

∫
Ω(r)

|∇v|2dx ≤
∫

Ω(r)

n∑
i,j=1

aijvxi
vxj

dx =

∫
∂Ω(r)

n∑
i,j=1

aijvxi
njvdS −

∫
Ω(r)

vL0vdx =

= −
∫
Γ2

σv2dS −
∫

Ω(r)

vL0vdx ≤
∫

Ω(r)

(
(L0v)2

2ε
+

εv2

2

)
dx.

Выбирая ε = γλ(r) и пользуясь (45), устанавливаем, что

γ2λ2(r)

∫
Ω(r)

v2dx ≤ γ2λ(r)

∫
Ω(r)

|∇v|2dx ≤
∫

Ω(r)

(L0v)2dx. (46)

Полезно также промежуточное неравенство

γ

∫
Ω(r)

|∇v|2dx ≤ −
∫

Ω(r)

vL0vdx. (47)

Перейдем к построению срезающей функции, используемой при доказательстве теорем
1, 2. Пусть η(t) — гладкая монотонная функция, равная нулю при t < 0 и единице при
t > 1, такая, что η′ ≤ 2, |η′′| ≤ 8, |η′′′| ≤ 32. Пусть ν ∈ (7/8, 1) и β = 1 − ν. Определим
функцию α(t, r) при r > 0 равенством

α(t, r) = δη

(
t− r/2

βr

)
η

(
νr − t

βr

)
.

Отметим, что при фиксированном r носитель функции α лежит в отрезке [r/2, νr]. Поло-
жим

ξ(t, r) = exp

− t∫
0

α(τ, r)dτ

 η

(
r − t

βr

)
.

Легко видеть, что

|α| ≤ δ, |αt| ≤
2δ

βr
, |αtt| ≤

8δ

β2r2
. (48)

Кроме того, ξt = −αξ при t ≤ νr, ξ = 0 при t ≥ r и

|Di
tξ| ≤

(
4

βr

)i

exp

(
−δr

8

)
, i = 0, 1, 2, 3, t ≥ νr. (49)

Оценим теперь производные функции ξ(g(x); r) при r ≥ D. Очевидно, что ∇ξ = ξt∇g =
= −αξ∇g при g(x) ≤ νr. Поэтому из (42) и (48) следует неравенство

|∇ξ| ≤ Fδξ, при g(x) ≤ νr. (50)
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При помощи (42), (49) находим также, что

|∇ξ| ≤ C

βr
exp(−δr

8
), при g(x) ≥ νr. (51)

Далее, пользуясь (48), (43), (42), выводим оценку

‖∇2ξ‖ = ‖ξt∇2g + ξtt∇g ⊗∇g‖ = ξ‖ − α∇2g + (α2 − αt)∇g ⊗∇g‖ ≤

≤ C

(
εgFδ

m(r)
+ δ2 +

δ

βr

)
ξ, при g(x) ≤ νr, m(r) = min

[r/2,r]
f,

в которой εg = 0 при g = |x| и единице в ином случае. Мы будем выбирать δ ≥ 1

βr
, поэтому

‖∇2ξ‖ ≤ F (
εgδ

m(r)
+ δ2)ξ, g ≤ νr. (52)

При g(x) ≥ νr, благодаря (14),(49) и (42), имеем оценку

‖∇2ξ‖ ≤ F

(
εg

βrf(r)
+ (βrf(r))−2

)
exp

(
−δr

8

)
. (53)

Аналогично, пользуясь (44), устанавливаем оценки

‖∇3ξ‖ ≤ F

(
εg

βrf2(r)
+ (βrf(r))−3

)
exp

(
−δr

8

)
, g(x) ≥ νr, (54)

‖∇3ξ‖ ≤ F

(
εgδ

f 2(r)
+ δ3

)
ξ, g ≤ νr. (55)

3. Доказательство теорем 1, 2

Введем обозначения w = ξu, K∗u = [L∗, ξ]u = L∗w − ξL∗u, Ku = [L, ξ]u, χ — характери-
стическая функция множества Ω(νr). Тогда

Lu · L∗ξ2u = Lu · (ξL∗w + K∗w) = ξLu · (L∗w + ξ−1(χ + 1− χ)K∗w) =

= (Lw −Ku) · (L∗w + ξ−1χK∗w) + (1− χ)Lu ·K∗w =

= Lw · L∗w + (Lw −Ku) · ξ−1χK∗w − χKu · L∗w −
−(1− χ)(Ku · L∗w − Lu ·K∗w).

Пусть Φ(v) = 0 для функций v ∈ H2
σ, supp v ⊂ Ω(r). Подставив в (39) пробную функцию

v = ξ2(g(x), r)u, получим ∫
Ω(r)

[
(L0w)2 − 2dw L0w + (dw)2

]
dx =

=

∫
Ω(r)

{
(L1w)2 − (Lw −Ku) · ξ−1χK∗w + χKu · L∗w

}
dx + I, (56)

I =

∫
Ωr

νr

(Ku · L∗w − Lu ·K∗w)dx.

Очевидны оценки

| − (Lw −Ku) · ξ−1χK∗w + χKu · L∗w| ≤

≤ ε|Lw|2

2
+

ε|L∗w|2

2
+

χ

ε
(|Ku|2 + ξ−2|K∗w|2) ≤

≤ 3ε(|L0w|2 + |L1w|2 + |dw|2) +
χ

ε
(|Ku|2 + ξ−2|K∗w|2).
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Воспользовавшись неравенствами (47) и (9), имеем∫
Ω

|L1w|2dx ≤
∫
Ω

|b|2|∇w|2dx ≤ −d

4

∫
Ω

wL0wdx.

Выбрав теперь ε = 1/6, приведем соотношение (56) к виду

1

2

∫
Ω

[|L0w|2 − dwL0w + |dw|2]dx ≤
∫
Ω

6χ(|Ku|2 + ξ−2|K∗w|2)dx + I. (57)

Заметим, что

Ku = Lw − ξLu = uL0ξ + uL1ξ + 2
n∑

i,j=1

aijuxi
ξxj

=

= wξ−1(L0ξ + L1ξ) + 2
n∑

i,j=1

aij(wxi
ξ−1ξxj

− ξ−2ξxi
ξxj

w). (58)

Далее, L0ξ =
n∑

i,j=1

(aijξxixj
+ ξxi

(aij)xj
). Пользуясь (50), (52), (18) и неравенством

δ/m ≤ εγ/m2 + δ2/(εγ), находим, что

|L0ξ| ≤
(
ε(d + γλ(r)) +

εgεγc

m2(r)
+

MFδ2

εγc

)
ξ, g ≤ νr.

|ξ−1L1ξ| ≤ |b||ξ−1∇ξ| ≤ C
√

dδ ≤ C(µd + µ−1δ2); µ < 1.

Поэтому при помощи (23),(9) и (18) получаем оценку

|χKu| ≤ 2δF |∇w|+
(
2ε(d + γλ(r)) +

MFδ2

εγc

)
|w|, g ≤ νr. (59)

Аналогичной оценке подчиняется величина

χξ−1K∗w = ξ−1(L∗ξw − ξLw) = ξ−1(wL0ξ + wL1ξ + 2
n∑

i,j=1

aijwxi
ξxj

).

Мы будем выбирать δ так, чтобы c−1MFδ2 = γε2(d + γλ(r)). Благодаря (12), при доста-
точно больших r будет выполнено неравенство δ ≥ 1/(βr). Тогда из (59) выводим,что

|χKu|2 ≤ ε2γ(d + γλ(r))|∇w|2 + 36ε2(d2 + γ2λ(r)2)w2.

Выбирая ε = 1/36, при помощи (46) и (47) приводим (57) к виду

1

4

∫
Ω

[|L0w|2 + |dw|2]dx ≤ I.

Преобразуем интеграл I, пользуясь формулами

K∗w = ξKu + 2u
n∑

i,j=1

aijξxi
ξxj

, L∗w = ξL∗u + Ku− 2uL1ξ.

Имеем

KuL∗w − LuK∗w = −2uLu
n∑

i,j=1

aijξxi
ξxj

+ Ku(Ku− 2L1(ξu)).
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Теперь, действуя, как при выводе (59), нетрудно получить оценки

|Ku| ≤
(

C/(βr)|∇w|+ |u|
( εgF

f 2(r)
+ (d + γλ(r)) +

C

β2r2

))
exp

(
−δr

8

)
,

|I| ≤ C

∫
Ωr

νr

exp

(
−δr

4

) (
|uLu|+ u2 + |∇u|2

)
dx.

Теорема 1 доказана.
Уравнение

L3u = Φ, Φ ∈
(
H3

∆

)∗
, L = ∆ + L1 − d (60)

будем рассматривать только в областях вида (10), определяемых функцией f ∈ C3[0,∞).
Для функций v ∈ H3

∆, с ограниченным носителем supp v ⊂ Ω(r) будет использоваться
неравенство ∫

Ω

|∆v|2dx ≤ c−1m2(r)

∫
Ω

|∇∆v|2dx, (61)

являющееся следствием (45) и (37).
В случае области с отрицательной средней кривизной границы справедливо также нера-

венство ∫
Ω

n∑
i,j=1

v2
xixj

dx ≤
∫
Ω

|∆v|2dx. (62)

Обобщенным решением уравнения (60) назовем функцию u ∈ H3
4,lc, удовлетворяющую

тождеству ∫
Ω

{∇Lu · ∇L∗v + [(L1 − d)Lu] · L∗v} dx = Φ(v) (63)

при любой функции v ∈ H3
4 с ограниченным носителем.

Предположим, что Φ(v) = 0 при всех v с носителем, лежащим в Ω(r). Подста-
вим в (63) пробную функцию v = ξ2u. Для обоснования законности такой подста-
новки следует убедиться, что Lv имеет нулевой след на ∂Ω. Для этого достаточно,
чтобы ∆v = ξ2∆u + u∆ξ2 + 2ξ∇u∇ξ = 0 на ∂Ω. Последнее обеспечивается ортогонально-
стью линий уровня функции g(x) к ∂Ω, поскольку ∂Ω лежит на поверхности уровня функ-
ции u. Введем обозначения w = ξu, K∗u = [L∗, ξ]u = L∗w − ξL∗u, Hu = [(L1 − d)L, ξ]u,
G∗u = [∇L∗, ξ]u, Gu = [∇L, ξ]u.

Тогда

∇Lu · ∇L∗ξ2u = ∇Lu · (ξ∇L∗w + G∗w) = ξ∇Lu · (∇L∗w + ξ−1(χ + 1− χ)G∗w) =

= (∇Lw −Gu) · (∇L∗w + ξ−1χG∗w) + (1− χ)∇Lu ·G∗w =

= ∇Lw · ∇L∗w + (∇Lw −Gu) · ξ−1χG∗w − χGu · ∇L∗w −
−(1− χ)(Gu · ∇L∗w −∇Lu ·G∗w).

Аналогично, (
(L1 − d)Lu

)
· L∗ξ2u =

(
(L1 − d)Lu

)
· (ξL∗w + K∗w) =

=
(
(L1 − d)Lw −Hu

)
· (L∗w + ξ−1χK∗w) +

+(1− χ)
(
(L1 − d)Lu

)
·K∗w = (L1 − d)Lw · L∗w +

+
(
(L1 − d)Lw −Hu

)
· ξ−1χK∗w − χHu · L∗w +

+(1− χ)

((
(L1 − d)Lu

)
·K∗w −Hu · L∗w

)
.
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В левой части тождества (63) оставим слагаемые∇Lw·∇L∗w и dLw·L∗w, а все остальные
слагаемые перенесем вправо и оценим сверху. При оценке выражения L1Lw · L∗w будем
использовать неравенство ab ≤ a2/6+3b2/2 для слагаемых с множителем L1∆w = b ·∇∆w
и неравенство ab ≤ a2/2 + b2/2 для остальных слагаемых. Получим∫

Ω

{
|∇∆w|2 + |d∇w|2 − 2d∇w∇∆w − |∇L1w|2 +

+d(|∆w|2 + (dw)2 − 2dw∆w − (L1w)2)
}
dx ≤

≤
∫
Ω

{1

2
|∇∆w|2 +

3

2
|∇L1w|2 +

3

2
|d∇w|2 +

5

2
|b|2(|∆w|2 + |L1w|2 + |dw|2)

}
dx +

+

∫
Ω

χ
{
|Gu · ∇L∗w|+ |ξ−1G∗w · ∇Lw|+ 1

2
(ξ−1G∗w)2 +

1

2
(Gu)2 +

+|Hu · L∗w|+ |ξ−1K∗w · (L1 − d)Lw|+ d

2
(ξ−1K∗w)2 +

1

2d
(Hu)2

}
dx + J, (64)

где

J =

∫
Ωr

νr

{
|Gu · ∇L∗w −G∗w · ∇Lu|+ |K∗w · (L1 − d)Lu−Hu · L∗w|

}
dx.

Докажем, что Gu при x ∈ Ωνr
r/2 приводится к виду A(w), где

A(w) =
n∑

i,j=1

δBij(x)wxixj
+

n∑
i=1

(µM + µ−1δ2)Bi(x)wxi
+ δ(M + δ2)B(x)w, µ < 1, (65)

M = max(d,m−2(r)).
Далее, большой буквой B с индексами или без, будем обозначать скалярные или вектор-

функции, ограниченные в Ω постоянной, зависящей только от F. Для доказательства со-
отношения (65) прямыми вычислениями найдем, что

[d∇, ξ]u = du∇ξ, [∇L1, ξ]u = L1u · ∇ξ +∇(uL1ξ),

[∇∆, ξ]w = ∆u · ∇ξ +∇(u∆ξ) + 2∇(∇u · ∇ξ).

Покажем, как оцениваются отдельные слагаемые, входящие в Gu. При помощи (50) полу-
чаем оценку

|du∇ξ| = |dwξ−1∇ξ| ≤ |Fdδw| ≤ CδMw.

Далее, используя (21), (50) и (52), оценим, например, слагаемое

∇(uL1ξ) = ∇(wξ−1L1ξ) = ξ−1L1ξ∇w + w∇(ξ−1L1ξ);

|∇ξ−1L1ξ| ≤ |ξ−2∇ξ| · |b| · |∇ξ|+ ‖ξ−1|b|∇2ξ‖+ ξ−1‖∇b‖ · |∇ξ| ≤

≤ C(
√

dδ2 +
√

d(δ2 +
δ

m(r)
) + dδ) ≤ 3Cδ(M + δ2).

Оценивая аналогичным образом остальные слагаемые, устанавливаем (65). Точно также
устанавливается соотношение ξ−1G∗w = A∗w, где A∗ имеет вид (65). Нетрудно установить,
что

√
dξ−1K∗w = Akw, где Ak имеет вид (65) с Bij = 0. Далее, d−

1
2 Hu = −

√
d[L, ξ]u+d−

1
2 b ·

Gu, поэтому, ввиду (21), d−
1
2 Hu также имеет вид (65). Таким образом,

χ

2

(
(ξ−1G∗w)2 + (Gu)2 + d(ξ−1K∗w)2 + d−1(Hu)2

)
≤

≤ C
(
δ2‖∇2w‖2 + (µ2M2 + µ−2δ4)|∇w|2 + δ2(M2 + δ4)w2

)
.
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Покажем, как оцениваются другие слагаемые правой части (64),

|Gu∇L∗w| ≤ ε

2
(|∇∆w|2 + |∇L1w|2 + |d∇w|2) +

3

2ε
(Gu)2.

Далее,

|Hu · L∗w| = |d−
1
2 Hu · d

1
2 L∗w| ≤ εd

2
(|∆w|2 + |L1w|2 + d2w2) +

3

2εd
(Hu)2.

Точно так же, имеем

|ξ−1K∗w · (L1 − d)Lw| = |d
1
2 ξ−1K∗w · d−

1
2 (L1 − d)Lw| =

=

∣∣∣∣d− 1
2 ξ−1K∗w

(
b · ∇Lw√

d
− d

1
2 Lw

)∣∣∣∣ ≤
≤ ε

2

(
|∇∆w|2 + |∇L1w|2 + |d∇w|2 + d(|∆w|2 + |L1w|2 + d2w2)

)
+

3

εd
(ξ−1K∗w)2.

Заметим еще, что

−2d

∫
Ω

{∇w · ∇∆w + dw∆w}dx = 2d

∫
Ω

{|∆w|2 + d|∇w|2}dx.

Наконец, при помощи (62), (9), (21) устанавливаем, что∫
Ω

|∇L1w|2dx ≤ 2

∫
Ω

{|b|2‖∇2w‖2 + ‖∇b‖2|∇w|2}dx ≤

≤ 1

4

∫
Ω

{d|∆w|2 + d2|∇w|2}dx.

Выбирая ε =
1

6
, приводим (64) к виду

I =

∫
Ω

{|∇∆w|2 + d|∆w|2 + d2|∇w|2 + d3w2}dx ≤

≤ C

∫
Ω

{δ2‖∇2w‖2 + (µ2d2 + µ−2δ4)|∇w|2 + δ2(d2 + δ4)w2}dx + CJ. (66)

Выбираем µ и δ так, чтобы Cδ2 =
M

8
, Cµ2 =

1

4
. Если M = d, то из (66) с учетом (62),

получаем I ≤ 2CJ. Если M = m−2(r), то, пользуясь неравенствами (46), получаем такое
же соотношение.
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ОБОБЩЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА ФОКА

А.М. ДИЛЬМУХАМЕТОВА, А.У. МУЛЛАБАЕВА, В.В. НАПАЛКОВ

Аннотация. В данной статье введены обобщённые пространства Фока и рассмот-
рены основные свойства этих пространств. Найдена операция, сопряженная к опера-
ции умножения на переменную z в обобщенном пространстве Фока. Также определены
собственные функции сопряженного оператора. Изучены обобщенное преобразование
Лапласа и задача построения базиса для введенных пространств.

Ключевые слова: Пространство Фока, сопряженный оператор, преобразование Ла-
пласа, базис пространства, порядок и тип целых функций, оператор обобщенного
дифференцирования.

1. Введение

В математической физике важную роль играет пространство Фока, введенное в 1932 году
(см. [1]). Обозначим через H(C) пространство целых функций с топологией компактной сходи-
мости. По определению пространство Фока в одномерном случае имеет вид:

F =

f ∈ H(C) : ‖f‖2 =
1
π

∫
C

|f(z)|2e−|z|2dµ < ∞

 ,

где dµ — мера Лебега на плоскости.
Известно, что пространство F обладает следующими свойствами

(см., например, [2], [3]):
1. Преобразование Лапласа переводит элементы из F в F :

f → f̂(λ) = 1
π

∫
C

f(z)eλze−|z|
2
dµ = f(λ) ∈ F ;

2. Оператор дифференцирования является сопряженным к оператору умножения на перемен-
ную z.

Эти свойства лежат в основе приложений пространства Фока к задачам физики.
В данной статье введены обобщённые пространства Фока F в одномерном случае и рассмот-

рены основные свойства этих пространств. В пространстве F найден оператор, сопряженный к
оператору умножения на переменную z. Определены собственные функции сопряженного опе-
ратора. Также изучено обобщенное преобразование Лапласа и построен базис для введенных
пространств.

2. Оператор обобщенного дифференцирования

В дальнейшем нам понадобится оператор обобщенного дифференцирования. Возьмем по-
следовательность комплексных чисел {mn}∞n=0 таких, что m0 = 0, mn 6= 0 при n ≥ 1 и
lim

n→∞
n
√
|mn| < ∞. Пусть

f(z) =
∞∑

n=0

anzn ∈ H(C).

A.M. Dilmukhametova, A.U. Mullabaeva, V.V. Napalkov, Generalized Fock space.
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Оператором обобщенного дифференцирования, порожденным последовательностью {mn}∞n=0,
назовем оператор D, который действует по правилу

Df =
1
z

∞∑
n=0

anmnzn.

Этот оператор связан с оператором Гельфонда-Леонтьева [4] и произведением Адамара [5]. В
силу условий на {mn} оператор D будет действовать из H(C) в H(C) линейно и непрерывно.

Собственные функции оператора обобщенного дифференцирования, соответствующие соб-
ственным числам λ, имеют вид

y(z) = c

(
1 +

∞∑
n=1

λnzn

m1...mn

)
,

где c — произвольное комплексное число.
При дополнительном условии lim

n→∞
n
√
|m1| ... |mn| = ∞ собственные функции оператора D яв-

ляются целыми.

Теорема 1. Если выполнено условие lim
n→∞

|mn|
Bnp = 1, где B=const>0, то собственные функции

оператора обобщенного дифференцирования D целые и имеют порядок ρ = 1
p , тип σ = p

B
1
p
.

Доказательство. Пусть lim
n→∞

|mn|
Bnp = 1, тогда для любого ε > 0 существует номер N , начиная

с которого будут выполняться оценки:

np(B − ε) 6 |mn| 6 np(B + ε) для всех n ≥ N.

Рассмотрим функцию

y1,ε(z) = 1 +
N∑

n=1

λnzn

m1...mn
+

∞∑
n=N+1

λnzn

m1...mN (B + ε)n−N (n!)p

(N !)p

.

Поскольку ∣∣∣∣∣∣ λn

m1...mN (B + ε)n−N (n!)p

(N !)p

∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣ λn

m1...mNmN+1...mn

∣∣∣∣ ∀n : n > N,

то порядки соответствующих функций удовлетворяют неравенству:
ρ1 6 ρ, где ρ — порядок собственной функции, а ρ1 — порядок рассматриваемой.

Посчитаем порядок y1,ε(z) по формуле (см. [6]):

ρ1 = lim
n→∞

n lnn

ln
∣∣∣m1...mN (B + ε)n−N (n!)p

(N !)p

∣∣∣ =

= lim
n→∞

n lnn

ln m1...mN
(N !)p + (n−N) ln (B + ε) + pn ln (n

e
2n
√

2πn)
=

= lim
n→∞

lnn
L
n + ln (B + ε)− p + p lnn + p ln 2n

√
2πn

=
1
p
,

где L = ln m1...mN
(N !)p −N ln (B + ε).

Аналогично можно подсчитать порядок функции

y2,ε(z) = 1 +
N∑

n=1

λnzn

m1...mn
+

∞∑
n=N+1

λnzn

m1...mN (B − ε)n−N (n!)p

(N !)p

.

Так как ρ1 6 ρ 6 ρ2, а ρ1 = ρ2 = 1
p , то ρ = 1

p .
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Посчитаем тип функции y1,ε(z):(
σ1,εe

1
p

)p

= lim
n→∞

np

n

√
m1...mN (B + ε)n−N (n!)p

(N !)p

=

= lim
n→∞

np

(B + ε) n

√
B̃
(
(n

e )n
√

2πn
)p ,

где B̃ =
m1...mN

(B + ε)N (N !)p
.

σ1,ε
p =

(p

e

)p 1
(B + ε)

lim
n→∞

npep

np n
√

B̃ 2n
√

2πn
p
.

Тогда для любого ε

σ1,ε 6
p

p
√

B + ε
.

Точно так же можно оценить σ сверху, тогда
p

p
√

B + ε
6 σ 6

p
p
√

B − ε
для любого ε.

Следовательно, σ = p
p√B

.

3. Обобщенное пространство Фока

Возьмем β > 0 и введём пространство

Fβ =

f ∈ H(C) : ‖f‖2 =
1

π 2
β Γ( 2

β )

∫
C

|f(z)|2e−|z|βdµ < ∞

 ,

где dµ — мера Лебега на плоскости.

Теорема 2. Порядок функций, входящих в пространство Fβ , не превосходит β, а при порядке
β тип не выше 1

2 .

Доказательство. Возьмем функцию f(z) из Fβ , её модуль — субгармоническая функция.
Применим теорему о среднем для субгармонических функций (см. [7]):

|f(z0)| 6
1

πR2

∫
|z−z0|6R

|f(z)| dµ, где z0 6= 0 ∈ C.

Подынтегральное выражение умножим и разделим на e−
|z|β
2 . Тогда

|f(z0)| 6
1

πR2

∫
|z−z0|6R

|f(z)| e−
|z|β
2 e

|z|β
2 dµ.

Используя неравенство Коши-Буняковского, получим

|f(z0)| 6
1

πR2

 ∫
|z−z0|6R

|f(z)|2 e−|z|
β
dµ


1
2
 ∫
|z−z0|6R

e|z|
β
dµ


1
2

. (1)

В правой части последнего неравенства первое подкоренное выражение оценивается следу-
ющим образом: ∫

|z−z0|6R

|f(z)|2 e−|z|
β
dµ 6

∫
C

|f(z)|2 e−|z|
β
dµ = ‖f‖2 π

2
β

Γ
(

2
β

)
.
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Оценим второе подкоренное выражение в правой части (1):∫
|z−z0|6R

e|z|
β
dµ 6

∫
|z−z0|6R

e(|z−z0|+|z0|)β
dµ =

=
∫

|z−z0|6R

e
|z0|β(1+

|z−z0|
|z0|

)β

6
∫

|z−z0|6R

e
|z0|β(1+ R

|z0|
)β

.

(1 + R
|z0|)

β < 2β, если R 6 |z0|. Тогда

|f(z0)| 6
√

π
2
β

Γ(
2
β

)
‖f‖
πR2

 ∫
|z−z0|6R

e|z0|β2β
dµ


1/2

6

6
‖f‖
πR2

e
|z0|

β

2
2β√

πR2

√
π

2
β

Γ(
2
β

) = Me
|z0|

β

2
2β

,

где M = ‖f‖
R

√
2
β Γ( 2

β ). Отсюда видно, что порядок функций из обобщенного пространства Фока
ρ 6 β.

Для любого ε > 0 найдутся такие |z0|, что верна следующая оценка (1 + R
|z0|)

β < 1 + ε. Тогда

|f(z0)| 6 Me
|z0|

β

2 ,

т.е. при порядке ρ = β тип не превосходит 1
2 .

4. Сопряженный оператор к оператору умножения на переменную z

Перейдем к описанию сопряженного оператора к оператору умножения на переменную z в
обобщенном пространстве Фока. Пусть A — оператор, действующий по правилу:

Af : f → z · f, f ∈ Fβ.

Теорема 3. Оператор, сопряженный к оператору умножения на переменную z, имеет вид:

A∗g = A∗
∞∑

n=0

bnzn =
1
z

∞∑
n=0

bnmnzn, (2)

где mn =
Γ( 2

β
(n+1))

Γ( 2n
β

)
, n ≥ 1,m0 = 0.

Доказательство. Согласно определению сопряженного оператора

(Af, g) = (f,A∗g),

где (f, g) = 1
π 2

β
Γ( 2

β
)

∫
C

f(z)g(z)e−|z|
β
dµ. В пространстве Фока F сопряженным к оператору умно-

жения на переменную z является оператор дифференцирования.
Определим в пространстве Fβ оператор, сопряженный к оператору умножения на переменную

z.
Возьмем две функции f(z) = zn и g(z) = zn+1, n ≥ 0. Поскольку (zn, zk) =

Γ( 2
β

(n+1))

Γ( 2
β

)
при n = k,

то

(Af, g) = (zf, g) = (zzn, zn+1) =
Γ( 2

β (n + 2))

Γ( 2
β )

.

С другой стороны, (Af, g) = (f,A∗g) = (zn, A∗zn+1). Так как это не ноль, A∗ должна понижать
степень z на единицу

A∗zn+1 = mn+1z
n.

Тогда, продолжая равенство, имеем
Γ( 2

β (n + 2))

Γ( 2
β )

= (zn,mn+1z
n) = mn+1(zn, zn) = mn+1

Γ( 2
β (n + 1))

Γ( 2
β )

.
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Откуда находятся числа mn+1 = Γ(2/β·(n+2))
Γ(2/β·(n+1)) , при n ≥ 0. Положим m0 = 0.

Рассмотрим теперь случай, когда g(z) =
∞∑

n=0
bnzn. Найдем A∗, при этом будем считать, что

A∗1 = 0, тогда:

A∗g = A∗
∞∑

n=0

bnzn =
∞∑

n=0

bnA∗zn =
1
z

∞∑
n=0

bnmnzn. (3)

А это и есть оператор D, порожденный последовательностью mn. В случае β = 2 он совпадает с
оператором дифференцирования.

5. Собственные функции в обобщенных пространствах Фока

Собственные функции оператора обобщенного дифференцирования(2) имеют вид (см. п. 2)

y(z) = c

(
1 +

∞∑
k=1

λkzk

m1m2...mk

)
. (4)

Иcпользуя асимптотическое представление Γ-функции [8]

Γ(α) ≈
√

2παα− 1
2 e−α,

покажем, что lim
n→∞

|mn|

( 2
β

)
2
β n

2
β

= 1 :

|mn| =
Γ( 2

β (n + 1))

Γ(2n
β )

≈
√

2π( 2
β (n + 1))

2
β

(n+1)− 1
2 e
− 2

β
(n+1)

√
2π(2n

β )
2n
β
− 1

2 e
− 2n

β

≈

≈

(
2
β (n + 1)

2n
β

) 2n
β
− 1

2 ( 2
β

(n + 1)
) 2

β

e
− 2

β ≈

≈
(

1 +
1
n

) 2n
β
− 1

2
(

2
β

(n + 1)
) 2

β

e
− 2

β ≈

≈ e2/βe−2/β(
2n

β
+

2
β

)
2
β ≈ (

2
β

)
2
β n2/β , n →∞.

Согласно теореме 1, собственные функции оператора обобщенного дифференцирования (2)
являются функциями порядка ρ = β

2 и типа σ = 1.
Заметим, что при β = 2

s , где s — целое положительное число:

mn =
Γ(s(n + 1))

Γ(sn)
= (sn + s− 1)(sn + s− 2)...sn = p(n),

здесь p(z) — многочлен степени s.
Операторы обобщенного дифференцирования, порожденные последовательностью p(n):

Df =
1
z

∞∑
n=0

bnp(n)zn,

были рассмотрены в статье [9], [10]. Как оказалось, такие операторы связаны с операторами типа
Эйлера конечного порядка.

6. Обобщенное преобразование Лапласа

В обобщенных пространствах Фока справедлива следующая теорема:

Теорема 4. Обобщенное преобразование Лапласа переводит обобщенное пространство Фока
в себя.
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Собственными функциями оператора дифференцирования являются экспоненты, а собствен-
ными функциями оператора обобщенного дифференцирования D, как уже было показано, функ-
ции

y(z) = c

(
1 +

∞∑
k=1

λkzk

m1m2...mk

)
.

Введем обобщенное преобразование Лапласа функции обобщенного пространства Фока (f, y(λz)).

(f, y(λz)) =
1

2π
β Γ( 2

β )

∫
C

f(z)y(λz)e−|z|
β

dµ =

=
1

2π
β Γ( 2

β )

∫
C

∞∑
k=0

akzk · c

(
1 +

∞∑
k=1

λkzk

m1m2...mk

)
e−|z|

β

dµ =

=
ca0

2π
β Γ( 2

β )

∫
C

e−|z|
β

dµ + c

∞∑
k=1

akλ
k

m1m2...mk

1
2π
β Γ( 2

β )

∫
C

|z|2k e−|z|
β

dµ =

= c

(
a0 +

∞∑
k=1

akλ
k

m1m2...mk
mk...m2m1

)
= c

∞∑
k=0

akλ
k = cf(λ).

7. Базис в обобщенных пространствах Фока

В работе [11] доказан следующий результат:

Теорема 5. Пусть ϕ(|z|) — выпуклая функция в C. Если ϕ∗(t) = sup
06x6∞

(tx − ϕ(x)) — сопря-

женная по Юнгу — ограничена в окрестности начала координат, тогда система многочленов
плотна в пространстве

Fϕ =

f ∈ H(C) : ‖f‖2 =
∫
C

|f(z)|2e−ϕ(|z|)dµ < ∞

 .

Пространства, рассмотренные выше, являются частным случаем весовых пространств Fϕ.
Вернемся к нашему обобщенному пространству Фока. В этом случае в роли ϕ(|z|) = |z|β ,

которая при β ≥ 1 удовлетворяет всем условиям теоремы.

Рассмотрим систему: R =

 zn√
Γ( 2

β
(n+1))

Γ( 2
β

)

, n = 0, 1, 2, ...

. Она ортонормирована в обобщенном

пространстве Фока. Следовательно, согласно теореме 4 из [12], образует базис в обобщенном
пространстве Фока при β ≥ 1.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. V.A. Fock Configuration space and second guantization // Zs.f.Phys. Bd. 75. № 9-10. 1932.
P. 622–647.

2. V. Bargmann On a Hilbert spaсe of analytic functions and an associated integral transform //
Commun.Pure and Applied Math. 14. 1961. P. 187–214.

3. D.J. Newman, H.S. Shapiro Certain Hilbert spaces of entire functions // Communicated by L.Cesari.
March 31. 1961. P. 971–977.

4. Леонтьев А.Ф. Обобщения рядов экспонент. М.: Наука. 1981. 320 с.
5. Бибербах Л. Аналитическое продолжение. М.: Наука. 1967. 240 с.
6. Леонтьев А.Ф. Целые функции. Ряды экспонент. М.: Наука. Главная редакция физико-

математической литературы. 1983. 175 c.
7. Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ. Т. 1. М.: Наука. 1985. 336 c.
8. Маркушевич А.И. Теория аналитических функций. Т. 2. М.: Наука. 1968. 624 с.



58 А.М. ДИЛЬМУХАМЕТОВА, А.У. МУЛЛАБАЕВА, В.В. НАПАЛКОВ

9. Напалков В.В., Дильмухаметова А.М. Операторы обобщенного дифференцирования с пере-
менными коэффициентами // ДАН. Т. 424. № 5. 2009. C. 591–593.

10. Кутателадзе C.C. Основы функционального анализа. Новосибирск. 2000. 221 с.
11. B.A. Taylor On weighted polynomial approximation of entire functions // Pacific journal of

mathematics. Vol.36. № 2. 1971. P. 523–539.
12. Колмогоров А.Н., Фомин С.В. Элементы теории функций и функционального анализа. М.:

Наука. 1981. 544 c.

Алия Мидхатовна Дильмухаметова,
Башкирский государственный университет,
ул. Заки Валиди, 32,
450077, г. Уфа, Россия
E-mail: aliya-0887@mail.ru

Айгуль Ураловна Муллабаева,
Башкирский государственный университет,
ул. Заки Валиди, 32,
450077, г. Уфа, Россия
E-mail: mullabaeva.87@mail.ru

Валентин Васильевич Напалков,
Институт математики с ВЦ УНЦ РАН,
ул. Чернышевского, 112,
450008, г. Уфа, Россия
E-mail: napalkov@matem.anrb.ru



ISSN 2074-1863 Уфимский математический журнал. Том 2. № 1 (2010). С. 59-70.

УДК 519.6

WENO/РУНГЕ-КУТТА МЕТОД ВЫСОКОЙ ТОЧНОСТИ ДЛЯ
МОДЕЛИРОВАНИЯ УПРУГИХ ВОЛН

М.Н. ДМИТРИЕВ, Е.И. РОМЕНСКИЙ

Аннотация. В работе представлено применение численного метода WENO/Рунге-
Кутта высокого порядка точности для решения уравнений линейной теории упругости,
записанной в виде гиперболической системы законов сохранения. Рассматривались ме-
тоды до 5-го порядка точности по пространству и до 4-го порядка точности по времени.
Сравнение результатов расчетов тестовых задач с результатами, полученными широ-
ко применяемым в сейсмике методом Вирье второго порядка по пространству и по
времени, показывает несомненное преимущество алгоритма WENO/Рунге-Кутта. Рас-
смотрено также применение метода в случае ограничения расчетной области посред-
ством введения специальным образом построенных поглощающих слоев PML (Perfectly
Matched Layer).

Ключевые слова: линейная теория упругости, упругие волны, методы высокого по-
рядка точности.

1. Введение

Методы численного моделирования в геофизике в последние годы приобретают все более
важную роль. Необходимость улучшения методик зондирования нефтяных резервуаров и
акустического каротажа скважин требует повышения качества моделирования и разра-
ботки новых высокоточных численных методов.

Для моделирования сейсмических волн наиболее широко распространена традиционная
формулировка уравнений линейной теории упругости в виде дифференциальных урав-
нений второго порядка для перемещений среды, и многие численные методы основаны
именно на таком подходе. В последние годы многие исследователи используют другую
формулировку уравнений в виде гиперболической системы законов сохранения первого
порядка, для которых разрабатываются эффективные численные конечно-разностные ал-
горитмы высокого порядка точности как по пространству, так и по времени. В задачах сей-
смики и сейсмоакустики используются, в частности, разностная схема Вирье [2], схема на
повернутых сетках [3], которые могут со вторым порядком точности моделировать волно-
вые процессы в сложноустроенных (слоистых, трещиноватых) упругих средах. Отметим,
что основные трудности при численном исследовании упругих волн в геофизических при-
ложениях заключаются в необходимости расчета волн высокой частоты (до нескольких
сотен килогерц) и на больших временах (характерное время — время пробега несколь-
ких сотен длин волн). Для такого типа задач традиционные конечно-разностные методы
дают нежелательные эффекты, такие как сильное размазывание волновых фронтов или
осцилляции за волной. В последние годы для гиперболических законов сохранения разра-
батываются алгоритмы, позволяющие получать более высокий порядок точности как по

M.N. Dmitriev, E.I. Romenski, WENO/RK method for modelling elastic waves.
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пространству, так и по времени. Можно упомянуть такие методы, как дискретный метод
Галеркина, ADER метод, WENO методы [4].

В данной работе представлено применение WENO/Рунге-Кутта алгоритма для решения
гиперболической системы законов сохранения линейной теории упругости. Рассматрива-
лись методы до 5-го порядка точности по пространству и до 4-го порядка точности по
времени. Сравнение результатов расчетов тестовых задач с результатами, полученными
широко используемым в сейсмике методом Вирье второго порядка по пространству и по
времени, показывает несомненное преимущество WENO/Рунге-Кутта методов. Отметим,
что разработанные методы могут быть прямо использованы для расчета упругих волн в
средах с переменными (в том числе с разрывными) характеристиками среды (плотность,
скорости звука).

В работе также рассмотрено применение метода в случае ограничения расчетной обла-
сти посредством введения специальным образом построенных поглощающих слоев PML
(Perfectly Matched Layer), предложенных в работах [7, 8]. Разработанные алгоритмы ил-
люстрируются серией расчетов тестовых задач, одномерных и двумерных.

2. Уравнения линейной теории упругости

Мы будем рассматривать уравнения линейной теории упругости как гиперболическую
систему уравнений первого порядка, которая формулируется в терминах скоростей дви-
жения среды ui и деформаций εij.

∂ρui

∂t
− ∂σij

∂xj

= 0, i, j = 1, 2, 3,

∂εij

∂t
− 1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
= 0, i, j = 1, 2, 3. (1)

Первое уравнение здесь выражает закон сохранения импульса, второе уравнение описыва-
ет эволюцию тензора малых деформаций при движении среды. Мы будем рассматривать
случай изотропной среды, для которой напряжения σij связаны с деформациями и зако-
ном Гука

σij = λ(ε11 + ε22 + ε33)δij + 2µεij. (2)

Здесь ρ — плотность среды, λ, µ — постоянные Ламе.
Известно, что система (1) является гиперболической, что позволяет применять для ее

решения современные численные методы, разработанные для решения гиперболических
систем законов сохранения.

В данной статье проведен сравнительный анализ численных методов для решения од-
номерных и двумерных задач, поэтому ниже приведены соответствующие варианты урав-
нений.

Двумерная система уравнений может быть получена из (1) в предположении, что дви-
жение вдоль одной оси координат, например x3, отсутствует. Это означает, что u3 = 0,
а значит, и σ13 = 0, σ23 = 0, σ33 = 0. При этом система (1) сводится к нижеследующей
векторной форме

∂U

∂t
+

∂F(U)

∂x
+

∂G(U)

∂y
= 0. (3)

Здесь консервативные переменные U и конвективные потоки F, G имеют вид

U =




ρu1

ρu2

ε11

ε22

ε12




, F(U) =




−σ11

−σ12

−u1

0
−u2/2




, G(U) =




−σ12

−σ22

0
−u2

−u1/2




. (4)
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Далее для конструирования численных методов будут использоваться одномерные ва-
рианты системы (3)

∂U

∂t
+

∂F(U)

∂x
= 0,

∂U

∂t
+

∂G(U)

∂y
= 0, (5)

а для решения задачи Римана (задачи о распаде разрыва) — их эквивалентные формы,
записанные в характеристических переменных.

Для одномерной системы, описывающей распространение волн вдоль оси x, такая си-
стема имеет вид

∂

∂t

(
u1 ∓

cp

λ + 2µ
σ11

)
± cp

∂

∂x

(
u1 ∓

cp

λ + 2µ
σ11

)
= 0,

∂

∂t

(
u2 ∓

cs

µ
σ12

)
± cs

∂

∂x

(
u2 ∓

cs

µ
σ12

)
= 0. (6)

Здесь cp =
√

(λ + 2µ)/ρ и cs =
√

µ/ρ соответственно продольная и поперечная скорости
звука. Система для волн вдоль оси z имеет следующий вид:

∂

∂t

(
u2 ∓

cp

λ + 2µ
σ22

)
± cp

∂

∂y

(
u2 ∓

cp

λ + 2µ
σ22

)
= 0,

∂

∂t

(
u1 ∓

cs

µ
σ12

)
± cs

∂

∂y

(
u1 ∓

cs

µ
σ12

)
= 0. (7)

Системы (6), (7) могут быть применены для решения задачи Римана, которая в случае
одномерного движения вдоль оси x имеет нижеследующую формулировку. Пусть при t = 0
на оси x заданы начальные данные uL

1 , uL
2 , εL

11, ε
L
22, ε

L
12 при x < 0 и uR

1 , uR
2 , εR

11, ε
R
22, ε

R
12 при

x > 0. Требуется найти решение при t > 0.
Решение задачи Римана является кусочно-постоянным в плоскости (x, t), разделенной

характеристиками dx/dt = −cp, dx/dt = −cs, dx/dt = 0, dx/dt = cs, dx/dt = cp. Нас инте-
ресует решение u∗

1, u
∗
2, ε

∗
11, ε

∗
22, ε

∗
12 в области, ограниченной характеристиками dx/dt = −cs

и dx/dt = cs, и выражающие его формулы имеют вид:

u∗
1 =

1

2
(uR

1 + uL
1 ) +

1

2

cp

λ + 2µ
(σR

11 − σL
11),

u∗
2 =

1

2
(uR

2 + uL
2 ) +

1

2

cs

µ
(σR

12 − σL
12),

σ∗
11 =

1

2
(σR

11 + σL
11) +

1

2
+

1

2

λ + 2µ

cp
(uR

1 − uL
1 ), (8)

σ∗
12 =

1

2
(σR

12 + σL
12) +

1

2

µ

cs
(uR

2 − uL
2 ).

Отметим, что задача Римана для случая, когда среда слева и справа от разрыва имеет
разные материальные характеристики (ρL, cL

p , cL
s слева и ρL, cL

p , cL
s справа), также может
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быть решена методом характеристик, и ее решение в области, ограниченной характери-
стиками dx/dt = −cL

s и dx/dt = cR
s , имеет следующий вид:

u∗
1 =

ρRcR
p uR

1 + ρLcL
p uL

1 + σR
11 − σL

11

ρLcL
p + ρRcR

p

,

u∗
2 =

ρRcR
s uR

2 + ρLcL
s uL

2 + σR
11 − σL

11

ρLcL
s + ρRcR

s

,

σ∗
11 =

ρLcL
p ρRcR

p

ρLcL
p + ρRcR

p

[
σR

11

ρRcR
p

+
σL

11

ρLcL
p

+ uR
1 − uL

1

]
,

σ∗
12 =

ρLcL
s ρRcR

s

ρLcL
s + ρRcR

s

[
σR

12

ρRcR
s

+
σL

12

ρLcL
s

+ uR
2 − uL

2

]
.

(9)

Заметим, что для решения задачи Римана в последнем случае необходимо использовать
условия на контактном разрыве

[u1] = 0, [σ11] = 0, [u2] = 0, [σ12] = 0,

где [f ] = fR − fL — скачок функции f при переходе через разрыв.

3. Ограничение расчетной области

Во многих задачах сейсмики и сейсмоакустики волны могут распространяться в неогра-
ниченной области. Для того чтобы ограничить расчетную область, применяются различ-
ные методы. Ниже будет описана адаптация к применяемому методу высокого порядка
точности подхода, использующего окаймление расчетной области поглощающим слоем.
Такой слой должен обеспечивать поглощение без отражения волн, приходящих в него
из расчетной области. В данной работе мы остановимся на так называемых идеально-
согласованных поглощающих слоях PML (от английского Perfectly Matched Layer). Это
специальным образом сконструированный слой, расположенный вдоль границы расчет-
ной области и обеспечивающий затухание решения по мере его распространения. Впервые
описание таких слоев было изложено в работе [7] для расчета электромагнитных волновых
полей, а применительно к уравнениям упругости — в работе [8].

Сформулируем уравнения, моделирующие распространение волн внутри PML и обеспе-
чивающие затухание решения. Решение системы (3) представляется в виде суммы

U = U
x + U

y,

слагаемые которой являются решениями уравнений

∂U
x

∂t
+ d(x)Ux +

∂F(U)

∂x
= 0, (10)

∂U
y

∂t
+ d(y)Uy +

∂G(U)

∂y
= 0.

Здесь d(s) > 0 — демпфирующая функция, которая, следуя работе [3], выбиралась следу-
ющим образом:

d(s) =
2cp

L
log(1/R)

( s

L

)4

,

где s ∈ [0, L], L — ширина поглощающего слоя, R — константа характеризующая коэффи-
циент отражения. В численных расчетах выбиралось R = 10−5.
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4. Численные методы

В данном параграфе приведено краткое описание конечно-объемного метода WENO
в применении к описанным в предыдущем параграфе двумерным уравнениям линейной
теории упругости (3).

Предположим, что плоскость x, y разбита на счетные ячейки

Πij = [xi−1/2, xi+1/2] × [yj−1/2, yj+1/2]

с номерами i, j и длинами сторон ∆x = xi+1/2−xi−1/2, ∆y = yj+1/2−yj−1/2. Пространствен-
ная аппроксимация уравнения (3) имеет следующий вид

dUi,j

dt
= −Fi+1/2,j − Fi−1/2,j

∆x
+

Gi,j+1/2 − Gi,j−1/2

∆x
. (11)

Здесь Ui,j — значение решения, отнесенное к ячейке Πij, а Fi−1/2,j ,Fi+1/2,j , Gi,j−1/2,Gi,j+1/2 —
значения потоков через грани ячейки. Вычисление потоков на гранях счетных ячеек мо-
жет быть выполнено различными способами. Мы опишем здесь конечно-объемный WENO
алгоритм [6], который использует усредненные значения решения по счетным ячейкам:

Uij(t) =
1

∆x∆y

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

U(t, x, y)dxdy.

Выражения для потоковых членов в (11) получаются при интегрировании уравнения по
объему ячейки Πij = [xi−1/2, xi+1/2] × [yj−1/2, yj+1/2]:

Fi+1/2,j =
1

∆y

∫ yj+1/2

yj−1/2

F(U(t, xi+1/2, y))dy,

Gi,j+1/2 =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

G(U(t, x, yj+1/2))dx. (12)

Опишем общую процедуру нахождения Fi+1/2,j . Для этого интегралы в формуле (12) ап-
проксимируются N -точечной квадратурной формулой

Fi+1/2,j ≈
1

∆y

N∑

α=1

F(U(t, xi+1/2, yα))Kα, (13)

где Kα — веса квадратурной формулы. Далее для нахождения величин
Ui+1/2,α = U(t, xi+1/2, yα) применяется WENO реконструкция из средних значений по
ячейкам слева и справа на гранях между ячейками U

L
i+1/2,α = U(t, xi+1/2 − 0, yα),

U
R

i+1/2,α = U(t, xi+1/2 + 0, yα). После этого приближенное значение Fi+1/2,j получается из
решения задачи о распаде разрыва в узлах yα:

Fi+1/2,j ≈
1

∆y

N∑

α=1

F̃(UL
i+1/2,α,UR

i+1/2,α)Kα. (14)

В данной работе для аппроксимации интеграла использовалась двухточечная квадра-
тура 4-го порядка:

Fi+1/2,j ≈
1

2
F

(
U(xi+1/2, yj −

∆y

2
√

3
, t)

)
+

1

2
F

(
U(xi+1/2, yj +

∆y

2
√

3
, t)

)
. (15)

Для вычисления U(xi+1/2, yj ± ∆y

2
√

3
, t) применялась двумерная WENO реконструкция 5-

го порядка. Для этого сначала применяем одномерную реконструкцию U(xi+1/2, yk, t) из
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средних значений U(xi, yk, t) слева и справа от грани x = xi+1/2 для k = j − 3 · · · , j + 3. В
качестве шаблона используется взвешенная комбинация трех шаблонов:

U
(0) =

1

6
(−Ui+2 + 5Ui+1 + 2Ui),

U
(1) =

1

6
(−Ui−1 + 5Ui + 2Ui+1),

U
(2) =

1

6
(2Ui−2 − 7Ui−1 + 11Ui),

U
L
i+1/2 = Ui+1/2(xi+1/2 − 0) =

2∑

l=0

ωlU
(l).

(16)

Веса ωl имеют следующий вид:

ωl =
αl

2∑
l=0

αl

, α0 =
d0

(ε + β0)2
, α1 =

d1

(ε + β1)2
, α2 =

d2

(ε + β2)2
,

d0 =
3

10
, d1 =

3

5
, d2 =

1

10
.

(17)

Индикаторы гладкости шаблонов:

β0 =
13

12
(Ui − 2Ui+1 + Ui+2)

2 +
1

4
(3Ui − 4Ui+1 + Ui+2)

2,

β1 =
13

12
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1)

2 + (Ui−1 − Ui+1)
2,

β2 =
13

12
(Ui−2 − 2Ui−1 + Ui)

2 +
1

4
(Ui−2 − 4Ui−1 + Ui)

2.

(18)

Формулы для вычисления U
R
i− 1

2

имеют вид

U
(0) =

1

6
(2Ui+2 − 7Ui+1 + 11Ui),

U
(1) =

1

6
(−Ui+1 + 5Ui + 2Ui−1),

U
(2) =

1

6
(−Ui−2 + 5Ui−1 + 2Ui),

U
R
i−1/2 = Ui−1/2(xi−1/2 + 0) =

2∑

l=0

ωlU
(l).

(19)

Веса d0, d1 и d2 получаются циклической перестановкой:

d0 =
1

10
, d1 =

3

5
, d2 =

3

10
. (20)
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После этого проводим одномерную WENO реконструкцию по переменной y, используя
найденные выше значения. Формулы для реконструкции в точке yj − ∆y

2
√

3
имеют вид

U
(0) = Uj + (3Uj − 4Uj+1 + Uj+2)

√
3

12
,

U
(1) = Uj − (−Uj−1 + Uj+1)

√
3

12
,

U
(2) = Uj − (3Uj − 4Uj−1 + Uj−2)

√
3

12
,

U

(
yj −

∆y

2
√

3

)
=

2∑

l=0

ωlU
(l).

(21)

Веса d0, d1 и d2 имеют вид

d0 =
210 −

√
3

1080
, d1 =

11

18
, d2 =

210 +
√

3

1080
. (22)

Формулы для вычисления U

(
yj + ∆y

2
√

3

)
имеют вид

U
(0) = Uj − (3Uj − 4Uj+1 + Uj+2)

√
3

12
,

U
(1) = Uj − (Uj−1 − Uj+1)

√
3

12
,

U
(2) = Uj − (−3Uj + 4Uj−1 − Uj−2)

√
3

12
,

U

(
yj +

∆y

2
√

3

)
=

2∑

l=0

ωlU
(l).

(23)

Веса d0, d1 и d2 получаются циклической перестановкой:

d0 =
210 +

√
3

1080
, d1 =

11

18
, d2 =

210 −
√

3

1080
. (24)

Шаг интегрирования по времени ∆t выбирается из условия Куранта-Фридрихса-Леви:

∆t ≤ CFL min
ij

(
∆x

Sx
ij

,
∆y

Sy
ij

)

Sx
ij и Sy

ij — максимальные скорости распространения волн в направлении осей x и y соот-
ветственно. CFL — число Куранта-Фридрихса-Леви, которое выбирается как CFL < 1 в
одномерном случае и CFL < 1/2 в двумерном случае.

5. Численные примеры

В данном параграфе будет проведен сравнительный анализ результатов расчетов, по-
лученных с использованием метода WENO/Рунге-Кутта и других классических методов,
в частности широко используемого в задачах сейсмики метода Вирье. Применение чис-
ленных методов в изучении распространения упругих волн сталкивается с такими труд-
ностями, как необходимость точного вычисления волн высоких частот (10–100 kHz) на
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очень больших временах пробега (до нескольких сотен длин волн). Мы продемонстрируем
преимущество WENO/Рунге-Кутта методов при решении такого рода задач.

5.1. Одномерные упругие волны. Продемонстрируем теперь преимущество метода
WENO/Рунге-Кутта по сравнению с некоторыми другими конечно-разностными методами
на серии одномерных задач о распространении упругих волн. Рассмотрим вначале волну,
распространяющуюся вправо вдоль оси x. Волна задается в начальных данных следующим
образом:

u1(0, x) = e−10(x−2)2 , ε11(0, x) = −e−10(x−2)2 .

Точное решение на момент времени t, соответствующее этим начальным данным, выра-
жается формулой

u1(t, x) = e−10(x−cpt)2 , ε11(t, x) = −e−10(x−cpt)2 .

На рис. 1 слева приведено сравнение результата расчета методом С.К. Годунова распада
разрыва (первый порядок точности)[1] с аналитическим решением на момент времени,
соответствующий прохождению волной расстояния около 50 длин волн. Первоначально на
длину волны приходилось 40 точек, число Куранта в расчетах было взято 0.7. Полученный
численно профиль скорости дает сильное падение амплитуды и размазывание профиля.
Можно сделать вывод, что такого рода методы дают неудовлетворительные результаты
при решении подобных задач.

На рис. 1 справа приведено сравнение с точным решением численных результатов, по-
лученных схемой Вирье и схемой WENO/Рунге-Кутта пятого порядка по пространству и
3-го и 4-го порядков по времени. На длину волны приходится 20 точек, число Куранта
равно 0.7. Видно, что схема Вирье создает существенные осцилляции за волной, а сам
фронт волны оказывается несколько запаздывающим по сравнению с точным решением.
Методы WENO-5/Рунге-Кутта-3,4 дают гораздо лучшие результаты, но падение амплиту-
ды достигает 20%. Можно тем не менее увидеть, что повышение точности интегрирования
по времени уменьшает падение амплитуды волны.

На рис. 2 показаны результаты расчета той же задачи с более мелким пространственным
шагом (число точек на длину волны — 40), из которых видно, что метод Вирье и в этом
случае дает осциллирующее решение, в то время как WENO-5/Рунге-Кутта-4 дает очень
хорошее соответствие точному решению.

Метод WENO/Рунге-Кутта легко может быть обобщен на случай переменных коэффи-
циентов уравнений (различные скорости звука и плотности в среде). Оказывается, что для
этого не нужно выделять контактную границу, и сквозной счет обеспечивает нужный по-
рядок точности. На рис. 3 слева приведены результаты расчета задачи о распространении
волны в двухслойной среде. Внутри расчетной области x ∈ [0, 100] при x < 50 параметры
среды ρ = 1, c = 1, а при x > 50 параметры среды ρ = 1, c = 2. Форма источника преж-
няя, в начальных данных было взято 20 точек на длину волны. Видно, что метод Вирье
дает неудовлетворительные результаты по сравнению с методом WENO-5/Рунге-Кутта-3.

Только при существенном увеличении числа точек на длину волны метод Вирье дает
результат, приближающийся по точности к методу WENO/Рунге-Кутта. На рис. 3 справа
приведен тот же расчет, но для числа точек на длину волны 20 для WENO-5/Рунге-Кутта-
3 схемы и 400 точек на длину волны для схемы Вирье.

5.2. Двумерные упругие волны. Приведем теперь пример расчета распространения
упругих волн, инициированных точечным источником, и их взаимодействия с поглощаю-
щим слоем. Расчетная область представляет собой прямоугольник (x, y) ∈ [0, 8] × [0, 8]. В
начальный момент времени в центре области задается источник в виде импульса Риккера,



WENO/РУНГЕ-КУТТА МЕТОД. . . 67

который входит как правая часть в уравнения для ε11, ε22:

∂ε11

∂t
− ∂u1

∂x
= f(t)δ(−→x − −→xs),

∂ε22

∂t
− ∂u2

∂y
= f(t)δ(−→x − −→xs),

(25)

где f(t) = 1 − 2π2ν2(t − t0)
2e−π2ν2(t−t0)2 , ν = 30, t0 = 3

ν
.

Поглощающие слои заданы внутри расчетной области в виде (x, y) ∈ [0, 8] × [0, 1.5],
(x, y) ∈ [6.5, 8] × [0, 8].

Для расчета во всей области, включая PML, использовался описанный выше метод
WENO-5/Рунге-Кутта-4. Уравнения, моделирующие затухание внутри PML, брались в
виде (10).

На рис. 4 приведено поле напряжения σ11, полученное в результате расчета для различ-
ных моментов времени t = 1.2, 1.5, 1.7, 1.9. Видно, что волна уходит за пределы расчетной
области, при этом не возникает видимых отражений от границы раздела основной области
и PML.
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Рис. 1. Искажение импульса. На левом графике – распределение скорости,
сравнение численного решения по схеме Годунова с аналитическим решени-
ем. Справа – сравнение численного решения по схеме Вирье и WENO/Рунге-
Кутта методов с аналитическим решением
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Рис. 2. Искажение импульса. Сравнение численного решения по схеме Ви-
рье и WENO/Рунге-Кутта методов с аналитическим решением
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Рис. 3. Искажение импульса для двухслойной модели. Распределение скоро-
сти, сравнение численного решения по схеме Вирье с WENO-5/Рунге-Кутта-4
методом

6. Заключение

Метод WENO/Рунге-Кутта может эффективно применяться для расчета распростране-
ния упругих волн, в том числе в средах с переменными характеристиками упругости. При
этом точность результатов, полученных методом WENO/Рунге-Кутта, превосходит клас-
сические конечно-разностные методы. Включение в расчет поглощающих PML слоев не
представляет трудностей в применении метода. Заметим, что представленный алгоритм
легко обобщается на трехмерный случай.

Авторы выражают признательность В.А. Титареву, В.А. Чеверде за плодотворные об-
суждения данной работы.
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t = 1.2 t = 1.5

t = 1.7 t = 1.9

Рис. 4. Снимки волнового поля σ11 для различных времен
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БАЗИСЫ РИССА ИЗ ЭКСПОНЕНТ В ПРОСТРАНСТВАХ
БЕРГМАНА НА ВЫПУКЛЫХ МНОГОУГОЛЬНИКАХ

К.П. ИСАЕВ

Аннотация. В работе рассмотрена проблема существования базисов Рисса из экспо-
нент в пространствах Бергмана на выпуклых ограниченных многоугольниках. Базисы
построены.

Ключевые слова: ряды экспонент, базисы Рисса, пространство Бергмана.

1. Введение

Пусть D — ограниченная выпуклая область на комплексной плоскости. Через B2(D)
обозначим пространство Бергмана, состоящее из функций, аналитических в D и интегри-
руемых с квадратом по плоской мере Лебега B2(D) = {f ∈ H(D) :

∫
D

|f(z)|2 dm(z) <∞}.

Оно является гильбертовым пространством со скалярным произведением
(f, g) =

∫
D

f(z)g(z) dm(z) (см. [1]).

Семейство {hk, k = 1, 2, . . .} называется базисом Рисса в гильбертовом пространстве H,
если:

1) семейство {hk, k = 1, 2, . . .} полно в пространстве H;
2) существуют положительные постоянные m,M такие, что для любой конечной после-

довательности комплексных чисел {ak} справедлива двусторонняя оценка

m
∑
k

|ak|2‖hk‖2 ≤ ‖
∑
k

akhk‖2 ≤M
∑
k

|ak|2‖hk‖2. (1)

Мы здесь придерживаемся определения из работы [2].
В работе [6] показано, что если граница выпуклой области D в некоторой своей точке

имеет отличную от нуля кривизну, то в пространстве Бергмана B2(D) не может суще-
ствовать базиса Рисса из экспонент {eλkz, k = 1, 2, . . .}. Таким образом, базисы Рисса из
экспонент возможны лишь в тех пространствах B2(D), гдеD — область, кривизна границы
которой в каждой точке равна нулю или не существует.

В данной работе построены базисы Рисса из экспонент в пространстве Бергмана B2(D),
когда D — выпуклый многоугольник.

Основным инструментом исследований является преобразование Лапласа. Система экс-
понент {eλz, λ ∈ C} полна в пространстве B2(D) (см. [1]). Это обстоятельство позволяет
описать сопряженное пространство B∗2(D) в терминах преобразований Лапласа. Каждому
функционалу S ∈ B∗2(D) поставим в соответствие функцию

Ŝ(λ) = Sz(e
λz), λ ∈ C,

K.P. Isaev, Riesz bases of exponents in Bergman spaces on convex polygons.
c© Исаев К.П. 2010.
Поступила 1 февраля 2010 г.
Работа поддержана грантом Президента РФ (МК-2532.2009.1).

71



72 К.П. ИСАЕВ

которая и называется преобразованием Лапласа функционала S. В работе [6] показано, что
отображение L : S 7−→ Ŝ устанавливает изоморфизм пространства B∗2(D) с гильбертовым
пространством целых функций B̂2(D) с нормой

‖F‖2
B̂2(D)

=

∞∫
0

2π∫
0

|F (reiϕ)|2

K(reiϕ)
d∆(ϕ)dr, (2)

где h(ϕ) = maxz∈D Re ze iϕ, ∆(ϕ) = h ′(ϕ) +
ϕ∫
0

h(θ) dθ, K (λ) =
∫
D

|eλz |2 dv(z ) = ‖eλz‖2 .

2. Свойства целых функций класса B̂2(D)

Обозначим через wj, j = 1, n, вершины многоугольника D. Будем считать, что вершины
пронумерованы против часовой стрелки. Через lj обозначим сторону, соединяющую wj и
wj+1. Пусть θj ∈ [0, 2π), j = 1, n, — угол между нормалью к стороне lj и положительной
полуосью абсцисс, dj — длина стороны lj.

Для многоугольников ∆(ϕ) — неубывающая кусочно-постоянная функция со скачками
в точках θj. Величина скачка равна длине соответствующей стороны dj. Поэтому норма
(2) принимает вид:

‖F‖2
B̂2(D)

=
n∑
j=1

dj

∞∫
0

|F (reiθj)|2

K(reiθj)
dr. (3)

В следующей лемме приводится асимптотика функции Бергмана K(λ).
Лемма 1. Пусть D — ограниченная выпуклая область. Для ϕ ∈ [0; 2π] и t > 0 через

S(t, ϕ) обозначим площадь пересечения области D с полосой

{z : h(ϕ)− t < Re ze iϕ < h(ϕ)}.

Тогда
e−2e2h(ϕ)rS(

1

r
, ϕ) ≤ K(reiϕ) ≤ 4e2h(ϕ)rS(

1

r
, ϕ).

Доказательство.
Пусть z(ϕ) — одна из точек на границе области D такая, что h(ϕ) = Re z (ϕ)e iϕ. С

помощью отображения z → w = (z− z(ϕ))eiϕ преобразуем область D в область D′, распо-
ложенную в левой полуплоскости. Тогда 0 ∈ ∂D. После замены переменных в интеграле
функция K(reiϕ) представляется в виде

K(reiϕ) = e2h(ϕ)r

∫
D′
e2rRe w dm(w).

Таким образом, требуется доказать соотношение

e−2S

(
1

r

)
≤
∫
D′
e2rRe w dm(w) ≤ 4S

(
1

r

)
, (4)

где S(t) — площадь части области D′, лежащей в вертикальной полосе −t < Re w < 0 .
Область D′ может быть описана в виде

D′ = {w = x+ iy : f1(x) < y < f2(x), −T < x < 0}.

Пусть f(x) = f2(x)− f1(x). Тогда f(x) — неотрицательная вогнутая функция на (−T ; 0) и∫
D′
e2rRe w dm(w) =

∫ 0

−T
e2rxf(x) dx.
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Нижняя оценка в (4) получается немедленно:∫
D′
e2rRe w dm(w) ≥

∫
D′,Re w≥−1/r

e2rRe w dm(w) ≥ e−2S

(
1

r

)
.

Для доказательства верхней оценки рассмотрим два случая.
1) Пусть 0 < r ≤ 1

T
. Для таких r, очевидно, S(1

r
) есть площадь всей областиD′ и 2rx ≤ 0,

поэтому ∫
D′
e2rRe w dm(w) ≤ S

(
1

r

)
.

2) Пусть r > 1
T
. Функция f(x) — вогнутая неотрицательная, поэтому при x ≤ −1

r
выполняется соотношение

f(−1

r
) = f(− 1

xr
· x+ 0 · (1 +

1

xr
)) ≥ − 1

xr
f(x) + (1 +

1

xr
)f(0) ≥ − 1

xr
f(x),

откуда

f(x) ≤ −f
(
−1

r

)
xr.

Следовательно,∫
D′,Re w<− 1

r

e2rRe w dm(w) =

∫ − 1
r

−T
e2rxf(x) dx ≤ −rf

(
−1

r

)∫ − 1
r

−∞
e2rxx dx =

=
3e−2

4
f

(
−1

r

)
1

r
≤ 3e−2

2
S

(
1

r

)
.

Отсюда ∫
D′
e2rRe w dm(w) ≤

(
3e−2

2
+ 1

)
S

(
1

r

)
.

Сравнив результаты пунктов 1–2 получим требуемую оценку сверху в соотношении (4).
Лемма 1 доказана.
Таким образом, когда D многоугольник, норму (3) можно заменить на норму

‖F‖2
B̂2(D)

=
n∑
j=1

dj

∞∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)rS(1
r
, θj)

dr. (5)

Лемма 2. Норма (5) эквивалентна норме:

‖F‖2
B̂2(D)

=
n∑
j=1

∞∫
0

|F (reiθj)|2(r + 1)

e2h(θj)r
dr. (6)

Доказательство.
Обозначим через |D| площадь многоугольника D. Пусть Lθj — прямая, содержащая

сторону lj многоугольника, а Lθj+π — опорная прямая к области D, параллельная Lθj .
Обозначим через Tj расстояние между этими прямыми. Тогда для r ≥ 1

Tj

S(1
r
, θj) ≥ 1

2
dj

1
r
, и для r < 1

Tj
S(1

r
, θj) = |D|. Поэтому для нормы (5) справедлива верхняя

оценка

n∑
j=1

dj

∞∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)rS(1
r
, θj)

dr ≤
n∑
j=1

dj Tj∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)rS(1
r
, θj)

dr + 2

∞∫
Tj

|F (reiθj)|2r
e2h(θj)r

dr

 ≤
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≤
n∑
j=1

dj ∞∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)r|D|
dr + 2

∞∫
0

|F (reiθj)|2r
e2h(θj)r

dr

 .

Пусть c = maxj=1,n

(
dj
|D|

)
, c1 = max{2, c}, тогда

‖F‖2
B̂2(D)

≤ c1

n∑
j=1

∞∫
0

|F (reiθj)|2(r + 1)

e2h(θj)r
dr. (7)

Пусть diam (D) = maxλ,ζ∈D |λ − ζ| — диаметр многоугольника D. Тогда для любого r

S(1
r
, θj) ≤ diam (D)1

r
. Отсюда

‖F‖2
B̂2(D)

≥ 1

3

n∑
j=1

dj

 Tj∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)rS(1
r
, θj)

dr + 2

∞∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)rS(1
r
, θj)

dr

 ≥
≥ 1

3

n∑
j=1

dj

 1

|D|

Tj∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)r
dr +

2

diam (D)

∞∫
0

|F (reiθj)|2r
e2h(θj)r

dr

 ≥

≥ 1

3

n∑
j=1

dj

 1

|D|

Tj∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)r
dr +

1

diam (D)

∞∫
0

|F (reiθj)|2r
e2h(θj)r

dr +
Tj

diam (D)

∞∫
Tj

|F (reiθj)|2

e2h(θj)r
dr

 .

Пусть a1 = minj=1,n

(
dj
|D|

)
, a2 = minj=1,n

(
dj

diam (D)

)
, a3 = minj=1,n

(
djTj

diam (D)

)
,

c2 = 1
3

min{a1, a2, a3}. И мы окончательно получаем:

‖F‖2
B̂2(D)

≥ c2

n∑
j=1

 Tj∫
0

|F (reiθj)|2

e2h(θj)r
dr +

∞∫
0

|F (reiθj)|2r
e2h(θj)r

dr +

∞∫
Tj

|F (reiθj)|2

e2h(θj)r
dr

 =

= c2

n∑
j=1

∞∫
0

|F (reiθj)|2(r + 1)

e2h(θj)r
dr. (8)

Из (7) и (8) мы получаем требуемое утверждение.
Лемма 2 доказана.
Для дальнейшего изложения нам потребуется несколько лемм, сформулированных и

доказанных в работе [3].
Лемма A. (Лемма 2.2 в [3])Пусть γ ∈ (0, π), функция f(λ) — голоморфная и конечной

степени в Aγ = {λ : 0 < arg λ < γ}, непрерывная в Aγ и
∞∫

0

|f(r)|2 dr,
∞∫

0

|f(reiγ)|2 dr <∞.

Класс таких функций обозначим через H2
γ . Тогда для всех f ∈ H2

γ

∞∫
0

|f(reiθ)|2 dr ≤ c, 0 < θ < γ, (9)

где c — некоторая постоянная.
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Лемма B. (Лемма 2.5 в [3])Пусть f(λ) ∈ H2
γ и lθ есть пересечение угла Aγ с лучом

arg(λ−λ0) = θ, а Pθ,H — пересечение этого угла с полосой {λ : |Im λe−iθ| < H } (0 ≤ θ ≤ γ).
Тогда ∫

lθ

|f(λ)|2 d|λ|

 1
2

≤ K


 ∞∫

0

|f(r)|2 dr

 1
2

+

 ∞∫
0

|f(reiγ)|2 dr

 1
2

 , (10)

 ∫
Pθ,H

|f(λ)|2 dm(λ)


1
2

≤ K(2H)
1
2


 ∞∫

0

|f(r)|2 dr

 1
2

+

 ∞∫
0

|f(reiγ)|2 dr

 1
2

 . (11)

Лемма C. (Лемма 2.6 в [3])Пусть {λk}∞k=1 — последовательность точек, лежащих в
Pθ,H , такая, что

inf
k 6=j
|λk − λj| = 2δ > 0

и находящихся на расстоянии, большем 2δ от сторон Pθ,H , и пусть f(λ) ∈ H2
γ . Тогда

при некоторой константе Mδ, не зависящей от выбора функции f(λ), справедливо нера-
венство (∑

k

|f(λk)|2
) 1

2

≤Mδ


 ∞∫

0

|f(r)|2 dr

 1
2

+

 ∞∫
0

|f(reiγ)|2 dr

 1
2

 . (12)

Лемма D. (Лемма 2.7 в [3])Пусть функция f(λ) ∈ H2
γ . Тогда внутри угла

Aγ,δ = {λ : Im λ ≥ δ > 0 , Im λe−iγ ≤ −δ < 0}
f(λ) равномерно стремится к 0 при |λ| → ∞.

Теперь мы готовы указать некоторые из свойств функции f ∈ B̂2(D), получающихся
непосредственным применением лемм A, B, C и D.

Нормали Nj к сторонам многоугольникаD разбивают всю плоскость на углы Γj, j = 1, n
(Γj = {λ : arg λ ∈ (θj, θj+1)}), которые при n > 2 меньше, чем π. В каждом из этих
углов справедливо равенство H(λ) = Re w jλ. Таким образом, в каждом из углов Γj
e−H(λ) = |e−wjλ| (λ ∈ Γj). Через ϕj обозначим среднее арифметическое θj и θj+1 :

ϕj = (θj + θj+1)/2.

Тогда в угле Γj можно рассматривать аналитическую ветвь функции
√
λ+ eiϕj , причем

в этом угле |
√
λ+ eiϕj | ≤

√
|λ|+ 1. Пусть λ = reiϕ, тогда для θj ≤ ϕ ≤ θj+1 выполняется

оценка |λ+eiϕj |2 = r2 +1+2r cos (ϕ− ϕj) ≥ r2 +1 = |λ|2 +1 ≥ 1
2
(|λ|+1|)2 = 1

2
(|λ|+1)2. Сле-

довательно, e−H(λ)
√
|λ|+ 1 сравнима с модулем голоморфной функции |e−wjλ

√
λ+ eiϕj | в

угле Γj.
Если F ∈ B̂2(D), то функция F (λ)e−wjλ

√
λ+ eiϕj голоморфна в угле Γj и по лемме 2

интегрируема с квадратом на границах Γj, следовательно, по лемме A и на каждом луче,
исходящем из начала координат и содержащемся в Γj. Непосредственное применение лемм
B, C и D к этой функции дает нам следующие свойства функций класса B̂2(D).

Лемма 3. 1) Пусть функция F (λ) ∈ B̂2(D) и QH,A,θ = {λ : Re λe−iθ > A; ‖Im λe−iθ| < H }
— произвольная полуполоса. Тогда∫

QH,A,θ

|F (λ)|2e−2H(λ)(|λ|+ 1) dm(λ) ≤ CH,A,θ‖F‖2
B̂2(D)

. (13)
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2) Если последовательность точек {λk}∞k=1 лежит в полосе QH,A,θ и infk 6=j |λk−λj| > 0,
то

∞∑
k=1

|F (λk)|2e−2H(λk)(|λk|+ 1) ≤ const ‖F‖2
B̂2 (D)

.

3) Если функция F (λ) ∈ B̂2(D), то |F (λ)|e−H(λ)
√
|λ|+ 1 равномерно стремится к нулю

при |λ| → ∞.
Для доказательства основной теоремы нам понадобится следующая лемма.
Лемма 4. Если функция F (λ) ∈ B̂2(D), то функция Fζ(λ) = F (λ + ζ) при любом

комплексном ζ принадлежит классу B̂2(D). При этом

‖Fζ(λ)‖2
B̂2(D)

≤ CD,ζ‖F (λ)‖2
B̂2(D)

. (14)

Доказательство.
В каждом из углов Γj, j = 1, n, функция Fj(λ) = F (λ)e−wjλ

√
λ+ eiϕj удовлетворяет

условиям леммы B. В силу неравенства (10) мы имеем∫
lζ
⋂

Γj

|Fj(λ)|2 d|λ| ≤ Kζ‖F‖2
B̂2(D)

,

где lζ — луч λ = ζ + reiθj , r > 0, Kζ — некоторая константа.
Отсюда ∫

lζ
⋂

Γj

|F (λ)|2e−2wjλ(|λ|+ 1) d|λ| ≤
√

2Kζ‖F‖2
B̂2(D)

.

Таким образом,

∞∫
0

|F (reiθj + ζ)|2e−2Re w j (re
iθj +ζ)(|reiθj + ζ|+ 1) dr ≤

√
2Kζ‖F‖2

B̂2(D)
. (15)

Для r ≤ |ζ| мы имеем

|reiθj + ζ|+ 1 ≥ |ζ| − r + 1 ≥ 1 ≥ r + 1

|ζ|+ 1
. (16)

Для r > |ζ| мы имеем

|reiθj + ζ|+ 1 ≥ r− |ζ|+ 1 = (|ζ|+ 1)
r + 1

|ζ|+ 1
− |ζ| = r + 1

|ζ|+ 1
+ |ζ| r + 1

|ζ|+ 1
− |ζ| ≥ r + 1

|ζ|+ 1
. (17)

Из (15), (16) и (17) получим, что

∞∫
0

|F (reiθj + ζ)|2e−2rh(θj)(r + 1) dr ≤
√

2Kζ(|ζ|+ 1)e2Re w j ζ‖F‖2
B̂2(D)

.

Лемма 4 доказана.

3. Теорема об интерполяции и базисы Рисса

Для любого K > 0 через

Pj(K) = {λ : Re λe−iθj > 0 ; |Im λe−iθj | < K}
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обозначим полуполосу в направлении θj. DK =
n⋃
1

Pj(K) — назовем DK-звездой. Обозна-

чим через S̃D класс всех целых функций S(λ) экспоненциального типа, удовлетворяющих
следующим условиям:

1) все нули функции S простые, и существует K > 0 (зависящая от функции S) такая,
что все нули {λk}∞k=1 функции S(λ) попадают в DK-звезду;

2) infj 6=k |λj − λk| = 2δ > 0;
3) при некоторых положительных константах c , C (зависящих от функции S) выполня-

ется неравенство

c < |S(λ)|e−H(λ)
√
|λ|+ 1 < C, λ∈

∞⋃
j=1

Bσ(λk), (18)

где Bδ(λk) = {λ : |λ− λk| < δ}.
Существование функций, попадающих в класс S̃D, мы покажем в следующем параграфе.

Свойства функций класса S̃D, которые потребуются нам в дальнейшем, мы соберем в
одной теореме.

Теорема 1. Пусть S(λ) — функция класса S̃D и {λk}∞k=1 — последовательность ее
нулей. Тогда:

1) при любом комплексном ζ функция Sζ(λ) = S(λ+ ζ) принадлежит классу S̃D,
2) число нулей функции S(λ), в круговом кольце {λ : r ≤ |λ| ≤ r + 1} ограничено

некоторой постоянной, не зависящей от r,
3) справедливо неравенство infk(|S ′(λk)|e−H(λk)

√
|λk|+ 1) > 0.

Доказательство.
1) Последовательность нулей функции Sζ(λ) попадает в DK+|ζ|-звезду.
Из определения функции H(λ) следует, что для любых точек λ, ζ ∈ C справедливо

неравенство
H(λ+ ζ) ≤ H(λ) +H(ζ). (19)

Поэтому из (18) и (19) получим оценку

|S(λ+ ζ)|e−H(λ)
√
|λ|+ 1 < C

eH(λ+ζ)−H(λ)
√
|λ|+ 1√

|λ+ ζ|+ 1
≤ C eH(ζ)

√
|λ|+ 1√
|λ+ ζ|+ 1

=

= C eH(ζ)

√
1 +
|λ| − |λ+ ζ|
|λ+ ζ|+ 1

≤ C eH(ζ)

√
1 +

|ζ|
|λ+ ζ|+ 1

≤ C eH(ζ)
√

1 + |ζ| <∞,

здесь C — константа из (18).
Воспользовавшись далее неравенством −H(−ζ) ≤ H(λ+ ζ)−H(λ) ≤ H(ζ), следующим

непосредственно из (19), мы получим из (18)

|S(λ+ ζ)|e−H(λ)
√
|λ|+ 1 > c

eH(λ+ζ)e−H(λ)
√
|λ|+ 1√

|λ+ ζ|+ 1
≥ c e−H(−ζ)

√
|λ|+ 1

|λ|+ |ζ|+ 1
≥

≥ c e−H(−ζ)

√
1− |ζ|
|λ|+ |ζ|+ 1

≥ c e−H(−ζ)

√
1− |ζ|
|ζ|+ 1

= c e−H(−ζ)(1 + |ζ|)
1
2 > 0,

здесь c — константа из (18). Первый пункт теоремы доказан.
2) Для доказательства второго пункта достаточно проверить, что при j = 1, n, r > 0

в прямоугольнике Fr,j = {λ : |Re λe−iθj − r | ≤ 1 , |Im λe−iθj | ≤ K + δ} содержится не
более чем N нулей (N не зависит от r). Круги B(λk, δ) попарно не пересекаются. Если в
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прямоугольнике Fr,j N нулей, то суммарная площадь кругов, попадающих в этот прямо-
угольник, π N σ2

4
. Эта площадь меньше площади прямоугольника 4(K+δ). Таким образом,

N ≤ 16(K+δ)
πσ2 , и пункт (2) доказан.

3) По формуле Коши

1

S ′(λk)
=

1

2πi

∫
|λ−λk|=δ

λ− λk
S(λ)(λ− λk)

dλ =
1

2πi

∫
|λ−λk|=δ

1

S(λ)
dλ.

Из (18) следует, что ∣∣∣∣ 1

S ′(λk)

∣∣∣∣ ≤ δ
√
δ + 1

c
eδmaxζ∈D |ζ|e−H(λk)

√
|λk|+ 1.

Теорема доказана.
Сформулируем теперь основную теорему этого параграфа.
Теорема 2. Пусть функция S(λ) ∈ S̃D, {λk}∞k=1 — последовательность ее нулей, про-

нумерованных в порядке возрастания их модулей. Определим оператор T , действующий
из пространства B̂2(D) в пространство последовательностей равенством

T (F ) = {F (λk)e
−H(λk)

√
|λk|+ 1}∞k=1. (20)

Утверждается, что этот оператор является изоморфизмом между пространствами
B̂2(D) и l2. Обратный оператор определяется формулой

T−1({ck})(λ) = S(λ)
∞∑
k=1

cke
H(λk)

S ′(λk)(λ− λk)
√
|λk|+ 1

. (21)

Причем ряд, стоящий в правой части равенства (21), сходится по норме пространства
B̂2(D).

Доказательство.
Непрерывность оператора T следует из пункта 2 леммы 3.
Докажем, что оператор T инъективен, то есть ядро отображения T состоит лишь из

нуля. Пусть F (λ) ∈ Ker T , то есть F (λk) = 0, k = 1,∞ . Тогда функция g(λ) = F (λ)
S(λ)

есть целая функция экспоненциального типа, которая, как следует из пункта 3 леммы 3,

равномерно стремится к 0 при |λ| → ∞ вне множества
∞⋃
k=1

{λ : |λ−λk| < δ}. Следовательно,

g(λ) ≡ 0 ≡ F (λ).
Поэтому достаточно проверить, что ряд, стоящий в правой части (21), определяет на

всем l2 ограниченный оператор T−1 : l2 7−→ B̂2(D), обратный к T .
Разобьем последовательность {λk}∞k=1 на n последовательностей Λj = {λk,j}∞k=1,

j = 1, n, состоящих соответственно из нулей функции S(λ), расположенных в полуполосах
Pj(K) = {λ : Re λe−iθj > 0 ; |Im λe−iθj | < K} (если корень λk принадлежит одновременно
нескольким полуполосам Pj(K), то отнесем его к полуполосе с меньшим номером). Элемен-
ты каждой из последовательностей Λj пронумерованы в порядке возрастания их модулей.
Перенумеруем соответственно последовательность {ck} и перепишем (21) в виде

T−1({ck})(λ) = S(λ)
n∑
j=1

∞∑
k=1

ck,je
H(λk,j)

S ′(λk,j)(λ− λk,j)
√
|λk,j|+ 1

.

Очевидно, достаточно доказать, что каждый из n внутренних рядов сходится по норме
пространства B̂2(D) и определяет непрерывный оператор
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T−1
j ({ck,j})(λ) = S(λ)

∞∑
k=1

ck,je
H(λk,j)

S ′(λk,j)(λ− λk,j)
√
|λk,j|+ 1

.

Из утверждения 2 теоремы 1 следует, что при некоторой положительной константе c
справедливо неравенство

|λk,j| > ck (22)

при достаточно больших k. Из утверждения 3 теоремы 1 следует, что

m = inf
k
{|S ′(λk)|e−H(λk)

√
|λk|+ 1} > 0.

Воспользуемся неравенством Гельдера:

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ck,je
H(λk,j)

S ′(λk,j)(λ− λk,j)
√
|λk,j|+ 1

∣∣∣∣∣ ≤ sqrt
∞∑
k=1

1

|λ− λk,j|2

√√√√ ∞∑
k=1

|ck,j|2
m2

= const

√√√√ ∞∑
k=1

1

|λ− λk ,j |2
.

(23)
Из (22) и (23) следует, что ряд, стоящий в правой части (21), сходится равномерно на

каждом компакте в C к некоторой целой функции Fj(λ) такой, что

Fj(λk,i) = 0, ecли i 6= j. Fj(λk,i) = ck,j, если i = j. (24)

Надо показать, что функция Fj(λ) ∈ B̂2(D) и ‖Fj(λ)‖B̂2(D) ≤ const ‖{ck ,j}‖l2 . В силу
леммы 4 достаточно проверить, что при некотором ζ ∈ C функция Fj(λ− ζ) ∈ B̂2(D) и

‖Fj(λ− ζ)‖B̂2(D) ≤ const‖{ck,j}‖l2 . (25)

Доказательство проведем для j = 1, считая, что θ1 = 0 и hD(0) = 0.
Выберем ζ так, чтобы полуполоса ζ + P1(K) целиком лежала в области
{λ : arg λ ∈ (0, θ2); Im λ > η > 0}. Принимая во внимание пункт 1 теоремы 1 и (18),
мы можем утверждать, что каждое слагаемое и, следовательно, частичные суммы ряда

F1(λ− ζ) = S(λ− ζ)
∞∑
k=1

ck,1e
H(λk,1)

S ′(λk,1)(λ− ζ − λk,1)
√
|λk,1|+ 1

, (26)

представляющего функцию F1(λ− ζ), принадлежат пространству B̂2(D). Для того, чтобы
доказать сходимость ряда в этом пространстве и оценить его сумму, докажем справедли-
вость оценки

sup
j=1,n

∞∫
0

|S(reiθj)− ζ|2e−2H(reiθj )(r + 1)

∣∣∣∣∣
m∑
k=l

ck,1e
H(λk,1)

S ′(λk,1)(reiθj − ζ − λk,1)
√
|λk,1|+ 1

∣∣∣∣∣
2

dr ≤

≤ const
m∑
l

|ck ,1 |2 (27)

для любых натуральных чисел l < m. Произведение |S(reiθj) − ζ|e−H(reiθj )
√
r + 1 ограни-

чено сверху некоторой константой. Поэтому достаточно доказать, что

+∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
m∑
k=l

ck,1e
H(λk,1)

S ′(λk,1)(reiθj − ζ − λk,1)
√
|λk,1|+ 1

∣∣∣∣∣
2

dr ≤ const
m∑
l

|ck ,1 |2 . (28)
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Докажем это неравенство, полагая для определенности, что j = 1. Поскольку из-за
выбора ζ все полюсы функции

Gl,m(λ) =
m∑
k=l

ck,1e
H(λk,1)

S ′(λk,1)(λ− ζ − λk,1)
√
|λk,1|+ 1

расположены в верхней полуплоскости, то Gl,m(λ) ∈ H2
−, где H2

− — пространство Харди
в нижней полуплоскости, а величина, стоящая в левой части неравенства (28), является
квадратом H2

−-нормы функции Gl,m. Для вычисления этой нормы воспользуемся тем, что
пространство, сопряженное к H2

−, — это пространство H2
+ (пространство Харди в верхней

полуплоскости). Пространство H2
+ с нормой сопряженного пространства обозначим через

Ĥ2
+. Тогда

‖Gl,m‖Ĥ2
−

= sup
ψ∈H2

+, ‖ψ‖H2
+

=1

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

Gl,m(r)ψ(r) dr

∣∣∣∣∣∣ .
Вычисляя последний интеграл с помощью вычетов, мы получим

‖Gl,m‖Ĥ2
−

= sup
ψ∈H2

+, ‖ψ‖H2
+

=1

∣∣∣∣∣
m∑
k=l

ck,1e
H(λk,1)ψ(λk,1 + ζ)

S ′(λk,1)
√
|λk,1|+ 1

∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

k=l,m

∣∣∣∣∣ eH(λk,1)

S ′(λk,1)
√
|λk,1|+ 1

∣∣∣∣∣
(

m∑
k=l

|ck,1|2
) 1

2
(

m∑
k=l

|ψ(λk,1 + ζ)|2
) 1

2

. (29)

Функции класса H2
+ удовлетворяют условиям леммы C при γ = π. Применив эту лемму

и теорему 1 (п. 3), мы из (29) получаем

‖Gl,m‖H2
−
≤ const

m∑
k=l

|ck ,1 |2 .

Соотношение (27) доказано. Аналогично рассматривается случай, когда j 6= 1. Так как
{ck,1} ∈ l2, то последовательность {|ck,1|2} фундаментальна. Значит, из последнего нера-
венства следует, что частичные суммы в правой части (26) образуют фундаментальную
последовательность в B̂2(D). По теореме Коши ряд в правой части (26) сходится в про-
странстве B̂2(D) и F1 ∈ B̂2(D). Оценка (25) доказана. Из непрерывности оператора T−1

j ,
которую мы доказали, следует непрерывность оператора T−1 =

∑
T−1
j . Из (24) следует,

что T T−1 = I в пространстве l2, и так как Ker T = 0 , то T−1 T = I в пространстве B̂2(D).
Теорема доказана.
Следствие. Пусть функция S(λ) ∈ S̃D, {λk}∞k=1 — ее нули. Тогда система функций{

S(λ)
√
K(λk)

S ′(λk)(λ− λk)

}
(30)

образует базис Рисса в B̂2(D).
Теорема 3. Пусть D — выпуклый многоугольник, S(λ) — функция класса S̃D и
{λk}∞k=1 — ее нули. Тогда система {

eλkz√
K(λk)

}∞
k=1

, (31)
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построенная по этим нулям, является базисом Рисса в пространстве Бергмана B2(D∗)
(через D∗ обозначается многоугольник, симметричный D относительно вещественной
оси).

Доказательство.
Как говорилось ранее, пространство B∗2(D) изоморфно пространству B̂2(D). Поэтому

по теореме 2 достаточно показать, что системы (30) и (31) биортогональны (см. [3]).

Пусть ϕj ∈ B∗2 , и ϕj(eλz) =
S(λ)
√
K(λj)

S′(λj)(λ−λj) , j = 1,∞.
Пусть

Tj,k = ϕj

(
eλkz√
K(λk)

)
=

S(λk)
√
K(λj)

S ′(λj)(λk − λj)
√
K(λk)

,

тогда Tj,k = 0, если k 6= j. Tj,k = 1, если k = j. Следовательно, системы (30) и (31)
биортогональны.

Теорема доказана.

4. Конструирование целой функции класса S̃D

В этом параграфе мы покажем, что несмотря на жесткие ограничения на рост функций
класса S̃D, этот класс не является пустым.

Рассмотрим на положительной вещественной полуоси меру dµ(t), где µ(t) — некоторая
возрастающая непрерывная функция такая, что

1) µ(t)→ +∞, t→ +∞, µ(0) = 0;
2) существуют положительные константы c и C такие, что ch ≤ µ(t + h) − µ(t) ≤ Ch,

для любых t, h ≥ 0.
Выберем последовательность точек {Tj}∞j=0 таких, что

µ(Tk) = k, k = 0,∞ . (32)

По теореме о среднем значении существуют точки tk ∈ [Tk−1;Tk] такие, что

Tk∫
Tk−1

t dµ(t) = tk, k = 1,∞ . (33)

Элементарным примером такой функции может служить µ(t) = t.
Докажем некоторые свойства функции µ(t).
Лемма 5. Пусть n(t) =

∑
tk≤t

1. Тогда

1) |µ(t)− n(t)| ≤ 2 для любого t;

2)
Tk∫

Tk−1

(µ(t)− n(t)) dt = 0 для любого k = 1,∞.

Доказательство.
1) Пусть t ∈ [Tk−1, Tk]. Тогда |µ(t) − n(t)| = |µ(t) − µ(Tk) + µ(Tk) − n(t)| ≤
≤ |µ(t)− k|+ |k − n(t)| ≤ 2.

2) По определению tk мы имеем

Tk∫
Tk−1

(t− tk) dµ(t) = 0.
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Интегрируя по частям, получим

k(Tk − tk)− (k − 1)(Tk−1 − tk)−
Tk∫

Tk−1

µ(t) dt = 0.

Отсюда
Tk∫

Tk−1

(µ(t)− (k − 1)) dt = Tk − tk.

Или
tk∫

Tk−1

(µ(t)− (k − 1)) dt+

Tk∫
tk

(µ(t)− k) dt+

Tk∫
tk

dt = Tk − tk.

То есть
tk∫

Tk−1

(µ(t)− (k − 1)) dt+

Tk∫
tk

(µ(t)− k) dt = 0. (34)

По определению n(t) = k, если tk ≤ t < tk+1, k = 1, 2, .... Поэтому (34) перепишется в виде
tk∫

Tk−1

(µ(t)− n(t)) dt+

Tk∫
tk

(µ(t)− n(t)) dt = 0,

откуда и следует утверждение леммы. Лемма доказана.
Лемма 6. Для любых k = 1,∞ выполняются оценки

1

C
≤ Tk − Tk−1 ≤

1

c
, (35)

tk+1 − tk ≥
1

C

(
1 +

√
C

c

)−1

, (36)

где c и C — константы из определения функции µ.
Доказательство.
1) Из определения функции µ(t) следует, что c(Tk − Tk−1) ≤ µ(Tk) − µ(Tk−1) = 1 ≤
≤ C(Tk − Tk−1), откуда и следует (35).

2) Интегрируя по частям левую часть (33), мы получим
Tk∫
tk

(µ(Tk)− µ(t)) dt =

tk∫
Tk−1

(µ(t)− µ(Tk−1)) dt. (37)

По определению функции µ(t)µ(Tk) − µ(t) ≥ c(Tk − t) и µ(t) − µ(Tk−1) ≤ C(t − Tk−1).

Из двух последних неравенств и из (37) мы получаем
Tk∫
tk

(Tk − t) dt ≤ C
tk∫

Tk−1

(t − Tk−1) dt.

Следовательно, c(Tk − tk)2 ≤ C(tk − Tk−1)2. Из последнего неравенства и из (35) получаем

tk − Tk−1 ≥ 1
C

(
1 +

√
C
c

)−1

. Учитывая, что tk − tk−1 ≥ tk − Tk−1, получим (36).
Лемма доказана.
Пусть u(z) — некоторая субгармоническая функция с ассоциированной мерой dµ(t),

z ∈ C. Обозначим Bn = B(0, Tn) — круг с центром в начале координат и радиусом Tn.
Тогда в круге Bn имеет место представление Рисса:
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u(z) =

Tk∫
0

ln |z − t| dµ(t) +Hn(z), (38)

где Hn(z) — некоторая функция, гармоническая в Bn (см. [8]). Пусть Hn(z) = Re gn(z ),
где gn(z) — функция, голоморфная в Bn. Положим

fn(z) = egn(z)
∏
tk∈Bn

(z − tk).

Теорема 4. Последовательность функций fn(z) сходится равномерно на компактах
из C к целой функции f(z) и для любого δ > 0 вне кругов B(tk, δ), k = 0, 1, ..., выполняется
оценка

| ln |f(z)| − u(z)| ≤ A,

где A — некоторая положительная константа, зависящая только от C, c и δ.
Доказательство.
Докажем сначала, что для любых δ > 0, s, n = 0,∞, s > n, вне множества

Es
n(δ) = {z ∈ C : Tn − δ < Re z < Ts + δ, |Im z | < δ}

выполняется соотношение∣∣∣∣∫ Ts

Tn

ln |z − t| d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ ≤ 2

δc

(
arctg

Ts − x

δ
− arctg

Tn − x

δ

)
, (39)

где z = x+ iy.
Для сокращения записи функцию ln |z − t| будем обозначать через L(z, t). Дважды ин-

тегрируя по частям, учитывая определение точек Tk и пункт 2 леммы 5, получим∫ Ts

Tn

ln |z − t| d(µ(t)− n(t)) = −
∫ Ts

Tn

L′t(z, t)(µ(t)− n(t)) dt =

=

∫ Ts

Tn

L′′tt(z, t)

(∫ t

Tn

(µ(τ)− n(τ) dτ

)
dt.

Пусть z = x+ iy, тогда

L′′tt =
y2 − (x− t)2

(y2 + (x− t)2)2
,

следовательно,

|L′′tt| ≤
1

y2 + (x− t)2
.

Кроме того, в силу пункта 1 леммы 5 и соотношения (35) для точек t ∈ [Tk−1;Tk] имеем
(n < k ≤ s) ∣∣∣∣∫ t

Tn

(µ(τ)− n(τ)) dτ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ t

Tk−1

(µ(τ)− n(τ)) dτ

∣∣∣∣∣ ≤ 2(Tk − Tk−1) ≤ 2

c
.

На основе последних двух оценок для z /∈ Es
n(δ) получим∣∣∣∣∣∣

Ts∫
Tn

ln |z − t| d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

c

Ts∫
Tn

dt

(t− x)2 + δ2
.

Вычислив последний интеграл, получим (39).
Возьмем произвольный компакт K на плоскости и индекс m такой, что K ⊂ B(0, Tm−1).

Для точек z ∈ K и индексов s > n > m имеем

| ln |fs(z)| − ln |fn(z)|| = |(ln |fs(z)| − u(z)) + (u(z)− ln |fn(z)|)| =
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=

∣∣∣∣∫ Ts

0

ln |z − t| d(n(t)− µ(t)) +

∫ Tn

0

ln |z − t| d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ Ts

Tn

ln |z − t| d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ .
По выбору индекса m точка z ∈ K ⊂ B(0, Tm−1), значит в силу соотношения (35)
Re z ≤ Tm−1 ≤ Tm − 1

C
< Tn − 1

C
. Можем применить (39) для постоянной δ = 1

C
:

| ln |fs(z)| − ln |fn(z)|| ≤ 2C

c
(arctg C (Ts − x )− arctg C (Tn − x )) .

Выражение в правой части при n, s→∞ стремится к нулю равномерно по z ∈ K. Таким
образом, последовательность функций ln |fs(z)| равномерно фундаментальна на компак-
тах. Учитывая определение этих функций по теореме Коши, получим, что последователь-
ность аналитических функций fs(z) имеет равномерный на компактах предел, который
обозначим через f(z).

Докажем требуемые оценки для функции ln |f(z)|. Вначале рассмотрим точки z ∈ C,
лежащие вне полосы |Im z | < δ. Если индекс s такой, что |z| < Ts, то по определению
функции fs

|u(z)− ln |fs(z)|| =
∣∣∣∣∫ Ts

0

ln |z − t| d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ .
Поскольку |Im z | > δ, то по (39) для z /∈ Es

0(δ)

|u(z)− ln |fs(z)|| ≤ 2

δc

(
arctg

Ts − x

δ
+ arctg

x

δ

)
≤ 2π

δc
. (40)

Пусть теперь |Im z | ≤ δ и для всех k = 0, 1, ... |z−tk| ≥ δ. Черезm обозначим такой индекс,
что

|tm − z| = min
k
|tk − z|.

Тогда в силу оценок (36) имеем

0 < x− tm−1 <
tm − tm−1

2
≤ 1

c
,

0 < tm+1 − x <
tm+1 − tm

2
≤ 1

c
. (41)

Кроме того, для k = m− 3, ...,m+ 2 в силу (36) верны оценки

δ < |z − tk| < |x− tk|+ |y| < |tm+2 − tm−3|+ δ ≤ 5

c
+ δ.

Следовательно, для k = m− 3, ...,m+ 2

| ln |z − tk|| ≤ max(| ln δ|, | ln(
5

c
+ δ)|) := M1(δ, c). (42)

Далее интегрированием по частям получим∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

ln |z − t| dµ(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

ln |z − t| d(µ(t)− µ(x))

∣∣∣∣ ≤
≤ (µ(Tm+2)−µ(x))| ln |z−Tm+2||+(µ(x)−µ(Tm−3))| ln |z−Tm−3||+

∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

|µ(t)− µ(x)|
|z − t|

dµ(t)

∣∣∣∣ .
По условиям на функцию µ(t) для t ∈ [Tm−3;Tm+2] выполняются оценки

|µ(x)− µ(t)| ≤ |x− t|, |µ(x)− µ(t)| ≤ |µ(Tm+2)− µ(Tm−3)| = 5.

Поэтому ∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

ln |z − t| dµ(t)

∣∣∣∣ ≤



БАЗИСЫ РИССА ИЗ ЭКСПОНЕНТ В ПРОСТРАНСТВАХ БЕРГМАНА... 85

≤ 5| ln |z − Tm+2||+ 5| ln |z − Tm−3||+ (Tm−3 − Tm+2).

По выбору индекса m и в силу (35) теперь имеем∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

ln |z − t| dµ(t)

∣∣∣∣ ≤ 5| ln(δ2 +
2

5
c2)|+ 5

c
. (43)

Возьмем произвольную точку z, лежащую в полосе |Im z | < δ, но вне кругов B(tk, δ),
k = 0, 1, ... Если индекс s таков, что |z| < Ts−3, а точка tm — ближайшая к z, то

|u(z)− ln |fs(z)|| =
∣∣∣∣∫ Ts

0

ln |z − t|d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ Tm−3

0

ln |z − t|d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

ln |z − t|dµ(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ Tm+2

Tm−3

ln |z − t|dn(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ Ts

Tm+2

ln |z − t|d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ .
По выбору индекса m и по соотношениям (35) имеем

x > tm−1 > Tm−2 > Tm−3 +
1

C
,

x < tm+1 < Tm+1 < Tm+2 −
1

C
.

Для первого и последнего интеграла применим (39) с δ = 1
C
:∣∣∣∣∫ Tm−3

0

ln |z − t|d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ ≤ 2Cπ

c
,∣∣∣∣∫ Ts

Tm+2

ln |z − t|d(µ(t)− n(t))

∣∣∣∣ ≤ 2Cπ

c
.

Второй и третий интеграл оцениваются по соотношениям (42) и (43).
Теорема 4 доказана.
Теорема 4 позволяет построить целую функцию требуемого роста. Пусть D — выпук-

лый многоугольник и dj — длина стороны, перпендикулярной направлению {reiϕj , r > 0},
j = 1, 2, ..., n. Тогда мера, ассоциированная с опорной функцией u(reiϕ) = h(ϕ)r много-
угольника D, равна сумме мер djµj, где µj — линейная мера Лебега на луче {reiϕj , r > 0}.
Пусть число d определено из условия dd1 = 1

2
.

Представим меру µ1 в виде суммы ее сужений на отрезок [0, d] и на луч
(d,∞) : µ1 = µ1

′′ + µ1
′. Тогда, очевидно, µ′′1(C) = 1

2d1
.

Если v(z) — субгармоническая функция, ассоциированная мера которой совпадает с
линейной мерой dx на положительной полуоси, то по теореме 4 существует целая функция
f(z), которая вне кругов с радиусами δ > 0 и центрами в своих нулях удовлетворяет
условию

v(z)− A(δ) ≤ ln |f(z)| ≤ v(z) + A(δ), (44)

где A(δ) — некоторая константа, зависящая только от δ (для µ(x) = x, c = C = 1).
Положим

u0(z) =

∫
ln |z − w| dµ′′1(w).

Ассоциированная мера функции v((z + d)e−iϕ1) cовпадает с µ1
′, а ассоциированные меры

функций v(ze−iϕj), j = 2, 3, ..., n, совпадают соответственно с мерами µj. Следователь-
но, ассоциированные меры функций u(reiϕ) и d1u0 + d1v((z + d)e−iϕ1) + d2v(ze−iϕ2) + ...+
+dnv(ze−iϕn) совпадают. Значит,

u(reiϕ) = d1u0 + d1v((z + d)e−iϕ1) + d2v(ze−iϕ2) + ...+ dnv(ze−iϕn) +H(z),
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где H(z) — гармонична на всей плоскости. Пусть G(z) — целая функция такая, что
Re G(z ) = H (z ).

В силу соотношения (44) имеем

d1v((z + d)e−iϕ1)− A1(δ) ≤ ln |f((z + d)e−iϕ1)| ≤ d1v((z + d)e−iϕ1) + A1(δ), (45)

djv(ze−iϕj)− Aj(δ) ≤ ln |f(ze−iϕj)| ≤ djv(ze−iϕj) + Aj(δ), j = 2, ..., n. (46)

Кроме того, т.к. µ′′1(C) = 1
2d1
, то при больших z (|z| > 2d)

1

2
ln |z|+ ln

1

2
≤ d1u0(z) ≤ 1

2
ln |z|+ 1

2
ln

3

2
. (47)

Теперь положим
L(z) = f((z + d)e−iϕ1)f(ze−iϕ2)...f(ze−iϕn)eG(z).

Из соотношений (45), (46), (47) видим, что L(z) удовлетворяет всем условиям и принад-
лежит S̃D.
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ПОЧТИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЙ БАЗИС

А.С. КРИВОШЕЕВ

Аннотация. В работе изучаются почти экспоненциальные последовательности функ-
ций, аналитических в выпуклой области. Рассматриваются ряды по системам таких
функций. Получено описание пространства последовательностей коэффициентов по-
добных рядов. Показывается также, что почти экспоненциальный базис всегда явля-
ется и базисом Кете.

Ключевые слова: аналитическая функция, выпуклая область, экспонента, базис.

ПустьD — выпуклая область в C и {Kp}∞p=1 — последовательность выпуклых компактов,
исчерпывающая область D, т.е. выполнено следующее: 1) Kp ⊂ intKp+1 для всех p ≥ 1 (int
обозначает внутренность множества), 2) D =

⋃∞
p=1Kp. Пусть HM(z) обозначает опорную

функцию множества M (точнее говоря, комплексно сопряженного с M множества):

HM(z) = sup
w∈M

Re(zw), z ∈ C.

Тогда из условия 1) следует, что для каждого p ≥ 1 существует число αp > 0 такое, что

HKp(z) + αp|z| 6 HKp+1(z), z ∈ C. (1)

Последовательность функций {em}∞m=1, аналитических в области D, будем называть
почти экспоненциальной, если найдутся числа λm ∈ C, m ≥ 1, |λm| → ∞ при m→∞, для
которых выполнены два условия: 1) для каждого p ≥ 1 существуют постоянная a > 0 и
номер s такие, что

sup
w∈Kp

|em(w)| 6 a exp(HKs(λm)), m = 1, 2, . . . ;

2) для каждого p ≥ 1 существуют постоянная b > 0 и номер s такие, что

b exp(HKp(λm)) 6 sup
w∈Ks

|em(w)|, m = 1, 2, . . .

Числа λm ∈ C,m ≥ 1 будем называть показателями функций {em}∞m=1. Условия 1 и 2 озна-
чают, что последовательность {em}∞m=1 в некотором смысле схожа с последовательностью
экспонент {exp(λmz)}∞m=1. Действительно, из условия 1 с учетом определения опорной
функции получаем соотношения:

sup
w∈Kp

|em(w)| 6 a exp(HKs(λm)) = a sup
w∈Ks

exp(Re(λmw)) = a sup
w∈Ks

| exp(λmw)|, m = 1, 2, . . .

Условие 2 дает аналогичную оценку снизу на модуль функции em(w). Очевидно,
что указанная последовательность экспонент является почти экспоненциальной после-
довательностью. В качестве примера последней рассмотрим еще семейство функций

A.S. Krivosheyev, An almost exponential basis.
c© Кривошеев А.С. 2010.
Поступила 10 января 2010 г.
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{zn exp(λmz)}∞,kmm=1,n=1. В работе [1] в предложении 2.3 по сути показано, что в случае огра-
ниченной области D при условии km/|λm| → 0 это семейство является почти экспонен-
циальной последовательностью. Более того, можно показать, что в случае ограниченной
выпуклой области D условие km/|λm| → 0 является необходимым и достаточным для того,
чтобы семейство функций {zn exp(λmz)}∞,kmm=1,n=1 было почти экспоненциальной последова-
тельностью.

Перейдем теперь к исследованию вопросов сходимости рядов вида

∞∑
m=1

dmem(z), (2)

где {em}∞m=1 — почти экспоненциальная последовательность функций в выпуклой области
D.

Прежде всего опишем пространство коэффициентов d = {dm} рядов (2), сходящихся
равномерно на компактах в области D. Пусть Λ = {λm}∞m=1, |λm| → ∞ при m → ∞. Для
каждого p ≥ 1 введем банахово пространство числовых последовательностей

Qp(Λ) = {d = {dm} : ||d||p = sup
m

(|dm| exp(HKp(λm))) <∞}.

Положим Q(Λ, D) =
⋂∞
p=1Qp(Λ). На пространстве Q(Λ, D) определим метрику по формуле

ρ(d, d′) =
∞∑
p=1

2−p
||d− d′||p

1 + ||d− d′||p
.

С этой метрикойQ(Λ, D) становится пространством Фреше. Сходимость по метрике равно-
сильна сходимости в каждом Qp(Λ), p ≥ 1. Таким образом, Q(Λ, D) является проективным
пределом пространств Qp(Λ).

Лемма 1. Пусть D — выпуклая область в C. Предположим, что для системы {em}∞m=1

выполнен пункт 2 из определения почти экспоненциальной последовательности в D с по-
казателями λm ∈ C, m ≥ 1. Предположим, что ряд (2) сходится равномерно на каждом
компакте области D. Тогда верно включение d = {dm} ∈ Q(Λ, D).

Доказательство. Фиксируем номер p ≥ 1. По условию существуют постоянная b > 0
и номер s такие, что

b exp(HKp(λm)) 6 sup
w∈Ks

|em(w)|, m = 1, 2, . . . (3)

В силу равномерной сходимости ряда (2) на компакте Ks найдется номер N такой, что
для всех m > N и всех w ∈ Ks выполнено неравенство |dm||em(w)| 6 1. Следовательно,
имеет место также оценка |dm| supw∈Ks |em(w)| 6 1, m > N . Отсюда с учетом (3) получаем:

b|dm| exp(HKp(λm)) 6 1, m > N.

Таким образом, d = {dm} ∈ Qp(Λ). В силу произвольности p это означает, что верно
включение d = {dm} ∈ Q(Λ, D). Лемма доказана.

Далее мы покажем, что при некотором условии на рост показателей λm верно утвержде-
ние, обратное к лемме 1. Введем следующую характеристику роста последовательности
Λ:

=(Λ) = lim
m→∞

lnm

|λm|
.

В книге [2] величина =(Λ) использовалась для оценки расстояния между абсциссами про-
стой и абсолютной сходимости ряда Дирихле. В частности, там показано, что при =(Λ) = 0
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эти абсциссы совпадают. Такое становится возможным благодаря тесной связи между ве-
личиной =(Λ) и сходимостью ряда

∞∑
m=1

exp(−ε|λm|). (4)

Эта связь отражена в следующей лемме.
Лемма 2. Ряд (4) сходится для любого ε > 0 тогда и только тогда, когда =(Λ) = 0.
Доказательство. Пусть =(Λ) = 0. Тогда для каждого δ > 0 существует номер N(δ)

такой, что lnm < δ|λm| для всех m ≥ N(δ). Фиксируем ε > 0 и выберем δ < ε. Имеем:

∞∑
m=N(δ)

exp(−ε|λm|) <
∞∑

m=N(δ)

exp(−ε lnm

δ
) =

∞∑
m=N(δ)

1

m
ε
δ

<∞.

Следовательно, ряд (4) сходится для любого ε > 0. Покажем обратное. Пусть верно послед-
нее утверждение. Поскольку члены ряда (4) положительны, то их перестановка не влияет
на сходимость ряда. Поэтому можно считать, что λm пронумерованы по возрастанию мо-
дулей, т.е. |λ1| 6 |λ2| 6 · · · . Кроме того, если последовательность {λm}∞m=1 ограничена, то
ряд (4) расходится. Следовательно, |λm| → ∞, когда m→∞. Дальнейшее доказательство
проведем от противного. Предположим, что =(Λ) = 4c > 0. Тогда существует подпоследо-
вательность натуральных чисел {m(j)}∞j=1 такая, что lnm(j) ≥ 2c|λm(j)|, j = 1, 2, . . . Пере-
ходя еще раз к подпоследовательности, можно считать, что 2|λm(j)| 6 |λm(j+1)|, j = 1, 2, . . .
Составим теперь новую подпоследовательность m(j, l), j = 1, 2, . . ., l = 1, 2, . . . , j′, где j′ —
целая часть числа m(j)/2. Положим m(j, l) = m(j) − j′ + l. В силу возрастания модулей
λm имеем:

lnm(j, l)

|λm(j,l)|
≥ lnm(j, l)

|λm(j)|
≥ lnm(j, 1)

|λm(j)|
≥ lnm(j)− ln 2

|λm(j)|
≥ 2c− ln 2

|λm(j)|
.

Так как |λm| → ∞, то найдется номер j0 такой, что

lnm(j, l)

|λm(j,l)|
≥ c, j ≥ j0, l = 1, 2, . . . , j′.

Отсюда для всех j ≥ j0 и ε = c получаем:

m(j)∑
m=m(j)−j′+1

exp(−ε|λm|) =

j′∑
l=1

exp(−ε|λm(j,l)|) ≥
j′∑
l=1

exp(
−ε
c

lnm(j, l)) =

=

j′∑
l=1

1

m(j, l)
ε
c

=

j′∑
l=1

1

m(j, l)
≥ j′

m(j)
≥ 2−1m(j)− 1

m(j)
.

Поскольку m(j)→∞, когда j →∞, то это противоречит сходимости ряда (4) при ε = c.
Таким образом, =(Λ) = 0 и лемма доказана.

Покажем теперь, что при условии =(Λ) = 0 имеет место утверждение, обратное к лемме
1 и даже более сильное.

Лемма 3. Пусть D — выпуклая область в C. Предположим, что для системы {em}∞m=1

выполнен пункт 1 из определения почти экспоненциальной последовательности в D с
показателями λm ∈ C, m ≥ 1 такими, что =(Λ) = 0. Пусть далее d = {dm} ∈ Q(Λ, D).
Тогда для каждого номера p ≥ 1 существует номер s и постоянная A > 0, не зависящие
от d = {dm}, для которых выполнено неравенство
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∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kp
|em(z)| 6 A||d||s.

В частности, ряд (2) сходится абсолютно и равномерно на каждом компакте области
D.

Доказательство. Пусть d = {dm} ∈ Q(Λ, D). Фиксируем номер p ≥ 1. По условию
найдется номер s и постоянная a > 0 такие, что

sup
w∈Kp

|em(w)| 6 a exp(HKs−1(λm)), m = 1, 2, . . . .

Следовательно, мы имеем:

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kp
|em(z)| 6

∞∑
m=1

|dm| exp(HKs−1(λm)) =

= a

∞∑
m=1

|dm| exp(HKs(λm)) exp(HKs−1(λm)−HKs(λm)) 6

6 a||d||s
∞∑
m=1

exp(HKs−1(λm)−HKs(λm)) 6
∞∑
m=1

exp(−αs−1|λm|).

При получении последней оценки мы воспользовались неравенством (1). Учитывая лем-
му 2, окончательно получаем:

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kp
|em(z)| 6 A||d||s <∞,

где номер s и постоянная A зависят лишь от функций em, чисел λm, m ≥ 1 и номера p.
Лемма доказана.

Сравнивая лемму 1 и лемму 3, легко заметить, что при условии =(Λ) = 0 равномерная
сходимость ряда (2) влечет за собой его абсолютную сходимость. Более точно, имеет место
следующее утверждение.

Следствие. Пусть D — выпуклая область в C; {em}∞m=1 — почти экспоненциаль-
ная последовательность в D с показателями λm ∈ C, m ≥ 1, такими, что =(Λ) = 0.
Предположим, что ряд (2) сходится равномерно на каждом компакте области D. Тогда
для каждого номера p ≥ 1 существует номер s и постоянная A > 0, не зависящая от
d = {dm}, для которых выполнено неравенство

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kp
|em(z)| 6 A||d||s.

В частности, ряд (2) сходится абсолютно в области D.
Отметим, что условие =(Λ) = 0 в лемме 3 в случае ограниченной выпуклой области

D является необходимым на всем классе последовательностей d = {dm} ∈ Q(Λ, D), что и
подтверждает следующая лемма.

Лемма 4. Пусть D — ограниченная выпуклая область в C; {em}∞m=1 — почти экспо-
ненциальная последовательность в D с показателями λm ∈ C, m ≥ 1. Предположим,
что для всех d = {dm} ∈ Q(Λ, D) и каждого номера s = 1, 2, . . . сходится ряд

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Ks
|em(z)|.

Тогда верно равенство =(Λ) = 0.
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Доказательство. Фиксируем ε > 0. Поскольку последовательность компактов {Kp}∞p=1

исчерпывает область D, а последняя ограничена, то найдется номер p = 1, 2, . . . такой, что
выполняется неравенство

HD(z) 6 HKp(z) + ε|z|, z ∈ C. (5)

Согласно определению почти экспоненциальной последовательности существуют постоян-
ная b > 0 и номер s, удовлетворяющие условию

b exp(HKp(λm)) 6 sup
w∈Ks

|em(w)|, m = 1, 2, . . . (6)

Положим dm = exp(−HKm(λm)), m = 1, 2, . . . Используя неравенство (1) для каждого
l = 1, 2, . . . , имеем:

sup
m≥l

(|dm| exp(HKl(λm))) = sup
m≥l

(exp(HKl(λm)−HKm(λm))) 6

6 sup
m≥l

(exp(HKm(λm)−HKm(λm))) = 1.

Это означает, что d = (dm) ∈ Ql(Λ). В силу произвольности номера l верно также включе-
ние d ∈ Q(Λ, D). Тогда по условию леммы сходится ряд

∑∞
m=1 |dm| supz∈Ks |em(z)|. Учиты-

вая это, неравенства (5),(6) и то, что HKm(z) 6 HD(z), z ∈ C, (в силу вложения Km ⊂ D),
m = 1, 2, . . . , получаем:

∞∑
m=1

exp(−ε|λm|) 6
∞∑
m=1

exp(HKp(λm)−HD(λm)) 6
∞∑
m=1

exp(HKp(λm)−HKm(λm)) =

=
∞∑
m=1

dm exp(HKp(λm)) 6 b−1

∞∑
m=1

dm sup
z∈Ks
|em(z)| = b−1

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Ks
|em(z)| <∞.

Таким образом, ряд (4) сходится для любого ε > 0. Следовательно, по лемме 2 мы полу-
чаем требуемое утверждение. Лемма доказана.

Из доказанных утверждений следует, что для почти экспоненциальной последователь-
ности {em}∞m=1 в выпуклой области D с показателями Λ = {λm} такими, что =(Λ) = 0,
множество последовательностей коэффициентов d = {dm}, при которых ряд (2) сходится
равномерно на компактах из D, совпадает с множеством Q(Λ, D). Оказывается верно и
обратное. Более точно, имеет место

Теорема 1. Пусть D — выпуклая область в C, Λ = {λm} — последовательность
комплексных чисел такая, что =(Λ) = 0. Тогда равносильны следующие утверждения.

1) {em}∞m=1 — почти экспоненциальная последовательность в D с показателями λm.
2) Множество последовательностей коэффициентов d = {dm}, при которых ряд (2)

сходится равномерно на компактах из D, совпадает с множеством Q(Λ, D), и функции
em(w) отличны от тождественного нуля, m ≥ 1.

Доказательство. 1)⇒2). Эта импликация уже установлена в леммах 1 и 3.
2)⇒1). Предположим, что ряд (2) сходится равномерно на компактах из области D для

каждой последовательности коэффициентов d ∈ Q(Λ, D). Покажем, что в этом случае
выполнен пункт 1 из определения почти экспоненциальной последовательности. Проведем
доказательство от противного. Допустим, что пункт 1 не выполняется. Тогда найдется
номер p ≥ 1 такой, что для каждого s ≥ 1 и некоторого номера ms верно неравенство

sup
w∈Kp

|ems(w)| ≥ exp(HKs(λms)). (7)
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При этом очевидно можно считать, что ms → ∞, когда s → ∞. Рассмотрим последова-
тельность d = {dm}, где dms = exp(−HKs(λms)), s ≥ 1, и dm = 0 для всех номеров m,
отличных от ms, s ≥ 1. С учетом (1) и определения dm для каждого номера l ≥ 1 имеем:

|dm| exp(HKl(λm)) 6 1, m ≥ l.

Следовательно, d = {dm} является элементом пространстваQ(Λ, D). Тогда по условию ряд
(2) с этими коэффициентами dm сходится равномерно на компактах из D. В частности,
это означает, что |dm| supw∈Kp |em(w)| → 0 при m → ∞. С другой стороны, в силу (7) и
определения чисел dms верно неравенство

dms sup
w∈Kp

|ems(w)| = exp(−HKs(λms)) sup
w∈Kp

|ems(w)| ≥ 1, s ≥ 1.

Это противоречит предыдущему, поскольку ms →∞, когда s→∞. Таким образом, наше
допущение неверно, т.е. для {em}∞m=1 выполнен пункт 1 из определения почти экспонен-
циальной последовательности. Покажем, что для {em}∞m=1 выполнен также и пункт 2 из
этого определения. Предположим, что это не так. Тогда, учитывая, что em(w) отлична
от тождественного нуля, m ≥ 1, найдем номер p ≥ 1 такой, что для каждого s ≥ 1 и
некоторого ms имеет место неравенство

exp(HKp(λms)) ≥ sup
w∈Ks

|ems(w)|. (8)

При этом можно считать, что |λms| ≥ s для всех s ≥ 1. Рассмотрим последовательность
d = {dm} где dms = exp(−HKp+1(λms)), s ≥ 1, и dm = 0 для всех остальных номеров m. В
силу определения чисел dm для всех l ≥ 1 имеем:

m
∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kl
|e(z)| =

∞∑
s=1

|dms| sup
z∈Kl
|ems(z)| =

∞∑
s=1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)| =

=
l∑

s=1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)|+

∞∑
s=l+1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)|.

Так как Kj — возрастающая последовательность компактов, то с учетом неравенств (8) и
(1) получаем отсюда

m

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kl
|e(z)| 6

l∑
s=1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)|+

+
∞∑

s=l+1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)| 6

l∑
s=1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)|+

+
∞∑

s=l+1

exp(−HKp+1(λms)) exp(HKp(λms)) 6
l∑

s=1

exp(−HKp+1(λms)) sup
z∈Kl
|ems(z)|+

+
∞∑

s=l+1

exp(−αp|λms|).

Поскольку |λms| ≥ s для всех s ≥ 1, то ln s/|λms| → 0, когда s → ∞. Тогда по лемме 2
последний ряд сходится. Это означает, что ряд (2) с выбранной нами последовательно-
стью коэффициентов d = {dm} сходится равномерно на каждом компакте Kl, l ≥ 1, а
так как последовательность {Kl} исчерпывает область D, то и на любом компакте из D.
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Следовательно, по условию d = {dm} должна принадлежать множеству Q(Λ, D). С дру-
гой стороны, в силу определения последовательности d = {dm} с учетом неравенства (1)
имеем:

||d||p+1 = sup
m

(|d|m exp(HKp+2(λm))) = sup
s

(|dms| exp(HKp+2(λms))) =

= sup
s

(exp(HKp+1(λms)) exp(HKp+2(λms))) ≥ sup
s

(exp(αp+1|λms|) =∞,

т.е. d = {dm} не принадлежит Q(Λ, D). Полученное противоречие означает, что для
{em}∞m=1 выполнен пункт 2 из определения почти экспоненциальной последовательности.

Таким образом, теорема полностью доказана.
Приведем еще некоторую модификацию теоремы 1.
Теорема 2. Пусть D — ограниченная выпуклая область в C. Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны.
1) {em}∞m=1 — почти экспоненциальная последовательность в D с показателями

λm ∈ C, m ≥ 1 и =(Λ) = 0.
2) Множество последовательностей коэффициентов d = {dm}, при которых ряд

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Ks
|em(z)| (9)

сходится для каждого s ≥ 1, совпадает с множеством Q(Λ, D), и функция em(w) от-
лична от тождественного нуля, m ≥ 1.

Доказательство. 1)⇒2). Эта импликация уже установлена в леммах 1 и 3, поскольку
сходимость ряда (9) для всех s ≥ 1 влечет за собой равномерную сходимость ряда (2) на
каждом компакте из области D.

2)⇒1). Пусть ряд (9) сходится для каждой последовательности коэффициентов
d ∈ Q(Λ, D) и всех s ≥ 1. Тогда ряд (2) сходится равномерно на компактах из области D
для всех d ∈ Q(Λ, D). Повторяя далее дословно рассуждения из теоремы 1, убеждаемся,
что для {em}∞m=1 выполнен пункт 1 из определения почти экспоненциальной последова-
тельности. Пункт 2 из этого определения также выполнен для {em}∞m=1. Действительно,
в противном случае в теореме 1 построена последовательность коэффициентов d = {dm},
не принадлежащая множеству Q(Λ, D), такая, что ряд (9) сходится для всех s ≥ 1. Таким
образом, {em}∞m=1 — почти экспоненциальная последовательность. Тогда с учетом утвер-
ждения 2 настоящей теоремы по лемме 4 получаем равенство =(Λ) = 0. Теорема доказана.

Обратимся теперь к основной задаче данной работы. Пусть D ⊂ C — выпуклая область,
H(D) — пространство функций, аналитических в D с топологией равномерной сходимо-
сти на компактных подмножествах D, {em}∞m=1 — последовательность функций из H(D).
Через W обозначим замыкание в H(D) линейной оболочки системы {em}∞m=1. Проблему,
стоящую перед нами, можно сформулировать следующим образом: при каких условиях на
{em}∞m=1 каждая функция из W разлагается в ряд вида (2)? При этом наиболее интересна
ситуация, когда такое разложение является единственным, поскольку в этом случае под-
пространство W ⊂ H(D) получает наиболее простое описание. В связи с этим приведем
соответствующий результат. Но прежде введем еще некоторые определения и обозначения.
Будем говорить, что {em}∞m=1 является почти экспоненциальным базисом с показателями
λm ∈ C, m ≥ 1 в подпространстве W , если {em}∞m=1 — почти экспоненциальная после-
довательность в D с показателями λm, и каждая функция из W единственным образом
разлагается в ряд вида (2), который сходится равномерно на каждом компакте из области
D.
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Определим оператор ℵ, действующий на пространстве Q(Λ, D), со значениями в под-
пространстве W ⊂ H(D) по правилу: последовательности d = {dm} ∈ Q(Λ, D) поставим в
соответствие сумму ряда (2), сходящегося в топологии пространства H(D).

Пусть H∗(D) обозначает пространство линейных непрерывных функционалов на H(D),
называемое еще пространством аналитических функционалов в области D. Последова-
тельность {µ}∞m=1 ⊂ H∗(D) называется биортогональной к {em}∞m=1, если µm(em) = 1 и
µk(em) = 0 при k 6= m.

Теорема 3. Пусть D — выпуклая область в C, Λ = {λm} — последовательность
комплексных чисел такая, что =(Λ) = 0. Предположим, что {em}∞m=1 — почти экспо-
ненциальный базис с показателями λm в W . Тогда оператор ℵ является изоморфизмом
линейных топологических пространств Q(Λ, D) и W , и существует биортогональная к
{em}∞m=1 последовательность функционалов {µ}∞m=1 ⊂ H∗(D).

Доказательство. Пусть {em}∞m=1 — почти экспоненциальная последовательность в D
с показателями λm такими, что =(Λ) = 0. Тогда по лемме 3 для любой последователь-
ности d = {dm} ∈ Q(Λ, D) ряд (2) сходится равномерно на каждом компакте области
D. Поэтому оператор ℵ определен на всем пространстве Q(Λ, D). Поскольку {em}∞m=1 —
базис в W , то любая функция из W раскладывается в ряд (2), сходящийся в топологии
H(D). При этом по лемме 1 последовательность его коэффициентов является элементом
множества Q(Λ, D). Следовательно, оператор ℵ сюръективен. Заметим еще, что по опреде-
лению почти экспоненциального базиса указанное разложение единственное. Это влечет
за собой инъективность ℵ. Таким образом, ℵ — биективный линейный оператор. Далее
по лемме 3 для любого p ≥ 1 существует номер s и постоянная A > 0, не зависящие от
d = {dm} ∈ Q(Λ, D), такие, что

sup
z∈Kp
|ℵ(d)(z)| = sup

z∈Kp
|
∞∑
m=1

dmem(z)| 6
∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kp
|em(z)| 6 A||d||s. (10)

Отсюда следует непрерывность оператора ℵ. Как уже отмечалось ранее, Q(Λ, D) является
пространством Фреше.W как замкнутое подпространство пространства Фреше H(D) так-
же является пространством Фреше. Тогда по теореме Банаха об обратном операторе для
пространств Фреше ℵ есть изоморфизм линейных топологических пространств Q(Λ, D) и
W .

Остается доказать существование последовательности {µm}∞m=1 ⊂ H∗(D) биортогональ-
ной к {em}∞m=1. Пусть g — произвольная функция из W , и d = {dm} ∈ Q(Λ, D) — по-
следовательность коэффициентов разложения g по системе {em}∞m=1 (т.е. ℵ(d) = g). Для
каждого m ≥ 1 положим µm(g) = dm. В результате мы получили линейный функционал
µm на пространстве W . В силу (10) имеем

|dm| sup
z∈K1

|em(z)| 6
∞∑
m=1

sup
z∈K1

|em(z)| 6 A||d||s, (11)

где постоянная A и номер s не зависят от d = {dm} ∈ Q(Λ, Q), а значит и от g ∈ W . По
доказанному обратный оператор ℵ−1 непрерывен. Поэтому найдется номер l и постоянная
C > 0 такие, что ||d||s = ||ℵ−1(g)||s 6 C supz∈Kl |g(z)| для всех g ∈ W . Отсюда с учетом
(11) и определения µm получаем

|µm(g)| = |dm| 6 A( sup
z∈K1

|em(z)|)−1||d||s 6 A( sup
z∈K1

|em(z)|)−1C sup
z∈Kl
|g(z)|, g ∈ W.

По теореме Хана-Банаха µm продолжается на все пространство H(D) как линейный функ-
ционал с сохранением последней оценки, которая влечет за собой непрерывность µm на
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H(D). По определению µm имеем: µm(em) = 1 и µm(ek) = 0 при k 6= m. Таким обра-
зом, последовательность {µm}∞m=1 лежит в H∗(D) и является биортогональной к {em}∞m=1.
Теорема полностью доказана.

Из теоремы 3 вытекает, что почти экспоненциальный базис {em}∞m=1 в W является ба-
зисом Шаудера, т.е. координатные функционалы µm(g) = dm (которые образуют биор-
тогональную к {em} систему) непрерывны. Почти экспоненциальный базис обладает и
более сильным свойством. Напомним, что базисом Кете в линейном топологическом про-
странстве L называется система его элементов {em} такая, что для любого g ∈ L верно
представление

g =
∞∑
m=1

dmem,

где ряд сходится в топологии пространства L, и, кроме того, выполнено следующее: для
каждой полунормы || || существует полунорма || ||′ и β > 0, не зависящие от g ∈ L, такие,
что

∞∑
m=1

|dm|||em|| 6 β||g||′.

Следствие. Пусть D — выпуклая область в C, Λ = {λ} — последовательность ком-
плексных чисел такая, что =(Λ) = 0 . Предположим, что {em}∞m=1 — почти экспонен-
циальный базис с показателями λm в W . Тогда {em}∞m=1 — базис Кете в W .

Доказательство. По условию каждая функция g ∈ W раскладывается в ряд (2), сходя-
щийся равномерно на компактах из области D. При этом, как и в доказательстве теоремы
3, из непрерывности оператора ℵ−1 и неравенства в лемме 3 следует, что для любого p ≥ 1
существуют номер l и постоянная β > 0, не зависящие от g ∈ W , такие, что

∞∑
m=1

|dm| sup
z∈Kp
|em(z)| 6 β sup

z∈Kl
|g(z)|.

Это означает, что {em}∞m=1 — базис Кете в W . Следствие доказано.
В заключении параграфа докажем теорему, обратную к теореме 3, и даже формально

несколько более общий результат.
Теорема 4. Пусть D — выпуклая область в C, Λ = {λ} — последовательность ком-

плексных чисел такая, что =(Λ) = 0. Предположим, что оператор ℵ определен на всем
пространстве Q(Λ, D), сюръективен, и существует биортогональная к {em}∞m=1 после-
довательность функционалов {µm}∞m=1 ⊂ H∗(D). Тогда {em}∞m=1 — почти экспоненциаль-
ный базис с показателями λm в W .

Доказательство. По условию оператор ℵ : Q(Λ, D)→ W сюръективен. Следовательно,
любая функция g ∈ W раскладывается в ряд (2), сходящийся равномерно на компактах
из области D. Это разложение единственно, так как его коэффициенты dm однознач-
но определяются при помощи биортогональной системы функционалов. Таким образом,
{em}∞m=1 — базис вW . Остается показать, что {em}∞m=1 — почти экспоненциальная последо-
вательность с показателями λm в W . Согласно теореме 1, для этого достаточно проверить
истинность утверждения 2 из этой теоремы.

Отличие от тождественного нуля функций em следует из существования биортогональ-
ной системы {µm}∞m=1, поскольку µm(em) = 1, m ≥ 1. По условию оператор ℵ определен
на всем пространстве Q(Λ, D). Поэтому для каждого d = {dm} ∈ Q(Λ, D) ряд (2) сходится
равномерно на компактах из области D. Обратно. Пусть ряд (2.2) сходится равномерно
на компактах из D к функции g. Нужно показать, что последовательность его коэффици-
ентов d = {dm} принадлежит Q(Λ, D). По определению подпространства W оно должно



96 А.С. КРИВОШЕЕВ

содержать g. По условию оператор ℵ сюръективен. Следовательно, функция g расклады-
вается в ряд вида (2) с коэффициентами d′ = {d′m} ∈ Q(Λ, D), равномерно сходящийся на
компактах из D. В результате мы имеем два разложения для g. Однако, как и выше, из су-
ществования биортогональной к {em}∞m=1 системы функционалов {µm}∞m=1 ⊂ H∗(D) выте-
кает, что коэффициенты ряда (2), сходящегося в топологии пространства H(D), однознач-
но вычисляются как значения функционалов µm на функции g. Поэтому d = d′ ∈ Q(Λ, D).
Таким образом, утверждение 2 из теоремы 1 выполнено. Это завершает доказательство
данной теоремы.
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Аннотация. Доказаны необходимое и достаточное (отдельно) условия на систему
комплексных показателей λk, при которых система экспонент exp(λkt) полна в гиль-
бертовом пространстве L2(R; a|x|α), где α ∈ (1; 2], a > 0.
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Введение
Данная статья является развернутым изложением материала работы опубликованной в

[1].
Работа, посвящена исследованию следующей задачи, заинтересовавшей специалистов

по математической физике: выяснить условия на возрастающую последовательность по-
ложительных вещественных чисел λk, k = 1, 2, ..., при выполнении которых из того, что
для непрерывной ограниченной функции f на R верно∫ +∞

−∞
eλkt−t2f(t) dt = 0, k = 1, 2, ...,

следует, что f(t) = 0, ∀t ∈ R.
Для того чтобы свести задачу к стандартным задачам функционального анализа и тео-

рии функций, от функции f вместо напрерывности потребуем интегрируемость с квадра-
том на R и будем рассматривать произвольные последовательности комплексных чисел
λk, k = 1, 2, .... Переформулируем задачу для функции g(t) = f(t)et2 : выяснить условия на
последовательность λk ∈ C, k = 1, 2, ..., при которых из того, что некоторая функция
g удовлетворят условиям ∫ +∞

−∞
|g(t)|2e−2t2dt < ∞ (1)∫ +∞

−∞
eλkt−2t2g(t) dt = 0, k = 1, 2, ...,

следует, что g(t) ≡ 0.
В такой формулировке видно, что в силу теоремы Банаха речь идет об условиях полноты

системы экспонент exp(λkx) в весовом пространстве функций со скалярным произведением

(u, v) =

∫ +∞

−∞
u(t)v(t)e−2t2dt

или о множествах единственности в пространстве целых функций F , представимых в виде

F (λ) =

∫ +∞

−∞
eλt−2t2g(t) dt = 0, k = 1, 2, ...,

V.V. Napalkov, A.A. Rumyantseva, R.S. Yulmukhametov, Completeness of exponential
systems in weighted spaces on real axe.
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с функцией g, удовлетворяющей условию (1). Задача о полноте систем экспонент и задача
о множествах единственности — это двойственные задачи, которые привлекали внимание
многих математиков. С историей и современным положением дел в исследованиях по этим
задачам можно ознакомиться в [6], [7].

Предварительные результаты наших исследований по сформулированной задаче опуб-
ликованы в работе [5].

В данной работе рассматривается задача в более общей постановке, а именно, мы будем
изучать вопрос о полноте системы экспонент exp(λkx) в весовом гильбертовом простран-
стве функций со скалярным произведением

(u, v) =

∫ +∞

−∞
u(t)v(t)e−2a|t|αdt,

где a > 0 — произвольное положительное число, а α ∈ (1; 2].
Пусть I — интервал вещественной оси и ϕ(t) — выпуклая функция на этом интервале.

Через L2(I, ϕ) обозначим пространство локально интегрируемых функций g на интервале
I, для которых конечен интеграл ∫

I

|g(t)|2e−2ϕ(t)dt.

Это пространство гильбертово со скалярным произведением

(u, v) =

∫
I

u(t)v(t)e−2ϕ(t)dt.

С помощью преобразования Фурье-Лапласа задачу о полноте систем экспонент в про-
странстве L2(I, ϕ) можно свести к задаче о множествах единственности в классе целых
функций F , представимых в виде

F (λ) =

∫
I

eλt−2ϕ(t)f(t) dt, (2)

где f ∈ L2(I, ϕ). При этом мы воспользуемся следующей теоремой из работы [2].

Теорема A. Пусть W — ограниченная снизу положительной постоянной и ограни-
ченная сверху на компактах функция на ограниченном интервале I. Предполагая, что
функция 1

W
измерима, определим пространство

L2(I,W ) = {g ∈ Lloc(I) : ||g||2 :=

∫
I

|g(t)|2

W (t)
dt < ∞}.

Положим
h̃(x) = sup

t∈I
(xt− ln

√
W (t))

(сопряженная по Юнгу к функции ln
√

W (t)) и для каждого x ∈ R определим число ρh̃(x)
из условия ∫ x+ρ

h̃
(x)

x−ρ
h̃
(x)

|h̃′+(x)− h̃′+(t)| dt = 1.

Тогда
1. Если целая функция F представима в виде

F (λ) =

∫
I

eλt g(t)

W (t)
dt (3)

с функцией g ∈ L2(I, W ), то

|F (λ)| ≤ CF eh̃(x), λ = x + iy ∈ C,

||F ||2 :=
∫

R

∫
R |F (x + iy)|2e−2h̃(x)ρh̃(x) dh̃′(x)dy ≤ (πe)||g||2.
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2. Если ln W (t) — выпуклая функция и целая функция F удовлетворяет условиям

|F (λ)| ≤ CF eh̃(x), λ = x + iy ∈ C,∫
R

∫
R |F (x + iy)|2e−2h̃(x)ρh̃(x) dh̃′(x)dy < ∞,

то имеет место представление (3), причем выполняются и верхняя, и нижняя оценки

(πe)−1||g||2 ≤ ||F ||2 ≤ (πe)||g||2.

Значение функции ρh̃(x) понимается как супремум множества положительных чисел p,
для которых ∫ x+p

x−p

|h̃′+(x)− h̃′+(t)| dt ≤ 1.

Если, например, в этой теореме положить I = (−1; 1), W (t) ≡ 1 на интервале I, то непо-
средственным вычислением получаем

h̃(x) = |x|, ρh̃(x) = |x|+ 1

2
, −∞ < x < ∞,

и утверждение теоремы А в этом случае — это классическая теорема Пэли-Винера.
В работе [3] получена асимптотика интегралов Лапласа∫

I

ext−h(t) dt.

Из этих результатов в частности вытекает следующая теорема.

Теорема B. Если h — выпуклая функция, h̃ — сопряженная по Юнгу к функции h и
ρh̃ определена как в теореме A, то верны соотношения

1

4

e2h̃(x)

ρh̃(x)
≤

∫
I

e2xt−2h(t) dt ≤ 4
e2h̃(x)

ρh̃(x)
.

Для каждой выпуклой на интервале I функции h определим функцию

K(x) =

∫
I

e2xt−2h(t) dt.

Возьмем выпуклую на вещественной оси функцию h, удовлетворяющую условию

lim
t−→∞

h(t)

|t|
= +∞.

Сопряженная по Юнгу функция h̃ тоже будет выпуклой функцией на всей числовой оси.
Применяя теоремы A и B для сужений функции W (t) = e2h(t) на интервалы (−N ; N) и
переходя затем к пределу при N →∞, получаем следующее утверждение.

Теорема C. Целые функции F , удовлетворяющие условиям

|F (x + iy)| ≤ CF

√
K(x), x + iy ∈ C,∫

R

∫
R

|F (x + iy)|2

K(x)
dh̃′(x)dy < ∞,

и только такие функции допускают представление вида

F (λ) =

∫
R

eλt−2h(t)g(t) dt

с функцией g, удовлетворяющей условию∫
R
|g(t)|2e−2h(t) dt < ∞.
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В работе [4] задача о полноте системы экспонент в пространстве L2(R, 1
2
t2) с помощью

теоремы С сначала была сведена к вопросу о множествах (не-) единственности в простран-
ствах целых функций F , удовлетворяющих условию∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|F (x + iy)|2e−

x2

2 dxdy < ∞,

затем — к вопросу о множествах (не-) единственности в пространствах целых функций F
с равномерной радиальной оценкой

|F (x + iy)| ≤ Const.e
x2

4 , x + iy ∈ C, (4)

и, наконец, был осуществлен переход к характеристикам множества нулей целых функций
с равномерной оценкой

|F (λ)| ≤ Const.e
|λ|2
8 , λ ∈ C. (5)

Последняя формулировка удобна тем, что позволяет непосредственно использовать клас-
сические теоремы о распределении нулей целых функций.

В данной работе мы исследуем по описанной схеме полноту системы экспонент в про-
странствах L2(R, a|x|α) при a > 0, α ∈ (1; 2]. Новым по сравнению с изложенным в [5]
является способ перехода к радиальным весам. Если переход от ограничения (4) к ради-
альному ограничению (5) обеспечивался умножением на целую функцию без нулей e

1
8
λ2 ,

то в более общем случае приходится домножать на целую функцию с нетривиальным
множеством нулей.

1. Полнота систем экспонент и множества нулей целых функций
Пусть a > 0, α ∈ (1; 2] и L2(R, a|t|α) — гильбертово пространство локально-

интегрируемых функций f на вещественной оси с нормой

||f ||2 =

∫ ∞

−∞
|f(t)|2e−2a|t|αdt.

В этом параграфе мы будем сводить задачу о полноте системы экспонент (eλkx),
k = 1, 2, ..., в пространстве L2(R, a|t|α) к вопросу о существовании ненулевых целых функ-
ций, обращающихся в нуль в точках λk, k = 1, 2, ..., с некоторыми ограничениями на рост.

Сформулируем теорему C применительно к весу h(t) = a|t|α, t ∈ R. Непосредственно
вычислим сопряженные функции

h̃(x) = b|x|β, x ∈ R,

где

b =
α− 1

α
(aα)−

1
α−1 ,

β =
α

α− 1
. (6)

Несложно показать, что при некоторых положительных постоянных C1, C2 имеют место
неравенства

C1(1 + |x|)1−β
2 ≤ ρh̃(x) ≤ C2(1 + |x|)1−β

2 .

Тогда, используя теорему В, в этом конкретном случае теорему С можно сформулировать
более определенно:

Теорема C′. Целые функции F , удовлетворяющие условиям

|F (x + iy)| ≤ CF eb|x|β |x|
β−2

4 , x + iy ∈ C,∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|F (x + iy)|2e−2b|x|β |x|

β
2
−1dxdy < ∞, (7)
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и только такие функции допускают представление

F (λ) =

∫ ∞

−∞
eλt−2a|t|αg(t) dt (8)

с функцией g, удовлетворяющей условию∫ ∞

−∞
|g(t)|2e−2a|t|αdt < ∞. (9)

Теорема Банаха о полноте применительно к гильбертовому пространству L2(R, a|x|α)
запишется в следующем виде.

Теорема 1. Система экспонент eλkx, k = 1, 2, ..., полна в пространстве L2(R, a|x|α)
тогда и только тогда, когда не существует ненулевой целой функции F (λ), которая
обращается в нуль в точках λk, k = 1, 2, ..., и удовлетворяет условиям (7).

Простыми выкладками получим отдельно необходимое и достаточное условия для пол-
ноты системы экспонент в терминах равномерных оценок на целые функции.

Теорема 2. 1. Если система экспонент eλkx, k = 1, 2, ..., не полна в пространстве
L2(R, a|x|α), где α ∈ (1; 2], то существует ненулевая целая функция F (λ), которая обра-
щается в нуль в точках λk, k = 1, 2, ..., и удовлетворяет условию

|F (x + iy)| ≤ CF eb|x|β |x|
β−2

4 , x + iy ∈ C. (10)

Параметры b, β определяются по формулам (6).
2. Если существует ненулевая целая функция F (λ), которая обращается в нуль в точ-

ках λk, k = 1, 2, ..., и еще в n = [β] точках z1, ..., zn (здесь [β] — целая часть β), и удовле-
творяет оценке (10), то система экспонент eλkx, k = 1, 2, ..., не полна в пространстве
L2(R, a|x|α).

Доказательство. Первое утверждение — непосредственное следствие теоремы C′.
Докажем второе утверждение. Если F — целая функция, о существовании которой го-

ворится во втором утверждении,

P (λ) = (λ− z1)...(λ− zn),

то

F1(λ) =
F (λ)

P (λ)

— также целая функция. Оценим модуль этой функции для больших по модулю значений
λ. Если M = maxk=1,...,n |zk| и |λ| ≥ 2M + 1, то |λ| − |zk| ≥ 1

2
(|λ|+ 1), поэтому

|P (λ)| ≥ 1

2n
(|λ|+ 1)n. (11)

Поскольку n = [β] > β−2
4

, то функция F1 удовлетворяет первой оценке в соотношении (7).
Пользуясь неравенствами (λ = x + iy)

|λ|+ 1 ≥ (|x|+ 1) + (|y|+ 1)

2
≥

√
(|x|+ 1)(|y|+ 1),

и из (10), (11) получим∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|F1(x + iy)|2e−2b|x|β |x|

β
2
−1dxdy ≤ C1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

|x|β−2

(|x|+ 1)n(|y|+ 1)n
dxdy.
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Мы считаем, что α ≤ 2, значит, β = α
α−1

≥ 2, поэтому n = [β] ≥ 2, n− β + 2 = 2− {β} > 1
(здесь {β} = β − [β] — дробная часть β). Следовательно, интегралы∫ ∞

−∞

1

(|y|+ 1)n
dy,

∫ ∞

−∞

|x|β−2

(|x|+ 1)n
dx

сходятся и ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|F1(x + iy)|2e−2b|x|β |x|

β
2
−1dxdy < ∞.

Тем самым, целая функция F1 обращается в нуль в точках λk, k = 1, 2, ..., удовлетворяет
условиям (7). По теореме С′ система экспонент eλkx, k = 1, 2, ..., не полна в пространстве
L2(R, a|t|α).

Теорема 2 доказана.
Условия на целую функцию, требуемые в теореме 2, не радиальные, что уменьшает

эффективность применения классических теорем теории целых функций о связи роста
целых функций с распределением нулей. В этих теоремах в качестве функций сравнения
используются радиальные веса и, в частности, понятия порядка и типа. Переход к ради-
альным условиям мы обеспечим с помощью результатов работы [6], а именно, следующей
теоремы.

Теорема D. Пусть u субгармонична на всей плоскости и имеет конечный порядок
роста ρ. Тогда существует целая функция f такая, что для любого γ ≥ ρ

|u(z)− ln |f(z)|| ≤ Cγ ln |z|, |z| −→ ∞, z /∈ Eγ,

причем исключительное множество Eγ может быть покрыто кругами {z : |z−zj| < rj}
так, что ∑

|zj |>R

rj = o(Rρ−γ), R −→∞.

Предварительно докажем одну лемму.

Лемма 1. Если α ∈ (1; 2], β = α
α−1

, λ = x + iy, то функция

u(λ) =
b

α
|λ|β − b|x|β

субгармонична на всей плоскости.

Доказательство леммы 1. Поскольку β ≥ 2, то u дважды непрерывно дифференци-
руема и субгармоничность можно проверить по дифференциальному признаку: вычислим
оператор Лапласа

∆u = b

(
β2

α
|λ|β−2 − β(β − 1)|x|β−2

)
≥ bβ

(
β

α
− (β − 1)

)
|x|β−2 = 0.

Функция u имеет тип b
α

при порядке β. Очевидно, для некоторой константы A = A(β, b)
выполняется неравенство

sup
|λ−z|≤|λ|1−β

u(z) ≤ u(λ) + A, |λ| ≥ 1. (12)

Применим теорему D к функции u: существует функция f , которая вне некоторого
множества E = E2β удовлетворяет оценке

|u(z)− ln |f(z)|| ≤ C2β ln |z|, |z| −→ ∞, (13)

а множество E покрывается кругами {z : |z − zj| < rj} так, что∑
|zj |>R

rj = o(R−β), R −→∞. (14)
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Возьмем точку λ с достаточно большим модулем и рассмотрим окружности
Ct = {z : |λ− z| = t}, 1

2
|λ|1−β ≤ t ≤ |λ|1−β. Проецируя круги из покрытия множества E

на прямую {z = λ+ τ, τ > 0} и учитывая свойство (14), приходим к выводу, что найдется
некоторая окружность Ct, свободная от точек исключительного множества E. Следова-
тельно, на этой окружности выполняются оценки (13). Тогда по принципу максимума для
голоморфных функций и из (12) имеем

ln |f(λ)| ≤ maxz∈Ct(u(z) + C2β ln |z|) ≤ u(λ) + C ln |λ|.
Таким образом, можно считать, что оценка

u(λ)− C ln |λ| ≤ ln |f(λ)|
в соотношении (13) выполняется вне множества E, а оценка

ln |f(λ)| ≤ u(λ) + C ln |λ|
— для всех λ, |λ| ≥ 2.

Из оценки (13) видно, что функция f имеет бесконечно много нулей. Пусть n = [C] + 1,
z1, ..., zn — нули функции f и

P (λ) = (λ− z1)...(λ− zn).

Если M = maxk=1,...,n |zk|, то при |λ| ≥ 2M + 1 имеем

2−n(|λ|+ 1)n ≤ |P (λ)| ≤ Mn(|λ|+ 1)n. (15)

Для целой функции

L(λ) =
f(λ)

P (λ)
,

тем самым выполняются оценки

ln |L(λ)| ≥ u(λ)− C ln(|λ|+ 1), λ /∈ E,

ln |L(λ)| ≤ u(λ) + const, λ ∈ C. (16)

Выберем и зафиксируем одну из целых функций, удовлетворяющую оценкам (16). Мно-
жество нулей этой функции обозначим через Λ0.

Пусть Λ = {λk, k = 1, 2, ...} — некоторое множество точек плоскости. Систему экспонент
eλkλ, k = 1, 2, ..., будем обозначать через exp Λ.

Теорема 3. 1. Если система экспонент exp Λ не полна в пространстве L2(R, a|x|α),
где α ∈ (1; 2], то существует ненулевая целая функция G(λ), которая обращается в нуль
в точках λ ∈ Λ

⋃
Λ0 и удовлетворяет условию

|G(z)| ≤ Ce
b
α
|z|β |z|

β−2
4 , z ∈ C. (17)

Параметры b, β определяются по формулам (6).
2. Если существует ненулевая целая функция G(λ), которая обращается в нуль в точ-

ках λ ∈ Λ0

⋃
Λ, и еще в двух "дополнительных" наборах точек z1, ..., zn, n = [β], ζ1, ..., ζN ,

N = [β] + [C] (здесь [β] — целая часть β и C — константа в оценке (16)), а так-
же удовлетворяет оценке (17), то система экспонент exp Λ не полна в пространстве
L2(R, a|x|α).

Доказательство теоремы 3.
1. Если система exp Λ не полна, то по теореме 2 существует целая функция F , удовле-

творяющая оценке (10) и обращающаяся в нуль на множестве Λ. Из второго неравенства
в соотношении (16) следует, что функция G(z) = F (z)L(z) удовлетворяет оценке (17) и
обращается в нуль на множестве Λ

⋃
Λ0.



104 В.В. НАПАЛКОВ, А.А. РУМЯНЦЕВА, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

2. По "дополнительным" нулям ζi построим многочлен

P (z) = (z − ζ1)...(z − ζN)

и рассмотрим отношение

F (z) =
G(z)

L(z)P (z)
.

По условиям на функцию G это целая функция, обращающаяся в нуль в точках Λ, а
также в точках z1, ..., zn. В силу оценок типа (15) на многочлены и по первой оценке в
соотношении (16) имеем

|F (z)| ≤ Const.eb|Re z|β |z|
β−2

4 (1 + |z|)C

(1 + |z|)N
, z /∈ E.

По выбору числа N получаем оценку

|F (z)| ≤ Const.eb|Re z|β , z /∈ E.

Опираясь на принцип максимума и на "малость"исключительного множества E, эту оцен-
ку сверху можно продолжить на всю плоскость. Тогда целая функция F удовлетворяет
условиям, оговоренным во втором пункте теоремы 2, и, тем самым, система exp Λ не полна
в пространстве L2(R, a|x|α).

Теорема 3 доказана.
2. Применение классических теорем теории целых функций к вопросу

о полноте
В названии параграфа имеются в виду теоремы типа теоремы Линделефа о связи типа

и порядка целой функции с числовыми характеристиками распределения ее нулей. Через
Λ будем обозначать заданную последовательность комплексных чисел, пронумерованную
в порядке возрастания модулей, через Λ0 — множество нулей фиксированной целой функ-
ции, удовлетворяющей условиям (16). Через Λ̃ обозначим объединение последовательно-
стей Λ и Λ0, которая заново перенумерована по возрастанию модулей. Пусть

nΛ(t) =
∑
|λk|≤t

1

— считающая функция последовательности Λ и

∆Λ = limn−→∞
n

|λn|β

— верхняя плотность последовательности Λ при порядке β. Несколько утверждений, необ-
ходимых для дальнейшей работы со считающей функцией и верхней плотностью, сведем
в одну лемму.

Лемма 2. 1. Если Λ — некоторая последовательность комплексных чисел, nΛ(t) —
считающая функция этой последовательности и ∆Λ — ее верхняя плотность при по-
рядке β > 1, то

∆Λ = limt−→∞
nΛ(t)

tβ
.

2. Если целая функция L удовлетворяет условиям (16) с некоторой субгармонической
функцией u, множество E покрывается системой кругов с суммируемой последователь-
ностью радиусов, µ — ассоциированная мера субгармонической функции u и n(t) — счи-
тающая функция множества нулей функции L, то

limt−→∞
n(t)

tβ
= limt−→∞

µ(t)

tβ
,
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где β > 1 и µ(t) — µ — мера круга {z : |z| ≤ t}.
3. Если

u(λ) =
b

α
|λ|β − b|x|β,

то
µ(t)

tβ
=

b

2π(α− 1)

∫ 2π

0

(
1− | cos ϕ|β−2

)
dϕ

и
n(t)

tβ
=

b

2π(α− 1)

∫ 2π

0

(
1− | cos ϕ|β−2

)
dϕ + O

(
1

t
+

ln t

tβ−1

)
.

Доказательство леммы 2.
1. Очевидно, что

n(t) = k, когда |λk| ≤ t < |λk+1|.
Следовательно, при |λk| ≤ t < |λk+1| имеем

k

|λk+1|β
≤ n(t)

tβ
≤ k

|λk|β
,

значит,

limt−→∞
n(t)

tβ
≤ limk−→∞

k

|λk|β
= ∆Λ.

С другой стороны,

limt−→∞
n(t)

tβ
≥ limk−→∞

n(|λk|)
|λk|β

= limk−→∞
k

|λk|β
= ∆Λ.

2. Пусть сумма радиусов кругов, покрывающих исключительное множество E, меньше
некоторого числа M . Проецируя круги покрытия на положительную вещественную полу-
ось, убеждаемся, что в каждом интервале длины M найдется число t так, что окружность
{z : |z| = t} свободна от точек множества E. Возьмем произвольное r > 0 и в интерва-
лах (r; r + M), (r + 2M ; r + 3M) найдем числа r1, r2 с указанным свойством. Считая, что
L(0) 6= 0, u(0) 6= −∞, применим формулу Иенсена по окружностям с центром в нуле и
радиусов r1, r2 к функции ln |L(z)| − u(z), затем вычтем одну формулу из другой:∫ r2

r1

n(t)− µ(t)

t
dt =

1

2π

∫ 2π

0

(ln |L(r2e
iϕ)| − u(r2e

iϕ))dϕ−

− 1

2π

∫ 2π

0

(ln |L(r1e
iϕ)| − u(r1e

iϕ))dϕ.

Поскольку окружности не пересекаются с исключительным множеством E, то∫ r2

r1

|n(t)− µ(t)|
t

dt = O(ln r), r −→∞.

Отсюда получим соотношение
n(r)(r2 − r1)

r + 3M
≤

∫ r2

r1

n(t)

t
dt ≤

∫ r2

r1

µ(t)

t
dt + O(ln r) ≤

≤ µ(r + 3M)(r2 − r1)

r
+ O(ln r).

Поделим неравенство на rβ(r2−r1)
r+3M

:

n(r)

rβ
≤ µ(r + 3M)

(r + 3M)β
· (r + 3M)β+1

rβ+1
+ O

(
ln r

rβ−1(r2 − r1)

)
. (18)
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Аналогично получим неравенство

µ(r)

rβ
≤ n(r + 3M)

(r + 3M)β
· (r + 3M)β+1

rβ+1
+ O

(
ln r

rβ−1(r2 − r1)

)
. (18′)

Заметим, что по условию β > 1 и M < r2−r1 < 3M , перейдя к верхним пределам, получим

limt−→∞
n(t)

tβ
= limt−→∞

µ(t)

tβ
.

3. Как известно, ассоциированная мера µ определяется через оператор Лапласа

dµ(z) =
1

2π
∆u(z)dxdy.

Значение оператора Лапласа для функции u мы вычислили при доказательстве леммы 1.
Таким образом,

µ(t) =
bβ

2π

∫
|λ|≤t

(
β

α
|λ|β−2 − (β − 1)|x|β−2

)
dxdy =

=
bβ

2π

∫ t

0

∫ 2π

0

rβ−1

(
β

α
− (β − 1)| cos ϕ|β−2

)
dϕdr =

=
b

2π(α− 1)
tβ

∫ 2π

0

(
1− | cos ϕ|β−2

)
dϕ.

Отсюда и из (18), (18′) вытекает

n(t)

tβ
=

b

2π(α− 1)

∫ 2π

0

(
1− | cos ϕ|β−2

)
dϕ + O

(
1

r
+

ln r

rβ−1

)
.

Лемма 2 доказана.

Теорема 4. Если верхняя плотность последовательности Λ удовлетворяет условию

∆Λ >
b

α− 1

(
e− 1

2π

∫ 2π

0

(1− | cos ϕ|β−2)dϕ

)
,

то система экспонент exp Λ полна в пространстве L2(R, a|x|α), где α ∈ (1; 2].

Доказательство теоремы 4. Проведем доказательство от противного: предположим,
что система exp Λ не полна в пространстве L2(R, a|x|α). По п. 1 теоремы 3 в этом случае
найдется целая функция G, удовлетворяющая оценке (17) и обращающаяся в нуль в точках
множества Λ

⋃
Λ0. Оценка (17) означает, в частности, что функция G имеет тип не выше

b
α

при порядке β. По известной теореме о связи роста целой функции с распределением ее
корней ([4], теорема 2.3) имеет место соотношение

∆Λ
⋃

Λ0 ≤
beβ

α
.

По п. 1 леммы 2 из этого неравенства следует, что

limt−→∞
nΛ(t) + nΛ0(t)

tβ
≤ beβ

α
.

По п. 3 той же леммы имеем

∆Λ = limt−→∞
nΛ(t)

tβ
≤ beβ

α
− b

2π(α− 1)

∫ 2π

0

(
1− | cos ϕ|β−2

)
dϕ =

=
b

α− 1

(
e− 1

2π

∫ 2π

0

(
1− | cos ϕ|β−2

)
dϕ

)
.

Теорема 4 доказана.
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Замечание. Достаточное условие полноты можно получить на основе той же теоремы
о целых функциях и п. 1 теоремы 2. Получилось бы более сильное условие

∆Λ > beβ =
beα

α− 1
.

Более точное достаточное условие полноты можно получить, если пользоваться инте-
гральной считающей функцией нулей

NΛ(r) =

∫ r

0

nΛ(t)

t
dt.

Теорема 5. Если

limr−→∞
NΛ(r)

rβ
>

b

2πα

∫ 2π

0

| cos ϕ|β−2dϕ,

то система экспонент exp Λ полна в пространстве L2(R, a|x|α), где α ∈ (1; 2].

Доказательство теоремы 5. Проведем доказательство снова от противного: предпо-
ложим, что система exp Λ не полна в пространстве L2(R, a|x|α). По п. 1 теоремы 3 в этом
случае найдется целая функция G, обращающаяся в нуль в точках множества Λ

⋃
Λ0 и

удовлетворяющая оценке (17), то есть

ln |G(reiϕ| ≤ b

α
rβ +

β − 2

4
ln r + c, reiϕ ∈ C.

Будем считать, что G(0) 6= 0. Интегрируя последнее соотношение по ϕ и применяя фор-
мулу Иенсена, получим∫ r

0

nΛ(t) + nΛ0(t)

t
dt ≤ b

α
rβ +

β − 2

4
ln r + c, r > 0. (19)

По п. 3 леммы 2 можем вычислить интеграл∫ r

0

nΛ0(t)

t
dt =

b

2π(α− 1)β
rβ

∫ 2π

0

(1− | cos ϕ|β−2)dϕ + O(rβ−1 + r ln r).

Поделив это выражение на rβ и перейдя к пределу при r −→∞, получим

lim
r−→∞

1

rβ

∫ r

0

nΛ0(t)

t
dt =

b

2πα

∫ 2π

0

(1− | cos ϕ|β−2)dϕ.

Отсюда и из (19) имеем

limr−→∞
1

rβ

∫ r

0

nΛ(t)

t
dt ≤ b

α

(
1− 1

2π

∫ 2π

0

(1− | cos ϕ|β−2)dϕ

)
=

b

2πα

∫ 2π

0

| cos ϕ|β−2dϕ.

Это неравенство противоречит предположению теоремы.
Теорема 5 доказана.
Замечание. Оценка, приведенная в теореме 5, неулучшаемая в том смысле, что суще-

ствует система точек Λ, для которой

limr−→∞
NΛ(r)

rβ
=

b

2πα

∫ 2π

0

| cos ϕ|β−2dϕ,

и при этом система exp Λ уже не полна в пространстве L2(R, a|x|α).
Достаточные условия полноты, доказанные в теоремах 4 и 5, не являются необходимы-

ми. Некоторые необходимые условия полноты или, что то же самое, достаточные условия
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неполноты можно доказать на основе теоремы Линделефа. Приведем еще две характе-
ристики последовательности нулей ([4], стр. 35). Для последовательности комплексных
чисел λk, |λk| ≤ |λk+1|, k = 1, 2, ..., положим

δ(r) =
1

2

∑
|λk|≤r

1

λ2
k

, δ = limr−→∞|δ(r)|, γ = max(∆, δ).

Теорема 6. Пусть λk, k = 1, 2, ..., — возрастающая по модулю последовательность
комплексных чисел чисел. Тогда

1. Если
∞∑

k=1

1

|λk|2
< ∞, (20)

то система экспонент exp Λ не полна в пространствах L2(R, b|x|2) для любого b.
2. Если ряд в (20) расходится и при этом верхняя плотность последовательности при

порядке 2 равна нулю, то система экспонент exp Λ не полна в пространствах L2(R, b|x|2)
для любого b.

Доказательство теоремы 6.
1. По теореме Линделефа ([4], стр. 35, теорема 3.9) в этом случае каноническое произ-

ведение

F (λ) =
∞∏

k=1

(
1− λ

λk

)
e

λ
λk

имеет минимальный тип при порядке 2, поэтому для произвольного многочлена P (λ)
функция G(λ) = F (λ)P (λ) тоже будет минимального типа и, тем самым, будет удовле-
творять условиям п. 2 теоремы 3.

2. В условиях п. 2 теоремы 6 следует рассмотреть каноническое произведение

F (λ) =
∞∏

k=1

(
1− λ

λk

) (
1− λ

iλk

)
e

λ
λk

+ λ
iλk .

Множество нулей Λ̃ функции F состоит из Λ и iΛ = (iλk), поэтому

δΛ̃(r) = 0, r > 0.

Следовательно, для функции F величина δ равна 0. По п. 1 леммы 2 ∆Λ̃ = 2∆Λ = 0 и, тем
самым, равна нулю и γ. Снова по теореме Линделефа функция F будет минимального
типа. Остается снова воспользоваться п. 2 теоремы 3.
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ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ В ТЕОРИИ
ОБОБЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ КОШИ-РИМАНА

А.Ю. ТИМОФЕЕВ

Аннотация. Изучаются весовые пространства функций, возникающие при исследова-
нии обобщенных уравнений Коши-Римана с сингулярными коэффициентами. Установ-
лена связь с другими пространствами функций, описано сопряженное пространство.

Ключевые слова: обобщенные уравнения Коши-Римана, весовые пространства
функций, квазивогнутые функции, сопряженное пространство.

1. Введение

Изучению краевых задач для обобщенного уравнения Коши-Римана посвящено много
работ. Основополагающей работой в этом направлении является монография И.Н. Векуа
(см. [1]), в которой построена теория уравнений вида

∂zw(z) + A(z) · w(z) + B(z) · w(z) = 0, z ∈ G, (1)

где A(z), B(z) — заданные в ограниченной области G функции, w(z) — неизвестная функ-
ция.

Теория Векуа построена в предположении, что A(z), B(z) принадлежат простран-
ству Lp(G), где p > 2. В этом случае (1) называется регулярной обобщенной системой
Коши-Римана, а его решение — обобщенными аналитическими функциями. Коэффици-
енты таких систем могут допускать «слабые» особенности, лимитируемые требованием
p-интегрируемости. В частности, если A(z), B(z) обращаются в бесконечность в некото-
рой изолированной особой точке, то порядок этой особенности должен быть строго меньше
единицы. Поэтому даже уравнение (1) с такими коэффициентами, как A(z) = 1

z
, не вписы-

вается в теорию Векуа. Исследованию задач для обобщенных уравнений с коэффициента-
ми, имеющими особенности в изолированной точке, посвящены работы Л.Г. Михайлова,
З.Д. Усманова, А. Тунгатарова, М. Райссига и А.Ю. Тимофеева, Р. Сакса, Г.Т. Макацария
и др. (см., напр., [2], [3], [7]).

В работе [7] исследуется задача Дирихле для обобщённого уравнения Коши-Римана (1),
где G = {z ∈ C : |z| < 1}, A(z) ≡ 0.

При этом новизна исследований состоит в том, что допускающие особенности в точке
z = 0 коэффициенты B(z) принадлежат весовому пространству функций Sp(G), которое
является объединением пространств:

sp(G) =

{
B(z) : sup(

Ḡ

|B(z)| · p(|z|)) < +∞
}

.

A.Yu. Timofeev, Weighted space of functions in the theory of generalized Cauchy-Riemann
equation.

c© Тимофеев А.Ю. 2010.
Поступила 15 февраля 2010 г.

110



ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ . . . 111

Множество функций p(t), обладающих достаточно общими свойствами, обозначается через
P . Пространство Sp(G) состоит из тех и только тех заданных в G функций f(z), для
каждой из которых существует такая функция p(t) ∈ P , что f(z) ∈ sp(G).

Предполагается, что функции p(t) удовлетворяют следующим условиям:
1. Заданы и положительны на некотором промежутке (0, tp], где tp < 1.
2. Не убывают на (0, tp].
3. lim

t→+0
p(t) = 0.

4.
tp∫
0

dt
p(t)

< +∞.

Научный интерес представляет задача описания функций p(t) класса P . В данной работе
продолжено исследование функций этого класса.

В § 2 приведены основные свойства функций множества P , а также различные приме-
ры, поясняющие эти свойства. Из этих свойств следует непосредственно, что поведение
функции p(t) в точке t = 0 может быть сравнимо с p1(t) = t: p(t) > c · t. Функциями, срав-
нимыми с p1(t), являются и квазивогнутые функции. Установлена связь весовых функций
из P с квазивогнутыми функциями, введёнными в работе [4]. В работе построены при-
меры, показывающие, что функции из P вообще говоря не являются квазивогнутыми и
наоборот. Во множестве P вводится структура частичноупорядоченного множества.

В разделе 3 изучается поведение весовой функции в нуле. При этом за основу берется
шкала роста монотонно возрастающих функций на бесконечности: порядок и тип функции
(см., напр., [5], с. 21–23). В разделе 3.2 показывается, что функция ϕ(t) := 1

p( 1
t
)
(p ∈ P )

имеет при порядке ρ = 1 минимальный тип. Как следствие получается, что p(t) > γ(t) · t,
где γ(t) → +∞ при t → +0.

В разделе 4 устанавливается связь пространства Sp(G) с другими пространствами функ-
ций (пространством Лоренца и др.). Кроме того, в связи с вопросом, поставленным на
конференции по комплексному анализу и дифференциальным уравнениям в Якты-Куле
(декабрь 2004 г.), описано сопряженное пространство к sp(G).

2. Свойства и примеры весовых функций p(t) ∈ P

2.1. Основные свойства весовых функций. Весовые функции p(t), введенные в [7],
удовлетворяют следующим достаточно общим условиям:

1. Заданы и положительны на некотором промежутке (0, tp], где число tp зависит от
функции p(t), tp < 1.

2. Не убывают на (0, tp].
3. lim

t→+0
p(t) = 0.

4.
tp∫
0

dt
p(t)

< +∞.

В дальнейшем будем считать функции p(t) заданными на всём промежутке (0, 1], про-
должая в случае необходимости p(t) на промежутке [tp, 1] постоянной, равной p(tp). В этом
случае условия 1–2 и 4 будут выполнены уже на всём промежутке (0, 1].

Нетрудно показать, что для функции p(t) ∈ P существует число cp > 0 такое, что
t

p(t)
6 cp, t ∈ (0, 1] . (1.1)

Для этого рассмотрим произвольное t0 ∈ (0; 1]:

t0
p(t0)

=
1

p(t0)

t0∫
0

dt =

t0∫
0

dt

p(t0)
.
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В силу неубывания p(t) для любого t 6 t0 последний интеграл будет не превосходить
t0∫
0

dt
p(t)

. В силу произвольности t0 ∈ (0; 1] получаем то, что (1.1) доказано. В связи с (1.1)

возникает гипотеза о том, что функции p(t) в окрестности t = 0 ведут себя как p1(t) = t.
В разделе 3 мы докажем, что весовые функции p(t) удовлетворяют более сильному, чем
(1.1) условию.

Рассмотрим некоторые примеры весовых функций.
1. p(t) = tα, 0 < α < 1.
Очевидно, выполняются условия 1–4, и p(t) = tα ∈ P для 0 < α < 1.
2. p(t) = t · lnβ 1

t
, β > 1.

Так как для t ∈ (0, 1] выполняется 1
t

> 1, то ln 1
t

> 0 и t · lnβ 1
t

> 0.

p′(t) = lnβ 1

t
+ t · (β lnβ−1 1

t
) · t · (− 1

t2
) = lnβ−1 1

t
· (ln 1

t
− β).

Значит, p(t) не убывает на
(
0, 1

eβ

]
.

lim
t→+0

t · lnβ 1

t
= lim

x→+∞

lnβ x

x
= lim

x→+∞

β · lnβ−1 x

x
.

Если β − 1 > 0, то применяем правило Лопиталя еще раз и таким образом окончательно
получим, что последний предел равен нулю.

1∫
0

dt
t·lnβ 1

t

= −
1∫
0

d(− ln t)
(− ln t)β = (− ln t)1−β

β−1
|10 < ∞ при 1− β < 0, т.е. β > 1.

Таким образом, если β > 1, то функция принадлежит P .
3. Аналогично можно показать, что функция

p(t) = t · ln 1

t
· ln ln

1

t
· ... · (ln ... ln

(k−1)

1

t
) · (ln ... ln

(k)

1

t
)β ∈ P при β > 1.

Во множестве весовых функций P можно ввести частичный порядок. Пусть
p1(t), p2(t) ∈ P . Будем писать p1 ≺ p2, если p1(t) 6 p2(t), t ∈ (0, 1], причем p1(t)/p2(t) → 0
при t → +0.

Можно показать (см. [7]), что для каждой функции p ∈ P существует p1 ∈ P со свой-
ством, что p1 ≺ p.

С другой стороны, отношение ≺ во множестве весовых функций P не является поряд-
ком: не для любых p1(t), p2(t) ∈ P можно сказать, что p1 ≺ p2 или p2 ≺ p1. В качестве
функции p1(t) можно взять функцию примера 1: p1(t) = tα, 0 < α < 1, 0 < t 6 1. Постро-
им теперь функцию p2(t): p2(1) = 1, p2(t) =

(
1
2

(
1

n+1
+ 1

n

))α
, 1

n+1
6 t < 1

n
. Очевидно, что

p1(t), p2(t) ∈ P , но нельзя утверждать, что p1 ≺ p2 или p2 ≺ p1.
Известно, что теория И.Н. Векуа (см. [1]) для уравнения (1) построена для случая, когда

B(z) ∈ Lq(G), q > 2 . Функция p1(t) = tα(0 < α < 1) удовлетворяет условиям 1–4, причём
если f ∈ sp1(G), то f ∈ Lq(G) (2 < q < 2

α
). С другой стороны, f(z) = 1

|z|·ln2 1
|z|
∈ sp2(G),

p2(t) = t · ln2 1
t
, но f(z) /∈ Lq(G)(q > 2), поэтому исследования в [7] можно рассматривать

как продолжение и расширение теории Векуа.

2.2. Связь между весовыми и квазивогнутыми функциями. Из неравенства (1.1)
предыдущего параграфа следует, что для функции p(t) ∈ P существует число cp > 0 со
свойством:

p(t) > cp · t.
Возникает гипотеза о сравнении функций p(t) класса P с функциями вида p1(t) = t и с
другими функциями такого вида.
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В соответствии с определением, данным в [4], функция p(t), удовлетворяющая условиям
1–3 и дополнительному условию:

p(t)

t
убывает на некотором промежутке (0, tp] , (2.1)

называется квазивогнутой. Приведённые выше функции (см. примеры 1–3 раздела 1)
являются квазивогнутыми.

Как следует из леммы 1.1 (см. [4]), квазивогнутые функции являются непрерывными и
даже абсолютно непрерывными функциями.

В связи с этим возникает вопрос: не следует ли из условий 1–4 квазивогнутость функций
p(t)? Отрицательный ответ на этот вопрос даёт следующий пример.

Положим p(1) = 1. Для k ∈ N считаем, что

p(t) =
1√
k
, если t ∈

[
1

k + 1
;
1

k

)
.

Тогда условия 1–4 выполнены для этой функции:
1. p(t) > 0 для любых t ∈ (0, 1].
2. Докажем монотонность этой функции. Возьмём произвольные t1 6 t2. Возможны две

ситуации:
а) t1, t2 ∈

[
1

k+1
, 1

k

)
.

В этом случае p(t1) = p(t2) = 1√
k
, т.е. p(t1) 6 p(t2).

б) t1 ∈
[

1
k+n+1

, 1
k+n

)
, t2 ∈

[
1

k+1
, 1

k

)
, n ∈ N .

Тогда p(t1) = 1√
k+n

< 1√
k

= p(t2).
3. lim

t→+0
p(t) = lim

k→∞
p(t) = lim

k→∞
1√
k

= 0.

4.
1∫
0

dt
p(t)

=
∞∑

k=1

1
k∫
1

k+1

dt
p(t)

=
∞∑

k=1

√
k · ( 1

k
− 1

k+1
) =

∞∑
k=1

1√
k·(k+1)

.

Последний ряд сходится.
Покажем, тем не менее, что функция p(t)

t
не является убывающей.

Для этого рассмотрим t1 = 1
k+1

, t2 = 1
k+1

− ε, ε — положительное маленькое число;
очевидно, t1 > t2.

p(t1) =
1√
k
, p(t2) =

1√
k + 1

.

Поэтому

p(t1)

t1
− p(t2)

t2
=

√
k + 1 · t2 −

√
k · t1√

k · (k + 1) · t1 · t2
=

√
k + 1 · ( 1

k+1
− ε)−

√
k · 1

k+1√
k · (k + 1) · 1

k+1
· ( 1

k+1
− ε)

=

=
k + 1√

k
− 1√

k + 1
· k + 1

1− (k + 1) · ε
=

k + 1√
k
−

√
k + 1

1− (k + 1) · ε
. (2.2)

Подберём ε столь малым, чтобы выражение (2.2) было положительным, т.е:

k + 1√
k
−

√
k + 1

1− (k + 1) · ε
> 0.

В итоге получаем следующее неравенство:

ε <
1

(
√

k + 1 +
√

k) · (k + 1)3/2
. (2.3)

Так как
1

(
√

k + 1 +
√

k) · (k + 1)3/2
>

1

2(k + 1)2
,
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то достаточно взять следующее значение ε:

ε =
1

2(k + 1)2
.

В этом случае (2.3) будет выполнено, а значит, будет положительным и выражение (2.2).
Таким образом, функции класса P , вообще говоря, не удовлетворяют условию квазиво-

гнутости.
Возникает обратный вопрос: не следует ли из квазивогнутости p(t) то, что p(t) ∈ P?
Отрицательный ответ на этот вопрос дает следующий пример: p1(t) = t · ln 1

t
. Эта функ-

ция является квазивогнутой, хотя и не принадлежит классу P .

3. Поведение весовой функции в нуле

3.1. Шкала роста монотонных функций. Приведем некоторые факты, связанные
со шкалой роста монотонно возрастающих функций (см., напр., [5], с. 21–23; [6], с. 1–2).

Пусть f(t) — неотрицательная функция на полуоси (0, +∞). Чтобы охарактеризовать
скорость ее роста, будем сравнивать ее с функциями µ · tλ.

Точную нижнюю грань тех чисел λ > 0, для которых при t → +∞ выполняется нера-
венство

f(t) < tλ, (3.1.1)

назовем порядком ρ функции f(t).
Если чисел λ со свойством (3.1.1) не существует, то говорят, что f(t) имеет бесконечный

порядок, и полагают ρ = +∞.

Лемма 1. (см. [5], с. 21–23; [6], с. 1–2). Порядок функции вычисляется по формуле

ρ(f) = lim
t→+∞

ln f(t)

ln t
. (3.1.2)

Типом функции f(t) при порядке ρ (0 < ρ < +∞) называют точную нижнюю грань
σ(f, ρ) тех чисел µ 6 ∞, для которых при t → +∞ выполняется неравенство f(t) < µ · tρ.
Легко видеть, что σ(f, ρ) = lim

t→+∞
f(t)
tρ

.

Функции f(t), для которых σ(f) = 0, 0 < σ(f) < ∞, σ(f) = ∞, называются соот-
ветственно функциями минимального, нормального и максимального типа при порядке
ρ.

Примеры.
1. f1(t) = tα, 0 < α < 1.
Тогда
ρ(f1) = α, 0 < α < 1.
σ(f1) = 1.
2. f2(t) = t

ln t
, t ∈ [e, +∞) .

ρ(f2) = 1
σ(f2) = 0.
Наряду с указанием порядка и типа функции f(t) ее рост может быть охарактеризован

поведением (сходимостью или расходимостью) интеграла

+∞∫
1

f(t)

tρ+1
dt. (3.1.3)
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Заметим, что при замене в этом интеграле порядка ρ произвольным числом α > ρ(f)
получится, очевидно, сходящийся интеграл. В то же время интеграл

+∞∫
1

f(t)

tα+1
dt (3.1.4)

в случае монотонно неубывающей функции f(t) расходится, если α < ρ(f) или
α = ρ(f), σ(f) > 0. Действительно, в этом случае существует такая последовательность
чисел tj, что при любом j выполняется tj+1 > 2tj и при некотором a > 0

f(tj) > atρj , j = 1, 2, ...

Ввиду монотонности функции f(t) имеем
∞∫

t1

f(t)

tρ+1
dt =

∞∑
j=1

tj+1∫
tj

f(t)

tρ+1
dt >

a

ρ

∞∑
j=1

tρj

(
1

tρj
− 1

tρj+1

)
>

a

ρ

∞∑
j=1

(
1−

(
1

2

)ρ)
= ∞.

Эти результаты можно сформулировать следующим утверждением:

Лемма 2. Если монотонно неубывающая неотрицательная функция f(t) удовлетво-
ряет условию

+∞∫
1

f(t)

tα+1
dt < ∞,

то

lim
t→∞

f(t)

tα
= 0.

Обратное утверждение неверно. В качестве примера можно привести функцию

f2(t) = t
ln t

, t ∈ [e, +∞). Тогда σ(f2) = 0, но
+∞∫
1

t
ln t·tρ+1 dt =

+∞∫
1

1
ln t·t dt =

+∞∫
1

d(ln t)
ln t

=

= ln ln t
∣∣+∞
1 = +∞.

Таким образом, характеристика роста функций посредством интеграла (3.1.4) представ-
ляет интерес лишь для функций минимального типа.

Условимся неотрицательные функции f(t) и ϕ(t) называть принадлежащими к одному
классу сходимости, если интегралы

∞∫
1

ϕ(t)

tα+1
dt,

∞∫
1

f(t)

tα+1
dt

сходятся (а значит, и расходятся) при одних и тех же значениях α.

3.2. Асимптотика весовой функции в нуле. Пусть p(t) ∈ P — весовая функция.
Рассмотрим следующую функцию: ϕ(t) = 1

p( 1
t
)
. Эта функция является монотонно возрас-

тающей на промежутке [1; +∞); причем при t → +∞ ϕ(t) → +∞.
В силу условия 4 (см. раздел 2)

J :=

d∫
0

dt

p(t)
< +∞. (3.2.1)

Сделаем замену t = 1
x

под знаком интеграла в (3.2.1).
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Тогда

J = −
1/d∫

+∞

dx

x2p( 1
x
)

=

+∞∫
1/d

1

p( 1
x
)
· 1

x2
dx =

+∞∫
1/d

ϕ(x)

x2
dx.

Этот интеграл в силу (3.2.1) сходится, т.е. функция ϕ(x) принадлежит классу сходи-
мости (см. раздел 3.1) с порядком ρ = 1. Согласно лемме 2 из раздела 3.1 функция ϕ(x)
имеет минимальный тип при порядке ρ = 1, т.е.

ϕ(x) < ε · x, x > x0(ε). (3.2.2)

Рассмотрим ε1 = 1. Тогда существует такое x1, что для любого x > x1 выполняется
ϕ(x) < ε1x. Аналогично для ε2 = 1

2
существует x2 такое, что для любого x > x2 > x1

выполняется ϕ(x) < ε2x и т.д. Таким образом, получена функция ε(x):

ε(x) =


1, x1 < x 6 x2
1
2
, x2 < x 6 x3

. . .
1
n
, xn < x 6 xn+1

. . .

Ясно, что ε(x) ↓ 0 при x →∞.
Значит,

ϕ(x) < ε(x) · x, x > x0.

Возвращаясь к весовой функции p(t), получаем неравенство

p(
1

x
) >

1

ε(x) · x
.

Таким образом, доказана следующая теорема:

Теорема 1. Для любой функции p(t) ∈ P существует функция γ(t) → +∞ при t → +0
такая, что

p(t)

t
> γ(t).

4. Пространства Лоренца. Связь с другими пространствами.
Сопряженное пространство

Пространством Лоренца LlnL(G) называется множество измеримых в G функций сле-
дующего вида:

L ln L(G) =

{
f(z) :

∫∫
G

|f(z)| ln+ |f(z)| dξdζ < +∞
}

,

где G = {z ∈ C : |z| < 1}, z = ξ + iζ, z ∈ C,
ln+ |f(z)| = max {ln |f(z)| , 0} .

Лемма 3. Справедливо следующее включение:

Sp(G) ⊂ L2(G) ⊂ L ln L(G).

Доказательство.
Включение Sp(G) ⊂ L2(G) доказано в [7].
Покажем, что L2(G) ⊂ L ln L(G). Для этого рассмотрим f(z) ∈ L2(G). Тогда∫∫

G

|f(z)| ln+ |f(z)| dξdζ 6
∫∫
G

|f(z)| · |f(z)| dξdζ =

∫∫
G

|f(z)|2 dξdζ < +∞.

Значит, f(z) ∈ L ln L(G).
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Покажем, что обратные включения не выполняются.
L2(G) 6⊂ Sp(G), L ln L(G) 6⊂ Sp(G) в силу примера 2 (см. ниже).
Чтобы показать, что L ln L(G) 6⊂ L2(G), достаточно в примере 1 (см. ниже) взять α = 1.
Рассмотрим некоторые примеры, поясняющие связь пространства Лоренца с другими

пространствами.
1. Рассмотрим функцию p1(t) = tα, где 0 < α < 1. Тогда p1(t) ∈ P . В этом случае

функция комплексной переменной f1(z) = 1
|z|α принадлежит sp1(G), т.е. f1(z) ∈ Sp(G).

Очевидно, что f1(z) принадлежит L ln L(G).
Проверим принадлежность функции f1(z) пространствам Lp(G):∫∫

G

|f(|z|)|p dξdζ = 2π

1∫
0

1

rα·p−1
dr =

r−α·p+2

2− α · p
.

Последнее выражение принимает конечное значение при −α · p + 2 > 0, т.е. p < 2
α
.

Таким образом, f1(z) ∈ Lp(G) при 2 < p < 2
α
.

2. Рассмотрим функцию f2(z) = 1
|z| ln 1

|z|
. Вычисляя интеграл, как в примере 1, покажем,

что функция принадлежит пространству Лоренца: f2(z) = 1
|z| ln 1

|z|
∈ L ln L(G).

С другой стороны, f2(z) не принадлежит Sp(G). Действительно, если предположить
обратное, то существует функция p2(|z|) ∈ Sp(G) такая, что p2(|z|) · f2(z) 6 c. Если обо-
значить левую часть неравенства через ϕ(z), то можно сделать вывод о том, что ϕ(z)
является ограниченной функцией. Но тогда для функции p2(|z|) не выполнено условие 4.

Таким образом, мы показали, что f2(z) не принадлежит Sp(G). Проверим, что f2(z)
принадлежит пространству L2(G):∫∫

G

dξdζ

|z|2 ln2 1
|z|

= 2π
d∫
0

r dr
r2 ln2 1

r

= 2π
d∫
0

d(ln r)

ln2 r
= −2π 1

ln r
|d0 = − 2π

ln d
< +∞, где d < 1.

Таким образом, f2(z) ∈ L2(G).
3. Рассмотрим функцию p(t) = t · ln2 1

t
. Тогда f3(z) = 1

|z|·ln2 1
|z|
∈ Sp(G).

Легко показать, что f3(z) не принадлежит Lp(G), p > 2.
С помощью понятия интеграла Радона и схемы описания линейных функционалов из

[8] (с. 212–223) нетрудно доказывается

Теорема 2. Любой линейный непрерывный функционал l в пространстве sp(G) зада-
ется в виде следующего интеграла Радона

l(f) =

∫
G

f(z) · p(|z|)dΦ,

где Φ — аддитивная ограниченной вариации функция множества.

Заключение. Полученные результаты могут быть использованы как в теории обоб-
щенных уравнений Коши-Римана, так и при исследовании других функциональных про-
странств.
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Abstract. In many problems of analysis the second derivatives are used to
characterize the convexity of the function that imposes serious restrictions on a
class of considered functions. This paper introduces the geometric characteristics
of convexity, which from our point of view are more natural in the study of weighted
spaces of functions. In the one-dimensional case, the problem is considered in more
detail and we define the various characteristics, which are in a sense equivalent. As an
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Abstract. In this work we give a complete description of the well-posed solvability
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finite perturbations, which also well-posed solved. Formulas are given the resolvent
of the operator.
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sixth order elliptic equations

Abstract. The Rickyies-1, 3 problem with the Dirichlets boundary condition and
the third one for fourth and sixth orders elliptic equations in unbounded domain
is considered. Wide classes of uniqueness depending on domain geometry for this
problem are established. For the Rickyies-1 problem with the Dirichlets boundary
condition examples of non-uniqueness are constructed. The examples confirm an
exactness of the suggested classes of uniqueness.
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Abstract. High accuracy WENO-Runge-Kutta numerical method is developed
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conservation laws. Methods up to the 5th order in space and 4th order in time have
been considered. Numerical results obtained for some test problems by the developed
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used Virieux scheme of the second order in space and time. Implementation of the
PML strategy into the developed methods is also considered.
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