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ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

ТИПА ДЖЕКСОНА-СТЕЧКИНА И ЗНАЧЕНИЯ

ПОПЕРЕЧНИКОВ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ В 𝐿2

М.Р. ЛАНГАРШОЕВ, С.С. ХОРАЗМШОЕВ

Аннотация.При решении некоторых задач теории приближения, вместо обычного мо-
дуля непрерывности 𝜔𝑚(𝑓, 𝑡) для оценки наилучшего приближения 2𝜋-периодических
функций тригонометрическими полиномами в пространстве 𝐿2, иногда удобнее ис-
пользовать эквивалентную характеристику Ω𝑚(𝑓, 𝑡), называемую обобщенным моду-
лем непрерывности. Подобная усредненная характеристика гладкости функции в хо-
де исследования важных вопросов конструктивной теории функций в метрическом
пространстве 𝐿𝑝(0 < 𝑝 < 1) рассматривалась К.В. Руновским и Э.А. Стороженко,
В.Г. Кротовым и П. Освальдом. В пространстве 𝐿2 при нахождении точных констант
в неравенстве типа Джексона использовал ее С.Б. Вакарчук. Мы продолжим исследо-
вание в нахождении решений задач теории приближения и рассмотрим новые точные
неравенства типа Джексона–Стечкина, связывающие наилучшие приближения диффе-
ренцируемых периодических функций тригонометрическими полиномами с интеграла-
ми, содержащими обобщенные модули непрерывности. Для классов функций, опреде-
ленных при помощи указанных характеристик, вычислены точные значения некоторых
известных 𝑛-поперечников.

Ключевые слова: наилучшее полиномиальное приближение, обобщенный модуль
непрерывности, экстремальная характеристика, поперечники.
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1. Введение

Пусть 𝐿2 = 𝐿2[0, 2𝜋] – пространство измеримых по Лебегу 2𝜋-периодических функций
c нормой

‖𝑓‖ =

(︂
1

𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥
)︂ 1

2

< ∞.

Обозначим через

𝐸𝑛−1(𝑓) = inf
{︁
‖𝑓 − 𝑇𝑛−1‖ : 𝑇𝑛−1(𝑥) ∈ 𝒯𝑛−1

}︁
= ‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖ =

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘

)︃ 1
2 (1)

M.R. Langarshoev, S.S. Khorazmshoev, Sharp inequalities of Jackson-Stechkin type and the

diameters of classes of functions in 𝐿2.
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наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿2 тригонометрическими полиномами порядка
𝑛− 1, 𝑛 ∈ N в пространстве 𝐿2, где

𝑓(𝑥) ∼ 1

2
𝑎0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘 cos(𝑘𝑥 + 𝜙𝑘),

𝒯𝑛−1 – подпространство, состоящее из всевозможных тригонометрических полиномов по-
рядка 𝑛− 1, 𝑆𝑛−1(𝑓) – частная сумма порядка 𝑛− 1 ряда Фурье функции 𝑓 .

Через 𝐿
(𝑟)
2 (𝑟 ∈ Z+; 𝐿0

2 ≡ 𝐿2) обозначим множество функций 𝑓 ∈ 𝐿2, у которых произ-
водные (𝑟−1)-го порядка абсолютно непрерывны, а производные 𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟) ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
принадлежат пространству 𝐿2.
Для произвольного 𝑚 ∈ N величина

𝜔𝑚(𝑓, 𝜏) := sup {‖∆𝑚
ℎ (𝑓 ·)‖ : |ℎ| 6 𝜏} ,

где

∆𝑚
ℎ (𝑓, 𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘

(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ)

– конечная разность 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐿2 в точке 𝑥 с шагом ℎ называется
модулем непрерывности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐿2.
При решении задачи вычисления точных констант в неравенствах типа Джексона–

Стечкина

𝐸𝑛−1(𝑓) 6 𝜒𝑛−𝑟𝜔𝑚

(︁
𝑓 (𝑟),

𝜏

𝑛

)︁
; 𝑟 ∈ Z+, 𝜏 > 0,

вместо обычного модуля непрерывности 𝜔𝑚(𝑓, 𝜏) иногда удобнее использовать следующую
эквивалентную характеристику, так называемый обобщенный модуль непрерывности𝑚-го
порядка

Ω𝑚(𝑓, 𝜏) =

⎧⎨⎩ 1

𝜏𝑚

𝜏∫︁
0

· · ·
𝜏∫︁

0

‖∆𝑚
ℎ
𝑓(·)‖2𝑑ℎ1 · · · 𝑑ℎ𝑚

⎫⎬⎭
1
2

,

где

𝜏 > 0, ℎ = (ℎ1, ℎ2, · · · , ℎ𝑚), ∆𝑚
ℎ

= ∆1
ℎ1

∘ · · · ∘ ∆1
ℎ𝑚

,

∆1
ℎ𝑗

(𝑓) = 𝑓(· + ℎ𝑗) − 𝑓(·), 𝑗 = 1,𝑚

(см., например [1], [2]). Интересные результаты при применении модуля непрерывности
Ω𝑚(𝑓, 𝜏) в задачах аппроксимации 𝑓 ∈ 𝐿2 были получены в работах [3], [4], [5], [6], [7], [8].

В частности, С.Б. Вакарчук и В.И. Забутная [8] показали, что при 0 < 𝑡 6
3𝜋

4
имеет место

соотношение

sup

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)

Ω𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝑡

𝑛

)︂
2

: 𝑓 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

{︂
2

(︂
1 − sin 𝑡

𝑡

)︂}︂−𝑚
2

,

где 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+.
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В 1967 году Н.И. Черных сообщил (см. [9]), что для характеристики величины 𝐸𝑛−1(𝑓)
более естественным является не джексоновский функционал 𝜔𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
, а усредненный

с весом 𝜙(𝜏) > 0, 0 < 𝜏 6 ℎ функционал

Φ𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), ℎ

)︀
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ℎ∫︁
0

𝜔2
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝜙(𝜏)𝑑𝜏

ℎ∫︁
0

𝜙(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1
2

.

Исходя из сказанного, вводим в рассмотрение следующие экстремальные аппроксимаци-
онные характеристики

𝒦𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) = sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑓(𝑟) ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

2
𝑚
2 𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
𝑚
2

, (2)

𝜒𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) = sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑓(𝑟) ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

2
𝑚
2 𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

, (3)

содержащие обобщенный модуль непрерывности с весовой функцией
2

ℎ2
(ℎ − 𝜏), где

0 < 𝜏 6 ℎ. Еще одним аргументом в пользу такого выбора весовой функции

𝜙(𝜏) =
2

ℎ2
(ℎ− 𝜏), 0 < 𝜏 6 ℎ

является работа [10], в которой сделано существенное продвижение в решении задач
о точной константе в неравенстве Джексона–Стечкина в пространстве 𝐶[0, 2𝜋]. При этом
важную роль сыграл указанный вес, с помощью которого осреднялась сама конечная раз-
ность, а не ее норма. Для обычного модуля непрерывности 𝜔𝑚(𝑓, 𝜏) аппроксимационная
характеристика, подобная (2), была рассмотрена в работе [11].
Пусть 𝑆 = {𝑥, ‖𝑥‖ 6 1} – единичный шар в 𝐿2, M – выпуклое центрально-симметричное

подмножество из 𝐿2, Λ𝑛 ⊂ 𝐿2 – 𝑛-мерное подпространство, Λ𝑛 ⊂ 𝐿2 – подпространство
коразмерности 𝑛, ℒ : 𝐿2 → Λ𝑛 – непрерывный линейный оператор, переводящей элементы
пространства 𝐿2 в Λ𝑛; ℒ⊥: 𝐿2 → Λ𝑛 – непрерывный оператор линейного проектирования
пространства 𝐿2 на подпространство Λ𝑛.
Величины

𝑏𝑛(M, 𝐿2) = sup {sup {𝜀 > 0 : 𝜀𝑆 ∩ Λ𝑛+1 ⊂ M} : Λ𝑛+1 ⊂ 𝐿2} ,
𝑑𝑛(M, 𝐿2) = inf {sup {‖𝑓‖2 : 𝑓 ∈ M ∩ Λ𝑛} : Λ𝑛 ⊂ 𝐿2} ,
𝑑𝑛(M, 𝐿2) = inf {sup {inf {‖𝑓 − 𝜙‖2 : 𝜙 ∈ Λ𝑛} : 𝑓 ∈ M} : Λ𝑛 ⊂ 𝐿2} ,
𝜆𝑛(M, 𝐿2) = inf {inf {sup {‖𝑓 − ℒ𝑓‖2 : 𝑓 ∈ M} : ℒ𝐿2 ⊂ Λ𝑛} : Λ𝑛 ⊂ 𝐿2} ,
𝜋𝑛(M, 𝐿2) = inf

{︀
inf
{︀

sup
{︀
‖𝑓 − ℒ⊥𝑓‖2 : 𝑓 ∈ M

}︀
: ℒ⊥𝐿2 ⊂ Λ𝑛

}︀
: Λ𝑛 ⊂ 𝐿2

}︀
называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линейным
и проекционным 𝑛-поперечниками в пространстве 𝐿2. Поскольку 𝐿2 – гильбертово про-
странство, то между перечисленными выше 𝑛-поперечниками выполняются соотношения
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(см., например [12]):

𝑏𝑛(M, 𝐿2) 6 𝑑𝑛(M, 𝐿2) 6 𝑑𝑛(M, 𝐿2) = 𝜆𝑛(M, 𝐿2) = 𝜋𝑛(M, 𝐿2). (4)

Также полагаем
𝐸𝑛−1(M) := sup{𝐸𝑛−1(𝑓) : 𝑓 ∈ M}.

Непрерывную возрастающую на полусегменте 0 6 𝜏 < ∞ функцию Φ(𝜏) такую, что
Φ(0) = 0, будем называть мажорантой. Для произвольных 𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ и ℎ > 0 введем
в рассмотрение следующие классы функций:

𝑊 (𝑟)
𝑚 (ℎ) :=

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 :

2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏 6 1

⎫⎬⎭ ,

𝑊 (𝑟)
𝑚 (Φ) :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 :

⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
𝑚
2

6 Φ(ℎ)

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

𝑊 (𝑟)
𝑝 (Φ) :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 :

⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

6 Φ(ℎ)

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Через 𝜏* обозначим величину аргумента функции sin 𝜏/𝜏 , при котором она достигает на
полусегменте [0,∞) своего наименьшего значения. При этом 𝜏* есть минимальный поло-

жительный корень уравнения
tg 𝜏

𝜏
= 1, 4, 49 < 𝜏* < 4, 51 (см. [5]). Положим

(︂
1 − sin 𝜏

𝜏

)︂
*

:=

⎧⎪⎨⎪⎩
1 − sin 𝜏

𝜏
, если 0 6 𝜏 6 𝜏*;

1 − sin 𝜏*
𝜏*

, если 𝜏 ≥ 𝜏*.

Эта функция будет играть важную роль при нахождении значения вышеперечисленных
поперечников указанных классов функций.

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ и ℎ ∈ R+. Тогда имеет место следующее

равенство

𝒦𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) =

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

, (5)

где Si(𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑥−1 sin𝑥𝑑𝑥 – интегральный синус.

Доказательство. Если функция 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 и

𝑓(𝑥) ∼ 1

2
𝑎0(𝑓) +

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥)

– ряд Фурье функции 𝑓(𝑥), то

Ω2
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
= 2𝑚

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘

(︂
1 − sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏

)︂𝑚

, (6)
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где 𝜌2𝑘 = 𝜌2𝑘(𝑓) = 𝑎2𝑘(𝑓) + 𝑏2𝑘(𝑓), 𝑘 ∈ N. В силу неравенства Гельдера для сумм, при любом
натуральном 𝑚, пользуясь соотношениями (6) и (1), будем иметь

𝐸2
𝑛−1(𝑓) 6

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘
sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏
+
(︀
𝐸2

𝑛−1(𝑓)
)︀1− 1

𝑚
1

2𝑛
2𝑟
𝑚

Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟); 𝜏

)︀
. (7)

Умножая обе части неравенства (7) на функцию ℎ − 𝜏 , затем, проинтегрировав левую и
правую части полученного неравенства по переменной 𝜏 в пределах от 0 до ℎ и пользуясь
определением интегрального синуса, запишем

𝐸2
𝑛−1(𝑓) 6 2

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘
Si(𝑘ℎ)

𝑘ℎ
−

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘

4 sin2 𝑘ℎ

2
𝑘2ℎ2

+ 𝐸
2− 2

𝑚
𝑛−1 (𝑓)

1

𝑛
2𝑟
𝑚 ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟); 𝜏

)︀
𝑑𝜏.

(8)

Воспользуясь тем фактом, что функция
Si(𝑥)

𝑥
является невозрастающей на [0,∞), имеем

max

{︂
Si(𝑘ℎ)

𝑘ℎ
: 𝑘 ≥ 𝑛

}︂
=

Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
, 0 < 𝑛ℎ 6 𝜋,

а также, используя равенство

sup

{︂
sin𝑥

𝑥
:

𝑛ℎ

2
6 𝑥 < ∞

}︂
=

2 sin
𝑛ℎ

2
𝑛ℎ

,

из неравенств (8) получим⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠𝐸2
𝑛−1(𝑓)

6 𝐸
2− 2

𝑚
𝑛−1 (𝑓)

1

𝑛
2𝑟
𝑚 ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟); 𝜏

)︀
𝑑𝜏.

(9)

Из неравенства (9) вытекает, что

2
𝑚
2 𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟); 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
𝑚
2

6

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

, (10)

откуда с учетом определения величины (2) получаем оценку сверху

𝒦𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) 6

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

. (11)
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Чтобы установить равенство (5), достаточно рассмотреть функцию 𝑓0(𝑥) = cos𝑛𝑥 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 ,

для которой

𝐸𝑛−1(𝑓0) = 1, Ω2
𝑚

(︁
𝑓
(𝑟)
0 ; 𝜏

)︁
= 2𝑚𝑛2𝑟

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚

, 0 < 𝑛𝜏 6 𝜋.

Откуда с учетом формулы (2) имеем следующую оценку снизу

𝒦𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) ≥ 2
𝑚
2 𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓0)⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︁
𝑓
(𝑟)
0 , 𝜏

)︁
𝑑𝜏

⎞⎠
𝑚
2

=

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

.

(12)

Требуемое равенство (5) получаем из сравнения неравенств (11) и (12), чем и завершаем
доказательство теоремы 2.1.

Теорема 2.2. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 0 < 𝑝 6 2. Тогда для произвольного ℎ,
0 < ℎ 6 𝜋/𝑛 имеет место следующее равенство

𝜒𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) =

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝/2

𝑑𝜏

⎞⎠−1/𝑝

. (13)

Доказательство. Возведем равенство (6) в степень
𝑝

2
, 0 < 𝑝 6 2, умножим на весовую

функцию
2

ℎ2
(ℎ− 𝜏), 0 < 𝜏 6 ℎ и проинтегрируем по 𝜏 в промежутке [0, ℎ], затем возведем

обе части полученного неравенства в степень
1

𝑝
. В итоге получаем

(︃
2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

)︃ 1
𝑝

= 2
𝑚
2
+ 1

𝑝

⎡⎣ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑘2𝑟𝜌2𝑘

(︂
1 − sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏

)︂𝑚
)︃ 𝑝

2

𝑑𝜏

⎤⎦
1
𝑝

.

(14)

Воспользуемся далее следующим упрощенным вариантом известного неравенства Мин-
ковского [13; c.32]

⎛⎝ ℎ∫︁
0

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑓𝑘(𝜏)|2
)︃ 𝑝

2

𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

≥

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘=𝑛

⎛⎝ ℎ∫︁
0

|𝑓𝑘(𝜏)|𝑝𝑑𝜏

⎞⎠
2
𝑝

⎞⎟⎠
1
2

,
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справедливого при 0 < 𝑝 6 2 и любом ℎ > 0. Из равенства (14) имеем(︃
2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

)︃ 1
𝑝

≥ 2
𝑚
2
+ 1

𝑝

⎡⎢⎣ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘

⎛⎝𝑘𝑟𝑝 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠
2
𝑝

⎤⎥⎦
1
2

.

(15)

Рассмотрим функцию

𝜙(𝑥) = 𝑥2𝑟

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑥𝜏

𝑥𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

и покажем, что она в области 𝑄𝑛 = {𝑥 : 𝑥 ≥ 𝑛}, 𝑛 ∈ N является монотонно возрастающей и

min {𝜙(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑄𝑛} = 𝜙(𝑛) = 𝑛2𝑟

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

.

Будем следовать схеме рассуждений работы [8]. В этой работе доказано, что при любых

𝜈, 𝛼 ∈ R+, 𝑥 ≥ 1 и 0 < 𝑦 6
3𝜋

4
имеет место неравенство

𝑥𝜈

(︂
1 − sin𝑥𝑦

𝑥𝑦

)︂𝛼

≥
(︂

1 − sin 𝑦

𝑦

)︂𝛼

.

Из этого неравенства при 𝑥 =
𝑘

𝑛
, 𝑘, 𝑛 ∈ N, 𝑘 ≥ 𝑛 и 𝑦 = 𝑛𝜏 , 0 < 𝜏 6 ℎ, 𝜈 = 𝑟𝑝, 𝛼 =

𝑚𝑝

2
,

𝑚 ∈ N сразу получаем

𝑘𝑟𝑝

(︂
1 − sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏

)︂𝑚𝑝
2

≥ 𝑛𝑟𝑝

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

. (16)

Умножая обе части неравенства (16) на положительную функцию
1

ℎ2
(ℎ− 𝜏), 0 < 𝜏 6 ℎ,

интегрируя полученное выражение по переменному 𝜏 в пределах от 0 до ℎ и возведя

в степень
1

𝑝
, для произвольного 𝑘 ≥ 𝑛, 𝑘, 𝑛 ∈ N запишем

(︃
𝑘𝑟𝑝 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin 𝑘𝜏

𝑘𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

)︃ 1
𝑝

≥

⎛⎝𝑛𝑟𝑝 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

. (17)

Сопоставляя соотношения (17) и (15), имеем(︃
2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

)︃ 1
𝑝

≥ 2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

·

⎡⎢⎣
⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠
2
𝑝

⎤⎥⎦
1
2 (︃

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘

)︃ 1
2

.

(18)
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Из неравенства (18) в силу формулы (1) окончательно запишем следующее соотношение

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)(︃
2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

)︃ 1
𝑝

6

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

.
(19)

Следовательно, согласно определению величины (3), из неравенства (19) получаем оцен-
ку сверху экстремальной характеристики 𝜒𝑚,𝑛,𝑟(ℎ), а именно

𝜒𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) 6

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

. (20)

Чтобы получить оценки снизу величины 𝜒𝑚,𝑛,𝑟(ℎ), достаточно рассмотреть функцию

𝑓0(𝑥) = cos𝑛𝑥 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 , для которой

𝐸𝑛−1(𝑓0) = 1, Ω𝑚

(︁
𝑓
(𝑟)
0 ; 𝜏

)︁
= 2

𝑚
2 𝑛𝑟

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚
2

, 0 < 𝑛𝜏 6 𝜋.

С учетом формулы (3) имеем

𝜒𝑚,𝑛,𝑟(ℎ) ≥ 2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓0)⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︁
𝑓
(𝑟)
0 , 𝜏

)︁
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

=

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

.

(21)

Требуемое равенство (13) получаем из сравнения неравенств (20) и (21), чем и завершаем
доказательство теоремы 2.2.

Теорема 2.3. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N и ℎ > 0. Тогда имеют место равенства

𝜎2𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐿2

)︀
= 𝜎2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐿2

)︀
= 𝐸2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ)
)︀

=
1

2
𝑚
2 𝑛𝑟

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

,

где 𝜎𝑛(·) – любой из вышеперечисленных 𝑛-поперечников.

Доказательство. Оценку сверху для проекционного 𝑛-поперечника получаем из неравен-

ства (10) с учетом определения класса функций 𝑊
(𝑟)
𝑚 (ℎ):

𝜋2𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐿2

)︀
6 𝜋2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐿2

)︀
6 𝐸2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ)
)︀

=
1

2
𝑚
2 𝑛𝑟

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

.
(22)
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C целью получения оценки снизу бернштейновского 𝑛-поперечника введем в рассмот-
рение (2𝑛 + 1)-мерный шар полиномов 𝑆2𝑛+1 ∈ 𝒯2𝑛−1

⋂︀
𝐿2:

𝑆2𝑛+1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝑇𝑛(𝑥) : ‖𝑇𝑛(𝑥)‖ 6
1

2
𝑚
2 𝑛𝑟

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
и покажем его принадлежность классу 𝑊

(𝑟)
𝑚 (ℎ). В работе [5] для произвольного тригоно-

метрического полинома 𝑇𝑛(𝑥) ∈ 𝒯2𝑛−1 доказано неравенство

Ω𝑚

(︀
𝑇 (𝑟)
𝑛 , 𝜏

)︀
6 2

𝑚
2 𝑛𝑟

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚
2

*
‖𝑇𝑛‖. (23)

Используя это неравенство, имеем

2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑇 (𝑟)
𝑛 , 𝜏

)︀
𝑑𝜏

6
4

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)𝑛
2𝑟
𝑚

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂
𝑑𝜏‖𝑇𝑛‖

2
𝑚 = 1,

откуда следует, что 𝑆2𝑛+1 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (ℎ). По определению бернштейновского 𝑛-поперечника

получаем оценку снизу

𝑏2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐿2

)︀
≥ 𝑏2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (ℎ), 𝐿2

)︀
≥ 𝑏2𝑛 (𝑆2𝑛+1, 𝐿2)

=
1

2
𝑚
2 𝑛𝑟

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2

.
(24)

Утверждение теоремы вытекает из сопоставления неравенств (22) и (24).

Теорема 2.4. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N и функция Φ удовлетворяет условию

Φ(ℎ)

Φ(𝜋/𝑛)
≥
(︂

𝜋2

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

)︂𝑚
2

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
𝑚
2

, если 0 6 ℎ 6
𝜋

𝑛
,

(︂
1 − 2𝜋

𝑛ℎ
+

2𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

𝑛2ℎ2

)︂𝑚
2

, если ℎ ≥ 𝜋

𝑛
.

(25)

Тогда справедливы равенства

𝛾2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
= 𝛾2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
= 𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ)
)︀

=
𝜋𝑚

2
𝑚
2 𝑛𝑟

{︂
1

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

}︂𝑚
2

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
,

(26)

где 𝛾𝑛(·) – любой из 𝑛-поперечников, рассмотренных выше.
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Доказательство. Из неравенства (10) для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 получаем

𝐸𝑛−1(𝑓) 6
1

2
𝑚
2 𝑛𝑟

⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
−𝑚

2 ⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠
𝑚
2

.

Полагая в этом неравенстве ℎ =
𝜋

𝑛
и учитывая определение класса 𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ), а также с

учетом соотношения (4) между перечисленными выше 𝑛-поперечники, получим оценку
сверху

𝛾2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
6 𝛾2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
6 𝑑2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
6 𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ)
)︀

6
𝜋𝑚

2
𝑚
2 𝑛𝑟

(︂
1

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

)︂𝑚
2

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
.

(27)

Для получения оценки снизу вводим в рассмотрение шар тригонометрических полиномов

𝑆2𝑛+1 :=

{︃
𝑇𝑛 ∈ 𝒯2𝑛+1 : ‖𝑇𝑛‖ 6

𝜋𝑚

2
𝑚
2 𝑛𝑟

(︂
1

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

)︂𝑚
2

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁}︃

и, используя неравенство (23), покажем, что шар 𝑆2𝑛+1 принадлежит классу 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ). Рас-

суждения проведем для двух случаев: для 0 6 ℎ 6
𝜋

𝑛
и ℎ ≥ 𝜋

𝑛
.

Пусть 0 6 ℎ 6
𝜋

𝑛
. Используя определение класса 𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ) и первое из ограничений (25),

для произвольного полинома 𝑇𝑛 ∈ 𝑆2𝑛+1 имеем(︃
2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑇 (𝑟)
𝑛 , 𝜏

)︀
𝑑𝜏

)︃𝑚
2

6

(︂
4𝑛2𝑟/𝑚

ℎ2
‖𝑇𝑛‖

2
𝑚

)︂𝑚
2

⎛⎝ ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂
*
𝑑𝜏

⎞⎠
𝑚
2

=

{︂
𝜋2

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

}︂𝑚
2

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁⎛⎜⎝1 − 2 Si(𝑛ℎ)

𝑛ℎ
+

4 sin2 𝑛ℎ

2
𝑛2ℎ2

⎞⎟⎠
𝑚
2

6 Φ(ℎ).

(28)

Пусть теперь ℎ ≥ 𝜋

𝑛
. Используя определение класса 𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ), неравенство (23) и второе

неравенство из ограничения (25), получаем(︃
2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω
2
𝑚
𝑚

(︀
𝑇 (𝑟)
𝑛 , 𝜏

)︀
𝑑𝜏

)︃𝑚
2

6

(︂
4𝑛2𝑟/𝑚

ℎ2
‖𝑇𝑛‖

2
𝑚

)︂𝑚
2

×

⎛⎜⎝ 𝜋/𝑛∫︁
0

(︁𝜋
𝑛
− 𝜏
)︁(︂

1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂
*
𝑑𝜏 +

ℎ∫︁
𝜋/𝑛

(ℎ− 𝜏)𝑑𝜏

⎞⎟⎠
𝑚
2

=

(︂
𝜋2

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

)︂𝑚
2

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁(︂
1 − 2𝜋

𝑛ℎ
+

2𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

𝑛2ℎ2

)︂𝑚
2

6 Φ(ℎ).

(29)
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Неравенства (28) и (29) показывают, что 𝑆2𝑛+1 ⊂ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ). В силу определения бернштей-

новского 𝑛-поперечника и неравенств (4) запишем оценки снизу для рассматриваемых
𝑛-поперечников

𝛾2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
≥ 𝛾2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ;𝐿2

)︀
≥ 𝑏2𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ);𝐿2

)︀
≥ 𝑏2𝑛 (𝑆2𝑛+1;𝐿2)

≥ 𝜋𝑚

2
𝑚
2 𝑛𝑟

{︂
1

𝜋2 − 2𝜋 Si(𝜋) + 4

}︂𝑚
2

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
.

(30)

Сопоставляя оценки сверху (27) и оценки снизу (30), получаем требуемые равенства (26).
Теорема 2.4 доказана.

Теорема 2.5. Если мажоранта Φ(ℎ) при любом 0 < ℎ 6
𝜋

𝑛
удовлетворяет ограниче-

нию

Φ(ℎ)

Φ(𝜋/𝑛)
≥

⎛⎝ ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

*
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

2
1
𝑝

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠ 1
𝑝

, (31)

то для любых 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ имеют место равенства

𝛿2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
= 𝛿2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
= 𝐸𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ)
)︀

=
1

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

,
(32)

где 𝛿𝑛(·) – любой из вышеперечисленных 𝑛-поперечников.

Доказательство. Будем использовать неравенство (19), записывая его в виде

𝐸𝑛−1(𝑓) 6
1

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝
⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

.

Полагая в этом неравенстве ℎ =
𝜋

𝑛
, согласно определению класса 𝑊

(𝑟)
𝑝 (Φ), имеем

𝐸𝑛−1(𝑓) 6
1

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
. (33)

Из неравенства (33) с учетом соотношения (4) между перечисленными выше
𝑛-поперечниками получим оценку сверху

𝛿2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
6 𝛿2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
6 𝜋2𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
6 𝐸𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ)
)︀
𝐿2

6
1

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
.

(34)
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С целью получения оценки снизу введем в рассмотрение (2𝑛 + 1)-мерный шар полиномов

𝑆2𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑇𝑛(𝑥) : ‖𝑇𝑛‖ 6
1

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁⎫⎪⎬⎪⎭
и покажем его принадлежность классу𝑊

(𝑟)
𝑝 (Φ). Используя неравенство (23), докажем, что

для произвольного 𝑇𝑛(𝑥) ∈ 𝑆2𝑛+1 выполняется соотношение⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑇 (𝑟)
𝑛 , 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

6 Φ(ℎ).

Действительно, согласно неравенству (23) и ограничению (31) на Φ(ℎ), имеем⎛⎝ 2

ℎ2

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)Ω𝑝
𝑚

(︀
𝑇 (𝑟)
𝑛 , 𝜏

)︀
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

6

⎛⎝2
𝑚𝑝
2 𝑛𝑝𝑟

ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

*
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

‖𝑇𝑛‖

= 2
𝑚
2 𝑛𝑟

⎛⎝ ℎ∫︁
0

(ℎ− 𝜏)

(︂
1 − sin𝑛𝜏

𝑛𝜏

)︂𝑚𝑝
2

*
𝑑𝜏

⎞⎠
1
𝑝

×
Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
2

𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠ 1
𝑝

6 Φ(ℎ),

а это значит, что 𝑆2𝑛+1 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑝 (Φ). Используя определение бернштейновского

𝑛-поперечника, запишем соответствующую оценку снизу

𝛿2𝑛
(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
≥ 𝑏2𝑛

(︀
𝑊 (𝑟)

𝑝 (Φ);𝐿2

)︀
≥ 𝑏2𝑛 (𝑆2𝑛+1;𝐿2)

≥ 1

2
𝑚
2
+ 1

𝑝𝑛𝑟

⎛⎝ 1

𝜋2

𝜋∫︁
0

𝜏

(︂
1 − sin 𝜏

𝜋 − 𝜏

)︂𝑚𝑝
2

𝑑𝜏

⎞⎠− 1
𝑝

Φ
(︁𝜋
𝑛

)︁
.

(35)

Сравнивая соотношения (34) и (35), в силу неравенства (4) получаем требуемые равенства
(32).

Авторы благодарят рецензента за ценные советы и замечания, использованные в работе.
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