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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ В ТЕОРИИ

ЦЕНТРАЛЬНОГО ИНДЕКСА ВИМАНА-ВАЛИРОНА

К.Г. МАЛЮТИН, М.В. КАБАНКО, В.А. МАЛЮТИН

Аннотация. Рассмотрены некоторые свойства центрального индекса в теории
Вимана-Валирона. Вводятся понятие определяющей последовательности центрального
индекса 𝜈(𝑟), соответствующего фиксированной трансцендентной функции 𝑓 , и поня-
тие определяющей последовательности произвольного фиксированного центрального
индекса 𝜈(𝑟). Пусть 𝜌1, 𝜌2, . . . , 𝜌𝑠, . . . – точки скачков функции 𝜈(𝑟) с учетом их крат-
ностей. Это означает, что если в точке 𝜌𝑠 величина скачка равна 𝑚𝑠, то в написан-
ной выше последовательности величина 𝜌𝑠 встречается 𝑚𝑠 раз. Такая последователь-
ность называется определяющей последовательностью функции 𝜈(𝑟). Вводится поня-
тие регуляризации функции 𝜈(𝑟), которая применяется для доказательства основных
утверждений. Изучены две экстремальные задачи в классе функций с заданным цен-
тральным индексом. Получено выражение максимума модуля экстремальной функ-
ции через ее центральный индекс. Основные полученные результаты таковы. Пусть
𝑇𝜈–множество всех трансцендентных функций 𝑓 с заданным центральным индексом
𝜈(𝑟), 𝑀(𝑟, 𝑓) = max{|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)| : 0 6 𝜃 6 2𝜋}, и пусть 𝑀(𝑟, 𝜈) = sup{𝑀(𝑟, 𝑓) : 𝑓 ∈ 𝑇𝜈}.
Тогда для любого 𝑟 > 0 величина 𝑀(𝑟, 𝜈) в классе функций 𝑇𝜈 достигается на функ-
ции (одной и той же для любого 𝑟 > 0). Приводится вид такой экстремальной функ-
ции. Доказывается также, что при любом фиксированном 𝑟0 > 0 и при любом за-
данном центральном индексе 𝜈(𝑟) в классе 𝑇𝜈 существует функция 𝑓0(𝑧) такая, что
𝑀(𝑟0, 𝑓0) = inf{𝑀(𝑟0, 𝑓) : 𝑓 ∈ 𝑇𝜈}.
Ключевые слова: теория Вимана-Валирона, центральный индекс, определяющая по-
следовательность, регуляризация, экстремальная задача.
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1. Введение

Пусть

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛 (1.1)

– целая трансцендентная функция, отличная от многочлена (т.е. такая целая функция,
что бесконечно много коэффициентов 𝑎𝑛 в разложении (1.1) не равны нулю). Как известно
(см., например, [1]), максимальный член функции 𝑓(𝑧) определяется формулой

𝜇(𝑟, 𝑓) = max
𝑛

|𝑎𝑛|𝑟𝑛, 𝑟 > 0, (1.2)

а ее центральный индекс – формулой

𝜈(𝑟, 𝑓) = max{𝑛 : |𝑎𝑛|𝑟𝑛 = 𝜇(𝑟, 𝑓)}. (1.3)
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Далее, если известно о какой функции идет речь, мы символ 𝑓 в обозначениях макси-
мального члена функции 𝑓(𝑧) и ее центрального индекса будем опускать и писать 𝜇(𝑟),
𝜈(𝑟) вместо 𝜇(𝑟, 𝑓) и 𝜈(𝑟, 𝑓).
Таким образом, центральный индекс 𝜈(𝑟, 𝑓) характеризуется двумя свойствами:
1) при фиксированном 𝑟 имеем |𝑎𝜈(𝑟)|𝑟𝜈(𝑟) = max

𝑛
|𝑎𝑛|𝑟𝑛;

2) 𝜈(𝑟) – наибольший номер, обладающий свойством 1).
Для полиномов 𝑛-й степени 𝑃𝑛(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧

𝑛 + · · · + 𝑎0, начиная с некоторого 𝑟 > 0, роль
центрального индекса играет степень 𝑛: 𝜈(𝑟, 𝑃𝑛) = 𝑛. Для любой целой трансцендентной
функции 𝜈(𝑟, 𝑓) ↑ +∞ при 𝑟 → +∞ (см. лемму 2.1).
Так как произвольную целую функцию 𝑓(𝑧) можно представить в виде 𝑓(𝑧) = 𝑐𝑧𝑚𝑓0(𝑧),

где 𝑓0(0) = 1, то, не сильно теряя в общности, можно считать, что в представлении (1.1)
𝑎0 = 1. Отсюда следует, что

𝜈(0) = 0, 𝜇(0) = 1. (1.4)

В дальнейшем, не оговаривая это особо, мы будем считать условие (1.4) выполненным.
Теория максимального члена и центрального индекса, их роль в теории целых и ме-

роморфных функций, различных приложениях (в теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, теории вероятностей и др.) хорошо описана в уже упоминавшейся выше,
классической монографии Г. Виттиха [1]. Связи между максимальным членом 𝜇(𝑟, 𝑓) и
максимальным модулем

𝑀(𝑟, 𝑓) = max
06𝜃62𝜋

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

подробно изучены в теории центрального индекса Вимана [2], [3] и Валирона [4].
Для теории обыкновенных дифференциальных уравнений особое значение имеет то, что

производную трансцендентной функции 𝑓(𝑧) можно выразить через 𝑓(𝑧) и ее центральный
индекс 𝜈(𝑟, 𝑓). В частности, если точка 𝜁 – точка максимума функции 𝑓(𝑧) на окружности
|𝜁| = 𝑟, т. е. |𝑓(𝜁)| = 𝑀(|𝜁|, 𝑓), то имеет место соотношение

𝑓 ′(𝜁)

𝑓(𝜁)
=

𝜈(𝑟, 𝑓)

𝜁
(1 + 𝑜(𝜁)), 𝜁 → ∞,

и соответствующие формулы для высших производных.
С помощью теории центрального индекса можно также доказать малую теорему Пика-

ра [1]:
Целая трансцендентная функция 𝑓(𝑧) выпускает самое большее одно конечное значе-

ние.
Если исследованиям о соотношениях между максимальным членом и максимальным

модулем трансцендентной функции уделялось большое внимание (отметим только некото-
рые работы П. Розенблума [5], Р. Лондона [6], П. Локгарта и Е. Страуса [7], М. Шереметы
[8], [9], [10], [11], П. Филевича [12], [13], [14] и мн. др.), то центральному индексу, на наш
взгляд, уделялось меньше внимания. В наше поле зрения попала только работа П. Филе-
вича [15], в которой изучался рост максимума модуля целой функции в зависимости от
роста ее центрального индекса.
Настоящая работа и направлена на то, чтобы частично устранить этот пробел. Выра-

жаем признательность А. Ф. Гришину , идеи которого стимулировали написание данной
работы.
Основные полученные результаты таковы. Пусть 𝑇𝜈 – множество всех трансцендентных

функций с заданным центральным индексом 𝜈(𝑟), пусть

𝑀(𝑟, 𝜈) = sup
𝑓∈𝑇𝜈

𝑀(𝑟, 𝑓).
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Тогда для любого 𝑟 > 0 величина 𝑀(𝑟, 𝜈) в классе функций 𝑇𝜈 достигается на функции
(одной и той же для любого 𝑟 > 0). Приводится вид такой экстремальной функции (см.
теоремы 2.2, 2.3). Доказывается также, что при любом фиксированном 𝑟0 > 0 и при любом
заданном центральном индексе 𝜈(𝑟) в классе 𝑇𝜈 существует функция 𝑓0(𝑧) такая, что
(теорема 3.1)

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = inf
𝑓∈𝑇𝜈

𝑀(𝑟0, 𝑓).

Приведены две леммы (леммы 3.1 и 3.2) о существовании функции 𝑓0(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 , такой,
что

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = sup
𝑓∈𝑇𝜈(𝑟0)

𝑀(𝑟0, 𝑓) и 𝑀(𝑟0, 𝑓0) = sup
𝑓∈𝑇𝜈(𝑟0)

𝑀(𝑟0, 𝑓).

В заключение этого параграфа кратко опишем структуру статьи. В следующем пара-
графе вводятся основные обозначения и рассматривается первая экстремальная задача.
В третьем параграфе рассматривается вторая экстремальная задача.

2. Первая экстремальная задача

Прежде всего, сформулируем лемму о характеризации центрального индекса.

Лемма 2.1. Центральный индекс является неубывающей, непрерывной справа функ-
цией на интервале (0;+∞).

Доказательство. Поскольку

ln𝜇(𝑒𝑥) = max
𝑛

(ln |𝑎𝑛|+ 𝑛𝑥),

то ln𝜇(𝑒𝑥) является строго возрастающей выпуклой функцией.
Пусть 𝑟0 > 0, 𝜈 = 𝜈(𝑟0) и𝑚 < 𝜈. Тогда, используя свойства 1) и 2) центрального индекса,

получим при 𝑟 > 𝑟0 ⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑚
𝑎𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑟𝑚−𝜈 <

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑚
𝑎𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑟𝑚−𝜈
0 =

|𝑎𝑚|𝑟𝑚0
|𝑎𝜈 |𝑟𝜈0

6 1

откуда следует, что

|𝑎𝑚|𝑟𝑚 6 |𝑎𝜈 |𝑟𝜈 .
Поэтому 𝜈(𝑟) ̸= 𝑚 для любого 𝑚 < 𝜈, следовательно,

𝜈(𝑟) > 𝜈 = 𝜈(𝑟0).

Тем самым, доказано, что 𝜈(𝑟) – неубывающая функция.
В частности, имеет место неравенство 𝜈(𝑟0 + 0) > 𝜈(𝑟0). Покажем, что, на самом деле,

в этом соотношении имеет место знак равенства.
Поскольку функция ln𝜇(𝑟) выпуклая и поэтому непрерывная, то

ln |𝑎𝜈(𝑟0+0)|+ 𝜈(𝑟0 + 0) ln 𝑟0 = ln |𝑎𝜈(𝑟0)|+ 𝜈(𝑟0) ln 𝑟0

и потому

|𝑎𝜈(𝑟0+0)|𝑟𝜈(𝑟0+0)
0 = |𝑎𝜈(𝑟0)|𝑟

𝜈(𝑟0)
0 .

Неравенство 𝜈(𝑟0 + 0) > 𝜈(𝑟0) противоречит определению 𝜈(𝑟0). Таким образом, функция
𝜈(𝑟) непрерывна справа.

Свойства, формулируемые в лемме 2.1, общеизвестны (см., например, [16, отдел IV]) и часто цитируемы.
Однако, в наше поле зрения не попало их подробное доказательство. Поэтому, не претендуя на авторство,
мы сочли нужным сформулировать их в виде леммы.
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Вычислим теперь правую производную функции ln𝜇(𝑟). Пусть ℎ > 0 – достаточно малое
число. Имеем

1

ℎ
(ln𝜇(𝑟 + ℎ)− ln𝜇(𝑟)) =

1

ℎ
𝜈(𝑟)(ln(𝑟 + ℎ)− ln 𝑟).

Тогда

(ln𝜇(𝑟))′+ =
𝜈(𝑟)

𝑟
. (2.1)

Теперь из (1.4) и (2.1) следует, что

ln𝜇(𝑟) =

𝑟∫︁
0

𝜈(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 =

𝑟∫︁
0

𝜈(𝑡) 𝑑(ln 𝑡).

Интегрированием по частям получаем далее

ln𝜇(𝑟) = (𝜈(𝑡) ln 𝑡) |𝑟0 −
𝑟∫︁

0

ln 𝑡 𝑑𝜈(𝑡) = 𝜈(𝑟) ln 𝑟 −
𝑟∫︁

0

ln 𝑡 𝑑𝜈(𝑡). (2.2)

Введем понятие определяющей последовательности функции 𝜈(𝑟). Пусть 𝜌1, 𝜌2, . . . ,
𝜌𝑠, . . . – точки скачков функции 𝜈(𝑟) с учетом их кратностей. Это означает, что если
в точке 𝜌𝑠 величина скачка равна 𝑚𝑠, то в написанной выше последовательности вели-
чина 𝜌𝑠 встречается 𝑚𝑠 раз. Такую последовательность будем называть определяющей

последовательностью функции 𝜈(𝑟). Такое определение оправдывается тем, что функция
𝜈(𝑟) однозначно определяется своей определяющей последовательностью. Действительно,
для любого 𝑟 > 𝜌1 найдется индекс 𝑠 такой, что 𝜌𝑠 6 𝑟 < 𝜌𝑠+1. Тогда 𝜈(𝑟) = 𝑚𝑠, если
𝑟 ∈ [𝜌𝑠; 𝜌𝑠+1). Если же 𝑟 ∈ [0; 𝜌1), то 𝜈(𝑟) = 0.
Заметим также, что так как для трансцендентной функции 𝑓(𝑧) следующий предел

бесконечен [16, отдел IV]

lim
𝑟→∞

𝜈(𝑟, 𝑓) = +∞,

то

lim
𝑠→∞

𝜌𝑠 = +∞.

Отметим далее равенство

𝑟∫︁
0

ln 𝑡 𝑑𝜈(𝑡) = ln

𝜈(𝑟)∏︁
𝑠=1

𝜌𝑠. (2.3)

Так как из формул (1.2) и (1.3) следует, что

ln𝜇(𝑟) = ln |𝑎𝜈(𝑟)|+ 𝜈(𝑟) ln 𝑟,

то вместе с формулами (2.2) и (2.3) это дает

|𝑎𝜈(𝑟)| =
𝜈(𝑟)∏︁
𝑠=1

1

𝜌𝑠
. (2.4)
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Пусть теперь 𝑛 ∈ (𝜈(𝑟 − 0); 𝜈(𝑟)). Тогда, учитывая равенство (2.4), имеем

|𝑎𝑛|𝑟𝑛 6 |𝑎𝜈(𝑟)|𝑟𝜈(𝑟),

|𝑎𝑛| 6 |𝑎𝜈(𝑟)|𝑟𝜈(𝑟)−𝑛 =

𝜈(𝑟)∏︁
𝑠=1

1

𝜌𝑠
𝑟𝜈(𝑟)−𝑛

=

𝜈(𝑟−0)∏︁
𝑠=1

1

𝜌𝑠

(︂
1

𝑟

)︂𝜈(𝑟)−𝜈(𝑟−0)

𝑟𝜈(𝑟)−𝑛

=

𝜈(𝑟−0)∏︁
𝑠=1

1

𝜌𝑠

(︂
1

𝑟

)︂𝑛−𝜈(𝑟−0)

=
𝑛∏︁

𝑠=1

1

𝜌𝑠
.

Таким образом, мы получаем неравенство

|𝑎𝑛| 6
𝑛∏︁

𝑠=1

1

𝜌𝑠
. (2.5)

Заметим, что если 𝑛 = 𝜈(𝑟) для некоторого 𝑟 > 0, то неравенство (2.5) обращается в
равенство.
Обозначим

𝑎̃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑠=1

1

𝜌𝑠
. (2.6)

Определение 2.1. Последовательность {𝑎̃𝑛}∞𝑛=1, определяемая равенством (2.6), на-
зывается выпуклой регуляризацией последовательности {𝑎𝑛}∞𝑛=1.

Ясно, что

|𝑎𝑛| 6 𝑎̃𝑛, (2.7)

причем, если 𝑛 = 𝜈(𝑟) для некоторого 𝑟 > 0, то неравенство (2.7) обращается в равенство.
Вообще говоря, неравенство (2.7) может обращаться в равенство и для других 𝑛.
Из приведенных выше рассуждений следует теорема.

Теорема 2.1. Пусть

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑓1(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑧
𝑛,

есть трансцендентные функции, 𝜈(𝑟, 𝑓) – центральный индекс функции 𝑓(𝑧),
𝜈(𝑟, 𝑓1) – центральный индекс функции 𝑓1(𝑧). Пусть выполняется неравенство
|𝑏𝑛| 6 𝑎̃𝑛, где {𝑎̃𝑛}∞𝑛=1 – выпуклая регуляризация последовательности {𝑎𝑛}∞𝑛=1, причем,
если 𝑛 = 𝜈(𝑟, 𝑓) для некоторого 𝑟 > 0, то |𝑏𝑛| = 𝑎̃𝑛. Тогда 𝜈(𝑟, 𝑓1) = 𝜈(𝑟, 𝑓).

Введем следующее определение.

Определение 2.2. Пусть задан центральный индекс 𝜈(𝑟) и пусть {𝜌𝑠}∞𝑠=1 — опреде-
ляющая последовательность функции 𝜈(𝑟). Последовательность {𝑎̃𝑛}∞𝑛=1, определяемая
равенством (2.6), называется выпуклой регуляризацией функции 𝜈(𝑟).

Заметим, что определение 2.1 соответствует заданной трансцендентной функции

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛,

в то время как определение 2.2 соответствует заданному центральному индексу 𝜈(𝑟).
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Обозначим через 𝑇𝜈 множество всех трансцендентных функций с заданным централь-
ным индексом 𝜈(𝑟), пусть 𝑀(𝑟, 𝜈) = sup

𝑓∈𝑇𝜈

𝑀(𝑟, 𝑓). Из теоремы 2.1 получаем решение сле-

дующей экстремальной задачи.

Теорема 2.2. Пусть задан центральный индекс 𝜈(𝑟). Тогда для любого 𝑟 > 0 величина
𝑀(𝑟, 𝜈) в классе функций 𝑇𝜈 достигается на функции (одной и той же для любого 𝑟 > 0)

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎̃𝑛𝑧
𝑛,

где {𝑎̃𝑛}∞𝑛=1 – выпуклая регуляризация функции 𝜈(𝑟).

Доказательство. Ясно, что 𝑓(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 . Из неравенства (2.7) получаем, что для любой

функции 𝑓 ∈ 𝑇𝜈 , 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, справедливо соотношение

𝑀(𝑟, 𝑓) 6
∞∑︁
𝑛=0

|𝑎|𝑛𝑟𝑛 6
∞∑︁
𝑛=0

𝑎̃𝑛𝑟
𝑛 = 𝑀(𝑟, 𝑓).

Теорема доказана.

Следующая теорема дает представление для величины 𝑀(𝑟, 𝑓).

Теорема 2.3. Пусть 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛 – трансцендентная функция и 𝜈(𝑟) = 𝜈(𝑟, 𝑓) –

ее центральный индекс, {𝜌𝑛}∞𝑛=1 – определяющая последовательность точек скачков
функции 𝜈(𝑟). Тогда

𝑀(𝑟, 𝑓) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎̃𝑛𝑟
𝑛 = 1 +

∞∑︁
𝑛=1

𝑛∏︁
𝑚=1

(︂
𝑟

𝜌𝑚

)︂
. (2.8)

В случае, если все скачки функции 𝜈(𝑟) равны 1, то

𝑀(𝑟, 𝑓) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎̃𝑛𝑟
𝑛 =1 +

∞∫︁
0

exp

⎛⎜⎝∫︁
[0,𝑠]

ln
𝑟

𝑡
𝑑𝜈(𝑡)

⎞⎟⎠ 𝑑𝜈(𝑠)

=1 +

∞∫︁
0

𝜇(𝑠)
(︁𝑟
𝑠

)︁𝜈(𝑠)
𝑑𝜈(𝑠).

(2.9)

Доказательство. Равенство (2.8) есть следствие равенства (2.6). В случае, если 𝜌𝑛 < 𝜌𝑛+1,
то

𝑛∏︁
𝑚=1

(︂
𝑟

𝜌𝑚

)︂
= exp

(︃
𝑛∑︁

𝑚=1

ln
𝑟

𝜌𝑚

)︃
= exp

⎛⎜⎝ ∫︁
[0;𝜌𝑛]

ln
𝑟

𝜌𝑚
𝑑𝜈(𝑡)

⎞⎟⎠ .

Из этого соотношения уже следует второе равенство в (2.9).
Далее имеем ∫︁

[0,𝑠]

ln
𝑟

𝑡
𝑑𝜈(𝑡) = 𝜈(𝑠) ln

𝑟

𝑠
+

𝑠∫︁
0

𝜈(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 = ln𝜇(𝑠) + 𝜈(𝑠) ln

𝑟

𝑠
.

Отсюда получаем:

𝑀(𝑟, 𝑓) = 1 +

∞∫︁
0

𝜇(𝑠)
(︁𝑟
𝑠

)︁𝜈(𝑠)
𝑑𝜈(𝑠).
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Заметим также, что если 𝜈(𝑠) = 0 при 𝑠 < 1, то

𝑠
𝜇(𝑠)
𝜈(𝑠) = exp

⎛⎝ 𝑠∫︁
1

𝜈(𝑡)− 𝜈(𝑠)

𝑡
𝑑𝜈(𝑡)

⎞⎠ 6 1.

Теорема доказана.

Замечание 2.1. В случае, если не все скачки функции 𝜈(𝑟) равны 1, то 𝑀(𝑟, 𝑓)
не представляется интегралом по мере 𝜈.

3. Вторая экстремальная задача

Центральный индекс любой трансцендентной функции 𝑓(𝑧), 𝑓(0) = 1, есть целочислен-
ная, возрастающая, непрерывная справа функция 𝜈(𝑟) на полуоси [0;∞), причем 𝜈(0) = 0.
Наоборот, любая такая функция 𝜈(𝑟) есть центральный индекс некоторой трансцендент-
ной функции 𝑓(𝑧), 𝑓(0) = 1. Пусть, как и в параграфе 2, 𝑇𝜈 – это множество всех трансцен-
дентных функций с заданным центральным индексом 𝜈(𝑟). Этот класс легко описывается

в терминах коэффициентов степенного ряда
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑎0 = 1.

Обозначим через𝒩𝜈 множество значений функции 𝜈(𝑟), и пусть {𝜌𝑛}∞𝑛=1 – определяющая
последовательность точек скачков функции 𝜈(𝑟),

𝑎̃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑠=1

1

𝜌𝑠
.

Тогда функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 , тогда и только тогда, когда |𝑎𝑛| 6 𝑎̃𝑛, причем в случае 𝑛 ∈ 𝒩𝜈

неравенство должно обращаться в равенство.

Теорема 3.1. Пусть 𝑟0 > 0 и 𝜈(𝑟) – заданный центральный индекс. Тогда в классе 𝑇𝜈

существует функция 𝑓0(𝑧) такая, что

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = inf
𝑓∈𝑇𝜈

𝑀(𝑟0, 𝑓).

Доказательство. Пусть {𝑓𝑚(𝑧)}∞𝑚=1 ⊂ 𝑇𝜈 , 𝑓𝑚(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑚,𝑛𝑧
𝑛 – минимизирующая после-

довательность функций, т.е. такая, что

lim
𝑚→∞

𝑀(𝑟0, 𝑓𝑚) = inf
𝑓∈𝑇𝜈

𝑀(𝑟0, 𝑓).

Из неравенства |𝑎𝑚,𝑛| 6 𝑎̃𝑛 следует, что последовательность {𝑓𝑚(𝑧)}∞𝑚=1 является ком-
пактной последовательностью в топологии равномерной сходимости на компактах. Поэто-
му, не ограничивая общности, можно считать, что сама последовательность {𝑓𝑚(𝑧)}∞𝑚=1 яв-
ляется равномерно сходящейся на произвольном компакте комплексной плоскости. Пусть

𝑓0(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛 = lim

𝑚→∞
𝑓𝑚(𝑧).

Тогда

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = lim
𝑚→∞

𝑀(𝑟0, 𝑓𝑚), 𝑎𝑛 = lim
𝑚→∞

𝑎𝑚,𝑛.

Так как |𝑎𝑚,𝑛| 6 𝑎̃𝑛, то |𝑎𝑛| 6 𝑎̃𝑛. Кроме того, поскольку |𝑎𝑚,𝑛| = 𝑎̃𝑛 при 𝑛 ∈ 𝒩𝜈 , то при
этих 𝑛 и |𝑎𝑛| = 𝑎̃𝑛. Таким образом, 𝑓0(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 . Теорема доказана.
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Для фиксированного 𝑧0 ̸= 0, |𝑧0| = 𝑟0, обозначим через 𝑇𝜈(𝑟0) множество функций
𝑓(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 таких, что 𝑀(|𝑧0|, 𝑓) = |𝑓(𝑧0)| (понятно, что множество 𝑇𝜈(𝑟0) не пусто). Рас-
смотрим следующие задачи.

Задача 1. Существует ли функция 𝑓0(𝑧) ∈ 𝑇𝜈(𝑟0) такая, что

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = inf
𝑓∈𝑇𝜈(𝑟0)

𝑀(𝑟0, 𝑓)?

Задача 2. Существует ли функция 𝑓0(𝑧) ∈ 𝑇𝜈(𝑟0) такая, что

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = sup
𝑓∈𝑇𝜈(𝑟0)

𝑀(𝑟0, 𝑓)?

Рассуждения, приведенные в доказательстве теоремы 3.1, показывают, что задачи 1 и
2 разрешимы. Точнее верны следующие утверждения.

Лемма 3.1. Пусть 𝑇𝜈(𝑟0) множество функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 таких, что

𝑀(|𝑧0|, 𝑓) = |𝑓(𝑧0)|.
Тогда существует функция 𝑓0(𝑧) ∈ 𝑇𝜈(𝑟0) такая, что

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = inf
𝑓∈𝑇𝜈(𝑟0)

𝑀(𝑟0, 𝑓).

Лемма 3.2. Пусть 𝑇𝜈(𝑟0) множество функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑇𝜈 таких, что

𝑀(|𝑧0|, 𝑓) = |𝑓(𝑧0)|.
Тогда существует функция 𝑓0(𝑧) ∈ 𝑇𝜈(𝑟0) такая, что

𝑀(𝑟0, 𝑓0) = sup
𝑓∈𝑇𝜈(𝑟0)

𝑀(𝑟0, 𝑓).

Замечание 3.1. В лемме 3.1 и в лемме 3.2 можно вместо класса 𝑇𝜈(𝑟0) рассматри-
вать класс функций 𝑇 *

𝜈 (𝑟0) = {𝑓 ∈ 𝑇𝜈 : 𝑀(|𝑧0|, 𝑓) = 𝑓(𝑧0)} (это множество не пусто для
любого 𝑧0 ̸= 0). В этом случае утверждения леммы 3.1 и леммы 3.2 остаются верны.
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