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О ВЗАИМОСВЯЗИ ВАРИАЦИОННЫХ СИММЕТРИЙ

С АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ СТРУКТУРАМИ

С.А. БУДОЧКИНА

Аннотация. В работе изложен достаточно общий подход к выявлению взаимосвязи
между симметриями 𝐵𝑢-потенциалов (вариационными симметриями) и алгебраически-
ми структурами (Ли-допустимыми алгебрами и алгебрами Ли). Для этого в простран-
стве генераторов симметрий функционалов определены такие билинейные операции,
как (S,T)-произведение, G-коммутатор, коммутатор. В первой части работы с целью
полноты изложения приведены необходимые сведения о 𝐵𝑢-потенциальных операто-
рах, инвариантных функционалах и вариационных симметриях. Во второй части по-
лучены условия, при которых (S,T)-произведение, G-коммутатор, коммутатор генера-
торов симметрий 𝐵𝑢-потенциалов также являются их генераторами симметрий. Дока-
зано, что при выполнении некоторых условий (S,T)-произведение превращает линей-
ное пространство генераторов симметрий 𝐵𝑢-потенциалов в Ли-допустимую алгебру,
а G-коммутатор, коммутатор – в алгебру Ли. Как следствие, аналогичные результаты
получены для генераторов симметрий потенциалов (𝐵𝑢 ≡ 𝐼 – тождественный опера-
тор). Кроме того, установлена связь симметрий функционалов с алгебрами Ли в слу-
чае бипотенциальности их градиентов. Теоретические результаты проиллюстрированы
примерами.
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1. Введение

Симметрии и первые интегралы играют важную роль в математике, механике, физике.
После работы [1] широкий интерес к исследованию симметрийных свойств и нахожде-
нию законов сохранения связан с фундаментальными монографиями [2], [3]. Для решения
задачи нахождения первых интегралов с помощью вариационных симметрий требуется
исследовать вопрос о существовании функционала действия, т.е. решить обратную задачу
вариационного исчисления, в том числе и для уравнений с непотенциальными операто-
рами. Построению прямых и косвенных вариационных формулировок различных типов
уравнений и их систем посвящены, например, работы [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12].
В работах [13], [14] установлена связь симметрий эйлеровых и неэйлеровых функционалов
с первыми интегралами соответствующих уравнений движения. Разработанные в [15], [16]
методы исследования симметрийных свойств операторных уравнений со второй производ-
ной по времени позволяют находить их первые интегралы, причем и в случае непотенци-
альности операторов этих уравнений. В монографии [17] показано, что симметрии эйле-
ровых функционалов являются также симметриями соответствующих уравнений Эйлера-
Лагранжа. В работах [18], [19] получены аналогичные результаты в общем случае для
неэйлеровых функционалов, которым соответствуют уравнения с квазипотенциальными
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операторами. Хорошо известна роль алгебраических структур, связанных с уравнения-
ми движения, в механике конечномерных и бесконечномерных систем [6], [7], [17], [20],
[21], [22], [23]. В работе [7] исследована инвариантность до дивергенции обобщенного дей-
ствия по Пфаффу, получена формула для нахождения первых интегралов операторного
уравнения Биркгофа и доказано, что генераторы дивергентных симметрий функционала
образуют алгебру Ли относительно коммутатора. Эти исследования были продолжены в
работах [13], [14], [18], [19]. Кроме того, в работе [24] получены условия, при которых
(S,T)-произведение, G-коммутатор, коммутатор генераторов симметрий операторных
уравнений также являются их генераторами симметрий, и установлена связь симметрий
операторных уравнений с Ли-допустимыми алгебрами и алгебрами Ли.
В связи с изложенным выше естественным образом возникает задача установления вза-

имосвязи вариационных симметрий с алгебраическими структурами (Ли-допустимыми
алгебрами и алгебрами Ли). Этому и посвящена настоящая работа.
Ниже будем следовать обозначениям и терминологии работ [6], [19], [24].

2. Необходимые определения и теоремы

В дальнейшем нам потребуются следующие определения и теоремы.
Пусть 𝑈 , 𝑉 – линейные нормированные пространства над полем действительных

чисел R.

Определение 2.1 ( [6]). Оператор 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊂ 𝑈 → 𝑉 называется 𝐵𝑢- потенци-
альным на множестве 𝐷(𝑁) относительно билинейной формы Φ : 𝑉 × 𝑉 → R, если
существуют линейный оператор 𝐵𝑢 : 𝐷(𝐵𝑢) ⊂ 𝑉 → 𝑉 и дифференцируемый по Гато
функционал 𝐹𝑁 : 𝐷(𝐹𝑁) = 𝐷(𝑁) → R такие, что

𝛿𝐹𝑁 [𝑢, ℎ] = Φ(𝑁(𝑢), 𝐵𝑢ℎ) ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢),

где 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢) = 𝐷(𝑁 ′

𝑢) ∩𝐷(𝐵𝑢).

Функционал 𝐹𝑁 называется 𝐵𝑢-потенциалом оператора 𝑁 , а 𝑁 – 𝐵𝑢-градиентом функ-
ционала 𝐹𝑁 .

Теорема 2.1 ( [6]). Пусть дифференцируемый по Гато оператор 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊂ 𝑈 → 𝑉
и билинейная форма Φ : 𝑉 × 𝑉 → R такие, что для любых фиксированных элементов
𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), 𝑔, ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) функция 𝜀 → Φ(𝑁(𝑢+ 𝜀ℎ), 𝐵𝑢𝑔) является непрерывно диффе-
ренцируемой на отрезке [0,1]. Тогда для 𝐵𝑢-потенциальности оператора 𝑁 в односвязной
области 𝐷(𝑁) относительно рассматриваемой билинейной формы необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось условие

Φ(𝑁 ′
𝑢ℎ,𝐵𝑢𝑔) + Φ(𝑁(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑔;ℎ)) = Φ(𝑁 ′
𝑢𝑔,𝐵𝑢ℎ) + Φ(𝑁(𝑢), 𝐵′

𝑢(ℎ; 𝑔)) (2.1)

∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ 𝑔, ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢).

При этом 𝐵𝑢-потенциал 𝐹𝑁 определяется формулой

𝐹𝑁 [𝑢] =

1∫︁
0

Φ(𝑁(𝑢̃(𝜆)), 𝐵𝑢̃(𝜆)(𝑢− 𝑢0)) 𝑑𝜆+ 𝐹𝑁 [𝑢0], (2.2)

где 𝑢̃(𝜆) = 𝑢0 + 𝜆(𝑢− 𝑢0), 𝑢0 – фиксированный элемент из 𝐷(𝑁).

Если 𝐵𝑢 ≡ 𝐼 – тождественный оператор, то функционал (2.2) принимает вид

𝐹𝑁 [𝑢] =

1∫︁
0

Φ(𝑁(𝑢̃(𝜆)), 𝑢− 𝑢0) 𝑑𝜆+ 𝐹𝑁 [𝑢0]. (2.3)
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Рассмотрим на 𝐷(𝑁) бесконечно малое преобразование, определяемое формулой

𝑢 = 𝑢+ 𝜀𝑆(𝑢). (2.4)

Оператор 𝑆 называется генератором преобразования.

Определение 2.2 ( [19]). Функционал (2.2) называется инвариантным относитель-
но преобразования (2.4), если

𝐹𝑁 [𝑢+ 𝜀𝑆(𝑢)] = 𝐹𝑁 [𝑢] + 𝑟(𝑢, 𝜀𝑆(𝑢)) ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), (2.5)

причем

lim
𝜀→0

𝑟(𝑢, 𝜀𝑆(𝑢))

𝜀
= 0.

Отметим, что в этом случае преобразование (2.4) называется симметрией функциона-
ла (2.2), а оператор 𝑆 – генератором симметрии. Симметрии функционалов называются
также вариационными симметриями.

Определение 2.3 ( [19]). Оператор 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊂ 𝑈 → 𝑉 называется квази-𝐵𝑢-
потенциальным на множестве 𝐷(𝑁) относительно билинейной формы Φ : 𝑉 × 𝑉 → R,
если существуют линейный оператор 𝐵𝑢 : 𝐷(𝐵𝑢) ⊂ 𝑉 → 𝑉 , дифференцируемый по Гато
функционал 𝐹 : 𝐷(𝐹 ) = 𝐷(𝑁) → R и плотность не-𝐵𝑢-потенциальной силы Λ(𝑢) такие,
что

𝛿𝐹 [𝑢, ℎ] + Φ(Λ(𝑢), 𝐵𝑢ℎ) = Φ(𝑁(𝑢), 𝐵𝑢ℎ) ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢).

Пусть оператор 𝑁 уравнения

𝑁(𝑢) = 0 (2.6)

является квази-𝐵𝑢-потенциальным на 𝐷(𝑁) относительно непрерывной невырожденной
билинейной формы Φ : 𝑉 × 𝑉 → R.
Это означает, что оператор 𝑁̃ = 𝑁 − Λ является 𝐵𝑢-потенциальным на 𝐷(𝑁) относи-

тельно Φ.
Тогда соответствующий функционал имеет вид

𝐹 [𝑢] =

1∫︁
0

Φ(𝑁̃(𝑢̃(𝜆)), 𝐵𝑢̃(𝜆)(𝑢− 𝑢0)) 𝑑𝜆+ 𝐹 [𝑢0]. (2.7)

Теорема 2.2 ( [19]). Преобразование (2.4) является симметрией функционала (2.7) на
𝐷(𝑁) тогда и только тогда, когда

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵𝑢𝑆(𝑢)) = 0 ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁). (2.8)

Следуя [6], обозначим через 𝐴(𝑈) линейное пространство операторов (с обычным опре-
делением операций сложения операторов и умножения на число из поля R), отображаю-
щих 𝑈 в 𝑈 , и определим (S,T)-произведение двух операторов

(𝑆1, 𝑆2)(𝑢) = 𝑆 ′
1𝑢S𝑢𝑆2(𝑢) − 𝑆 ′

2𝑢T𝑢𝑆1(𝑢), (2.9)

G-коммутатор

[𝑆1, 𝑆2]G(𝑢) = 𝑆 ′
1𝑢G𝑢𝑆2(𝑢) − 𝑆 ′

2𝑢G𝑢𝑆1(𝑢) (2.10)

и коммутатор

[𝑆1, 𝑆2](𝑢) = 𝑆 ′
1𝑢𝑆2(𝑢) − 𝑆 ′

2𝑢𝑆1(𝑢). (2.11)

В [6] доказано, что линейное пространство 𝐴(𝑈) является алгеброй над полем R отно-
сительно (S,T)-произведения. Эта алгебра обозначена через ⟨𝐴(𝑈); (S,T)⟩.
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Теорема 2.3 ( [6]). Если линейные операторы S𝑢 : 𝑈 → 𝑈 и T𝑢 : 𝑈 → 𝑈 такие, что
выполняется условие

G̃′
𝑢(𝑣; G̃𝑢ℎ) = G̃′

𝑢(ℎ; G̃𝑢𝑣) ∀ ℎ, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈,

где G̃𝑢 ≡ S𝑢 + T𝑢, то алгебра ⟨𝐴(𝑈); (S,T)⟩ является Ли-допустимой алгеброй.

3. Вариационные симметрии и Ли-допустимые алгебры

Теорема 3.1. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (2.7), существуют
операторы S𝑢,T𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢) такие, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢)
выполнено условие

Φ(𝑁̃ ′
𝑢S𝑢ℎ,𝐵𝑢𝑣) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑣; S𝑢ℎ)) = Φ(𝑁̃ ′
𝑢T𝑢𝑣,𝐵𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(ℎ;T𝑢𝑣)), (3.1)

то (S,T)-произведение (2.9) также является генератором симметрии этого функцио-
нала.

Доказательство. Имеем

Φ(𝑁̃(𝑢+ 𝜀T𝑢𝑆1(𝑢)), 𝐵𝑢+𝜀T𝑢𝑆1(𝑢)𝑆2(𝑢+ 𝜀T𝑢𝑆1(𝑢))) = 0 ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁),

или

Φ(𝑁̃ ′
𝑢T𝑢𝑆1(𝑢), 𝐵𝑢𝑆2(𝑢)) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑆2(𝑢);T𝑢𝑆1(𝑢))) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵𝑢𝑆
′
2𝑢T𝑢𝑆1(𝑢)) = 0.

Аналогично

Φ(𝑁̃ ′
𝑢S𝑢𝑆2(𝑢), 𝐵𝑢𝑆1(𝑢)) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑆1(𝑢); S𝑢𝑆2(𝑢))) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵𝑢𝑆
′
1𝑢S𝑢𝑆2(𝑢)) = 0.

Вычитая из второго равенства первое и учитывая условие (3.1), получаем

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵𝑢(𝑆1, 𝑆2)(𝑢)) = 0.

Таким образом, (S,T)-произведение (2.9) также является генератором симметрии функ-
ционала (2.7) (см. теорему 2.2).

Теорема 3.2. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (2.7), существуют
операторы S𝑢,T𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢) такие, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢)
выполнены условия

Φ(𝑁̃ ′
𝑢S𝑢ℎ,𝐵𝑢𝑣) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑣; S𝑢ℎ)) = Φ(𝑁̃ ′
𝑢T𝑢𝑣,𝐵𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(ℎ;T𝑢𝑣)), (3.2)

G̃′
𝑢(𝑣; G̃𝑢ℎ) = G̃′

𝑢(ℎ; G̃𝑢𝑣), (3.3)

где G̃𝑢 ≡ S𝑢+T𝑢, то генераторы симметрий функционала (2.7) образуют Ли-допустимую
алгебру относительно (S,T)-произведения (2.9).

Доказательство. Это следует из теорем 3.1 и 2.3.

Пусть 𝐵𝑢 ≡ 𝐼 – тождественный оператор. В этом случае функционал (2.7) принимает
вид

𝐹 [𝑢] =

1∫︁
0

Φ(𝑁̃(𝑢̃(𝜆)), 𝑢− 𝑢0) 𝑑𝜆+ 𝐹 [𝑢0], (3.4)

а теоремы 3.1 и 3.2 формулируются следующим образом.
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Теорема 3.3. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (3.4), существуют
операторы S𝑢,T𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢) такие, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢) выполнено
условие

Φ(𝑁̃ ′
𝑢S𝑢ℎ, 𝑣) = Φ(𝑁̃ ′

𝑢T𝑢𝑣, ℎ), (3.5)

то (S,T)-произведение (2.9) также является генератором симметрии этого функцио-
нала.

Теорема 3.4. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (3.4), существуют
операторы S𝑢,T𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢) такие, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢) выполнены
условия

Φ(𝑁̃ ′
𝑢S𝑢ℎ, 𝑣) = Φ(𝑁̃ ′

𝑢T𝑢𝑣, ℎ), (3.6)

G̃′
𝑢(𝑣; G̃𝑢ℎ) = G̃′

𝑢(ℎ; G̃𝑢𝑣), (3.7)

где G̃𝑢 ≡ S𝑢+T𝑢, то генераторы симметрий функционала (3.4) образуют Ли-допустимую
алгебру относительно (S,T)-произведения (2.9).

4. Вариационные симметрии и алгебры Ли

Теорема 4.1. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (2.7), существует
оператор G𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢) такой, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) выпол-
нено условие

Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢ℎ,𝐵𝑢𝑣) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑣;G𝑢ℎ)) = Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢𝑣,𝐵𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(ℎ;G𝑢𝑣)), (4.1)

то G-коммутатор (2.10) также является генератором симметрии этого функционала.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3.1 при G𝑢 ≡ S𝑢 = T𝑢.

Теорема 4.2. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (2.7), существует
оператор G𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵𝑢) такой, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵𝑢) выпол-
нены условия

Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢ℎ,𝐵𝑢𝑣) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(𝑣;G𝑢ℎ)) = Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢𝑣,𝐵𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

𝑢(ℎ;G𝑢𝑣)), (4.2)

G′
𝑢(𝑣;G𝑢ℎ) = G′

𝑢(ℎ;G𝑢𝑣), (4.3)

то генераторы симметрий функционала (2.7) образуют алгебру Ли относительно
G-коммутатора (2.10).

Доказательство. Это следует из теорем 4.1 и 2.3.

Теорема 4.3. Если оператор 𝑁 уравнения (2.6) является квази-𝐵𝑖𝑢-потенциальным
(𝑖 = 1, 2) на 𝐷(𝑁) относительно непрерывной невырожденной билинейной формы
Φ : 𝑉 × 𝑉 → R, то есть оператор 𝑁̃ = 𝑁 − Λ является бипотенциальным, 𝑆1,
𝑆2 – генераторы симметрий функционала (2.7) при 𝐵𝑢 = 𝐵1𝑢, ∃ 𝐵−1

1𝑢 и ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁),
∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢, 𝐵1𝑢, 𝐵2𝑢) выполняется условие

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G
′
𝑢(𝑣;ℎ) −𝐵1𝑢G

′
𝑢(ℎ; 𝑣)) = 0, (4.4)

где G𝑢 = 𝐵−1
1𝑢 𝐵2𝑢, то G-коммутатор (2.10) также является генератором симметрии

функционала (2.7). Если, кроме того, ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢, 𝐵1𝑢, 𝐵2𝑢)

G′
𝑢(𝑣;G𝑢ℎ) = G′

𝑢(ℎ;G𝑢𝑣), (4.5)

то генераторы симметрий функционала (2.7) образуют алгебру Ли относительно
G-коммутатора (2.10).
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Доказательство. По формуле (2.1) получаем

Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢ℎ,𝐵1𝑢𝑣) + Φ(𝑁̃(𝑢),𝐵′

1𝑢(𝑣;G𝑢ℎ)) = Φ(𝑁̃ ′
𝑢𝑣,𝐵1𝑢G𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(G𝑢ℎ; 𝑣))

=Φ(𝑁̃ ′
𝑢𝑣,𝐵2𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(G𝑢ℎ; 𝑣))

=Φ(𝑁̃ ′
𝑢ℎ,𝐵2𝑢𝑣) − Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

2𝑢(ℎ; 𝑣))

+ Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′
2𝑢(𝑣;ℎ)) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(G𝑢ℎ; 𝑣))

=Φ(𝑁̃ ′
𝑢ℎ,𝐵1𝑢G𝑢𝑣) − Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(G𝑢ℎ; 𝑣))

− Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G
′
𝑢(ℎ; 𝑣)) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(G𝑢𝑣;ℎ))

+ Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G
′
𝑢(𝑣;ℎ)) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(G𝑢ℎ; 𝑣))

=Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢𝑣,𝐵1𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(ℎ;G𝑢𝑣))

− Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′
1𝑢(G𝑢𝑣;ℎ)) − Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G

′
𝑢(ℎ; 𝑣))

+ Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′
1𝑢(G𝑢𝑣;ℎ)) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G

′
𝑢(𝑣;ℎ))

=Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢𝑣,𝐵1𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(ℎ;G𝑢𝑣))

+ Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G
′
𝑢(𝑣;ℎ)) − Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑢G

′
𝑢(ℎ; 𝑣)).

(4.6)

С учетом условия (4.4) равенство (4.6) примет вид

Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢ℎ,𝐵1𝑢𝑣) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(𝑣;G𝑢ℎ)) = Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢𝑣,𝐵1𝑢ℎ) + Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵′

1𝑢(ℎ;G𝑢𝑣)).

Следовательно, условие (4.1) выполнено, поэтому по теореме 4.1 G-коммутатор (2.10) яв-
ляется генератором симметрии функционала (2.7). Если, кроме того, выполнено условие
(4.5), то по теореме 4.2 генераторы симметрий функционала (2.7) образуют алгебру Ли
относительно G-коммутатора (2.10).

Теорема 4.4. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (2.7), то их комму-
татор (2.11) также является генератором симметрии этого функционала.

Доказательство. Это следует из теоремы 4.1. Отметим, что G𝑢 ≡ 𝐼, где 𝐼 – тождествен-
ный оператор, поэтому условие (4.1) выполняется, так как в данном случае оно является
условием квази-𝐵𝑢-потенциальности оператора 𝑁 уравнения (2.6).

Теорема 4.5. Генераторы симметрий функционала (2.7) образуют алгебру Ли отно-
сительно операции (2.11).

Доказательство. Это следует из теорем 4.2 и 4.4. В данном случае G′
𝑢 есть нулевой опе-

ратор, поэтому условие (4.3) выполняется тождественно.

Таким образом, в определенных случаях теоремы 3.1, 4.1 и 4.4 могут быть использованы
для построения симметрий функционала (2.7) по известным хотя бы двум генераторам
симметрий.

Пусть 𝐵𝑢 ≡ 𝐼 – тождественный оператор. В этом случае функционал (2.7) принимает
вид (3.4), а теоремы 4.1, 4.2, 4.4, 4.5 формулируются следующим образом.

Теорема 4.6. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (3.4), существует
оператор G𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢) такой, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢) выполнено условие

Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢ℎ, 𝑣) = Φ(𝑁̃ ′

𝑢G𝑢𝑣, ℎ), (4.7)

то G-коммутатор (2.10) также является генератором симметрии этого функционала.
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Теорема 4.7. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (3.4), существует
оператор G𝑢 : 𝐷(𝑁 ′

𝑢) → 𝐷(𝑁 ′
𝑢) такой, что ∀ 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ ℎ, 𝑣 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢) выполнены условия

Φ(𝑁̃ ′
𝑢G𝑢ℎ, 𝑣) = Φ(𝑁̃ ′

𝑢G𝑢𝑣, ℎ), (4.8)

G′
𝑢(𝑣;G𝑢ℎ) = G′

𝑢(ℎ;G𝑢𝑣), (4.9)

то генераторы симметрий функционала (3.4) образуют алгебру Ли относительно
G-коммутатора (2.10).

Теорема 4.8. Если 𝑆1, 𝑆2 – генераторы симметрий функционала (3.4), то их комму-
татор (2.11) также является генератором симметрии этого функционала.

Теорема 4.9. Генераторы симметрий функционала (3.4) образуют алгебру Ли отно-
сительно операции (2.11).

5. Примеры

1. Рассмотрим уравнение

𝑁(𝑢) ≡ 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Q = (𝑎, 𝑏) × (𝑡0, 𝑡1). (5.1)

Положим

𝐷(𝑁) =
{︀
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶∞(Q) : 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙1(𝑥), 𝑢|𝑡=𝑡1 = 𝜙2(𝑥) (𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)),

𝑢|𝑥=𝑎 = 𝜓1(𝑡), 𝑢|𝑥=𝑏 = 𝜓2(𝑡) (𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1))} ,
(5.2)

где 𝜙𝑖 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝜓𝑖 ∈ 𝐶[𝑡0, 𝑡1], 𝑖 = 1, 2. Отметим, что оператор 𝑁 из (5.1) является квази-
потенциальным на множестве 𝐷(𝑁) (5.2) относительно классической билинейной формы

Φ(𝑣, 𝑔) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝑣(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡.

В данном случае

𝑁̃(𝑢) = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥, Λ(𝑢) = 𝑢𝑥.

Соответствующий функционал имеет вид

𝐹 [𝑢] = −1

2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︀
𝑢2𝑡 − 𝑢2𝑥

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑡. (5.3)

Будем предполагать, что 𝑢𝑥 ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢) и 𝑢𝑡 ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢).
Операторы 𝑆1 = 𝐷𝑥 и 𝑆2 = 𝐷𝑡 являются генераторами симметрий функционала (5.3).

Это следует из теоремы 2.2 при 𝐵𝑢 ≡ 𝐼 – тождественный оператор, так как

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝑆1(𝑢)) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︂
−𝑢𝑡𝑢𝑡𝑥 −

1

2
𝐷𝑥

(︀
𝑢2𝑥
)︀)︂

𝑑𝑥𝑑𝑡

=

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︂
−1

2
𝐷𝑥

(︀
𝑢2𝑡
)︀
− 1

2
𝐷𝑥

(︀
𝑢2𝑥
)︀)︂

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

и

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝑆2(𝑢)) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︂
1

2
𝐷𝑡

(︀
𝑢2𝑡
)︀

+ 𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑡
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=

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︂
1

2
𝐷𝑡

(︀
𝑢2𝑡
)︀

+
1

2
𝐷𝑡

(︀
𝑢2𝑥
)︀)︂

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0.

Предположим также, что

𝜕𝑖+1𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢), 𝑖 ∈ N.

Условие (3.5) выполняется при S𝑢 ≡ S = 𝐷𝑥 и T𝑢 ≡ T = −𝐷𝑥. Действительно,

Φ(𝑁̃ ′
𝑢Sℎ, 𝑣) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(𝐷𝑡𝑡 −𝐷𝑥𝑥)ℎ𝑥 · 𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡

=

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(ℎ𝑡𝑡𝑥 − ℎ𝑥𝑥𝑥) 𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡 = −
𝑡1∫︁

𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(𝑣𝑡𝑡𝑥 − 𝑣𝑥𝑥𝑥)ℎ𝑑𝑥𝑑𝑡

= −
𝑡1∫︁

𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(𝐷𝑡𝑡 −𝐷𝑥𝑥) 𝑣𝑥 · ℎ𝑑𝑥𝑑𝑡 = Φ(𝑁̃ ′
𝑢T𝑣, ℎ).

Тогда по теореме 3.3 (S,T)-произведение генераторов 𝑆1 и 𝑆2

(𝑆1, 𝑆2)(𝑢) = 𝑆 ′
1𝑢S𝑆2(𝑢) − 𝑆 ′

2𝑢T𝑆1(𝑢) = 𝐷𝑥𝐷𝑥𝑢𝑡 −𝐷𝑡(−𝐷𝑥)𝑢𝑥 = 2𝑢𝑡𝑥𝑥

является генератором симметрии функционала (5.3).

В данном случае G̃𝑢 ≡ S+T = 𝐷𝑥−𝐷𝑥 = 0, поэтому условие (3.7) также выполнено. По
теореме 3.4 генераторы симметрий функционала (5.3) образуют Ли-допустимую алгебру
относительно (S,T)-произведения

(𝑆1, 𝑆2)(𝑢) = 𝑆 ′
1𝑢𝐷𝑥𝑆2(𝑢) + 𝑆 ′

2𝑢𝐷𝑥𝑆1(𝑢).

2. Рассмотрим уравнение

𝑁(𝑢) ≡ 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2𝑥 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Q = (𝑎, 𝑏) × (𝑡0, 𝑡1). (5.4)

Положим

𝐷(𝑁) =
{︀
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶∞(Q) : 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙1(𝑥), 𝑢|𝑡=𝑡1 = 𝜙2(𝑥) (𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)),

𝑢|𝑥=𝑎 = 0, 𝑢|𝑥=𝑏 = 0} ,
(5.5)

где 𝜙𝑖 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1, 2.
Отметим, что оператор 𝑁 вида (5.4) является квази-𝐵1𝑢-потенциальным на множестве

𝐷(𝑁) (5.5) относительно классической билинейной формы

Φ(𝑣, 𝑔) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝑣(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡. (5.6)

В данном случае

𝑁̃(𝑢) = 𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2𝑥, Λ(𝑢) = 𝑢𝑡, 𝐵1𝑢 ≡ 𝐵1 = 𝐷−1
𝑥 𝐷−1

𝑥 , (5.7)

где

𝐷−1
𝑥 𝑣(𝑥, 𝑡) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑣(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦.
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Соответствующий функционал имеет вид

𝐹 [𝑢] =
1

6

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝑢3𝑑𝑥𝑑𝑡. (5.8)

Оператор 𝑁̃ вида (5.7) является 𝐵2𝑢-потенциальным на множестве 𝐷(𝑁) (5.5) относитель-
но билинейной формы (5.6), где 𝐵2𝑢 = 𝑢𝐼, 𝐼 – тождественный оператор. Таким образом,
оператор 𝑁 (5.4) является квази-𝐵𝑖𝑢-потенциальным (𝑖 = 1, 2) на 𝐷(𝑁) (5.5) относительно
билинейной формы (5.6).
Операторы 𝑆1 = 𝐷𝑥 и 𝑆2(𝑢) = 𝑢𝑢𝑥 являются генераторами симметрий функционала

(5.8). Это следует из теоремы 2.2, так как

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑆1(𝑢)) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︀
𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2𝑥

)︀
𝐷−1

𝑥 𝐷−1
𝑥 𝑢𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 =

1

2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝐷𝑥𝑥𝑢
2 ·𝐷−1

𝑥 𝐷−1
𝑥 𝑢𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡

=
1

2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝑢2𝑢𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 =
1

6

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝐷𝑥𝑢
3𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

и

Φ(𝑁̃(𝑢), 𝐵1𝑆2(𝑢)) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

(︀
𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2𝑥

)︀
𝐷−1

𝑥 𝐷−1
𝑥 (𝑢𝑢𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

1

2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝐷𝑥𝑥𝑢
2 ·𝐷−1

𝑥 𝐷−1
𝑥 (𝑢𝑢𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡

=
1

2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝑢3𝑢𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡 =
1

8

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑏∫︁
𝑎

𝐷𝑥𝑢
4𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0.

Условие (4.4) выполняется, так как

G𝑢𝑣 = 𝐷𝑥𝑥 (𝑢𝑣) , G′
𝑢(𝑣;ℎ) = 𝐷𝑥𝑥 (𝑣ℎ)

и

𝐵1𝑢G
′
𝑢(𝑣;ℎ) −𝐵1𝑢G

′
𝑢(ℎ; 𝑣) = 𝐷−1

𝑥 𝐷−1
𝑥 (𝐷𝑥𝑥 (𝑣ℎ)) −𝐷−1

𝑥 𝐷−1
𝑥 (𝐷𝑥𝑥 (ℎ𝑣)) = 𝑣ℎ− ℎ𝑣 = 0.

Тогда по теореме 4.3 G-коммутатор

[𝑆1, 𝑆2]G(𝑢) =𝑆 ′
1𝑢G𝑢𝑆2(𝑢) − 𝑆 ′

2𝑢G𝑢𝑆1(𝑢)

=𝐷𝑥𝐷𝑥𝑥

(︀
𝑢2𝑢𝑥

)︀
− (𝑢𝑥𝐼 + 𝑢𝐷𝑥)𝐷𝑥𝑥 (𝑢𝑢𝑥)

=9𝑢𝑥𝑥𝑢
2
𝑥 + 3𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑢2𝑥𝑥

является генератором симметрии функционала (5.8).
Заметим, что условие (4.5) в данном случае не выполняется, так как

G′
𝑢(𝑣;G𝑢ℎ) = 𝐷𝑥𝑥 (𝑣𝐷𝑥𝑥 (𝑢ℎ)) , G′

𝑢(ℎ;G𝑢𝑣) = 𝐷𝑥𝑥 (ℎ𝐷𝑥𝑥 (𝑢𝑣)) .
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