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О НАКРЫВАЮЩИХ ОТОБРАЖЕНИЯХ В ОБОБЩЕННЫХ

МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ В ИССЛЕДОВАНИИ

НЕЯВНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Аннотация. Пусть на множестве 𝑋 ̸= ∅ задана метрика 𝜌𝑋 : 𝑋 × 𝑋 → [0,∞], а на
𝑌 ̸= ∅ — расстояние 𝑑𝑌 : 𝑌 × 𝑌 → [0,∞], удовлетворяющее только аксиоме тождества.
Для отображений 𝑋 → 𝑌 определены понятия накрывания и липшицевости. Сформу-
лированы условия существования решения 𝑥 ∈ 𝑋 уравнений вида 𝐹 (𝑥, 𝑥) = 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌,
с отображением 𝐹 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑌, являющимся накрывающим по одному из аргументов
и липшицевым по другому. Полученное утверждение применено для исследования раз-
решимости функционального уравнения с отклоняющимся аргументом и задачи Коши
для неявного дифференциального уравнения. Для этого исследования на пространстве
𝑆 измеримых по (Лебегу) функций 𝑧 : [0, 1] → R определено расстояние

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = vrai sup
𝑡∈[0,1]

𝜃(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)), 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆,

где для непрерывной функции 𝜃 : R × R → [0,∞) выполнено 𝜃(𝑧1, 𝑧2) = 0 тогда и
только тогда, когда 𝑧1 = 𝑧2.
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1. Введение

Результаты об операторных уравнениях с отображениями, действующими в метриче-
ских пространствах, широко используются для исследования различных функциональ-
ных уравнений. В частности, результаты о накрывающих отображениях метрических
пространств позволили рассмотреть некоторые классы интегральных уравнений (см. [1]),
неявных дифференциальных уравнений (см. [2]), к которым не удавалось применить тео-
ремы о неподвижной точке. Для неявных дифференциальных уравнений такими метода-
ми были получены условия существования, оценки, условия непрерывной зависимости от
параметров решений задачи Коши (см. [3]), краевых задач (см. [4]) и задач управления
(см. [5], [6]).
Результаты о накрывающих отображениях в недавних исследованиях (см. [7], [8])

были обобщены на пространства, в которых ослаблены “классические свойства” метрик.
В работах [9], [10] было распространено понятие множества накрывания на отображения,
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действующие из метрического пространства в множество, на котором определено рассто-
яние, удовлетворяющее лишь аксиоме тождества, и с использованием этого множества
получены условия разрешимости операторных уравнений. Здесь этот результат распро-
страняется на случай, когда метрика и расстояние могут принимать значение ∞. Такое
обобщение позволило применить результаты об операторном уравнении к исследованию
функционального уравнения с отклоняющимся аргументом в пространстве измеримых по
Лебегу функций, а также к неявному дифференциальному уравнению.
Изложение строится следующим образом. В следующем разделе 2 приведены необходи-

мые в нашем исследовании сведения о пространствах с расстоянием, определены «ослаб-
ленные свойства» замкнутости, накрывания и липшицевости для отображений, действу-
ющих из пространства с ∞-метрикой в пространство с расстоянием, и сформулирована
теорема 2.1 о существовании решения операторного уравнения. В разделе 3 мы определяем
расстояние в пространстве измеримых по Лебегу функций, в этом пространстве исследуем
«множества накрывания и липшицевости» оператора Немыцкого, затем применяем полу-
ченные результаты к исследованию функционального уравнения с отклоняющимся аргу-
ментом. В разделе 4 аналогичными методами получены условия существования решения
задачи Коши для неявного дифференциального уравнения.

2. Основные понятия

Обозначим R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞]. Пусть задано пространство 𝑋 = (𝑋, 𝜌) с ∞-
метрикой 𝜌 : 𝑋×𝑋 → R+ (далее будем называть это отображение метрикой, а простран-
ство 𝑋 метрическим). Обозначим 𝐵𝑋(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜌(𝑥, 𝑥0) 6 𝑟} — замкнутый шар в
𝑋 с центром в точке 𝑥0 ∈ 𝑋 радиуса 𝑟 ∈ (0,∞]. Пусть также задано непустое множество
𝑌, на котором определено расстояние — отображение 𝑑 : 𝑌 × 𝑌 → R+, удовлетворяющее
условию

∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 𝑑(𝑦1, 𝑦2) = 0 ⇔ 𝑦1 = 𝑦2.

В пространстве 𝑌 определим понятие сходимости последовательности {𝑦𝑖} ⊂ 𝑌 к эле-
менту 𝑦 ∈ 𝑌 при 𝑖 → ∞ соотношением

𝑦𝑖 → 𝑦 ⇔ 𝑑(𝑦𝑖, 𝑦) → 0.

Отметим, что при такой сходимости предел 𝑦 не обязан быть единственным, а «симмет-
ричная» числовая последовательность 𝑑(𝑦, 𝑦𝑖) может не сходиться к 0.
Для отображений, действующих из 𝑋 в 𝑌, пользуемся следующими «обычными» опре-

делениями. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называем непрерывным в точке 𝑥 ∈ 𝑋, если для лю-
бой сходящейся к 𝑥 последовательности {𝑥𝑖} ⊂ 𝑋 выполнено 𝑓(𝑥𝑖) → 𝑓(𝑥). Отображение
𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называем замкнутым в точке 𝑥 ∈ 𝑋, если из сходимости к 𝑥 последователь-
ности {𝑥𝑖} ⊂ 𝑋 и существования 𝑦 ∈ 𝑌 такого, что 𝑓(𝑥𝑖) → 𝑦 следует равенство 𝑓(𝑥) = 𝑦.
Отображение, непрерывное (замкнутое) во всех точках, называем непрерывным (замкну-
тым). Отметим, что в отличие от случая метрических пространств из непрерывности
отображения, не следует его замкнутость.
Формально переносим на отображения рассматриваемых пространств следующие опре-

деления, известные для «обычных метрических’» пространств (см. [11]).

Определение 2.1. Пусть 𝛼 > 0. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называем 𝛼-накрывающим,
если выполнено соотношение

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑦 ∈ 𝑌 ∃𝑢 ∈ 𝑋 𝑓(𝑢) = 𝑦, 𝜌𝑋(𝑥, 𝑢) 6
1

𝛼
𝑑
(︀
𝑓(𝑥), 𝑦

)︀
.

Определение 2.2. Пусть 𝛽 > 0. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называем 𝛽-липшицевым
на множестве 𝑈 ⊂ 𝑋, если выполнено соотношение

∀𝑥, 𝑢 ∈ 𝑈 𝑑
(︀
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑢)

)︀
6 𝛽𝜌(𝑥, 𝑢).
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Если здесь 𝑈 = 𝑋, то отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называют 𝛽-липшицевым.

Определим “ослабленные свойства” замкнутости, накрывания и липшицевости отобра-
жения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌. Пусть задано множество 𝑈 ⊂ 𝑋. Определим множества:

Cl[𝑓 ;𝑈 ] :=
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | ∀{𝑥𝑛} ⊂ 𝑈 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑦
}︀

;

Cov𝛼[𝑓 ;𝑈 ] :=
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | ∃𝑢 ∈ 𝑈 𝑓(𝑢) = 𝑦, 𝜌(𝑥, 𝑢) 6 𝛼−1𝑑(𝑓(𝑥), 𝑦), 𝜌(𝑥, 𝑢) < ∞
}︀

;

Lip𝛽[𝑓 ;𝑈 ] :=
{︀

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | ∀𝑢 ∈ 𝑈 𝑓(𝑢) = 𝑦 ⇒ 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑦) 6 𝛽𝜌(𝑥, 𝑢)
}︀
.

В случае когда 𝑈 = 𝑋, а метрика 𝜌 и расстояние 𝑑 имеют значения в R+, такие «множества
замкнутости, накрывания и липшицевости» введены в [10].
Очевидно, соотношение Cl[𝑓 ;𝑋] = 𝑋 × 𝑌 равносильно тому, что отображение 𝑓 за-

мкнуто, соотношение Cov𝛼[𝑓 ;𝑋] = 𝑋 ×𝑌 означает, что отображение 𝑓 является 𝛼-накры-
вающим, а соотношение Lip𝛽[𝑓 ;𝑋] = 𝑋 × 𝑌 справедливо тогда и только тогда, когда 𝑓
липшицево с коэффициентом 𝛽.
Пусть задано отображение 𝐹 : 𝑋 × 𝑋 → 𝑌 и элемент ̂︀𝑦 ∈ 𝑌 . Определим отображение

𝐺 : 𝑋 → 𝑌 равенством 𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑥, 𝑥) и рассмотрим уравнение

𝐺(𝑥) = ̂︀𝑦, (2.1)

относительно 𝑥 ∈ 𝑋. Сформулируем необходимое для нашего исследования утверждение
о разрешимости уравнения (2.1), аналогичное теореме 2 из [10].

Теорема 2.1. Пусть метрическое пространство 𝑋 полное и заданы 𝛼 > 𝛽 > 0, 𝑥0 ∈ 𝑋
такие, что 𝑑

(︀
𝐹 (𝑥0, 𝑥0), ̂︀𝑦)︀ < ∞. Определим

𝑅 := (𝛼− 𝛽)−1𝑑
(︀
𝐹 (𝑥0, 𝑥0), ̂︀𝑦)︀, 𝑈 := 𝐵𝑋(𝑥0, 𝑅)

и предположим, что для любого 𝑥 ∈ 𝑈 выполнены включения

(𝑥, ̂︀𝑦) ∈ Cov𝛼[𝐹 (·, 𝑥);𝑋], (𝑥, ̂︀𝑦) ∈ Lip𝛽[𝐹 (𝑥, ·);𝑈 ], (𝑥, ̂︀𝑦) ∈ Cl[𝐺;𝑈 ].

Тогда в шаре 𝑈 существует решение уравнения (2.1).

Отметим, что в аналогичной теореме 2 из [10] предполагалось, что метрика 𝜌 и рассто-
яние 𝑑 имеют значения в R+ и использовались более ограничительные определения «мно-
жеств замкнутости, накрывания и липшицевости» (соответствующие случаю 𝑈 = 𝑋). Тем
не менее, для рассматриваемых здесь отображений 𝜌 и 𝑑, действующих в R+, и принятых
здесь определений соответствующих множеств доказательство не отличается от [10], по-
этому доказательство мы не приводим.

3. Функциональные уравнения в пространстве измеримых функций

Пусть 𝜏 > 0. Обозначим меру Лебега на [0, 𝜏 ] через 𝜇, а через S = S([0, 𝜏 ],R) — про-
странство измеримых по (Лебегу) функций 𝑢 : [0, 𝜏 ] → R. Выделим в S подмножество S+

неотрицательных функций. Определим в пространстве S расстояние следующим образом.
Пусть задана функция 𝜃 : R× R → R+. Будем предполагать, что выполнено условие
(𝒜) функция 𝜃 непрерывна по каждому аргументу, 𝜃(𝑧, 𝑧) = 0 при любом 𝑧 ∈ R и

имеет место соотношение

∀𝛿 > 0 ∃𝛾 > 0 ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ R |𝑧1 − 𝑧2| > 𝛿 ⇒ 𝜃(𝑧1, 𝑧2) > 𝛾. (3.1)

Зададим отображение 𝑑 𝜃 : S× S → R+ соотношением

𝑑 𝜃(𝑧1, 𝑧2) = vrai sup
𝑡∈[0,𝜏 ]

𝜃(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) 𝑧1, 𝑧2 ∈ S. (3.2)

(здесь композиция 𝜃(𝑧1(·), 𝑧2(·)) является измеримой функцией вследствие непрерывно-
сти по каждому аргументу функции 𝜃). Для отображения 𝑑 𝜃 очевидно выполнена ак-
сиома тождества, т. е. это отображение является расстоянием в S. Пространство (S, 𝑑 𝜃)
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будем обозначать S𝜃. Отметим, что расстояние 𝑑 𝜃 не обязано быть симметричным и может
не удовлетворять неравенству треугольника.
Заметим также, что для функции 𝜃0 : R× R → R+, определенной формулой

𝜃0(𝑧1, 𝑧2) = |𝑧1 − 𝑧2|,

соответствующее отображение 𝑑 𝜃0 : S× S → R+ является метрикой в S. Будем обозначать
эту метрику через 𝜌 (т. е. 𝜌 = 𝑑 𝜃0), а соответствующее пространство измеримых функций —
через S𝜃0 = (S, 𝜌). Пространство S𝜃0 является полным. В этом пространстве шар 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑟)
с центром в 𝑥0 ∈ S𝜃0 радиуса 𝑟 ∈ (0,∞] — это множество измеримых функций 𝑥 : [0, 𝜏 ] → R
таких, что 𝑥(𝑡) ∈ 𝐵R(𝑥0(𝑡), 𝑟) = [𝑥0(𝑡) − 𝑟, 𝑥0(𝑡) + 𝑟] при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].
Пусть задана удовлетворяющая условиям Картеодори функция 𝑔 : [0, 𝜏 ] × R → R, т. е.

по первому аргументу она измерима, а по второму — непрерывна. Определим оператор
Немыцкого

(𝑁𝑔𝑢)(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)). (3.3)

В силу принятых на функцию 𝑔 предположений этот оператор отображает измеримые
функции в измеримые. Исследуем свойства замкнутости, непрерывности, накрывания и
липшицевости оператора 𝑁𝑔, как действующего из S𝜃0 = (S, 𝜌) в S𝜃 = (S, 𝑑 𝜃), где функция
𝜃 : R× R → R+, удовлетворяет условию (𝒜).

Предложение 1. Оператор 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃 является замкнутым. Если дополнительно

множество функций
{︀
𝑔(𝑡, ·) : R → R, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]

}︀
равностепенно непрерывно, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] ∀𝑥, 𝑢 ∈ R |𝑥− 𝑢| < 𝛿 ⇒ |𝑔(𝑡, 𝑥) − 𝑔(𝑡, 𝑢)| < 𝜀, (3.4)

а для множества функций {𝜃(·, 𝑧) : R → R+, 𝑧 ∈ R} выполнено соотношение

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ R |𝑧1 − 𝑧2| < 𝛿 ⇒ 𝜃(𝑧1, 𝑧2) < 𝜀, (3.5)

то оператор 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃 непрерывен.

Доказательство. Покажем, что для любого 𝑧 ∈ R и для любой последовательности
{𝑧𝑖} ⊂ R соотношение 𝜃(𝑧𝑖, 𝑧) → 0 эквивалентно тому, что |𝑧𝑖 − 𝑧| → 0.
Сначала, пусть 𝜃(𝑧𝑖, 𝑧) → 0. Если соотношение |𝑧𝑖 − 𝑧| → 0 не выполнено, то существует

подпоследовательность {𝑧𝑖𝑗} и положительное число 𝛿 такие, что |𝑧𝑖𝑗 − 𝑧| > 𝛿. Из (3.1)
получим, что 𝜃(𝑧𝑖𝑗 , 𝑧) > 𝛾 при некотором положительном 𝛾. Это неравенство противоречит
сходимости 𝜃(𝑧𝑖, 𝑧) → 0. Итак, |𝑧𝑖 − 𝑧| → 0.
Обратно, в силу непрерывности функции 𝜃(·, 𝑧) получаем, что в случае |𝑧𝑖−𝑧| → 0 будет

выполнено 𝜃(𝑧𝑖, 𝑧) → 𝜃(𝑧, 𝑧) = 0.
Теперь докажем замкнутость оператора 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃. Пусть заданы элементы 𝑢 ∈ S𝜃0 ,

𝑦 ∈ S𝜃 и последовательность {𝑢𝑖} ⊂ S𝜃0 такие, что

vrai sup
𝑡∈[0,𝜏 ]

𝜃0
(︀
𝑢𝑖(𝑡), 𝑢(𝑡)

)︀
= vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]

⃒⃒
𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢(𝑡)

⃒⃒
→ 0, (3.6)

vrai sup
𝑡∈[0,𝜏 ]

𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡)), 𝑦(𝑡)

)︀
→ 0. (3.7)

Согласно доказанному выше, из соотношений (3.6) и (3.7) следуют сходимости

𝑢𝑖(𝑡) → 𝑢(𝑡), 𝑔(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡)) → 𝑦(𝑡) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].

Так как функция 𝑔(𝑡, ·) непрерывна, имеем 𝑔(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡)) → 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Тогда
в силу единственности предела в R получаем 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 𝑦(𝑡).
Теперь, предполагая, что выполнены условия (3.4), (3.5), докажем непрерывность опе-

ратора 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃.
Пусть задана сходящаяся последовательность {𝑢𝑖} ⊂ S𝜃0 , т. е. имеет место (3.6). Из (3.4)

и (3.6) следует, что vrai sup𝑡∈[0,𝜏 ] |𝑔(𝑡, 𝑢𝑖(𝑡))−𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡))| → 0, а из (3.5) получим соотношение
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(3.7), где 𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)). Таким образом доказано, что оператор Немыцкого 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃

является непрерывным. �

Пусть задано многозначное отображение Ω : [0, 𝜏 ]⇒ R (т. е. отображение, сопоставляю-
щее каждому 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] непустое замкнутое множество Ω(𝑡) ⊂ R). Будем предполагать, что
это отображение измеримо (используемые ниже сведения об измеримых многозначных
отображениях см., например, в [12, §1.5]). Множество его измеримых сечений обозначим
через

𝑆𝑒𝑙(Ω) := {𝑢 ∈ S | 𝑢(𝑡) ∈ Ω(𝑡) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]}.

Предложение 2. Пусть заданы 𝑥, 𝑦 ∈ S, 𝛼 > 0 и измеримое многозначное отображе-

ние Ω : [0, 𝜏 ]⇒ R. Пусть при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] выполнено следующее условие

∃𝑢 ∈ Ω(𝑡) 𝑔(𝑡, 𝑢) = 𝑦(𝑡) и |𝑥(𝑡) − 𝑢| 6 𝛼−1𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)

)︀
. (3.8)

Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ Cov𝛼[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)], где оператор 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃 определен соотношением (3.3).

Доказательство. Положим 𝑟(𝑡) = 𝛼−1𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)

)︀
. Так как функция 𝑔 удовлетворя-

ет условиям Каратеодори, а функция 𝜃 непрерывна по каждому аргументу, определенная
здесь функция [0, 𝜏 ] ∋ 𝑡 ↦→ 𝑟(𝑡) ∈ R+ измерима. Теперь определим многозначное отоб-
ражение [0, 𝜏 ] ∋ 𝑡 ↦→ B(𝑡) = [𝑥(𝑡) − 𝑟(𝑡), 𝑥(𝑡) + 𝑟(𝑡)], очевидно, являющееся измеримым.
Из (3.8) следует включение 𝑦(𝑡) ∈ 𝑔

(︀
𝑡,B(𝑡) ∩ Ω(𝑡)

)︀
при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Согласно лемме

Филлипова (см., например, [12, лемма 1.5.15]), существует функция ̂︀𝑢 ∈ 𝑆𝜃0 такая, что̂︀𝑢(𝑡) ∈ B(𝑡) ∩ Ω(𝑡) и 𝑔(𝑡, ̂︀𝑢(𝑡)) = 𝑦(𝑡) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Для этой функции выполнено
𝑢 ∈ 𝑆𝑒𝑙(Ω) и

𝜌(𝑥, ̂︀𝑢) = vrai sup
𝑡∈[0,𝜏 ]

⃒⃒
𝑥(𝑡) − ̂︀𝑢(𝑡)

⃒⃒
6 𝛼−1vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]
𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)

)︀
= 𝛼−1𝑑 𝜃(𝑁𝑔𝑥, 𝑦),

следовательно, (𝑥, 𝑦) ∈ Cov𝛼[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)]. �

Замечание 1. Определим на числовой прямой R расстояние 𝜃 и обозначим R𝜃 = (R, 𝜃),
а символом R будем обозначать вещественное пространство с “обычной метрикой” 𝜃0.
Функцию 𝑔 можем рассматривать как отображение [0, 𝜏 ] × R → R𝜃. Тогда соотношение
(3.8) означает, что выполнено включение

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ Cov𝛼[𝑔(𝑡, ·); Ω(𝑡)], 𝑔(𝑡, ·) : R → R𝜃, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (3.9)

Таким образом, предложение 2 можно сформулировать следующим образом: если для

𝑥, 𝑦 ∈ S и 𝛼 > 0 имеет место включение (3.9), то (𝑥, 𝑦) ∈ Cov𝛼[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)], 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃.

Пример 1. Определим функцию 𝜃 : R× R → R+ соотношениями:

𝑧1𝑧2 > 0 ⇒ 𝜃(𝑧1, 𝑧2) =

{︂ ⃒⃒√︀
|𝑧1| −

√︀
|𝑧2|

⃒⃒
, если

√︀
|𝑧1| +

√︀
|𝑧2| 6 1,

|𝑧1 − 𝑧2|, если
√︀

|𝑧1| +
√︀

|𝑧2| > 1;
(3.10)

𝑧1𝑧2 < 0 ⇒ 𝜃(𝑧1, 𝑧2) = 𝜃(𝑧1, 0) + 𝜃(0, 𝑧2). (3.11)

Для этой функции выполнено условие (𝒜).
Приведем еще одно свойство функции 𝜃, очевидно следующее из ее определения:

∀𝜆 ∈ [0, 1) ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ R 𝜆 𝜃(𝑧1, 𝑧2) 6 𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) 6
√
𝜆 𝜃(𝑧1, 𝑧2). (3.12)

Действительно, в случае 𝑧1𝑧2 > 0 имеем√︀
|𝑧1| +

√︀
|𝑧2| 6 1 ⇒ 𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) =

√
𝜆
⃒⃒√︀

|𝑧1| −
√︀
|𝑧2|

⃒⃒
=

√
𝜆 𝜃(𝑧1, 𝑧2) ⇒ (3.12);

1 <
√︀

|𝑧1| +
√︀

|𝑧2| 6 1/
√
𝜆 ⇒ 𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) =

√
𝜆

|𝑧1 − 𝑧2|√︀
|𝑧1| +

√︀
|𝑧2|

⇒ (3.12);√︀
|𝑧1| +

√︀
|𝑧2| > 1/

√
𝜆 ⇒ 𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) = 𝜆|𝑧1 − 𝑧2| = 𝜆𝜃(𝑧1, 𝑧2) ⇒ (3.12).
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А если 𝑧1𝑧2 < 0, то 𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) = 𝜃(𝜆𝑧1, 0) + 𝜃(0, 𝜆𝑧2), следовательно,

𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) 6
√
𝜆 𝜃(𝑧1, 0) +

√
𝜆𝜃(0, 𝑧2) =

√
𝜆 𝜃(𝑧1, 𝑧2);

𝜃(𝜆𝑧1, 𝜆𝑧2) > 𝜆 𝜃(𝑧1, 0) + 𝜆 𝜃(0, 𝑧2) = 𝜆 𝜃(𝑧1, 𝑧2).

Доказанное соотношение (3.12) равносильно соотношению

∀𝜈 > 1 ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ R
√
𝜈 𝜃(𝑧1, 𝑧2) 6 𝜃(𝜈𝑧1, 𝜈𝑧2) 6 𝜈 𝜃(𝑧1, 𝑧2). (3.13)

Пусть 𝜏 = 1, S = S([0, 1],R). Определим по функции 𝜃, заданной соотношениями
(3.10), (3.11), расстояние 𝑑 𝜃 в пространстве S формулой (3.2). Это расстояние симметрично
и удовлетворяет неравенству треугольника, т. е. является ∞-метрикой.
Прежде всего заметим, что в силу неравенства 𝜃(𝑧1, 𝑧2) > |𝑧1−𝑧2|, 𝑧1, 𝑧2 ∈ R, справедли-

во 𝑑 𝜃(𝑥1, 𝑥2) > 𝑑 𝜃0(𝑥1, 𝑥2), 𝑥1, 𝑥2 ∈ S. Следовательно, любое отображение в пространстве S,
являющееся 𝛼-накрывающим относительно «обычной метрики» 𝑑 𝜃0 (т. е. как отображение
S𝜃0 → S𝜃0) будет также 𝛼-накрывающим как отображение S𝜃0 → S𝜃. Рассмотрим отобра-
жение, которое, если считать его отображением S𝜃0 → S𝜃0 , не является накрывающим ни
с какой константой 𝛼, и тем не менее 1-накрывающее как отображение S𝜃0 → S𝜃.
Пусть задана функция 𝑞 ∈ S такая, что 𝑞(𝑡) > 1 при п.в. 𝑡 ∈ [0, 1]. Рассмотрим функции

𝑔0, 𝑔1, : [0, 1] × R → R, определяемые при любых 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ R, формулами
𝑔0(𝑡, 𝑥) = 𝑥2, 𝑔1(𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑡)𝑥2.

Согласно предложению 1 соответствующие этим функциям операторы Немыцкого
𝑁𝑔0 , 𝑁𝑔1 : S𝜃0 → S𝜃 замкнуты. Исследуем вначале «множество накрывания» Cov𝛼[𝑁𝑔0 ;S]
оператора Немыцкого 𝑁𝑔0 , порожденного функцией 𝑔0. Заметим, что функция первого
аргумента 𝑔0(·, 𝑥) постоянна, функция второго аргумента 𝑔0(𝑡, ·) четная, её сужение на R+

инъективно, монотонно, а как действующее в R+, еще и сюръективно. Покажем, что для
𝛼 = 1, любых функций 𝑥 ∈ S и 𝑦 ∈ S+ выполнены условия предложения 2, где Ω(𝑡) ≡ R,
т. е. проверим справедливость соотношения (3.8).

Пусть 𝑡 ∈ [0, 1]. Предположим для простоты, что 𝑥(𝑡) > 0. Определим 𝑢 =
√︀

𝑦(𝑡) (если

𝑥(𝑡) < 0, то следует положить 𝑢 = −
√︀

𝑦(𝑡)). Имеем

𝑥(𝑡) + 𝑢 6 1 ⇒ 𝜃(𝑔0(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)) = |𝑥(𝑡) − 𝑢|.
𝑥(𝑡) + 𝑢 > 1 ⇒ 𝜃(𝑔0(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)) = |𝑥2(𝑡) − 𝑢2| = |𝑥(𝑡) − 𝑢|(𝑥(𝑡) + 𝑢) > |𝑥(𝑡) − 𝑢|.

Итак, соотношение (3.8) справедливо, поэтому согласно предложению 2 получаем

∀𝑥 ∈ S, ∀𝑦 ∈ S+ (𝑥, 𝑦) ∈ Cov𝛼[𝑁𝑔0 ; S], где 𝛼 = 1.

Теперь покажем, что для оператора Немыцкого 𝑁𝑔1 : S𝜃0 → S𝜃, порожденного функцией
𝑔1, множество Cov𝛼[𝑁𝑔1 ;S] при 𝛼 = 1 также содержит все пары (𝑥, 𝑦) ∈ S× S+. Поскольку(︀
𝑥(·), 𝑞−1(·)𝑦(·)

)︀
∈ Cov𝛼[𝑁𝑔0 ;S], существует функция 𝑢 ∈ S такая, что

(𝑁𝑔0𝑢)(·) = 𝑞−1(·)𝑦(·) ⇔ 𝑁𝑔1𝑢 = 𝑦

и имеет место неравенство

𝜌(𝑥, 𝑢) 6 𝑑𝜃(𝑁𝑔0𝑥, 𝑞
−1(·)𝑦(·)) = 𝑑𝜃

(︀
𝑞−1(·)(𝑁𝑔1𝑥)(·), 𝑞−1(·)𝑦(·)

)︀
.

На основании соотношения (3.12) получаем неравенство 𝜌(𝑥, 𝑢) 6 𝑑𝜃(𝑁𝑔1𝑥, 𝑦). Итак, дока-
зано, что (𝑥, 𝑦) ∈ Cov𝛼[𝑁𝑔1 ;S].

Пример 2. Рассмотрим еще одну функцию 𝜃 : R×R → R+, удовлетворяющую условию
(𝒜), определенную соотношениями:

𝑧1𝑧2 > 0 ⇒ 𝜃(𝑧1, 𝑧2) =

{︂
|𝑧21 − 𝑧22 |, если |𝑧1 + 𝑧2| 6 1,
|𝑧1 − 𝑧2|, если |𝑧1 + 𝑧2| > 1;

(3.14)

𝑧1𝑧2 < 0 ⇒ 𝜃(𝑧1, 𝑧2) = 𝜃(𝑧1, 0) + 𝜃(0, 𝑧2). (3.15)
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В пространстве S = S([0, 1],R) формулой (3.2) зададим расстояние 𝑑 𝜃. Это расстояние
симметрично, и тем не менее не является метрикой, так как не удовлетворяет неравенству
треугольника, например, для 𝑧1 = 0, 𝑧2 = 1/2, 𝑧3 = 1 имеем

𝜃(𝑧1, 𝑧2) = 1/4, 𝜃(𝑧2, 𝑧3) = 1/2, 𝜃(𝑧1, 𝑧3) = 1 > 1/4 + 1/2.

Рассмотрим функцию ̂︀𝑔0 : [0, 1] × R → R,̂︀𝑔0(𝑡, 𝑥) = |𝑥| +
√︀

|𝑥|, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ∈ [0, 1]. (3.16)

Легко проверить (проведя такие же рассуждения, как в примере 1), что для 𝛼 = 1, любых
𝑥 ∈ S и 𝑦 ∈ S+ выполнены условия предложения 2, где Ω(𝑡) ≡ R. Таким образом,

∀(𝑥, 𝑦) ∈ S× S+ (𝑥, 𝑦) ∈ Cov𝛼[𝑁̂︀𝑔0 ;S], где 𝛼 = 1.

Предложение 3. Пусть заданы 𝑥, 𝑦 ∈ S, 𝛽 > 0 и измеримое многозначное отображе-

ние Ω : [0, 𝜏 ]⇒ R. Пусть при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] выполнено

∀𝑢 ∈ Ω(𝑡) 𝑔(𝑡, 𝑢) = 𝑦(𝑡) ⇒ 𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)

)︀
6 𝛽

⃒⃒
𝑥(𝑡) − 𝑢

⃒⃒
. (3.17)

Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)], где оператор 𝑁𝑔 : 𝑆𝜃0 → S𝜃 определен соотношением (3.3).

Доказательство. Пусть для некоторой функции ̂︀𝑢 ∈ 𝑆𝑒𝑙(Ω) выполнено 𝑁𝑔̂︀𝑢 = 𝑦. Тогда
из соотношения (3.17) следует, что

𝑑 𝜃
(︀
𝑁𝑔𝑥, 𝑦

)︀
= vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]
𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑦(𝑡)

)︀
6 𝛽vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]

⃒⃒
𝑥(𝑡) − ̂︀𝑢(𝑡)

⃒⃒
= 𝛽𝜌(𝑥, ̂︀𝑢).

Таким образом, (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)]. �

Замечание 2. Соотношение (3.17) означает, что выполнено включение

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ Lip𝛽[𝑔(𝑡, ·),Ω(𝑡)], 𝑔(𝑡, ·) : R → R𝜃, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (3.18)

Поэтому предложение 2 можно сформулировать следующим образом: если для 𝑥, 𝑦 ∈ S и

𝛽 > 0 выполнено (3.18), то (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)], 𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃.

Следствие 1. Пусть задано измеримое многозначное отображение Ω : [0, 𝜏 ] ⇒ R.
Предположим, что при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] отображение 𝑔(𝑡, ·) : R → R𝜃 является 𝛽-липшице-
вым на множестве Ω(𝑡), т. е. для любых 𝑥, 𝑢 ∈ Ω(𝑡) выполнено неравенство

𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥), 𝑔(𝑡, 𝑢)

)︀
6 𝛽

⃒⃒
𝑥− 𝑢

⃒⃒
. (3.19)

Тогда при всех 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(Ω), 𝑦 ∈ S𝜃 справедливо включение (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔;𝑆𝑒𝑙(Ω)], где

𝑁𝑔 : S𝜃0 → S𝜃, т. е. оператор 𝑁𝑔 является 𝛽-липшицевым на множестве 𝑆𝑒𝑙(Ω).

Пример 3. Как и в примере 1, определим функцию 𝜃 формулами (3.10), (3.11). В силу
неравенства 𝜃(𝑧1, 𝑧2) > |𝑧1 − 𝑧2| любая функция 𝑔 : [0, 1] × R → R, удовлетворяющая
при некотором 𝛽 > 0 условию (3.19) будет также удовлетворять и «обычному условию
Липшица»

|𝑔(𝑡, 𝑥) − 𝑔(𝑡, 𝑢)| 6 𝛽|𝑥− 𝑢|, 𝑥, 𝑢 ∈ Ω(𝑡). (3.20)

Обратное неверное. Так для функции 𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑥 соотношение (3.20) имеет место при
Ω(𝑡) ≡ R с коэффициентом Липшица равным 1, но условие (3.19) не выполняется ни при
каком 𝛽 > 0 даже если Ω(𝑡) ≡ [0, 𝜀], где 𝜀 > 0 сколь угодно малое. Действительно, для
любого 𝑥 > 0 имеем 𝜃

(︀
𝑔(𝑡, 𝑥), 𝑔(𝑡, 0)

)︀
=

√
𝑥 = 𝛽𝑥|𝑥− 0|, где 𝛽𝑥 = 1/

√
𝑥 → ∞ при 𝑥 → 0 + .

Теперь рассмотрим функцию, удовлетворяющую условию (3.19). Пусть заданы: функ-
ция 𝑝 ∈ S такая, что 𝑝(𝑡) > 1/2 при п.в. 𝑡 ∈ [0, 1], и число 𝛽 > 0. Положим

𝑔2 : [0, 1] × R → R, 𝑔2(𝑡, 𝑥) = 𝛽|𝑥| + 𝑝(𝑡), 𝑥 ∈ R, 𝑡 ∈ [0, 1]. (3.21)

Значения этой функции 𝑔2(𝑡, 𝑥) > 1/2 при любых 𝑡, 𝑥, поэтому в силу формулы (3.10)

𝜃
(︀
𝑔2(𝑡, 𝑥), 𝑔2(𝑡, 𝑢)

)︀
=

⃒⃒
𝑔2(𝑡, 𝑥) − 𝑔2(𝑡, 𝑢)

⃒⃒
= 𝛽

⃒⃒
|𝑥| − |𝑢|

⃒⃒
6 𝛽|𝑥− 𝑢|, 𝑥, 𝑢 ∈ R, 𝑡 ∈ [0, 1].
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Итак, выполнены предположения следствия 1 (где Ω(𝑡) ≡ R), и поэтому определяемый
функцией 𝑔2 оператор Немыцкого 𝑁𝑔2 : S𝜃0 → S𝜃 является липшицевым с константой 𝛽 на
всем пространстве S. Заметим также, что согласно предложению 1 оператор 𝑁𝑔2 замкнут.

Пример 4. Как и в примере 2, определим функцию 𝜃 формулами (3.14), (3.15) и функ-
цию ̂︀𝑔0 : [0, 1] × R → R соотношением (3.16). Для этой функции справедливо неравенство
(3.19) с коэффициентом 𝛽 = 4 при всех 𝑥, 𝑢 ∈ R. Согласно следствию 1 определяемый
функцией ̂︀𝑔0 оператор Немыцкого 𝑁̂︀𝑔0 : S𝜃0 → S𝜃 является липшицевым с константой
𝛽 = 4 на всем пространстве S.

Сформулируем условия липшицевости еще одного отображения, необходимого для ис-
следования различных функциональных уравнений с отклоняющимся аргументом.
Пусть задана функция ℎ : [0, 𝜏 ] → [0, 𝜏 ] такая, что

∀𝐸 ⊂ [0, 𝜏 ] 𝜇(𝐸) = 0 ⇒ 𝜇(ℎ−1(𝐸)) = 0. (3.22)

Это условие обеспечивает измеримость функции 𝑢(ℎ(·)) для любой измеримой функции
𝑢 : [0, 𝜏 ] → R (см. [13, с. 707], [14, §1.3]), что позволяет определить оператор

𝑆ℎ : S → S, (𝑆ℎ𝑢)(𝑡) = 𝑢(ℎ(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].

Используя предложение 3, исследуем множество Lip𝛽[𝑁𝑔𝑆ℎ] композиции

𝑁𝑔𝑆ℎ : S𝜃0 → S𝜃, (𝑁𝑔𝑆ℎ𝑥)(𝑡) = 𝑔
(︀
𝑡, 𝑥(ℎ(𝑡))

)︀
, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (3.23)

Для этого исследования нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 3.1. Для измеримого многозначного отображения Ω : [0, 𝜏 ] ⇒ R композиция

Ωℎ : [0, 𝜏 ] ⇒ R также измерима. Если функция 𝜔 ∈ S является сечением отображения

Ω, т. е. 𝜔(𝑡) ∈ Ω(𝑡) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], то функция 𝑆ℎ𝜔 измерима и является сечением

отображения Ωℎ, т. е. выполнено 𝜔(ℎ(𝑡)) ∈ Ω(ℎ(𝑡)) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].

Доказательство. Многозначное отображение измеримо тогда и только тогда, когда оно
обладает представлением Кастена (см. [12, теорема 1.5.6 и замечание 1.5.7], поэтому су-
ществует такой счетный набор измеримых сечений 𝜔𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , отображения Ω, что

Ω(𝑡) =
∞⋃︁
𝑛=1

{𝜔𝑛(𝑡)} при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]

(чертой обозначено замыкание множества в пространстве R). В силу условия (3.22) функ-
ции 𝑆ℎ𝜔𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , измеримы. Докажем, что выполнено соотношение

Ω(ℎ(𝑡)) =
∞⋃︁
𝑛=1

{𝜔𝑛(ℎ(𝑡))} при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (3.24)

Определим множество 𝐼 =
{︁
𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] | Ω(ℎ(𝑡)) ̸=

⋃︀∞
𝑛=1{𝜔𝑛(ℎ(𝑡))}

}︁
. Очевидно, выполнено

𝐼 = ℎ−1(𝐸), где 𝐸 =
{︁
𝑠 ∈ [0, 𝜏 ] | Ω(𝑠) ̸=

⋃︀∞
𝑛=1{𝜔𝑛(𝑠)}

}︁
. Так как 𝜇(𝐸) = 0, в силу условия

(3.22), имеем 𝜇(𝐼) = 0. Итак, соотношение (3.24) выполнено. Таким образом, для много-
значного отображения Ωℎ : [0, 𝜏 ] ⇒ R имеет место представление Кастена, поэтому это
отображение измеримо.
Пусть для некоторой функции 𝜔 ∈ S при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] выполнено включение 𝜔(𝑡) ∈ Ω(𝑡).

Определим множество 𝐼 =
{︀
𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] | 𝜔(ℎ(𝑡)) /∈ Ω(ℎ(𝑡))

}︀
. Это множество представим в

виде 𝐼 = ℎ−1(𝐸), где 𝐸 =
{︀
𝑠 ∈ [0, 𝜏 ] | 𝜔(𝑠) /∈ Ω(𝑠)

}︀
. Так как 𝜇(𝐸) = 0, в силу условия

(3.22), имеем 𝜇(𝐼) = 0. Итак, 𝜔(ℎ(𝑡)) ∈ Ω(ℎ(𝑡)) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. �
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Предложение 4. Пусть заданы 𝑥, 𝑦 ∈ S, 𝛽 > 0 и измеримое многозначное отоб-

ражение Ω : [0, 𝜏 ] ⇒ R. Пусть при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] имеет место включение

(𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑦(𝑡)) ∈ Lip𝛽[𝑔(𝑡, ·),Ω(ℎ(𝑡))], 𝑔(𝑡, ·) : R → R𝜃, т. е. выполнено соотношение

∀𝑢 ∈ Ω(ℎ(𝑡)) 𝑔(𝑡, 𝑢) = 𝑦(𝑡) ⇒ 𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(ℎ(𝑡))), 𝑦(𝑡)

)︀
6 𝛽

⃒⃒
𝑥(ℎ(𝑡)) − 𝑢

⃒⃒
. (3.25)

Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔𝑆ℎ;𝑆𝑒𝑙(Ω)], где 𝑁𝑔𝑆ℎ : S𝜃0 → S𝜃 определен соотношением (3.23).

Доказательство. Пусть для некоторой функции ̂︀𝑢 ∈ 𝑆𝑒𝑙(Ω) выполнено 𝑁𝑔𝑆ℎ̂︀𝑢 = 𝑦.
Согласно лемме 3.1, ̂︀𝑢(ℎ(𝑡)) ∈ Ω(ℎ(𝑡)) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Из соотношения (3.25) следует,
что

𝑑 𝜃
(︀
𝑁𝑔𝑆ℎ𝑥, 𝑦

)︀
= vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]
𝜃
(︀
𝑔(𝑡, 𝑥(ℎ(𝑡))), 𝑦(𝑡)

)︀
6 𝛽vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]

⃒⃒
𝑥(ℎ(𝑡)) − ̂︀𝑢(ℎ(𝑡))

⃒⃒
. (3.26)

Определим множество 𝐼 =
{︀
𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] |

⃒⃒
𝑥(ℎ(𝑡)) − ̂︀𝑢(ℎ(𝑡))

⃒⃒
> 𝜌(𝑥, ̂︀𝑢)

}︀
. Представим это мно-

жество в виде 𝐼 = ℎ−1(𝐸), 𝐸 =
{︀
𝑠 ∈ [0, 𝜏 ] |

⃒⃒
𝑥(𝑠) − ̂︀𝑢(𝑠)

⃒⃒
> 𝜌(𝑥, ̂︀𝑢)

}︀
. Так как 𝜇(𝐸) = 0,

получаем 𝜇(𝐼) = 0, и поэтому
⃒⃒
𝑥(ℎ(𝑡)) − ̂︀𝑢(ℎ(𝑡))

⃒⃒
6 𝜌(𝑥, ̂︀𝑢) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Учитывая это

неравенство, из соотношения (3.26) получаем

𝑑 𝜃
(︀
𝑁𝑔𝑆ℎ𝑥, 𝑦

)︀
6 𝛽𝜌(𝑥, ̂︀𝑢).

Таким образом, (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔𝑆ℎ;𝑆𝑒𝑙(Ω)]. �

Следствие 2. Пусть задано измеримое многозначное отображение Ω : [0, 𝜏 ] ⇒ R.
Предположим, что при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] отображение 𝑔(𝑡, ·) : R → R𝜃 является 𝛽-лип-
шицевым на множестве Ω(ℎ(𝑡)), т. е. для любых 𝑥, 𝑢 ∈ Ω(ℎ(𝑡)) выполнено неравенство
(3.19). Тогда для определенного соотношением (3.23) оператора 𝑁𝑔𝑆ℎ : S𝜃0 → S𝜃 при всех

𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(Ω), 𝑦 ∈ S𝜃 справедливо включение (𝑥, 𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁𝑔𝑆ℎ;𝑆𝑒𝑙(Ω)], т. е. 𝑁𝑔𝑆ℎ является

𝛽-липшицевым на множестве 𝑆𝑒𝑙(Ω) оператором.

Пример 5. Пусть функция 𝜃 : R×R → R+ задана формулами (3.10), (3.11), а функция
𝑔2 : [0, 1] × R → R — соотношением (3.21) (где 𝛽 > 0 и 𝑝(𝑡) > 1/2 при п.в. 𝑡 ∈ [0, 1]).
Как показано в примере 3, эта функция удовлетворяет условию (3.19) при всех 𝑥, 𝑢 ∈ R.
Поэтому в силу следствия 2 композиция

𝑁𝑔2𝑆ℎ : S𝜃0 → S𝜃, (𝑁𝑔2𝑆ℎ𝑥)(𝑡) = 𝛽
⃒⃒
𝑥(ℎ(𝑡))

⃒⃒
+ 𝑝(𝑡),

является 𝛽-липшицевым на всем пространстве S оператором.

Применим полученные утверждения к исследованию функционального уравнения с от-
клоняющимся аргументом. Пусть задана функция 𝑓 : [0, 𝜏 ] × R × R → R, являющаяся
измеримой по первому аргументу и непрерывной по совокупности второго и третьего
аргументов, функция ℎ : [0, 𝜏 ] → [0, 𝜏 ], удовлетворяющая условию (3.22), и измеримая
функция ̂︀𝑦 : [0, 𝜏 ] → R. Рассмотрим уравнение

𝑓
(︀
𝑡, 𝑥(ℎ(𝑡)), 𝑥(𝑡)

)︀
= ̂︀𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (3.27)

относительной неизвестной измеримой функции 𝑥 : [0, 𝜏 ] → R.
Для произвольной функции 𝑣 ∈ S определим функции 𝑔

[𝑣]
1 , 𝑔

[𝑣]
2 : [0, 𝜏 ] × R → R соотно-

шениями

𝑔
[𝑣]
1 (𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑣(ℎ(𝑡)), 𝑥), 𝑔

[𝑣]
2 (𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], 𝑥 ∈ R.

Функции 𝑔
[𝑣]
1 , 𝑔

[𝑣]
2 , очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.

Теорема 3.1. Пусть заданы 𝛼 > 𝛽 > 0, 𝑥0 ∈ S такие, что

𝑅 :=
1

𝛼− 𝛽
vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]
𝜃
(︀
𝑓(𝑡, 𝑥0(ℎ(𝑡)), 𝑥0(𝑡)), ̂︀𝑦(𝑡)

)︀
< ∞. (3.28)
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Пусть для любого 𝑣 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) функция 𝑔
[𝑣]
1 удовлетворяет условию (3.8) при любом

𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅), заданном 𝑦 = ̂︀𝑦 и Ω(𝑡) ≡ R, а функция 𝑔
[𝑣]
2 — условию (3.25) при тех

же функциях 𝑥, 𝑦, но с иным многозначным отображением: Ω(𝑡) = 𝐵R(𝑥0(𝑡), 𝑅) при п.в.

𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Тогда существует решение ̂︀𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) уравнения (3.27).

Доказательство. Обозначим через 𝑁𝑓 : S𝜃0 × S𝜃0 → 𝑆𝜃 оператор Немыцкого

(𝑁𝑓 (𝑥, 𝑢))(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ],

и определим отображения

𝐹 : S𝜃0 × S𝜃0 → 𝑆𝜃, 𝐹 (𝑥, 𝑢) = 𝑁𝑓 (𝑥, 𝑆ℎ𝑢); 𝐺 : S𝜃0 → S𝜃, 𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑥, 𝑥).

Докажем замкнутость отображений 𝐹,𝐺. Пусть для произвольных последовательностей
{𝑥𝑖}, {𝑢𝑖} ⊂ S𝜃0 , элементов 𝑥, 𝑢 ∈ S𝜃0 и 𝑤 ∈ S𝜃 при 𝑖 → ∞ выполнено 𝜌(𝑥𝑖, 𝑥) → 0,
𝜌(𝑢𝑖, 𝑢) → 0 и 𝑑 𝜃

(︀
𝐹 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖), 𝑤

)︀
→ 0. Тогда, как показано при доказательстве предло-

жения 1, при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] имеют место сходимости 𝑥𝑖(𝑡) → 𝑥(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡) → 𝑢(𝑡) и
(𝐹 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖))(𝑡) → 𝑤(𝑡). В силу второго из этих трех соотношений при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] име-
ем 𝑢𝑖(ℎ(𝑡)) → 𝑢(ℎ(𝑡)). Поэтому в силу непрерывности функции 𝑓(𝑡, ·, ·) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]
выполнено 𝑓(𝑡, 𝑢𝑖(ℎ(𝑡)), 𝑥𝑖(𝑡)) → 𝑓(𝑡, 𝑢(ℎ(𝑡)), 𝑥(𝑡)). Итак, (𝐹 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖))(𝑡) → (𝐹 (𝑥, 𝑢))(𝑡) и
(𝐹 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖))(𝑡) → 𝑤(𝑡), следовательно, (𝐹 (𝑥, 𝑢))(𝑡) = 𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Доказано, что отоб-
ражение 𝐹 является замкнутым, а следовательно, отображение 𝐺 также замкнуто.
Для произвольной функции 𝑣 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) оператор 𝐹 (·, 𝑣) : S𝜃0 → S𝜃 является опера-

тором Немыцкого 𝑁
𝑔
[𝑣]
1
, порожденным функцией 𝑔

[𝑣]
1 . Этот оператор удовлетворяет усло-

виям предложения 2 при 𝑦 = ̂︀𝑦, любом 𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) и многозначном отображении
𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] ↦→ Ω(𝑡) = R. Согласно предложению 2 пара (𝑥, ̂︀𝑦) при любом 𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅)
принадлежит множеству Cov𝛼[𝐹 (·, 𝑣);S]. Следовательно, пара (𝑣, ̂︀𝑦) также принадлежит
множеству Cov𝛼[𝐹 (·, 𝑣);S].
Оператор 𝐹 (𝑣, ·) : S𝜃0 → S𝜃 — это композиция 𝑁

𝑔
[𝑣]
2
𝑆ℎ, удовлетворяющая услови-

ям предложения 4 при 𝑦 = ̂︀𝑦, любом 𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) и многозначном отображении
𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] ↦→ Ω(𝑡) = 𝐵R(𝑥0(𝑡), 𝑅). В силу предложения 4 для любого 𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) вы-
полнено (𝑥, ̂︀𝑦) ∈ Lip𝛽[𝐹 (𝑣, ·);𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅)]. Следовательно, (𝑣, ̂︀𝑦) ∈ Lip𝛽[𝐹 (𝑢, ·);𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅)].

В заключение напомним, что пространство S𝜃0 является полным. Итак, выполнены все
условия теоремы 2.1, и согласно этой теореме существует решение ̂︀𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) уравне-
ния (3.27). �

Замечание 3. В теореме 3.1 предполагается, что функция 𝑔
[𝑣]
2 удовлетворяет условию

(3.25), где 𝑦 = ̂︀𝑦, 𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) и Ω(𝑡) = 𝐵R(𝑥0(𝑡), 𝑅). Согласно следствию 2, для выпол-

нения этого условия достаточно, чтобы при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] отображение 𝑔
[𝑣]
2 (𝑡, ·) : R → R𝜃

было 𝛽-липшицевым на множестве [𝑥0(ℎ(𝑡)) −𝑅, 𝑥0(ℎ(𝑡)) + 𝑅].

Пример 6. Пусть заданы функции 𝑝, ̂︀𝑦 ∈ S+, 𝛾 > 0 и функция ℎ : [0, 1] → [0, 1],
удовлетворяющая условию (3.22) (где 𝜏 = 1). Рассмотрим уравнение

𝑥2(𝑡)
(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾𝑥(ℎ(𝑡))

)︀
= ̂︀𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]. (3.29)

Нас будет интересовать существование неотрицательного решения этого уравнения, при-
надлежащего некоторой окрестности функции 𝑥0(𝑡) ≡ 0 в пространстве S. Отображения

𝑥(·) ∈ S ↦→ 𝑥2(·) ∈ S, 𝑥(·) ∈ S ↦→ 𝑥(ℎ(𝑡)) ∈ S,

составляющие левую часть уравнения (3.29), ни при каком 𝛼 > 0 не являются 𝛼-накрыва-
ющими относительно «обычной метрики» 𝑑 𝜃0 пространства S. Таким образом, к рассмат-
риваемому здесь уравнению нельзя применить теоремы о таких отображениях. Продемон-
стрируем возможности теоремы 3.1 в исследовании уравнения (3.29).
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Положим
𝑅 = 2vrai sup

𝑡∈[0,1]
̂︀𝑦(𝑡). (3.30)

Покажем, что при выполнении условий

𝑝(𝑡) > 1 при п.в. 𝑡 ∈ [0, 1]; 2𝛾 𝑅 < 1 и 2𝛾 𝑅2 < 1

уравнение (3.29) имеет решение 𝑥 ∈ S+ такое, что 𝑥(𝑡) 6 𝑅 п.в. на [0, 1].
Определим вспомогательное уравнение

𝑥2(𝑡)
(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾

⃒⃒
𝑥(ℎ(𝑡))

⃒⃒)︀
= ̂︀𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]. (3.31)

Для любого решения 𝑥 ∈ S уравнения (3.31) функция |𝑥(·)| будет решением уравнения
(3.29), и по решению 𝑥 ∈ S+ уравнения (3.29) очевидно определяются решения уравне-
ния (3.31). Итак, разрешимости в S+ уравнений (3.29), (3.31) равносильны, но областью
определения функции

𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2
2

(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑥1

⃒⃒
)

является [0, 1]×R×R, поэтому нам удобнее будет исследовать вспомогательное уравнение
(3.31).
Определим формулой (3.10) функцию 𝜃 : R × R → R+ и зададим соответствующее

расстояние 𝑑 𝜃 в пространстве S.
Для произвольной функции 𝑣 ∈ S определим функции 𝑔

[𝑣]
1 , 𝑔

[𝑣]
2 : [0, 1] × R → R,

𝑔
[𝑣]
1 (𝑡, 𝑥) = 𝑥2

(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑣(ℎ(𝑡))|

)︀
, 𝑔

[𝑣]
2 (𝑡, 𝑥) = 𝑣2(𝑡)

(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑥|

)︀
.

Положим 𝛼 = 1, 𝛽 = 1/2 и 𝑥0(𝑡) ≡ 0 на [0, 1]. Вычисленное по формуле (3.28) значение 𝑅

совпадает с (3.30). Как показано в примере 1, функция 𝑔
[𝑣]
1 удовлетворяет условию (3.8), в

котором Ω(𝑡) ≡ R, а 𝑥, 𝑦 ∈ S — любые функции (в том числе, если 𝑥 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) и 𝑦 = ̂︀𝑦
— заданная правая часть уравнения (3.29)).
Согласно примеру 3, функция 𝑔2(𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑥| при всех 𝑥, 𝑢 ∈ R удовлетворяет

условию (3.19) с коэффициентом 𝛾. А из неравенств (3.12), (3.13) следует, что при любом

𝑣 ∈ 𝐵S𝜃0 (𝑥0, 𝑅) функция 𝑔
[𝑣]
2 удовлетворяет условию (3.19) с коэффициентом

max
{︀
𝛾 𝑅2, 𝛾 𝑅

}︀
6 1/2 = 𝛽.

В соответствии с теоремой 3.1 уравнение (3.31), а следовательно, и уравнение (3.29)
имеет решение 𝑥 ∈ S+ такое, что 𝑥(𝑡) 6 𝑅 п.в. на [0, 1].

4. Задача Коши для неявного дифференциального уравнения

В пространстве S = S([0, 𝜏 ],R) выделим подпространство L = L([0, 𝜏 ],R) суммируемых
(по Лебегу) функций. Это пространство с определенным формулой (3.2) расстоянием 𝑑 𝜃

будем обозначать L𝜃. Пространство L𝜃0 является полным. Отметим, что для любых 𝑥 ∈ L,
𝑟 ∈ R+ выполнено 𝐵L𝜃0 (𝑥, 𝑟) = 𝐵S𝜃0 (𝑥, 𝑟). Обозначим AC = AC([0, 𝜏 ],R) — пространство
абсолютно непрерывных функций 𝑥 : [0, 𝜏 ] → R, имеющих п.в. на [0, 𝜏 ] производную 𝑥̇ ∈ L.
Пусть функция ̂︀𝑦 : R+ → R измерима, функция 𝑓 : R+×R×R → R измерима по первому

аргументу и непрерывна по совокупности второго и третьего аргументов. Рассмотрим
неявное дифференциальное уравнение

𝑓
(︀
𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)

)︀
= ̂︀𝑦(𝑡), 𝑡 > 0. (4.1)

Пусть 𝜏 > 0. Решением уравнения (4.1), определенным на [0, 𝜏 ], называем функцию
𝑥 ∈ AC([0, 𝜏 ],R), удовлетворяющую этому уравнению при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Получим условия
существования решения 𝑥 ∈ AC([0, 𝜏 ],R) уравнения (4.1), удовлетворяющего при заданном
𝐴 ∈ R начальному условию

𝑥(0) = 𝐴. (4.2)
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Для произвольных функций 𝑣 ∈ AC([0, 𝜏 ],R) и 𝑤 ∈ L([0, 𝜏 ],R) определим функции

𝑔
[𝑣]
1 , 𝑔

[𝑤]
2 : [0, 𝜏 ] × R → R соотношениями

𝑔
[𝑣]
1 (𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑣(𝑡), 𝑥), 𝑔

[𝑤]
2 (𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑤(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], 𝑥 ∈ R.

Теорема 4.1. Пусть заданы числа 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝜏 > 0 такие, что 𝛽𝜏 < 𝛼, и функция

𝑥0 ∈ AC([0, 𝜏 ],R), удовлетворяющая условию (4.2). Пусть

𝑅 :=
1

𝛼− 𝛽𝜏
vrai sup

𝑡∈[0,𝜏 ]
𝜃
(︀
𝑓(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑥̇0(𝑡)), ̂︀𝑦(𝑡)

)︀
< ∞. (4.3)

Определим многозначные отображения 𝑉, 𝑉̇ : [0, 𝜏 ]⇒ R соотношениями

𝑉 (𝑡) = 𝐵R(𝑥0(𝑡), 𝑅𝑡), 𝑉̇ (𝑡) = 𝐵R(𝑥0(𝑡), 𝑅), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (4.4)

Предположим, что для любой абсолютно непрерывной функции 𝑣 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) функция 𝑔
[𝑣]
1

удовлетворяет условию (3.8) при 𝑦 = ̂︀𝑦, всех 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ), Ω(𝑡) ≡ R; для любого 𝑤 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ )

функция 𝑔
[𝑤]
2 удовлетворяет условию (3.17) при 𝑦 = ̂︀𝑦, всех абсолютно непрерывных функ-

циях 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) и Ω = 𝑉. Тогда существует определенное на [0, 𝜏 ] решение 𝑥 задачи

(4.1), (4.2) такое, что 𝑥̇ ∈ 𝐵L𝜃0 (𝑥̇0, 𝑅).

Доказательство. Запишем задачу (4.1), (4.2) в виде уравнения

𝑓
(︀
𝑡, 𝐴 +

∫︁ 𝑡

0

𝑢(𝑠)𝑑𝑠, 𝑢(𝑡)
)︀

= ̂︀𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (4.5)

относительно неизвестной функции 𝑢 = 𝑥̇ ∈ L([0, 𝜏 ]). Определим отображение

𝐹 : L𝜃0 × L𝜃0 → S𝜃, (𝐹 (𝑢, 𝑧))(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡, 𝐴 +

∫︁ 𝑡

0

𝑧(𝑠)𝑑𝑠, 𝑢(𝑡)
)︀
, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ],

и отображение 𝐺 : L𝜃0 → S𝜃, 𝐺(𝑢) = 𝐹 (𝑢, 𝑢). При таком определении отображения 𝐺
уравнение (4.5) принимает вид (2.1), и его разрешимость можно доказать на основании
теоремы 2.1. Проверим выполнение ее условий.
Докажем замкнутость отображений 𝐹,𝐺. Пусть для произвольных {𝑢𝑖}, {𝑧𝑖} ⊂ L𝜃0 ,

𝑢, 𝑧 ∈ L𝜃0 и 𝑦 ∈ S𝜃 выполнено 𝜌(𝑢𝑖, 𝑢) → 0, 𝜌(𝑧𝑖, 𝑧) → 0 и 𝑑 𝜃
(︀
𝐹 (𝑢𝑖, 𝑧𝑖), 𝑦

)︀
→ 0. Из последнего

соотношения следует сходимость (𝐹 (𝑢𝑖, 𝑧𝑖))(𝑡) → 𝑦(𝑡) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] (см. доказатель-

ство предложения 1). А из второго соотношения получаем
∫︀ 𝑡

0
𝑧𝑖(𝑠)𝑑𝑠 →

∫︀ 𝑡

0
𝑧(𝑠)𝑑𝑠 при п.в.

𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Далее, в силу непрерывности функции 𝑓(𝑡, ·, ·) при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ] выполнено
(𝐹 (𝑢𝑖, 𝑧𝑖))(𝑡) → (𝐹 (𝑢, 𝑧))(𝑡). А так как (𝐹 (𝑢𝑖, 𝑧𝑖))(𝑡) → 𝑦(𝑡), получаем (𝐹 (𝑢, 𝑧))(𝑡) = 𝑦(𝑡),
𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. Итак, доказано, что отображение 𝐹 является замкнутым, соответственно, отоб-
ражение 𝐺 также замкнуто.
Для произвольной функции 𝑤 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) оператор 𝐹 (·, 𝑤) : L𝜃0 → S𝜃 является опера-

тором Немыцкого 𝑁
𝑔
[𝑣]
1
, порожденным функцией 𝑔

[𝑣]
1 , где 𝑣(𝑡) = 𝐴 +

∫︀ 𝑡

0
𝑤(𝑠)𝑑𝑠. Очевидно,

𝑣 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) и 𝑣 ∈ AC([0, 𝜏 ],R). Согласно принятым предположениям оператор 𝑁
𝑔
[𝑣]
1

удо-

влетворяет условиям предложения 2 при 𝑦 = ̂︀𝑦, любом 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) и Ω(𝑡) ≡ R. Соглас-
но предложению 2 выполнено вложение 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) × {̂︀𝑦} ⊂ Cov𝛼[𝐹 (·, 𝑤);S], следовательно,
(𝑤, ̂︀𝑦) ∈ Cov𝛼[𝐹 (·, 𝑤);S].
Теперь рассмотрим оператор 𝐹 (𝑤, ·) : L𝜃0 → S𝜃, где 𝑤 — любое измеримое сечение мно-

гозначного отображения 𝑉̇ . Оператор 𝐹 (𝑤, ·) является композицией интегрального опера-
тора 𝐾 : L𝜃0 → L𝜃0 , определяемого формулой (𝐾𝑧)(𝑡) =

∫︀ 𝑡

0
𝑧(𝑠)𝑑𝑠, и оператора Немыцкого

𝑁
𝑔
[𝑤]
2

: L𝜃0 → S𝜃, порожденного функцией 𝑔
[𝑤]
2 . Оператор 𝐾 является липшицевым с ко-

эффициентом 𝜏 на множестве 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) и 𝐾(𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ )) ⊂ AC ∩ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ). Функция 𝑔
[𝑤]
2 удовле-

творяет условиям предложения 3 при 𝑦 = ̂︀𝑦, любом 𝑥 ∈ AC ∩ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) и Ω = 𝑉. Потому, в
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силу предложения 3 для любого 𝑥 ∈ AC ∩ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) выполнено (𝑥, ̂︀𝑦) ∈ Lip𝛽[𝑁
𝑔
[𝑤]
2

;𝑆𝑒𝑙(𝑉 )].

Следовательно, для любого 𝑧 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) выполнено (𝑧, ̂︀𝑦) ∈ Lip𝛽𝜏 [𝑁
𝑔
[𝑤]
2
𝐾;𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ )]. Таким

образом, 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) × ̂︀𝑦 ⊂ Lip𝛽𝜏 [𝑁
𝑔
[𝑤]
2
𝐾;𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ )], следовательно, (𝑤, ̂︀𝑦) ∈ Lip𝛽𝜏 [𝑁

𝑔
[𝑤]
2
𝐾;𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ )].

Итак, для уравнения (4.5) выполнены условия теоремы 2.1, поэтому это уравнение имеет
решение ̂︀𝑢 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) = 𝐵L𝜃0 (𝑥̇0, 𝑅). А значит существует определенное на [0, 𝜏 ] решение 𝑥
задачи (4.1), (4.2) такое, что 𝑥̇ ∈ 𝐵L𝜃0 (𝑥̇0, 𝑅). �

Пример 7. Пусть заданы измеримые неотрицательные функции 𝑝, ̂︀𝑦 : R+ → R+ и
число 𝛾 > 0. Предполагаем, что 𝑝(𝑡) > 1 при п.в. 𝑡 > 0. Рассмотрим дифференциальное
уравнение

𝑥̇2(𝑡)
(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑥(𝑡)|

)︀
= ̂︀𝑦(𝑡), 𝑡 > 0. (4.6)

Положим
𝑅 := 2vrai sup

𝑡∈[0,1]
̂︀𝑦(𝑡). (4.7)

Покажем, что для любого 𝜏 > 0 такого, что

2𝛾 𝑅𝜏 < 1, 2𝛾 𝑅2𝜏 < 1, (4.8)

существует определенное на [0, 𝜏 ] решение 𝑥 уравнения (4.6), удовлетворяющее начально-
му условию 𝑥(0) = 0, и такое, что |𝑥̇(𝑡)| 6 𝑅 при п.в. 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ].
Зафиксируем произвольное 𝜏 > 0, удовлетворяющее неравенствам (4.8). Определим

формулой (3.10) функцию 𝜃 : R × R → R+ и зададим соответствующее расстояние 𝑑 𝜃

в пространстве S. Для произвольных функций 𝑣 ∈ AC и 𝑤 ∈ L определим функции

𝑔
[𝑣]
1 , 𝑔

[𝑤]
2 : [0, 𝜏 ] × R → R соотношениями

𝑔
[𝑣]
1 (𝑡, 𝑥) = 𝑥2

(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑣(𝑡)|

)︀
, 𝑔

[𝑤]
2 (𝑡, 𝑥) = 𝑤2(𝑡)

(︀
𝑝(𝑡) + 𝛾|𝑥|

)︀
, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], 𝑥 ∈ R.

Положим 𝑥0(𝑡) ≡ 0 на [0, 𝜏 ]. Определим многозначные отображения 𝑉, 𝑉̇ : [0, 𝜏 ] ⇒ R
формулами (4.4).

Для любой функции 𝑣 ∈ AC (в том числе для 𝑣 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) ∩ AC) функция 𝑔
[𝑣]
1 удовле-

творяет условию (3.8) с коэффициентом 𝛼 = 1 при любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 (включая 𝑦 = ̂︀𝑦 и

все 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ )), Ω(𝑡) ≡ R (см. пример 6). Для любого 𝑤 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉̇ ) функция 𝑔
[𝑤]
2 удовле-

творяет условию (3.17) с коэффициентом 𝛽 = max{𝛾𝑅, 𝛾𝑅2} при 𝑦 = ̂︀𝑦, всех абсолютно
непрерывных 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑙(𝑉 ) и Ω = 𝑉 (см. пример 6).
В силу неравенств (4.8) выполнено 𝛽 6 (2𝜏)−1. Таким образом, 𝛼 − 𝛽𝜏 > 2−1. Сле-

довательно, вычисленное по формуле (4.7) значение 𝑅 не превосходит значения (4.3). В
соответствии с теоремой 4.1 существует определенное на [0, 𝜏 ] решение 𝑥 уравнения (4.6)
такое, что 𝑥(0) = 0 и |𝑥̇(𝑡)| 6 𝑅 п.в. на [0, 𝜏 ].
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