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ОБ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ОБРАТНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ

ЗАДАЧЕ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

С ПРЕДОПРЕДЕЛЕННЫМ ЧАСТИЧНЫМ СЛЕДОМ

Н.Ф. ВАЛЕЕВ, Я.Ш. ИЛЬЯСОВ

Аннотация. Данная работа направлена на исследование оптимизационных обрат-
ных спектральных задач с так называемыми неполными спектральными данными.
В качестве неполных спектральных данных рассматриваются частичные следы опера-
тораШтурма–Лиувилля. В работе изучается следующая формулировка обратной спек-
тральной задачи с неполными данными (оптимизационная задача): найти потенциал 𝑉 ,
ближайший в некоторой норме к заданной функции 𝑉0, такой, что частичный след опе-
ратора Штурма–Лиувилля с потенциалом 𝑉 имел бы заданное значение. В основном
результате работы мы доказываем теорему существования и единственности решений
этой оптимизационной обратной спектральной задачи. При этом устанавливается но-
вый тип связи между линейными спектральными задачами и системами нелинейных
дифференциальных уравнений. Это позволяет найти решение оптимизационной об-
ратной спектральной задачи путем решения системы нелинейных дифференциальных
уравнений и получить новый результат о разрешимости системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений. Для доказательства единственности решений использовано
свойство выпуклости частичного следа оператора Штурма–Лиувилля с потенциалом
𝑉 , как функционала от потенциала 𝑉 . В работе получено новое обобщение неравенства
Лидского-Виландта на произвольные самосопряженные полуограниченные операторы
с дискретным спектром.
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1. Введение

Рассмотрим задачу Штурма–Лиувилля на собственные значения

ℒ0[𝑉 ]𝜓 := −𝜓′′ + 𝑉 𝜓 = 𝜆𝜓 (1)

на интервале (0, 𝑙) с граничными условиями Дирихле

𝜓(0) = 𝜓(𝑙) = 0. (2)

Хорошо известно, что если вещественнозначный потенциал 𝑉 ∈ 𝐿2 := 𝐿2(0, 𝑙), то-
гда дифференциальное выражение ℒ0[𝑉 ] вместе с граничными условиями (2) определя-
ет самосопряженный дифференциальный оператор в гильбертовом пространстве 𝐿2(0, 𝑙)
(см. например [7], [26]), этот оператор мы будем обозначать ℒ[𝑉 ]. Спектр оператора
ℒ[𝑉 ] дискретный и состоит из последовательности собственных значений 𝜎(ℒ[𝑉 ]) :=

N.F. Valeev, Y.Sh. Ilyasov, Inverse spectral problem for partial traces of the Sturm-

Liouville operator.
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{𝜆𝑖(𝑉 )}∞𝑖=1,эти собственные значения можно перенумеровать в порядке возрастания:
𝜆1(𝑉 ) < 𝜆2(𝑉 ) < . . ..
Данная работа направлена на исследование обратных спектральных задач с так назы-

ваемыми неполными спектральными данными (см. например [20], [16], [22]).
Обратная спектральная задача, заключающаяся в восстановлении потенциала 𝑉 (𝑥) из

заданных спектральных данных 𝜆𝑖(𝑉 )∞𝑖=1, исследования по которой было инициировано в
знаменитых работах Амбарцумяна [1] в 1929 г., Борга в 1946 г. [4], Гельфанда и Левита-
на [10] в 1951 г., занимает одно из центральных мест в теории обратных задач, по этой
теме имеется большой объем литературы и до настоящего времени интерес к этой задаче
не ослабевает (см. например [17]).
В целом, разнообразные постановки обратных спектральных задач имеют довольно мно-

го естественных источников возникновения: математическая физика, квантовая механи-
ка, оптика, механика, инженерные науки, а также различные разделы самой математики
(см. например [22], [9], [6]). Несмотря на свою очевидную актуальность, многие из этих
задач остаются нерешенными.
Хорошо известно, что обратная спектральная задача с неполными спектральными дан-

ными, например, когда задано только конечное число собственных значений {𝜆𝑖(𝑉 )}𝑚𝑖=1

имеет бесконечное число решений и некорректна (см. например [4], [10]).
Однако в различных приложениях такие задачи возникают и исследование этих задач

является актуальной проблемой. Одной из причин тому является недоступность для из-
мерения полной системы спектральных данных ( например для задач диагностики или
идентификации обьектов), а в задачах построения линейной динамической системы с за-
данными частотно-резонансными свойствами наиболее близкой к «эталонной» системе нет
необходимости рассматривать весь диапозон частотно-резонансных характеристик. Эти
замечания объясняют интерес к исследованию новых содержательных постановок обрат-
ных спектральных задач с неполными данными.
В данной работе в качестве неполных спектральных данных мы будем рассматривать

сумму вида:

Λ(𝑉, 𝑘) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑉 ),

которую будем называть «k-ым частичным следом оператора ℒ[𝑉 ]».
Исследуется следующая оптимизационная обратная спектральная задача (с неполными

спектральными данными) для оператора Штурма-Лиувилля:

(𝒫𝒢𝑚): Для заданного вещественного числа Λ𝑚 и функции 𝑉0(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 𝑙), требуется

найти потенциал 𝑉 (𝑥) ∈ 𝐿2 такой, что

∙ Λ(𝑉,𝑚) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑉 ) = Λ𝑚,

∙ ‖𝑉0 − 𝑉 ‖2𝐿2 = min
𝑉 ∈𝐿2

{︃
‖𝑉0 − 𝑉 ‖2𝐿2 :

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑉 ) = Λ𝑚

}︃
. (3)

В основном результате данной работы мы устанавливаем, что решение оптимизационной
обратной спектральной задачи 𝒫𝒢𝑚 выражается через решение следующей краевой задачи
для системы нелинейных дифференциальных уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩− 𝑢′′𝑖 + 𝑉0𝑢𝑖 = 𝜆̄𝑖𝑢𝑖 −

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢2𝑗𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑢𝑖(0) = 𝑢𝑖(𝑙) = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚;

(4)
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0 < 𝑙 < +∞. Для этой системы уравнений ставится задача нахождения упорядоченных
наборов чисел 𝜆̄1, . . . , 𝜆̄𝑚 и систем функций (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) ∈ (𝐶2(0, 𝑙) ∩ 𝐶1[0, 𝑙])𝑚.
В первом результате устанавливается существование и единственность решения опти-

мизационной обратной спектральной задачи 𝒫𝒢𝑚.

Теорема 1.1. Пусть Λ𝑚 ∈ R и 𝑉0 ∈ 𝐿2 заданы, 𝑚 ≥ 1. Тогда
(1𝑜) задача (𝒫𝒢𝑚) имеет единственное решение 𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝑙);

(2𝑜) если
∑︀𝑚

𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉0) < Λ𝑚,тогда 𝑉 ̸= 𝑉0. Более того, 𝑉 выражается через единственное
решение (𝜆̄, 𝑢̄) системы уравнений (4),а именно,

𝑉 = 𝑉0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢̄2𝑖 п.в. на (0, 𝑙). (5)

Во второй теореме нами выводится существование и единственность решения нелиней-
ной краевой задачи (4).

Теорема 1.2. Пусть заданы произвольное число Λ𝑚 ∈ R и потенциал 𝑉0 ∈ 𝐿2(0, 𝑙).
Предположим, что

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉0) < Λ𝑚. Тогда существует единственный набор чисел

𝜆̄1, . . . , 𝜆̄𝑚 строго упорядоченный в порядке возрастания 𝜆̄1 < . . . < 𝜆̄𝑚 и
∑︀
𝑖 = 1𝑚𝜆̄𝑖 = Λ𝑚

такой, что система уравнений (4) имеет единственное ненулевое решение (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) ∈
(𝐶2(0, 𝑙)∩𝐶1[0, 𝑙])𝑚. Более того, каждая функция 𝑢𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 на интервале (0, 𝑙)
имеет ровно (𝑖− 1) нулей.

Отметим, что эти два утверждения носят двойственный характер: из разрешимости
системы уравнений следует разрешимость задачи (𝒫𝒢𝑚), и обратно, «конструктивное»
решение задачи (𝒫𝒢𝑚) сводится к системе уранений (4).
Отметим, что каждая из сформулированных задач имеет самостоятельный инте-

рес. В частности, подобные задачи возникают в многоспектральной теории операторов
(см.например [2]).
Однопараметрическая оптимизационная обратная спектральная задача (𝒫𝒢𝑚),то есть

при 𝑚 = 1, в том числе для 𝑁 -мерного пространственного уравнения Шрёдингера, изу-
чалась в работах [15], [20], [15].
Существование решения уравнения, подобного (4) (с 𝑚 = 1), было исследовано в [21],

[27], [11], [18]. В этих работах нелинейное уравнение было получено в результате исследо-
вания так называемой двойственной задачи: задачи нахождения экстремальных собствен-
ных значений на шаре. Однако мы не знаем, возможно ли получить систему нелинейных
уравнений вида (4) с 𝑚 > 1 на основе двойственного подхода.
Также отметим, что постановка задачи (𝒫𝒢𝑚), в рамках квантово-механических моде-

лей имеет вполне определенный физический смысл, а именно требуется подобрать потен-
циал 𝑉 (𝑥) наиболее близкий к «эталлонному» потенциалу 𝑉0(𝑥) такой, чтобы суммарная
энергия первых 𝑚-связных состояний системы была бы равна заданному значению Λ𝑚

(см. например [22] ).

2. Вспомогательные утверждения и результаты.

2.1. В данном пункте мы докажем неравенство для 𝑚-частичных следов
Λ(𝑉,𝑚) =

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉 ) оператора ℒ[𝑉 ]. Это неравенство является ключевым при дока-

зательстве единственности решения задачи (𝒫𝒢𝑚).
Пусть для 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 задано семейство операторов ℒ[𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2], 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝐿2(0, 𝑙).

Собственные значения семейства операторов ℒ[𝛼𝑉1+(1−𝛼)𝑉2] при каждом 𝛼 ∈ [0, 𝑙] можно
перенумеровать в порядке возрастания

𝜆1(𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2) < 𝜆2(𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2) < . . . < 𝜆𝑚(𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2) . . . .
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Целью данного пункта является доказательство неравенства:

𝛼Λ(𝑉1,𝑚) + (1 − 𝛼)Λ(𝑉2,𝑚) ≤ Λ(𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2,𝑚) (6)

для фиксированного 1 ≤ 𝑚.
Мы сформулируем и докажем интересующее нас неравенство о выпуклости частичной

суммы собственных значений в более общей ситауции, а именно для полуограниченных
операторов с дискретным спектром.
Пусть 𝐴 – эрмитовы матрицы на R𝑟. Обозначим через {𝜆𝑖(𝐴)}𝑟𝑖=1 набор собственных зна-

чений 𝐴, пронумерованных в порядке возрастания: 𝜆1(𝐴) 6 𝜆2(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑟(𝐴). Известна
следующая теорема о выпуклости частичных следов
Теорема (Lidskii–Wielandt inequality) Пусть 𝐴,𝐵 симметрические матрицы дейстую-

щие в евклидовом пространстве E𝑟. Тогда для любых 1 6 𝑚 6 𝑟 справедливо неравенство
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴+𝐵) ≥
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐵)

Заметим, что данное известное неравенство многократно независимо друг от друга пе-
реоткрывалось и обобщалась многими авторами (см. например [14], [13], [12], [3]). Тем не
менее, нам не известно обобщение этого неравенства для самосопряженных полуограни-
ченных операторов с дискретным спектром. Для полноты содержания статьи мы приводим
свое оригинальное доказательство этого неравенства. Отметим, что основная сложность
здесь состоит в неограниченности операторов и кратности собственных значений.
В сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻 рассматривается линейный оператор 𝐴

c плотной областью определения 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 такой, что:
(a) 𝐴 самосопряженный, полуограниченный снизу, далее, не ограничивая общности, мы

будем считать, что 𝐴 строго положительно определенный с нижней гранью 𝑐0 > 0;
(b) спектр оператора 𝐴 дискретный и состоит из бесконечной серии собственных значений
𝑐0 = 𝜆1(𝐴) ≤ 𝜆2(𝐴) ≤ . . .;
Пусть 𝐷𝑚 декартово произведение 𝑚 экземпляров 𝐷(𝐴) так, что

𝐷𝑚 = 𝐷(𝐴) ×𝐷(𝐴) ×𝐷(𝐴) × . . .×𝐷(𝐴),

элементы множества 𝐷𝑚 будем обозначать Φ = (𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚). Введем в рассмотрение
функционал

𝑓 : 𝐷𝑚 ↦→ R,

действующий по формуле

𝑓(Φ) = 𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑𝑗, 𝐴

1
2𝜑𝑗), 𝜑𝑗 ∈ 𝐷(𝐴). (7)

Введем в рассмотрение вложенное в 𝐷𝑚 многообразие:

S𝑚 =
{︀

(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) ∈ 𝐷𝑚 | (𝜑𝑘, 𝜑𝑗) = 𝛿𝑗𝑘, 𝑘, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚
}︀
. (8)

Теперь рассмотрим задачу минимизации функционала 𝑓 = 𝑓(Φ): найти минимум функ-
ционала 𝑓 = 𝑓(Φ) = 𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) на многообразии S𝑚. Справедливо следующее утвер-
ждение

Лемма 2.1. Задача минимизации

Φ* = arg min
Φ∈S𝑚

𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚)

имеет единственное решение Φ* = (𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚) ∈ S𝑚. Более того,

min
Φ∈S𝑚

𝑓(Φ) = 𝑓(Φ*) = 𝜆1(𝐴) + 𝜆2(𝐴) + . . .+ 𝜆𝑚(𝐴).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Функционал

𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑𝑗, 𝐴

1
2𝜑𝑗)

на многообразии S𝑚 ограничен снизу, поскольку 𝐴-полуограниченный оператор. Следо-
вательно, существует минимизирующая последовательность Φ𝑗 = (𝜑𝑗

1, 𝜑
𝑗
2, . . . , 𝜑

𝑗
𝑚) ∈ S𝑚.

Покажем, что множество {Φ𝑗}∞𝑗=1 компактно в пространстве 𝐻.
На линейном многообразии 𝐷(𝐴) введем скалярное произведение

(𝑢, 𝑣)𝐻𝐴
= (𝐴

1
2𝑢,𝐴

1
2𝑣), 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷(𝐴)

Замыкая 𝐷(𝐴) по норме ‖ · ‖𝐻𝐴
получим новое гильбертово пространство 𝐻𝐴. Далее до-

определим функционал

𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) =
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝐴
1
2𝜑𝑘, 𝐴

1
2𝜑𝑘), 𝜑𝑘 ∈ 𝐷(𝐴)

на все пространство 𝐻𝐴.
Поскольку оператор 𝐴−1 компактный, а так как 𝑓(Φ𝑗) → minΦ∈S𝑚 𝑓(Φ), то множества

{𝜑𝑗
𝑘}∞𝑗=1 ограничены в пространстве 𝐻𝐴. А это влечет, что каждое множество {𝜑𝑗

𝑘}∞𝑗=1 ком-

пактно в прострастве 𝐻, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. Отсюда следует, что из {Φ𝑗}∞𝑗=1 можно выделить
сходящуюся к некоторому Φ* = (𝜑*

1, 𝜑
*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚) ∈ 𝐻×𝐻×𝐻 . . .×𝐻 подпоследовательность.

Покажем, что каждый из 𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚 принадлежит гильбертовому пространству 𝐻𝐴.

Для этого заметим, что соответствующие последовательности {𝜑𝑗
1}∞𝑗=1, {𝜑

𝑗
1}∞𝑗=1, . . . , {𝜑𝑗

𝑚}∞𝑗=1

ограничены в 𝐻𝐴. Теперь воспользуемся следующим утверждением (см. теорему 1.16
(см.стр. 395 в [8]))

Пусть 𝑓 [𝜑] = (𝐴
1
2𝜑,𝐴

1
2𝜑) — замкнутая секториальная форма. Пусть 𝜑𝑗 ∈ 𝐷(𝑓), 𝜑𝑗 →

𝜑* и последовательность 𝑓 [𝜑𝑗] ограничена. Тогда и 𝜑* ∈ 𝐷(𝑓).
Отсюда следует, что 𝜑*

𝑘 ∈ 𝐻𝐴 для каждого 𝑘 = 1, . . .𝑚. А поскольку (𝜑*
𝑘, 𝜑

*
𝑗) = 𝛿𝑗𝑘,

𝑘, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то Φ* = (𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚) ∈ S𝑚, где S𝑚 замыкание S𝑚 в пространстве 𝐻𝐴.

Таким образом, функционал ; 𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) =
𝑚∑︀
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑𝑗, 𝐴

1
2𝜑𝑗); достигает своего ми-

нимума в некоторой точке Φ* = (𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚) ∈ S𝑚. Заметим, что 𝑓(𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) диф-

ференцируем по Фреше в 𝐻𝐴.
Рассмотрим функционал Лагранжа:

𝐹 (𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑𝑗, 𝐴

1
2𝜑𝑗) −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑘,𝑗((𝜑𝑘, 𝜑𝑗) − 𝛿𝑗𝑘) (9)

Функционал 𝐹 (𝜑1, 𝜑2, . . . , 𝜑𝑚) определен во всем пространстве 𝐻𝐴 и дифференцируем по
Фреше в точке Φ* = (𝜑*

1, 𝜑
*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚) ∈ S𝑚, следовательно:

𝐴
1
2𝜑*

𝑘 −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜎𝑘,𝑗𝐴
− 1

2𝜑*
𝑗 = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚. (10)

Легко увидеть, что из системы уравнений (10) следует, что 𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚 ∈ 𝐷(𝐴).

Пусть 𝐻Φ* – линейное подространство 𝐻𝐴 образованное элементами 𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚,

𝑃 – ортогональный проектор на подпространство 𝐻Φ* , тогда 𝐼 −𝑃 ортогональный проек-
тор на 𝐻⊥

Φ* . Очевидно, что 𝐻Φ* ⊕𝐻⊥
Φ* = 𝐻.

Теперь из системы уравнений (10) следует, что 𝐻Φ* и 𝐻⊥
Φ* инвариантные подпростраства

оператора 𝐴, точнее:

𝐴 : 𝐻Φ* → 𝐻Φ* , 𝐴 : 𝐻⊥
Φ* ∩𝐷(𝐴) → 𝐻⊥

Φ*
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Обозначим

𝐴11 = 𝑃𝐴𝑃, 𝐴22 = (𝐼 + 𝑃 )𝐴(𝐼 + 𝑃 ), 𝐴21 = (𝐼 + 𝑃 )𝐴𝑃, 𝐴12 = 𝑃𝐴(𝐼 + 𝑃 ).

Заметим, что 𝐴21 = 𝐴12 = 0 и 𝐴11𝐴22 = 0, откуда немедленно вытекает, что 𝐴 = 𝐴11 +𝐴22

Следовательно, существуют ортонормированный базис

{𝜑*
1, 𝜑

*
2, . . . , 𝜑

*
𝑚, 𝜑𝑚+1, . . . , 𝜑𝑛, . . .} ⊂ 𝐷(𝐴),

в котором оператор 𝐴 имеет блочную структуру:

𝐴 =

(︂
𝐴11 0

0 𝐴22

)︂
, (11)

где 𝐴11 – конечномерный оператор-матрица размера 𝑚×𝑚.
Собственные значения матрицы 𝐴11 равны некоторым 𝑚 собственным значениям

оператора 𝐴, обозначим их, расположив в порядке возрастания с учетом кратности
𝜆𝑗1(𝐴) ≤ 𝜆𝑗2(𝐴) ≤ . . . ≤ 𝜆𝑗𝑚(𝐴). Тогда c одной стороны

Λ(𝐴11,𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑*

𝑗 , 𝐴
1
2𝜑*

𝑗),

а сдругой мы имеем

Λ(𝐴11,𝑚) = 𝜆𝑗1(𝐴) + 𝜆𝑗2(𝐴) + . . .+ 𝜆𝑗𝑚(𝐴).

Пусть 𝜆1(𝐴) ≤ 𝜆2(𝐴) ≤ . . . ≤ 𝜆𝑚(𝐴) – какие-либо (с учетом их возможных кратностей)
первых 𝑚-собственных значений оператора 𝐴, расположенные в порядке возрастания с
учетом их кратности, а 𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑚 соответствующие им собственные векторы оператора
𝐴, принадлежащие многообразию S𝑚. Теперь можем записать неравенство:

min
Φ∈S𝑚

𝑓(Φ) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑*

𝑗 , 𝐴
1
2𝜑*

𝑗)

=𝜆𝑗1(𝐴) + 𝜆𝑗2(𝐴) + . . .+ 𝜆𝑗𝑚(𝐴) ≥ 𝜆1(𝐴) + 𝜆2(𝐴) + . . .+ 𝜆𝑚(𝐴)

=
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜓*

𝑗 , 𝐴
1
2𝜓*

𝑗 ).

(12)

Из неравенства (12) следует, что

min
Φ∈S𝑚

𝑓(Φ) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐴
1
2𝜑*

𝑗 , 𝐴
1
2𝜑*

𝑗) = 𝜆1(𝐴) + 𝜆2(𝐴) + . . .+ 𝜆𝑚(𝐴).

Тем самым утверждение доказано.
Теперь вернемся к доказательству неравенства (6). Заметим, семейство операторов

ℒ[𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2], 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑙),

для любых 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 равномерно полуограничено снизу, что вытекает из следующего
утверждения ( см. Следствие 2 в [16])

Лемма 2.2. Пусть 𝐵 ограниченное множество функций из 𝐿2, тогда наименьшее
собственное значение оператора ℒ[𝑉 ] раномерно ограничена снизу 𝜆1(𝑉 ) ≥ 𝜇 > −∞ для
всех 𝑉 ∈ 𝐵,где 𝜇 не зависит от 𝑉 ∈ 𝐵.
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Следовательно, к рассматриваемому семейству операторов можно применять результа-
ты леммы 2.1. Тогда получим

Λ(𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2,𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2) = min
Φ∈S𝑚

𝑓(Φ)

= min
Φ∈S𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

(ℒ[𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2]𝜑𝑗, 𝜑𝑗)

=
𝑚∑︁
𝑗=1

(ℒ[𝛼𝑉1 + (1 − 𝛼)𝑉2]𝜑
*
𝑗 , 𝜑

*
𝑗)

=𝛼
𝑚∑︁
𝑗=1

(ℒ[𝑉1]𝜑
*
𝑗 , 𝜑

*
𝑗) + (1 − 𝛼)

𝑚∑︁
𝑗=1

(ℒ[𝑉2]𝜑
*
𝑗 , 𝜑

*
𝑗)

≥𝛼 min
Ψ∈S𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

(ℒ[𝑉1]𝜓𝑗, 𝜓𝑗) + (1 − 𝛼) min
Ψ∈S𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

(ℒ[𝑉2]𝜓𝑗, 𝜓𝑗)

=𝛼
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(𝑉1) + (1 − 𝛼)
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(𝑉2))

=𝛼Λ(𝑉1,𝑚) + (1 − 𝛼)Λ(𝑉2,𝑚)

Таким образом, неравенство (6) доказано.
2.2. В этом пункте исследуем свойства гладкости функционала Λ(·,𝑚) : 𝐿2(0, 𝑙) → R.

Лемма 2.3. Для любого 𝑚 ≥ 1 функционал Λ(·,𝑚) : 𝐿2(0, 𝑙) → R непрерывно-
дифференциуем по Фреше. Дифференциал Фреше функционала Λ(𝑉,𝑚) можно предста-
вить в виде:

𝐷𝑉 [Λ(𝑉,𝑚)](ℎ) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝜑2
𝑗(𝑉 ), ℎ)

‖𝜑𝑗(𝑉 )‖2
∀ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2. (13)

Доказательство. Собственные значения оператора ℒ[𝑉 ] однократные, поэтому из След-
ствия 4.2 из [17] следует, что каждое собственное значение 𝜆𝑘(𝑉 ) дифференцируемо по
Фреше и

𝐷𝑉 [𝜆𝑘(𝑉 )](ℎ) =
1

‖𝜑𝑘(𝑉 )‖2𝐿2

∫︁ 𝑙

0

𝜑2
𝑘(𝑉 )ℎ 𝑑𝑥, ∀𝑉, ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑙). (14)

Отсюда немедленно вытекает формула (13). Теперь покажем, что линейный функционал
𝐷𝑉 [Λ(𝑉,𝑚)](ℎ) непрерывен по 𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝑙). Для этого заметим, что по свойству аналитич-
ности (см.[19], стр. 10) отображение 𝜑𝑘(·) : 𝐿2(0, 𝑙) → 𝑊 2,2(0, 𝐿) является непрерывным
(на самом деле даже аналитическим).
По теореме Соболева вложение 𝑊 2,2(0, 𝑙) ⊂ 𝐿4(0, 𝑙) непрерывно. Тогда отображение

𝜑𝑘(·) : 𝐿2(0, 𝑙) → 𝐿4(0, 𝑙) тоже непрерывно и, следовательно, норма производной функци-
онала 𝐷𝑉 [Λ(𝑉,𝑚)] непрерывно зависит от 𝑉 ∈ 𝐿2(0, 𝑙). Отсюда следует, что функционал
Λ(𝑉,𝑚) непрерывно дифференцируем по Фреше в 𝐿2(0, 𝑙).

3. Доказательство Теорем 1.1 и 1.2.

Введем в рассмотрение множество

𝑀𝑚 := {𝑉 ∈ 𝐿2 : Λ𝑚 6
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑉 )}
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и рассмотрим на нем следующую задачу о минимизации

𝑃 = min{𝜌(𝑉 ) := ‖𝑉0 − 𝑉 ‖2𝐿2 : 𝑉 ∈𝑀𝑚}. (15)

Очевидно, что 𝑀𝑚 непусто, а из неравенства (6) следует, что 𝑀𝑚 выпуклое множество,
коэрцитивность функционала расстояния 𝜌(·) : 𝐿2 → R влечет существование миними-

затора 𝑉 ∈ 𝑀𝑚 задачи (15). Строгое неравенство
∑︀𝑚

𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉0) < Λ𝑚 влечет за собой, что

𝑉 ̸= 𝑉0. Выпуклость множества 𝑀𝑚 и функционала расстояния 𝜌(𝑉 ) обеспечивают един-

ственность 𝑉 и

𝑉 ∈ 𝜕𝑀𝑚 =

{︃
𝑉 ∈𝑀𝑚 :

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑉 ) = Λ𝑚

}︃
.

Тем самым мы доказали существование и единственность решения задачи (𝒫𝒢𝑚), т.е.
получили доказательство утверждения (1𝑜) Теоремы 1.1.
Докажем второй пункт Tеоремы 1.1. Поскольку функционалы 𝜌(·) : 𝐿2 → R и, согласно

Лемме 2.3, Λ(·,𝑚) → R непрерывно-диференцируемы по Фреше, то из метода множителей
Лагранжа следует существование 𝜇0, 𝜇1 ∈ R таких, что |𝜇0| + |𝜇1| ≠ 0 и

𝜇0[𝐷𝑉 𝜌(𝑉 )](ℎ) + 𝜇1𝐷𝑉 [Λ(𝑉,𝑚)](ℎ) = 0, ∀ℎ ∈ 𝐿2, (16)

𝜇0 ≥ 0, 𝜇1 6 0, (17)

𝜇1 (Λ(𝑉,𝑚) − Λ𝑚) = 0 (18)

при 𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥).

Используя формулу (13) с нормированными ‖𝜑2
𝑘(𝑉 )‖ = 1, получим∫︁ 𝑙

0

(︃
2𝜇0(𝑉0 − 𝑉 ) + 𝜇1

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜑2
𝑘(𝑉 )

)︃
ℎ 𝑑𝑥 = 0, ∀ℎ ∈ 𝐿2, (19)

что равносильно тождеству

𝜇0(𝑉 − 𝑉0) = −𝜇1

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜑2
𝑘(𝑉 ).

Предположим, что 𝜇0 = 0, тогда
∑︀𝑚

𝑘=1 𝜑
2
𝑘(𝑉 ) = 0 и мы получаем противоречие.

С другой стороны, если мы предположим, что 𝜇1 = 0, тогда 𝑉0 = 𝑉 и, следовательно,∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉0) = Λ𝑚, что противоречит нашему предположению

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉0) < Λ𝑚. Таким об-

разом, можно считать, что 𝜇0 = 1. Кроме того, поскольку 𝜇1 6 0, заключаем, что 𝑉0 < 𝑉
п.в. в (0; 𝑙) и

𝑉 = 𝑉0 − 𝜇1

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜑2
𝑘(𝑉 ) п.в. в (0; 𝑙). (20)

Обозначим 𝜆̂𝑖 = 𝜆𝑖(𝑉 ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Тогда мы получим

− 𝜑′′
𝑖 (𝑉 ) + 𝑉0𝜑𝑖(𝑉 ) = 𝜆̂𝑖𝜑𝑖(𝑉 ) +

(︃
𝜇1

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜑2
𝑘(𝑉 )

)︃
𝜑𝑖(𝑉 ), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. (21)

Таким образом, функции 𝑢̂𝑖 = (−𝜇1)
1/2𝜑𝑖(𝑉 ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 удовлетворяют системе урав-

нений (4). Отсюда и из (20) получим требуемое представление (5) для для оптимального
потенциала 𝑉 . Тем самым теорема 1 доказана.
Докажем Теорему 2. Согласно Tеореме 1.1 система уравнений (4) имеет решение.

Докажем, что оно единственное, т.е. существует только один набор чисел 𝜆̄1, . . . , 𝜆̄𝑚
такой, что 𝜆̄1 < . . . < 𝜆̄𝑚,

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆̄𝑖 = Λ𝑚 и единственная система функций

(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) ∈ (𝐶2(0, 𝑙) ∩ 𝐶1[0, 𝑙])𝑚 удовлетворяющих (4).
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Нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 3.1. Пусть (𝜆̃, 𝑤̄) решение системы (4) такое, что 𝑤𝑘 имеет ровно 𝑘−1 нулей
для каждого 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 и

𝜆̃1 < . . . < 𝜆̃𝑚,

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆̃𝑖 = Λ𝑚.

Тогда функция

𝑉 = 𝑉0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑤2
𝑖

является точкой локального минимума функционала 𝜌 в 𝑀𝑚.

Доказательство. Предположим (𝜆̃, 𝑤̄) является решением (4), удовлетворяющим условию
леммы.Тогда 𝑤𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 собственные функции ℒ𝑉 , соответствующие собственным

значениям 𝜆̃𝑘, то есть, 𝑤𝑘 = 𝜑𝑘(𝑉 ) и 𝜆̃𝑘 = 𝜆𝑘(𝑉 ). Согласно лемме 2.3 и теореме Люстерника
[25] касательное пространство 𝜕𝑀𝑚 в точке 𝑉 ∈ 𝜕𝑀𝜆 выражается следующим образом

𝑇𝑉 (𝜕𝑀𝑚) :=

⎧⎨⎩ℎ ∈ 𝐿2 :
𝑚∑︁
𝑘=1

𝐷𝑉 [𝜆𝑘(𝑉 )](ℎ) ≡
𝑙∫︁

0

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑤2
𝑘 · ℎ 𝑑𝑥 = 0

⎫⎬⎭ . (22)

С другой стороны,

𝐷𝑉 [𝜌(𝑉 )](ℎ) = 2

𝑙∫︁
0

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑤2
𝑘 · ℎ𝑑𝑥.

Следовательно, 𝐷𝑉 [𝜌(𝑉 )](ℎ) = 0 для любого ℎ ∈ 𝑇𝑉 (𝜕𝑀𝑚). Теперь с учетом того, что

𝐷𝑉 𝑉 [𝜌(𝑉 )](ℎ, ℎ) = 2

𝑙∫︁
0

ℎ2 𝑑𝑥 > 0, ∀ℎ ∈ 𝐿2,

мы получим неравенство

𝜌(𝑉 + ℎ) > 𝜌(𝑉 )

для любого ℎ ∈ 𝑇𝑉 (𝜕𝑀𝑚) с достаточно малой нормой.

Завершим доказательство Теоремы 1.2. Согласно вышесказанному, система уравнений
(4) имеет решение(𝜆̄, 𝑢̄) такое, что функционал расстояния 𝜌 достигает глобального ми-

нимума в точке 𝑉 = 𝑉0 +
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑢
2
𝑖 на 𝑀𝑚. Предположим, что существует другое решение

(𝜆̃, 𝑤̄) системы (4). Тогда согласно Лемме 3.1, 𝑉 = 𝑉0 +
∑︀𝑚

𝑖=1𝑤
2
𝑖 является точкой локаль-

ного минимума 𝜌 в 𝑀𝑚. Однако из-за строгой выпуклости функционалов
∑︀𝑚

𝑖=1 𝜆𝑖(𝑉 ) и 𝜌

это возможно только в том случае, если 𝑉 = 𝑉 , и поэтому, 𝜆̄ = 𝜆̃, 𝑢̄ = 𝑤̄. Заметим, что 𝑢̂𝑖
являются собственными функциями оператора Штурма-Лиувилля:

−𝑢′′𝑖 +

(︃
𝑉0 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢2𝑗

)︃
𝑢𝑖 = 𝜆̄𝑖𝑢𝑖, 𝑖 = 1, . . . .𝑚

Cледовательно, каждая собственная функция 𝑢̂𝑘 = (−𝜇1)
1/2𝜑𝑘(𝑉 ), как собственная функ-

ция, соответствующая собственному значению 𝜆𝑘(𝑉 ), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 на интервале (0, 𝑙)
имеет ровно (𝑘 − 1) нулей.
Тем самым Теорема 1.2 доказана.
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