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ГЕОМЕТРИЯ РАДИАЛЬНЫХ ГИЛЬБЕРТОВЫХ

ПРОСТРАНСТВ, ДОПУСКАЮЩИХ БЕЗУСЛОВНЫЕ

БАЗИСЫ ИЗ ВОСПРОИЗВОДЯЩИХ ЯДЕР

К.П. ИСАЕВ, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

Аннотация. В данной работе авторы рассматривают геометрию абстрактных ради-
альных функциональных гильбертовых пространств, устойчивых относительно деле-
ния, в которых существуют безусловные базисы из значений воспроизводящего ядра.
Получено простое необходимое условие существования таких базисов в терминах по-
следовательности ‖𝑧𝑛‖, 𝑛 ∈ N ∪ {0}. Получено достаточное условие для того, чтобы
норма и функция Бергмана пространства восстанавливались через последовательность
норм мономов. Доказаны два основных утверждения. Пусть 𝐻 — радиальное функци-
ональное гильбертово пространство целых функций, устойчивое относительно деления
и в нем система мономов {𝑧𝑛}, 𝑛 ∈ N ∪ {0}, полна.
1. Если пространство 𝐻 допускает безусловный базис из значений воспроизводящего

ядра, то

‖𝑧𝑛‖ ≍ 𝑒𝑢(𝑛), 𝑛 ∈ N ∪ {0},
где последовательность 𝑢(𝑛) выпуклая, то есть

𝑢(𝑛 + 1) + 𝑢(𝑛− 1) − 2𝑢(𝑛) ≥ 0, 𝑛 ∈ N.

2. Пусть 𝑢𝑛,𝑘 = 𝑢(𝑛)−𝑢(𝑘)−(𝑢(𝑛)−𝑢(𝑛−1))(𝑛−𝑘). Если 𝒰 — матрица с элементами
𝑒2𝑢𝑛,𝑘 , 𝑛, 𝑘 ∈ N ∪ {0}, и

‖𝒰‖ := sup
𝑛

(︃∑︁
𝑘

𝑒2𝑢𝑛,𝑘

)︃ 1
2

< ∞,

то
2.1. пространство 𝐻 как банахово пространство изоморфно пространству целых

функций с нормой

‖𝐹‖2 =
1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0
|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)|2𝑒−2̃︀𝑢(ln 𝑟)𝑑𝜙𝑑̃︀𝑢′+(ln 𝑟),

где ̃︀𝑢 — функция, сопряженная по Юнгу к кусочно линейной функции 𝑢(𝑡);
2.2. функция Бергмана пространства 𝐻 удовлетворяет условию

𝐾(𝑧) ≍ 𝑒2̃︀𝑢(ln |𝑧|), 𝑧 ∈ C.
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1. Введение

Во всей статье будем считать, что 𝐻 — функциональное гильбертово пространство це-
лых функций, устойчивое относительно деления в смысле:
1) все точечные функционалы 𝛿𝑧 : 𝑓 → 𝑓(𝑧) являются непрерывными;
2) если 𝐹 ∈ 𝐻, 𝐹 (𝑧0) = 0, то 𝐹 (𝑧)(𝑧 − 𝑧0)

−1 ∈ 𝐻.
Из функциональности пространства следует, что оно допускает воспроизводящее ядро

𝑘(𝜆, 𝑧):

𝑓(𝑧) = (𝑓(𝜆), 𝑘(𝜆, 𝑧)), ∀𝑧 ∈ C, ∀𝑓 ∈ 𝐻.

Через 𝐾(𝑧) обозначим 𝑘(𝑧, 𝑧). Тогда функция Бергмана пространства 𝐻 — это

‖𝛿𝑧‖𝐻 = (𝐾(𝑧))
1
2 (cм. [1]).

Базис {𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...} в гильбертовом пространстве называется безусловным базисом

(см. [2]), если найдутся числа 𝑐, 𝐶 > 0, такие, что для любого элемента 𝑥 =
∞∑︀
𝑘=1

𝑥𝑘𝑒𝑘 ∈ 𝐻

выполняется соотношение

𝑐
∞∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑘|2‖𝑒𝑘‖2 ≤

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑘𝑒𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ 𝐶
∞∑︁
𝑗=1

|𝑐𝑘|2‖𝑒𝑘‖2.

Вопрос о существовании и конструировании безусловных базисов из значений воспро-
изводящих ядер в гильбертовых пространствах целых функций в последние годы активно
изучается.
Эта задача восходит к двум тесно связанным между собой классическим задачам: пред-

ставление функций посредством рядов экспонент и интерполяция целыми функциями.
Представление посредством рядов экспонент активно развивалось А. Ф. Леонтьевым и его
учениками, основные результаты и аналитические методы изложены в монографии [3].
Ю. Ф. Коробейником и его учениками развивались функционально аналитические мето-
ды, им создана теория абсолютно представляющих систем в локально выпуклых простран-
ствах голоморфных функций, основные результаты этой теории изложены в работе [4].
В теории абсолютно представляющих систем естественным образом важное значение име-
ет степень тонкости топологии пространства. В работах [5], [6] доказаны теоремы о су-
ществовании представляющих систем экспонент в проективных и индуктивных пределах
весовых пространств, в которых оператор дифференцирования действует непрерывно.
Дальнейшее продвижение в этой задаче в смысле тонкости топологии предполагает уже

изучение нормированных пространств, т.е. конструирование (безусловных) базисов. Как
оказалось, базисы из экспонент — явление редкое. Насколько известно авторам — это ба-
зисы в классическом пространстве 𝐿2 и в пространствах Соболева 𝐿𝑠

2 (см. [7]), базисы
в пространствах Смирнова ([8]) и Бергмана ([9]) на выпуклых многоугольниках. Соот-
ветственно, имеется ряд работ об отсутствии базисов из экспонент. Так на пространствах
Смирнова и Бергмана на областях с гладкой границей базисов из экспонент не может быть
(см. [10], [11]). Базисов из экспонент не бывает также и в весовых пространствах, когда
весовая функция растет быстрее степенной функции ([12]) или сравнима со степенной
([13]).
В работах [14]–[16] в терминах интерполяции целыми функциями показано отсутствие

безусловных базисов из значений воспроизводящего ядра в классическом пространстве
Баргмана и в пространствах Фока

ℱ𝜙 =

{︂
𝑓 ∈ 𝐻(C) : ||𝑓 ||2 :=

∫︁
C
|𝑓(𝜆)|2𝑒−2𝜙(𝜆)𝑑𝑚(𝜆) < ∞

}︂
,
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с радиальными весами 𝜙, растущими быстрее |𝜆|2. В работе [17] доказано отсутствие
безусловных базисов из значений воспроизводящего ядра уже в пространствах с веса-
ми, удовлетворяющими условию (ln+ 𝑟)2 = 𝑜(𝜙(𝑟)), 𝑟 → ∞, и с некоторой регулярно-
стью роста. В этой же работе получен неожиданный результат о существовании безуслов-
ных базисов из значений воспроизводящего ядра в пространствах Фока ℱ𝜙𝛼 с весами
𝜙𝛼(𝜆) = (ln+ |𝜆|)𝛼 при 𝛼 ∈ (1; 2]. В дальнейшем в статье [18] доказано существование
безусловных базисов из значений воспроизводящего ядра в пространствах Фока с ради-
альными весами существенно более общего вида.
Далее будем пользоваться следующими обозначениями. Запись 𝐴(𝑥) ≍ 𝐵(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,

для положительных функций 𝐴,𝐵 означает, что для некоторых констант 𝐶, 𝑐 > 0 для
всех 𝑥 ∈ 𝑋 выполняются оценки 𝑐𝐵(𝑥) ≤ 𝐴(𝑥) ≤ 𝐶𝐵(𝑥), символ 𝐴(𝑥) ≺ 𝐵(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,
(𝐴(𝑥) ≻ 𝐵(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋), означает существование константы 𝐶 > 0 такой, что 𝐴(𝑥) ≤ 𝐶𝐵(𝑥)
(𝐵(𝑥) ≤ 𝐶𝐴(𝑥)).
Функциональное гильбертово пространство 𝐻 будем называть радиальным, если для

любого 𝐹 ∈ 𝐻 и 𝜙 ∈ R функция 𝐹 (𝑧𝑒𝑖𝜙) лежит в 𝐻, причем

‖𝐹 (𝑧𝑒𝑖𝜙)‖ = ‖𝐹‖.

Очевидно, что в радиальном гильбертовом пространстве 𝐾(𝑧𝑒𝑖𝜙) ≡ 𝐾(𝑧), 𝑧 ∈ C, 𝜙 ∈ R.
В данной работе авторы рассматривают абстрактные радиальные функциональные

гильбертовы пространства, устойчивые относительно деления, и доказывают следующие
утверждения.
1. Если 𝐻 — радиальное функциональное гильбертово пространство, устойчивое отно-

сительно деления и допускающее безусловный базис из значений воспроизводящего ядра,
то существует выпуклая последовательность 𝑢(𝑛), 𝑛 ∈ N ∪ {0}, такая, что ‖𝑧‖𝑛 ≍ 𝑒𝑢(𝑛),
𝑛 ∈ N ∪ {0}. Выпуклость {𝑢(𝑛)} означает, что

𝑢(𝑛+ 1) + 𝑢(𝑛− 1)− 2𝑢(𝑛) ≥ 0, 𝑛 ∈ N.

(Cм. теорему 1).
2. Пусть 𝑢𝑛,𝑘 = 𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑘)− (𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑛− 1))(𝑛− 𝑘). Если 𝒰 — матрица с элементами

𝑒2𝑢𝑛,𝑘 , 𝑛, 𝑘 ∈ N ∪ {0}, и

‖𝒰‖ := sup
𝑛

(︃∑︁
𝑘

𝑒2𝑢𝑛,𝑘

)︃ 1
2

< ∞,

то
2.1. пространство 𝐻 как банахово пространство изоморфно пространству целых функ-

ций с нормой

‖𝐹‖2 = 1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)|2𝑒−2̃︀𝑢(ln 𝑟)𝑑𝜙𝑑̃︀𝑢′
+(ln 𝑟),

где ̃︀𝑢 — функция, сопряженная по Юнгу к кусочно линейной функции 𝑢(𝑡);
2.2. функция Бергмана пространства 𝐻 удовлетворяет условию

𝐾(𝑧) ≍ 𝑒2̃︀𝑢(ln |𝑧|), 𝑧 ∈ C.
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2. Описание нормы и функции Бергмана

Следующая теорема доказана в работе [19] (Теорема 1).

Теорема 1. Если в радиальном функциональном гильбертовом пространстве 𝐻,
устойчивом относительно деления и содержащем все мономы 𝑧𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., суще-
ствует безусловный базис из значений воспроизводящего ядра, то существует выпуклая
последовательность 𝑢(𝑛), 𝑛 ∈ N ∪ {0}, такая, что ‖𝑧‖𝑛 ≍ 𝑒𝑢(𝑛), 𝑛 ∈ N ∪ {0}. При этом

lim
𝑛→+∞

(𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛)) = lim
𝑛→+∞

𝑢(𝑛)

𝑛
= +∞.

Если в радиальном гильбертовом пространстве система мономов 𝑧𝑛, 𝑛 ∈ N∪{0}, полна,
то пространство вполне определяется последовательностью 𝑢(𝑛) = ln ‖𝑧𝑛‖, 𝑛 = 0, 1, 2, ... .
Это следует из следующего утверждения.

Лемма 1. Пусть 𝐻 — радиальное гильбертово пространство целых функций и
𝑧𝑛, 𝑧𝑚 ∈ 𝐻, 𝑛 ̸= 𝑚. Тогда

(𝑧𝑛, 𝑧𝑚) = 0.

Доказательство. Из радиальности пространста следует, что для любого 𝜙 ∈ R

‖𝑧𝑛 + 𝑧𝑚‖2 = ‖(𝑧𝑒𝑖𝜙)𝑛 + (𝑧𝑒𝑖𝜙)𝑚‖2 = ‖𝑧𝑛‖2 + 2Re 𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝜙(𝑧𝑛, 𝑧𝑚) + ‖𝑧𝑚‖2,

т.е.

Re 𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝜙(𝑧𝑛, 𝑧𝑚) ≡ Const,

что возможно только при ортогональности 𝑧𝑛 и 𝑧𝑚. Лемма 1 доказана.

Пространство целых функций с нормой

‖𝐹‖2 =
∞∑︁
𝑛=0

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑛)(0)

𝑛!

⃒⃒⃒⃒2
𝑒2𝑢(𝑛)

также радиальное гильбертово пространство, в котором система мономов 𝑧𝑛, 𝑛 = 0, 1, ...,
ортогональна и полна. Значит, в обоих пространствах эта система образует ортогональный
базис, и эти пространства совпадают как банаховы пространства.

Теорема 2. Если в радиальном функциональном гильбертовом пространстве 𝐻,
устойчивом относительно деления, полиномы полны и для некоторой выпуклой на R
функции 𝑢(𝑥)

‖𝑧𝑛‖ ≍ 𝑒𝑢(𝑛), 𝑛 = 0, 1, ...,

𝑈(𝑥) =

∫︁ ∞

0

𝑒2𝑥𝑡−2𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R,

̃︀𝑢(𝑥) = sup
𝑡∈R

(𝑥𝑡− 𝑢(𝑡)), 𝑥 ∈ R,

то пространство 𝐻 как банахово пространство изоморфно пространству{︂
𝐹 ∈ 𝐻(C) :

1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)|2𝑑𝜙𝑑̃︀𝑢′
+(ln 𝑟)

𝑈(ln 𝑟)
< ∞

}︂
.

Доказательство. В работе [20] введена характеристика выпуклых функций

𝜌̃︀𝑢(𝑥) = sup

{︂
𝑡 > 0 :

∫︁ 𝑥+𝑡

𝑥−𝑡

|̃︀𝑢′
+(𝜏)− ̃︀𝑢′

+(𝑡)|𝑑𝜏 ≤ 1

}︂
,
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и доказано (Лемма 2), что

𝑒−2𝑒2𝑢(𝑡) ≤
∫︁ ∞

−∞
𝑒2𝑥𝑡−2̃︀𝑢(𝑥)𝜌̃︀𝑢(𝑥)𝑑̃︀𝑢′

+(𝑥) ≤
𝜋

2
𝑒2𝑒2𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R.

По [21, теорема 2]

𝑈(𝑥) ≍ 1

𝜌̃︀𝑢(𝑥)𝑒
2̃︀𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ R,

таким образом,∫︁ ∞

−∞

𝑒2𝑥𝑡

𝑈(𝑥)
𝑑̃︀𝑢′

+(𝑥) ≍
∫︁ ∞

−∞
𝑒2𝑥𝑡−2̃︀𝑢(𝑥)𝜌̃︀𝑢(𝑥)𝑑̃︀𝑢′

+(𝑥) ≍ 𝑒2𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ R. (1)

Для 𝐹 ∈ 𝐻 положим

‖𝐹‖20 :=
1

2𝜋

∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)|2𝑑𝜙𝑑̃︀𝑢′
+(ln 𝑟)

𝑈(ln 𝑟)
.

Тогда в силу (1)

‖𝑧𝑛‖20 =
∫︁ ∞

0

|𝑟|2𝑛𝑑̃︀𝑢′
+(ln 𝑟)

𝑈(ln 𝑟)
=

∫︁ ∞

−∞

𝑒2𝑛𝑥𝑑̃︀𝑢′
+(𝑥)

𝑈(𝑥)
≍ 𝑒2𝑢(𝑛) ≍ ‖𝑧𝑛‖2, 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Поскольку система мономов образует ортогональный базис, то нормы эквивалентны. Тео-
рема 2 доказана.

Не уменьшая общности далее будем считать, что последовательность ln ‖𝑧𝑛‖, 𝑛 = 0, 1, ...,
возрастающая выпуклая и ln ‖𝑧0‖ = 0.

Лемма 2. Пусть 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑛) = ln ‖𝑧𝑛‖, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., — кусочно линейная неубывающая
функция с изломами в целых неотрицательных точках, т.е.

𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑛) + (𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛))(𝑡− 𝑛), 𝑡 ∈ [𝑛;𝑛+ 1], 𝑛 ∈ N ∪ {0},

и

𝑢′
+(𝑛) = 𝑢′

−(𝑛+ 1) = 𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛), 𝑛 ∈ N ∪ {0}.
Тогда сопряженная по Юнгу ̃︀𝑢(𝑥) также будет кусочно линейной с изломами в точках
𝑥𝑛 = 𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑛− 1) = 𝑢′

+(𝑛− 1), 𝑛 ∈ N.
Производная ̃︀𝑢′

+(𝑥) будет функцией скачков с единичными скачками в этих точках 𝑥𝑛,
𝑛 ∈ N, в частности, ̃︀𝑢(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛𝑛− 𝑢(𝑛), ̃︀𝑢′

+(𝑥𝑛) = 𝑛, 𝑛 ∈ N.

Доказательство. Поскольку̃︀𝑢(𝑥) = sup
𝑡≥0

(𝑥𝑡− 𝑢(𝑡)) = sup
𝑛∈N∪{0}

sup
𝜏∈[0;1]

(𝑥(𝑛+ 𝜏)− (𝑢(𝑛) + (𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛))𝜏) =

= sup
𝑛∈N∪{0}

(𝑥𝑛− 𝑢(𝑛) + sup
𝜏∈[0;1]

(𝑥− (𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛))𝜏))

и внутренний супремум достигается на концах интервала [0; 1], то̃︀𝑢(𝑥) = sup
𝑛∈N∪{0}

(𝑥𝑛− 𝑢(𝑛)), 𝑥 ∈ R. (2)

Таким образом, сопряженная по Юнгу ̃︀𝑢(𝑥) как верхняя огибающая последова-
тельности линейных функций также будет кусочно линейной с изломами в точках
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𝑥𝑛 = 𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑛− 1) = 𝑢′
+(𝑛− 1), 𝑛 ∈ N, или более подробно

̃︀𝑢(𝑥) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ≤ 𝑥1 = 𝑢(1)− 𝑢(0),

1 · 𝑥− 𝑢(1), 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 = 𝑢(2)− 𝑢(1),

...

𝑛𝑥− 𝑢(𝑛), 𝑥𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑛+1 = 𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛),

...

(3)

Лемма 2 доказана.

По лемме 2 ̃︀𝑢′
+(ln 𝑟) — функция скачков с единичными скачками в точках 𝑅𝑛 = 𝑒𝑥𝑛 и

норма ‖𝐹‖0 превращается в сумму ряда

‖𝐹‖20 =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑈(ln𝑅𝑛)

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑅𝑛𝑒
𝑖𝜙)|2𝑑𝜙

)︂
. (4)

Теорема 3. Пусть 𝐾(𝜆) — функция Бергмана радиального функционального гильбер-
тового пространства 𝐻, устойчивого относительно деления, в котором система моно-
мов полна. Если числа

𝑢𝑛,𝑘 = 𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑘)− 𝑢′
+(𝑛− 1)(𝑛− 𝑘), 𝑛, 𝑘 ∈ N ∪ {0},

удовлетворяют условию

sup
𝑛

∑︁
𝑘

𝑒2𝑢𝑛,𝑘 := 𝐴 < ∞, (5)

то

𝐾(𝜆) ≍ 𝑒2̃︀𝑢(ln |𝜆|), 𝜆 ∈ C.

Доказательство. В условиях теоремы
{︁

𝑧𝑛

‖𝑧𝑛‖ , 𝑛 = 0, 1, ...
}︁
образует ортонормированный

базис. Следовательно,

𝑘(𝜆, 𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑧𝑘

‖𝑧𝑘‖2
, 𝐾(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

|𝑧𝑘|2

‖𝑧𝑘‖2
, 𝑧 ∈ C.

Докажем требуемое соотношение на критических окружностях |𝜆| = 𝑅𝑛,

1 ≤ 𝐾(𝑅𝑛)𝑅
−2𝑛
𝑛 ‖𝑧𝑛‖2 ≍

∞∑︁
𝑘=0

𝑅2(𝑘−𝑛)
𝑛 exp (−2𝑢(𝑘) + 2𝑢(𝑛)) , 𝑛 ∈ N.

Поскольку ln𝑅𝑛 = 𝑥𝑛 = 𝑢′
+(𝑛− 1), то

𝑅2(𝑘−𝑛)
𝑛 exp (−2𝑢(𝑘) + 2𝑢(𝑛)) = exp

(︀
2(𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑘)− 𝑢′

+(𝑛− 1)(𝑛− 𝑘))
)︀
= 𝑒2𝑢𝑛,𝑘 ,

и по условию теоремы

𝐾(𝑅𝑛) ≍
𝑅2𝑛

𝑛

‖𝑧𝑛‖2
, 𝑛 ∈ N.

По формуле (3) получим

𝐾(𝑅𝑛) ≍ exp (2̃︀𝑢(ln𝑅𝑛)) .

Функция ln𝐾(𝑒𝑥) выпуклая и по доказанному

ln𝐾(𝑒𝑥𝑛) ≤ Const+ 2̃︀𝑢(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ N.

Поскольку функция ̃︀𝑢(𝑡) линейна между точками 𝑥𝑛, то это соотношение верно для всех
𝑥:

𝐾(𝜆) ≺ exp (2̃︀𝑢(ln |𝜆|)) , 𝜆 ∈ C. (6)



62 К.П. ИСАЕВ, Р.С. ЮЛМУХАМЕТОВ

С другой стороны, по определению функции Бергмана и по формуле (2)

𝐾(𝜆) = sup
𝐹∈𝐻

|𝐹 (𝜆)|2

‖𝐹‖2
≥ sup

𝑛∈N∪{0}

|𝜆𝑛|2

‖𝜆𝑛‖2
= exp

(︃
2 sup
𝑛∈N∪{0}

(𝑛 ln |𝜆| − 𝑢(𝑛))

)︃
=

= exp (2̃︀𝑢(ln |𝜆|)) .
Отсюда и из (6) следует утверждение теоремы 3. Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Пусть последовательность 𝑢(𝑛) удовлетворяет условию: для некото-
рого 𝑝 ∈ N

inf
𝑛
(𝑢′

+(𝑛+ 𝑝)− 𝑢′
+(𝑛)) := 𝜎 > 0. (7)

Тогда
𝐾(𝜆) ≍ 𝑒2̃︀𝑢(ln |𝜆|), 𝜆 ∈ C.

По теореме 3 для доказательства этого следствия достаточно доказать следующую лем-
му.

Лемма 3. Из условия (7) вытекает условие (5).

Доказательство. Возьмем 𝑛 ∈ N ∪ {0} и пусть 𝑘 > 𝑛. Для кусочно линейной функции

𝑢′
+(𝑛) = 𝑢(𝑛+ 1)− 𝑢(𝑛),

и

𝑢(𝑘)− 𝑢(𝑛) =
𝑘−𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝑢(𝑛+ 𝑗 + 1)− 𝑢(𝑛+ 𝑗)) =
𝑘−𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑢′
+(𝑛+ 𝑗).

По условию (𝑢′)

𝑢′
+(𝑛+ 𝑗) ≥ 𝑢′

+(𝑛− 1) +

[︂
𝑗

𝑝

]︂
𝜎, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑗 = 0, 1, ...,

где [𝑥] обозначает целую часть 𝑥.
Значит,

𝑢(𝑘)− 𝑢(𝑛) ≥ (𝑘 − 𝑛)𝑢′
+(𝑛− 1) + 𝜎

𝑘−𝑛−1∑︁
𝑗=0

[︂
𝑗

𝑝

]︂
≥

≥ (𝑘 − 𝑛)𝑢′
+(𝑛− 1) +

𝜎𝑝

2

(︂[︂
𝑘 − 𝑛− 1

𝑝

]︂
− 1

)︂[︂
𝑘 − 𝑛− 1

𝑝

]︂
,

тем самым,

𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑘)− 𝑢′
+(𝑛− 1)(𝑛− 𝑘) ≤ −𝜎𝑝

2

(︂[︂
𝑘 − 𝑛− 1

𝑝

]︂
− 1

)︂[︂
𝑘 − 𝑛− 1

𝑝

]︂
, 𝑘 ≥ 𝑛.

Таким образом,
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑒2𝑢𝑛,𝑘 ≤
∞∑︁
𝑗=0

exp

(︂
−𝜎𝑝

(︂[︂
𝑗

𝑝

]︂
− 1

)︂[︂
𝑗

𝑝

]︂)︂
:= 𝐶(𝜎, 𝑝), 𝑛 ∈ N. (8)

Пусть 𝑘 < 𝑛, тогда

𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑘)− 𝑢′
+(𝑛− 1)(𝑛− 𝑘) =

𝑛−𝑘∑︁
𝑗=1

(𝑢(𝑛− 𝑗 + 1)− 𝑢(𝑛− 𝑗)− 𝑢′
+(𝑛− 1)) =

=
𝑛−𝑘∑︁
𝑗=1

(𝑢′
+(𝑛− 𝑗)− 𝑢′

+(𝑛− 1)).
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Поскольку для 𝑗 = 𝑠𝑝+ 1, ..., (𝑠+ 1)𝑝, 𝑠 = 0, 1, 2, ...,

𝑢′
+(𝑛− 𝑗)− 𝑢′

+(𝑛− 1) ≤ −𝑠𝜎,

то

𝑢(𝑛)− 𝑢(𝑘)− 𝑢′
+(𝑛− 1)(𝑛− 𝑘) ≤ −𝑝𝜎

2

[︂
𝑛− 𝑘

𝑝

]︂(︂[︂
𝑛− 𝑘

𝑝

]︂
− 1

)︂
, 𝑘 < 𝑛.

Таким образом,

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑒2𝑢𝑛,𝑘 ≤
∞∑︁
𝑗=0

exp

(︂
−𝑝𝜎

[︂
𝑗

𝑝

]︂(︂[︂
𝑗

𝑝

]︂
− 1

)︂)︂
= 𝐶(𝜎, 𝑝), 𝑛 ∈ N.

Отсюда и из (8) следует выполнение условия (5). Лемма 3 доказана.

Теорема 4. Пусть 𝐻 — радиальное функциональное гильбертово пространство,
устойчивое относительно деления, в котором система мономов полна. Если выполнено
условие (5), то норма пространства 𝐻 эквивалентна норме

‖𝐹‖20 :=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−2̃︀𝑢(ln𝑅𝑛)

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑅𝑛𝑒
𝑖𝜙)|2𝑑𝜙.

Доказательство. По теореме 1 и формуле (4) нам достаточно показать, что при выпол-
нении условия (5),

𝑈(𝑥𝑛) ≍ 𝑒2̃︀𝑢(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ N.

Нижняя оценка выполняется всегда. В самом деле, в силу линейности функции 𝑢(𝑡) в
интервалах [𝑘, 𝑘 + 1], 𝑘 ∈ N ∪ {0},

𝑈(𝑥𝑛) =

∫︁ ∞

0

𝑒2(𝑥𝑛𝑡−𝑢(𝑡))𝑑𝑡 ≥
∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑒2(𝑥𝑛𝑡−(𝑢(𝑛−1)+𝑢′
+(𝑛−1)(𝑡−𝑛+1)))𝑑𝑡, 𝑛 ∈ N,

и поскольку по утверждению 2

𝑥𝑛 = 𝑢′
+(𝑛− 1),

то, учитывая формулу (3), имеем

𝑈(𝑥𝑛) ≥ 𝑒2(𝑥𝑛(𝑛−1)−𝑢(𝑛−1)) = 𝑒2̃︀𝑢(𝑥𝑛). (9)

Верхнюю оценку докажем на основании теоремы 3. Функция 𝑥𝑛𝑡 − 𝑢(𝑡) — вогнута по
переменной 𝑡, достигает максимума в точке 𝑡 = 𝑛. Значит, в интервале (𝑛;∞) функция
не возрастает, поэтому

∞∫︁
𝑛

𝑒2(𝑥𝑛𝑡−𝑢(𝑡))𝑑𝑡 =
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑒2(𝑥𝑛𝑡−𝑢(𝑡))𝑑𝑡 ≤
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑒2(𝑥𝑛𝑘−𝑢(𝑘)) = 𝑒2̃︀𝑢(𝑥𝑛)

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑒2𝑢𝑛,𝑘 .

В интервале (0;𝑛) эта функция не убывает, поэтому

𝑛∫︁
0

𝑒2(𝑥𝑛𝑡−𝑢(𝑡))𝑑𝑡 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑒2(𝑥𝑛𝑡−𝑢(𝑡))𝑑𝑡 ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑒2(𝑥𝑛𝑘−𝑢(𝑘)) = 𝑒2̃︀𝑢(𝑥𝑛)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒2𝑢𝑛,𝑘 .
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Из последних двух оценок и условия (5) вытекает

𝑈(𝑥𝑛) ≺ 𝑒2̃︀𝑢(𝑥𝑛).

Отсюда и из оценки (9) получим утверждение теоремы 4. Теорема 4 доказана.

Следствие 2. Пусть 𝐻 — радиальное функциональное гильбертово пространство,
устойчивое относительно деления, в котором система мономов полна. Если выполнено
условие (7), то норма пространства 𝐻 эквивалентна норме

‖𝐹‖20 :=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−2̃︀𝑢(ln𝑅𝑛)

2𝜋∫︁
0

|𝐹 (𝑅𝑛𝑒
𝑖𝜙)|2𝑑𝜙.

Данное утверждение следует из теоремы 4 и леммы 3.
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