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Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ïîñòîÿííûé âåêòîð-

íûé ïàðàìåòð, íåèçâåñòíûé óïðàâëÿþùåìó ëèöó. Èçâåñòíî ëèøü ìíîæåñòâî âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé ýòîãî íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ äàííîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïî-

ñòàâëåíà çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â ñàìîì íà÷àëå äâèæåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ âîññòàíîâëåíèå

íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðàòêîâðåìåííîãî ïðèìåíåíèÿ

ê óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå íåñêîëüêèõ ïðîáíûõ óïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ è íàáëþäåíèÿ çà

ðåàêöèåé íà íèõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Âûáîð íàáîðà ïðîáíûõ óïðàâëÿþùèõ âåêòî-

ðîâ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ

íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà. Â îòëè÷èå îò ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò, ðàññìîòðåí áîëåå

îáùèé ñëó÷àé, êîãäà îäíîãî ïðîáíîãî óïðàâëÿþùåãî ïîñòîÿííîãî âåêòîðà íåäîñòàòî÷-

íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà, è, êðîìå òîãî, äëÿ

àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïðèìåíåíà öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ñèñòåìû âìåñòî ïðàâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çà-

äà÷à óïðàâëåíèÿ ìàÿòíèêîì ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòîì òðåíèÿ è êîý��èöèåíòîì

óïðóãîñòè ïðóæèíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, çàäà÷à î ñáëèæåíèè, íåîïðåäåëåííûé ïîñòî-

ÿííûé ïàðàìåòð, ïðîáíîå óïðàâëåíèå.

Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: 93C41

1. Ââåäåíèå

�àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷è î ñáëèæåíèè íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ

êîìïàêòíûì öåëåâûì ìíîæåñòâîì â êîíå÷íîìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì., íàïð.,

[1, 2℄). Îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ñèñòåìå íåîïðå-

äåëåííîãî ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà, íåèçâåñòíîãî ëèöó, �îðìèðóþùåìó óïðàâëåíèå. Â êà÷å-

ñòâå áëèçêîé ïî òåìàòèêå ðàáîòû, â êîòîðîé áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ñ íåîïðåäåëåííûì

ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì èëè, êàê îòäåëüíûé âàðèàíò, íåèçâåñòíîé �óíêöèåé, ìîæíî ïðè-

âåñòè ðàáîòó Â.Ì. Âåëèîâà [3℄. Îäíàêî, â òîé ðàáîòå ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð �àêòè÷åñêè

ÿâëÿëñÿ óïðàâëÿþùèì âåêòîðîì åäèíñòâåííîãî èãðîêà. Çàìåòèì, ÷òî íàøó çàäà÷ó ìîæ-

íî òðàêòîâàòü êàê èãðîâóþ çàäà÷ó î ñáëèæåíèè, â êîòîðîé ïåðâûé èãðîê, �îðìèðóþùèé

ïðîãðàììíûå (çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî íà÷àëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè) óïðàâëåíèÿ,

ñòðåìèòñÿ ñáëèçèòü ñèñòåìó ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì, à âòîðîé èãðîê, âëàäåþùèé âûáîðîì

çíà÷åíèé ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà, ñòðåìèòñÿ ïðîòèâîäåéñòâîâàòü ïåðâîìó èãðîêó â äî-

ñòèæåíèè öåëè. �îðàçäî áîëåå áëèçêîé ïî òåìàòèêå ê íàñòîÿùåé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà

Ì.Ñ. Íèêîëüñêîãî [4℄, â êîòîðîé âìåñòî íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ

V.N. Ushakov, A.A. Ershov, On re
overing of unknown 
onstant parameter by several test


ontrols.
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íåîïðåäåëåííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå íà íà÷àëüíîì ïðîìåæóòêå äâèæåíèÿ óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ê òåìàòèêå äàííîé ðàáîòû ïðèìûêàþò çàäà÷è òåîðèè äèíàìè÷åñêî-

ãî îáðàùåíèÿ, îñíîâû êîòîðîé áûëè ðàçâèòû â ðàáîòàõ [5, 6, 7℄.

�àíåå, â ðàáîòå [8℄ ïðåäñòàâëåíà ñõåìà êîíñòðóèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ, ðåøàþùåãî ñ îïðå-

äåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè òàêóþ çàäà÷ó î ñáëèæåíèè èç íà÷àëüíûõ ïîçèöèé, ïðèíàä-

ëåæàùèõ íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè. Îäíàêî, â íåé áûëî èñ-

ïîëüçîâàíî äîïóùåíèå, ÷òî ìû ìîæåì àáñîëþòíî òî÷íî èçìåðÿòü �àçîâóþ ïåðåìåííóþ

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà íà÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â ðàáîòå [9℄ ýòî äîïóùåíèå áû-

ëî çàìåíåíî íà óñëîâèå î òîì, ÷òî èçìåðåíèÿ �àçîâîé ïåðåìåííîé èìåþò îãðàíè÷åííóþ

îøèáêó. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñõåìà ðåøåíèÿ ñîñòîÿëà èç äâóõ îñíîâíûõ ýòàïîâ: ïðèáëèæåííîãî

âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà ïóòåì êðàòêîâðåìåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïðîáíî-

ãî óïðàâëåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñáëèæåíèè ñòàíäàðòíûì ïèêñåëüíûì

ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííîãî ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà. Â [8, 9℄ áûëè ïîëó÷åíû

îöåíêè äîïîëíèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âûâîäà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà öåëåâîå ìíîæåñòâî,

âîçíèêàþùåé èç-çà íåòî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà îáîáùåíèå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ãî ïàðàìåòðà íà òîò ñëó÷àé, êîãäà êðàòêîâðåìåííîãî ïðîáíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå îäíîãî

ïîñòîÿííîãî âåêòîðà íåäîñòàòî÷íî. Êðîìå òîãî, â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå

îöåíêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè â ñëó÷àå, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ îäèí

âåêòîð ïðîáíîãî óïðàâëåíèÿ. Óëó÷øåíèå òî÷íîñòè äîñòèãíóòî çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ öåí-

òðàëüíîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû âìå-

ñòî ïðàâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ

ïîãðåøíîñòè äî âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íåîáõîäèìû áîëåå ñòðîãèå òðåáîâàíèÿ íà ãëàä-

êîñòü âåêòîð-�óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñáëèæåíèè

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, ϑ] (t0 < ϑ < ∞) çàäàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà







dx

dt
= f(t, x(t), u(t), α),

x(t0) = x(0),
(2.1)

ãäå t � âðåìÿ, x(t) ∈ R
n
� �àçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, (t0, x

(0)) � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå

ñèñòåìû, u(t) � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, α � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, óäîâëåòâîðÿþùèé

âêëþ÷åíèþ α ∈ L , L ∈ comp(Rq).
Çäåñü R

k
� åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k, comp(Rk)� ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòîâ

â R
k
ñ õàóñäîð�îâîé ìåòðèêîé.

Ïîä äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u(t), t ∈ [t0, ϑ], ïîíèìàåì èçìåðèìóþ ïî Ëåáåãó íà [t0, ϑ]
âåêòîð-�óíêöèþ ñî çíà÷åíèÿìè â P , ãäå P ∈ comp(Rp). Êàæäîìó äîïóñòèìîìó óïðàâ-

ëåíèþ u(t) ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå x(t), ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.1) â êëàññå

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé [10, �2.1℄.

Ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

A1. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x, u, α) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà íà [t0, ϑ] × R
n × P × L è

äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè Ω ⊂ [t0, ϑ] × Rn
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà

L = L(Ω) ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(t, x(1), u, α)− f(t, x(2), u, α)|| 6 L||x(1) − x(2)‖,

(t, x(i), u, α) ∈ Ω× P × L , i = 1, 2;
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çäåñü ‖ · ‖ � åâêëèäîâàÿ íîðìà âåêòîðà â R
n
.

A2. Íàéäåòñÿ òàêîå γ ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(t, x, u, α)‖ 6 γ(1 + ‖x‖), (t, x, u, α) ∈ [t0,∞)× R
n × P × L .

A3. Ïóñòü N � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ∆ > 0. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x, u, α) äâàæäû

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t è x íà [t0, t0+N∆]×R
n
ïðè

ëþáûõ u ∈ P è α ∈ L .

À4. Ïóñòü çàäàí íàáîð {u(1), . . . , u(N)} âåêòîðîâ èç P . Ïðè íåêîòîðîì α ∈ L êóñî÷íî-

ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u(t) = u(k)
ïðè t ∈ [t0 + (k − 1)∆, t0 + k∆), k = 1, N , ïîðîæ-

äàåò äâèæåíèå x(t) íà ïðîìåæóòêå [t0, t0 + N∆]. Îáîçíà÷èì ìíîãîçíà÷íóþ �óíêöèþ

F (t, x, u) = {f(t, x, u, α) : α ∈ L }. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî îäíîçíà÷íûõ îòîáðà-

æåíèé

α̂[x(1)
∗
, . . . , x(N)

∗
](·, . . . , ·) : F

(

t0 +
∆

2
, x(1)

∗
, u(1)

)

× . . .× F
(

t0 +
(

N − 1

2

)

∆, x(N)
∗

, u(N)
)

7−→ L ,

÷òî

f
(

t0 +
(

k − 1

1

)

∆, x(1)
∗
, u(1), α̂[x(1)

∗
, . . . , x(N)

∗
](f (1)

∗
, . . . , f (N)

∗
)
)

= f (k)
∗

äëÿ ëþáûõ f (k)
∗

∈ F
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x(k), u(k)
)

è òî÷åê x
(k)
∗ èç äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îêðåñò-

íîñòåé òî÷åê x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, k = 1, N .

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ κ(λ) ↓ 0 ïðè λ ↓ 0 òàêàÿ, ÷òî

∥

∥α̂[x(1)
∗
, . . . , x(N)

∗
](f (1)

∗
, . . . , f (N)

∗
)− α

∥

∥ 6 κ

( N
∑

k=1

bk

∥

∥

∥
x(k)
∗

− x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)∥

∥

∥

+

N
∑

k=1

βk

∥

∥

∥
f (k)
∗

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
))∥

∥

∥

)

,

ãäå êîý��èöèåíòû bk > 0 è βk > 0 äëÿ âñåõ k = 1, N .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîñòîÿííûå âåêòîðû èç íàáîðà {u(1), . . . , u(N)}, îïðåäåëåííîãî â

óñëîâèè A4, áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü ïðîáíûìè óïðàâëåíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 2.1. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå α̂ çàäàåòñÿ íå òîëüêî òî÷êàìè

{x(1), . . . , x(N)} â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî è íàáîðîì ïðîáíûõ óïðàâëåíèé {u(1), . . . , u(N)}.
Îäíàêî ýòó çàâèñèìîñòü ìû íå îòðàæàåì â åå çàïèñè.

Ïóñòü íåêîòîðûé êîìïàêò M ⊂ R
n
� öåëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ ñèñòåìû (2.1).

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ïîñòàíîâêå è îáñóæäåíèþ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ñáëèæåíèþ

ñèñòåìû (2.1) ñ M , îáñóäèì èí�îðìàöèîííûå óñëîâèÿ, â ðàìêàõ êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ

óïðàâëåíèå ñèñòåìîé (2.1).

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] â ñèñòåìå (2.1) ðåàëèçîâàíî íåêîòîðîå
çíà÷åíèå α ∈ L , è èìåííî îíî ïðèñóòñòâóåò â ñèñòåìå (2.1) â òå÷åíèå âñåãî ïðîìåæóò-

êà [t0, ϑ]; â òî æå âðåìÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ýòî çíà÷åíèå α íåèçâåñòíî ëèöó,

óïðàâëÿþùåìó ñèñòåìîé (2.1), ò.å. ëèöó, îñóùåñòâëÿþùåìó âûáîð óïðàâëåíèÿ u. Ñ÷èòàåì,
÷òî ëèöó, îñóùåñòâëÿþùåìó âûáîð u, èçâåñòíî ëèøü ñàìî îãðàíè÷åíèå L . Äàííûé âàðè-

àíò ïðè óñëîâèè âîçìîæíîñòè òî÷íîãî èçìåðåíèÿ �àçîâîé ïåðåìåííîé x(t) áûë ðàññìîòðåí
â ðàáîòå [8℄.

Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [8℄, çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìîæåì èçìåðÿòü �àçîâóþ ïåðåìåííóþ

x(t) ëèøü ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé δ, ò.å.

‖x∗(t)− x(t)‖ 6 δ, (2.2)

ãäå x∗(t) � ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ x(t).
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Òåì ñàìûì ìû îáñóäèëè èí�îðìàöèîííûå óñëîâèÿ.

Çàäà÷ó î ñáëèæåíèè ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì M äëÿ ñèñòåìû (2.1) ìîæíî ðåøàòü ïîýòàï-

íî, ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âûäåëèòü ïðèñóòñòâóþùåå â ñèñòåìå (2.1) çíà-

÷åíèå α ∈ L .

Çàäà÷à 2. Òðåáóåòñÿ ñêîíñòðóèðîâàòü ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå äâèæå-

íèå x(t) ñèñòåìû (2.1) â ìàëóþ îêðåñòíîñòü öåëåâîãî ìíîæåñòâà M â ìîìåíò âðåìåíè

ϑ.

Çàäà÷ó 2 ìîæíî ðåøàòü, ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû (ïèêñåëüíûå ìåòîäû [12℄ êîí-

ñòðóèðîâàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñáëèæåíèè, ìåòîä ýêñòðå-

ìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî [13, 14℄) è èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííî âîññòàíîâ-

ëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Îöåíêà âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

âûïîëíåíà â ðàáîòå [8℄. Ïîýòîìó íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è 1.

3. Çàäà÷à 1. Âîññòàíîâëåíèå íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà

Ñ�îðìóëèðóåì àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà

α ∈ L .

Àëãîðèòì 3.1.

1) Âûáèðàåì íàáîð ïðîáíûõ óïðàâëåíèé {u(1), . . . , u(N)} è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì

èõ íà ïðîìåæóòêàõ [t0 + (k − 1)∆, t0 + k∆), k = 1, N . Â ðåçóëüòàòå íà ïðîìåæóòêå

âðåìåíè [t0, t0 + N∆] áóäåò ðåàëèçîâàíî íåêîòîðîå äâèæåíèå ñèñòåìû (2.1), êîòîðîå

îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t).

2) Â ìîìåíòû âðåìåíè t0 +
j

2
∆, j = 0, 2N , èçìåðÿåì �àçîâóþ ïåðåìåííóþ ñèñòåìû

(2.1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ x∗

(

t0 +
j

2
∆
)

, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

∥

∥

∥

∥

x∗

(

t0 +
j

2
∆
)

− x
(

t0 +
j

2
∆
)

∥

∥

∥

∥

6 δ, j = 0, 2N.

3) Äëÿ êàæäîãî k = 1, N âû÷èñëÿåì âåêòîð

f (k) =
x∗(t0 + k∆)− x∗(t0 + (k − 1)∆)

∆

è åãî ïðîåêöèþ f
(k)
∗ íà ìíîæåñòâî F

(

t0+
(

k−1

2

)

∆, x∗

(

t0+
(

k−1

2

)

∆
)

, u(k)
)

. Â çàâèñèìîñòè

îò âèäà ýòîãî ìíîæåñòâà âûáèðàåì àíàëèòè÷åñêèé èëè ÷èñëåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

ïðîåêöèé [8, �5℄ ñ ïîãðåøíîñòüþ

‖f (k)
∗

− f (k)
pr ‖ < p, (3.1)

ãäå f
(k)
pr � òî÷íàÿ ïðîåêöèÿ, f

(k)
∗ � ïðèáëèæåííàÿ ïðîåêöèÿ.

4) Íàõîäèì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå α∗ ∈ L ïàðàìåòðà α ∈ L èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α∗

)

= f (k)
∗

, k = 1, N. (3.2)

Çàìå÷àíèå 3.1. Â ñèëó óñëîâèÿ A4 ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2) ñóùåñòâóåò è óñòîé÷èâî

îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé ïðàâîé ÷àñòè è ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé �àçîâîé ïåðåìåííîé

x∗

(

t0 +
j

2
∆
)

, j = 1, 2N .

Ïåðåéäåì ê îöåíêå òî÷íîñòè àëãîðèòìà 3.1. Ñ ïîìîùüþ ëåììû �ðîíóîëëà-Áåëëìàíà

[15, ãë. 1, �2, ñ. 26℄ ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 3.1. Ëþáîå äâèæåíèå x(T ) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó

‖x(T )− x(0)‖ 6 (T − t0)K(T ),

ãäå t0 6 T 6 ϑ,

K(T ) = max{‖f(t, x, u, α)‖ : t ∈ [t0, T ], x ∈ B(x(0), (‖x(0)‖+ 1)(eγ(T−t0) − 1)), u ∈ P, α ∈ L }.
Èç ëåììû 3.1 è âêëþ÷åíèÿ

B(x(0), (‖x(0)‖+ 1)(eγ(T−t0) − 1)) ⊂ B(x∗(t0), (‖x∗(t0)‖+ δ + 1)(eγ(T−t0) − 1) + δ)

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ëþáîå äâèæåíèå x(T ) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2.1) óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó

‖x(T )− x(0)‖ 6 (T − t0)K
∗(T ),

ãäå t0 6 T 6 ϑ,

K∗(T ) =max{f(t, x, u, α) :
t ∈ [t0, T ], x ∈ B(x∗(t0), (‖x∗(t0)‖+ δ + 1)(eγ(T−t0) − 1) + δ), u ∈ P, α ∈ L }.

Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ñòàòüè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ñëåäó-

þùèõ ïîñòîÿííûõ:

K∗(N∆) = max{‖f(t, x, u, α)‖ : t ∈ [t0, t0 +N∆],

x ∈ B(x∗(t0), (‖x∗(t0)‖+ δ + 1)(eγ∆N − 1) + δ), u ∈ P, α ∈ L },

K1 =max

{

∥

∥

∥

∂f

∂t
(t, x, u, α) +

∂f

∂x
(t, x, u, α)f(t, x, u, α)

∥

∥

∥
:

t ∈ [t0, t0 +N∆], x ∈ B(x∗(0), N∆ ·K∗(N∆)), u ∈ P, α ∈ L

}

,

K2 =max

{

∥

∥

∥

∂2f

∂t2
(t, x, u, α) +

∂2f

∂t∂x
(t, x, u, α) +

∂ϕ

∂t
(t, x, u, α) +

∂ϕ

∂x
(t, x, u, α)f(t, x, u, α)

∥

∥

∥
:

t ∈ [t0, t0 +N∆], x ∈ B(x∗(0), N∆ ·K∗(N∆)), u ∈ P, α ∈ L

}

,

ãäå �óíêöèÿ

ϕ(t, x, u, α) =
∂f

∂x
(t, x, u, α) · f(t, x, u, α).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü α∗
� âîññòàíîâëåííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 3.1 çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà α â ñèñòåìå (2.1).

Òîãäà

‖α∗ − α‖ 6 κ

(

δ
N
∑

k=1

bk +
(

p+ Lδ + r(∆)
)

N
∑

k=1

βk

)

, (3.3)

ãäå

r(∆) =
4δ

∆
+

∆3

12
K2. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñâîéñòâà À4

‖α∗ − α‖ 6κ

(

N
∑

k=1

bk

∥

∥

∥

∥

x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

− x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

∥

∥

∥

∥

+

N
∑

k=1

βk

∥

∥

∥

∥

f (k)
∗

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

)

.

(3.5)
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Ïî óñëîâèþ (2.2) ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ �àçîâîé ïåðåìåííîé íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

δ, ò.å.

N
∑

k=1

bk

∥

∥

∥

∥

x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

− x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

∥

∥

∥

∥

6 δ
N
∑

k=1

bk. (3.6)

Îöåíèì

∥

∥

∥

∥

f (k)
∗

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

, k = 1, N .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íîìåð k è çà�èêñèðóåì åãî. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ

íîðìû, (3.1) è óñëîâèÿ A1 ñëåäóåò, ÷òî

∥

∥

∥
f (k)
∗

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)∥

∥

∥

6
∥

∥f (k)
∗

− f (k)
pr

∥

∥+

∥

∥

∥

∥

f (k)
pr − f

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

6 p+

∥

∥

∥

∥

f (k)
pr − f

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

+ Lδ

6 p+
∥

∥f (k)
pr − f (k)

∥

∥+

∥

∥

∥

∥

f (k) − f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

+ Lδ

6 p+ 2

∥

∥

∥

∥

f (k) − f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

+ Lδ

6 p+ Lδ + 2

∥

∥

∥

∥

x∗(t0 + k∆)− x∗(t0 + (k − 1)∆)

∆
− x(t0 + k∆)− x(t0 + (k − 1)∆)

∆

∥

∥

∥

∥

+ 2

∥

∥

∥

∥

x(t0 + k∆)− x(t0 + (k − 1)∆)

∆
− f

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

6 p+ Lδ +
4δ

∆
+

2

∆

∥

∥

∥

∥

∥

t0+k∆
∫

t0+(k−1)∆

ẋ(τ)− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

dτ

∥

∥

∥

∥

∥

= p+ Lδ +
4δ

∆
+

2

∆

∥

∥

∥

∥

∥

t0+k∆
∫

t0+(k−1)∆

(

f(τ, x(τ), u(k), α)

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, u(k), α
)

)

dτ

∥

∥

∥

∥

∥

= p+ Lδ +
4δ

∆
+

2

∆

∥

∥

∥

∥

∥

t0+k∆
∫

t0+(k−1)∆

(

(

τ − t0 −
(

k − 1

2

)

∆
)

· d

dt
f(t, x(t), u(k), α)

∣

∣

∣

∣

t=t0+
(

k− 1

2

)

∆

+
1

2

(

τ − t0 −
(

k − 1

2

)

∆
)2

· d2

dt2
f(t, x(t), u(k), α)

∣

∣

∣

∣

t=ξ

)

dτ

∥

∥

∥

∥

∥

= p+ Lδ +
4δ

∆
+

∆2

12

∥

∥

∥

∥

∥

t0+k∆
∫

t0+(k−1)∆

d2

dt2
f(t, x(t), u(k), α)

∣

∣

∣

∣

t=ξ

dτ

∥

∥

∥

∥

∥
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6 p+ Lδ +
4δ

∆
+

∆2

12

t0+k∆
∫

t0+(k−1)∆

∥

∥

∥

∥

∥

d2

dt2
f(t, x(t), u(k), α)

∣

∣

∣

∣

t=ξ

∥

∥

∥

∥

∥

dτ

= p+ Lδ +
4δ

∆
+

∆2

12

t0+k∆
∫

t0+(k−1)∆

∥

∥

∥

∥

∂2f

∂t2
(ξ, x(ξ), u(k), α) +

∂2f

∂t∂x
(ξ, x(ξ), u(k), α)

+
∂ϕ

∂t
(ξ, x(ξ), u(k), α) +

∂ϕ

∂x
(ξ, x(ξ), u(k), α)f(ξ, x(ξ), u(k), α)

∥

∥

∥

∥

dτ

6 p+ Lδ +
4δ

∆
+

∆3

12
K2,

ãäå ξ ∈ (t0 + (k − 1)∆, t0 + k∆),
∂f

∂t
è

∂ϕ

∂t
îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ �óíê-

öèé f(·, ·, ·, ·) è ϕ(·, ·, ·, ·) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó,

∂f

∂x
� ïî âòîðîìó. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî

x(ξ) ∈ B(x∗(0), N∆ ·K∗(N∆)) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 è ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëåíèå ïîñëåä-

íåãî íåðàâåíñòâà.

Ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ

N
∑

k=1

βk

∥

∥f (k)
∗

− f
(

t0 + (k − 1)∆, x(t0 + (k − 1)∆, u(k), α
)∥

∥ 6
(

p+ Lδ + r(∆)
)

∞
∑

k=1

βk. (3.7)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.6) è (3.7) â (3.5), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 3.2. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 3.1 òî÷íûå çíà÷åíèÿ

K∗(N∆) è K2 ìîæíî çàìåíèòü èõ îöåíêàìè K̂∗(N∆) > K∗(N∆) è K̂2 > K2. Êðîìå òîãî,

äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëåå òî÷íîé îöåíêè (3.3) ìîæíî âûáðàòü âåëè÷èíó ∆, íà êîòîðîé

äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì r(∆) (ëèáî ìèíèìóì îöåíî÷íîé �óíêöèè r̂(∆) = 4δ/∆+∆3K̂2/12).

Êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, ýòèì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ∆0 = 2 4

√

δ

K2
.

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì àëãîðèòìå 1 ÷èñëî íåîáõîäèìûõ èçìåðåíèé �àçîâîé ïåðåìåííîé

âûðîñëî ïðèìåðíî â äâà ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì, èñïîëüçóþùèì ïðàâóþ ðàçíîñò-

íóþ ïðîèçâîäíóþ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû (2.1) (òàêîé àëãîðèòì

ñ�îðìóëèðîâàí â [9℄ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàáîð ïðîáíûõ óïðàâëåíèé ñîñòîèò èç îäíîãî âåê-

òîðà). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì óñîâåðøåíñòâàííûé àëãîðèòì 2, îòëè÷àþùèéñÿ îò àëãîðèòìà

1 ñëåäóþùèì åäèíñòâåííûì ïóíêòîì.

2. Â ìîìåíòû âðåìåíè t0+j∆, j = 0, N , èçìåðÿåì �àçîâóþ ïåðåìåííóþ ñèñòåìû (2.1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ x∗

(

t0 + j∆
)

, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

‖x∗(t0 + j∆)− x(t0 + j∆)‖ 6 δ, j = 0, N.

È êðîìå òîãî, îïðåäåëèì

x∗(t0 + (k − 1

2
)∆) =

x∗(t0 + k∆)− x∗(t0 + (k − 1)∆)

∆
, k = 1, N.

È òåïåðü îöåíèì, íàñêîëüêî â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷èòñÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ

íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü α∗
� âîññòàíîâëåííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2 çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà α â ñèñòåìå (2.1).
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Òîãäà

‖α∗ − α‖ 6 κ

(

δ

N
∑

k=1

bk +
(

p+ Lδ + ρ(∆)
)

N
∑

k=1

βk

)

, (3.8)

ãäå

ρ(∆) =
4δ

∆
+

∆2

8
LK1 +

∆3

12
K2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âèäîèçìåíåííîé îöåíêè (3.8) äëÿ àëãîðèòìà 2 äîñòàòî÷-

íî çàíîâî îöåíèòü (ïðè k = 1, N) íîðìó

∥

∥

∥

∥

f
(

t0+
(

k − 1

2

)

∆, x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α
)

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

,

êîòîðàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 áûëà îöåíåíà âåëè÷èíîé Lδ.
Èòàê, âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå k îò 1 äî N . Îöåíèì

∥

∥

∥

∥

x∗

(

t0+
(

k − 1

2

)

∆
)

− x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

∥

∥

∥

∥

6

∥

∥

∥

∥

x∗(t0 + (k − 1)∆) + x∗(t0 + k∆)

2
− x(t0 + (k − 1)∆) + x(t0 + k∆)

2

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

x(t0 + (k − 1)∆) + x(t0 + k∆)

2
− x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

∥

∥

∥

∥

6 δ +

∥

∥

∥

∥

∥

1

2

t0+k∆
∫

t0+
(

k− 1

2

)

∆

ẋ(τ)dτ − 1

2

t0+
(

k− 1

2

)

∆
∫

t0+(k−1)∆

ẋ(τ)dτ

∥

∥

∥

∥

∥

= δ +

∥

∥

∥

∥

∥

1

2

t0+k∆
∫

t0+
(

k− 1

2

)

∆

f(τ, x(τ), u(k), α)dτ − 1

2

t0+
(

k− 1

2

)

∆
∫

t0+(k−1)∆

f(τ, x(τ), u(k), α)dτ

∥

∥

∥

∥

∥

= δ +

∥

∥

∥

∥

∥

1

2

t0+k∆
∫

t0+
(

k− 1

2

)

∆

(

f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α
)

+
d

dt
f(t, x(t), u(k), α)

∣

∣

∣

∣

t=ξ

·
(

τ − t0 −
(

k − 1

2

)

∆
)

)

dτ

− 1

2

t0+
(

k− 1

2

)

∆
∫

t0+(k−1)∆

(

f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α
)

+
d

dt
f(t, x(t), u(k), α)

∣

∣

∣

∣

t=η

·
(

τ − t0 −
(

k − 1

2

)

∆
)

)

dτ

∥

∥

∥

∥

∥

6 δ +
1

8
K1∆

2,
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ãäå ÷èñëà ξ ∈
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, t0 + k∆
)

è η ∈
(

t0 + (k − 1)∆, t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

âîçíèêàþò

ïðè ðàçëîæåíèè �óíêöèè f(τ, x(τ), u(k), α) â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå

Ëàãðàíæà.

Ñîîòâåòñòâåííî, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ A1 ïîëó÷àåì, ÷òî

∥

∥

∥

∥

f
(

t0+
(

k − 1

2

)

∆, x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α
)

− f
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k), α
)

∥

∥

∥

∥

6Lδ +
1

8
LK1∆

2.

Îñòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.

Çàìå÷àíèå 3.3. Â äàííîì ñëó÷àå (ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà 2) âûáîð âåëè÷èíû ∆
öåëåñîîáðàçíî ïðîèçâîäèòü èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèè �óíêöèè

ρ(∆) =
4δ

∆
+

1

8
LK1∆

2 +
1

12
K2∆

3
èëè íåêîòîðîé åå îöåíêè ρ̂(∆).

4. Ïðèìåð

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, ϑ] = [0,∞) çàäàí ïðóæèííûé ìàÿòíèê (ðèñ. 1).

PSfrag repla
ements

mg

u1

u2
u

x1

0

�èñ. 1. Ñõåìà ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà

Åãî ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = x2,

ẋ2 =















u1

m
− x1

m
k1 −

(mg − u2)sign(x2)

m
k2,

åñëè x2 > 0 èëè |u1 − x1k1| > (mg − u2)k2,

0, åñëè x2 = 0 è |u1 − x1k1| 6 (mg − u2)k2,

x∗(0) = (1,−1),

(4.1)

ãäå x1(t) � îòêëîíåíèå òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ãîðèçîíòàëè è x2(t) � ñêî-

ðîñòü òåëà, u = (u1, u2) ∈ P � óïðàâëÿþùàÿ ñèëà, m = 0.11 � ìàññà òåëà, g = 9.807 �

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, k1 � íåèçâåñòíûé íàì êîý��èöèåíò óïðóãîñòè ïðóæèíû,

k2 � íåèçâåñòíûé íàì êîý��èöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, x∗(0) � ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0)
.
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Çàìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íåìíîãî ïðåâûøàåò ñèëó òðåíèÿ ñêîëü-

æåíèÿ: äëÿ òîãî ÷òîáû ñäâèíóòü òåëî ìàÿòíèêà ñ ìåñòà, ïîòðåáóåòñÿ íåìíîãî áîëüøåå óñè-

ëèå, ÷åì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äâèæåíèÿ. Îäíàêî, â ñèñòåìå (4.1) äàííîå �èçè÷åñêîå ÿâëåíèå

íå ó÷èòûâàåòñÿ, êàê è ëþáûå äðóãèå âîçìîæíûå óëó÷øåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïóñòü îãðàíè÷åíèåì íà âåêòîð óïðàâëåíèÿ u = (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ øàð P = {u : ‖u‖ 6

1}. Êðîìå òîãî, äî íà÷àëà äâèæåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî (k1, k2) ∈ L = [0.1, 0.8] × [0.1, 0.5].
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �àçîâóþ ïåðåìåííóþ x = (x1, x2) ìû ìîæåì èçìåðÿòü ñ ïîãðåøíîñòüþ,

íå ïðåâîñõîäÿùåé δ = 0.0001.
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàèáîëåå òî÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûé íàì

âåêòîðíûé ïàðàìåòð α = (k1, k2) íà êîðîòêîì íà÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Âûáåðåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà 3.1 è îöåíèì ñîîòâåòñòâóþùóþ

èì ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà ïî òåîðåìå 3.1.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 = 0 çà ñ÷åò
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ x2 6= 0 ñèñòåìà (4.1) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä















ẋ1 = x2,

ẋ2 =
u1

m
− x1

m
k1 −

mg − u2

m
k2,

x∗(0) = (1, 1),

(4.2)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìè òåîðåìû 3.1.

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïðîáíûõ óïðàâëåíèé. Â ìàòðè÷íîì âèäå ñèñòåìà (4.2)

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(

ẋ1

ẋ2

)

=

(

x2

u1

m

)

+





0 0

−x1

m
−mg − u2

m





(

k1

k2

)

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû





0 0

−x1

m
−mg − u2

m





íóëåâîé, âåêòîð ïàðàìåò-

ðîâ

(

k1
k2

)

íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ çà âåêòîðîì

(

ẋ1

ẋ2

)

.

Òàêèì îáðàçîì, N = 2, òî åñòü ìèíèìàëüíûé íàáîð ïðîáíûõ óïðàâëåíèé ñîñòîèò èç

äâóõ âåêòîðîâ u(1)
è u(2)

.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äàëüíåéøèì îöåíêàìè ïîñòîÿííûõ, äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1. Ëþáûå ÷èñëà a 6= 0, b, x, y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

√

(ax+ b)2 + y2 6
4
√
1 + a4

(

√

x2 + y2 +
∣

∣

∣

b

a

∣

∣

∣

)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ïàðû âåêòîðîâ (a2, 1),
((

x+
b

a

)2

, y2
)

è íåðàâåíñòâî

4
√
a4 + b4 6

√
a2 + b2, ïîëó÷àåì, ÷òî

√

(ax+ b)2 + y2 =

√

a2
(

x+
b

a

)2

+ y2

6
4

√

(

x+
b

a

)4

+ y4 · 4
√
a4 + 1

6

√

(

x+
b

a

)2

+ y2 · 4
√
a4 + 1

6
4
√
1 + a4

(

√

x2 + y2 +
∣

∣

∣

b

a

∣

∣

∣

)

.

Çäåñü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà |AD| < |AB| + |BD|
äëÿ ∆ABD, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.

PSfrag repla
ements

A

BC D|x|

|y|

∣

∣

∣

b

a

∣

∣

∣

�èñ. 2. Òðåóãîëüíèê ∆ABD

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.1, îöåíèì íîðìó �óíêöèè f(t, x, u, α) â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4.2):

‖f(t, x, u, α)‖ =

√

x2
2 +

(u1

m
− gk2 +

u2

m
k2 −

k1
m
x1

)2

6
4

√

1 +
(k1
m

)4
(

‖x‖+
∣

∣

∣

u1 − gk2m+ u2k2
k1

∣

∣

∣

)

6
4

√

1 +
( 1

m

)4(

k1‖x‖+
∣

∣−‖u‖
√

1 + k2
2 − gk2m

∣

∣

)

6
4

√

1 +
( 1

0.11

)4(

0.5‖x‖+
√
1 + 0.82 + 9.81 · 0.8 · 0.11

)

= 4.55‖x‖+ 19.49

6 19.5(‖x‖+ 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, γ = 19.5.
Äàëåå,

K∗(2∆) = max{‖f(t, x, u, α)‖ : t ∈ [0, 2∆],

x ∈ B(x∗(t0), (‖x∗(t0)‖+ δ + 1)(eγ∆N − 1) + δ), u ∈ P, α ∈ L }
6 max{4.55‖x‖+ 19.49 : ‖x‖ 6 2.0001e39∆ − 1}
6 9.105e39∆ + 14.94.

Îòñþäà, K̂∗(2∆) = 9.105e39∆ + 14.94.
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Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà

F
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k)
)

, k = 1, 2,

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè íà ïëîñêîñòè, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ìîæåì àíàëèòè÷å-

ñêè ïîñòðîèòü òî÷íóþ ïðîåêöèþ íà íèõ èç ëþáîé òî÷êè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èíûìè

ñëîâàìè, p = 0.
Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ Ëèïøèöà L. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè

‖f(t, x(1), u, α)− f(t, x(2), u, α)‖ =
∥

∥

∥

(

x
(1)
2 − x

(2)
2 ,−k1

m
(x

(1)
1 − x

(2)
1 )
∥

∥

∥

6

∥

∥

∥

(

1,−k1
m

)∥

∥

∥
· ‖x(1) − x(2)‖

6

∥

∥

∥

(

1,
0.8

0.11

)∥

∥

∥
· ‖x(1) − x(2)‖

6 7.342 · ‖x(1) − x(2)‖,
ò.å. L = 7.342.
Âû÷èñëèâ �óíêöèþ

ϕ(t, x, u, α) =
∂f

∂x
(t, x, u, α) · f(t, x, u, a) =









∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2









·
(

f1

f2

)

=





0 1

−k1
m

0



 ·





x2

u1 − k1x1 + k2u2

m
− gk2



 =







u1 − k1x1 + k2u2

m
− gk2

−k1x2

m







è åå ïðîèçâîäíóþ

∂ϕ

∂x
=









∂ϕ1

∂x1

∂ϕ1

∂x2

∂ϕ2

∂x1

∂ϕ2

∂x2









=







−k1
m

0

0 −k1
m






,

îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû 4.1 ïîñòîÿííóþ

K2 = max

{

k1
m

√

x2
2 +

(u1 − k1x1 + k2u2

m
− gk2

)2

:

(x, u, α) ∈ B(x∗(0), δ +N∆ ·K∗(N∆))× P × L

}

6 max

{

k1
m

4

√

1 +
(k1
m

)4
(

‖x‖ +
∣

∣

∣

u1 + k2u2 − gk2m

k1m

)

:

‖x‖ 6 ‖x∗(0)‖+ δ +N∆ ·K∗(N∆), u = (−1, 0), (k1, k2) = (0.5, 0.8)

}

.

Îãðàíè÷èì ñâåðõó âåëè÷èíó ∆ 6 0.058, ãäå 0.058 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2 4

√

δ

K̂2(∆)
=max

{

k1
m

4

√

1 +
(k1
m

)4
(

‖x‖+
∣

∣

∣

u1 + k2u2 − gk2m

k1m

)

:

‖x‖ 6 ‖x∗(0)‖+ δ +N∆ ·K∗(N∆), u = (−1, 0), (k1, k2) = (0.5, 0.8)

}
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îòíîñèòåëüíî ∆.

Òîãäà ïîëó÷àåì îöåíêó K2 6 K̂2 = 142 è, â ñîîòâåòñòâèè â çàìå÷àíèåì 3.2, îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå

∆0 = 2 4

√

δ

K̂2

= 0.058.

Ïðè ýòîì îöåíî÷íàÿ �óíêöèÿ

r̂(∆0) =
4δ

∆0
+

∆3
0K̂2

12
= 0.0092.

Ïîñòðîèì �óíêöèþ κ. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 3.1 áóäåò ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé âèäà



























u
(1)
1 + k∗

2u
(1)
2

m
− gk∗

2 −
k∗

1 · x∗

1

(1

2
∆
)

m
= f

(1)
∗,2 ,

u
(2)
1 + k∗

2u
(2)
2

m
− gk∗

2 −
k∗

1 · x∗

1

(3

2
∆
)

m
= f

(2)
∗,2 ,

ãäå α∗ = (k∗

1, k
∗

2) � âîññòàíîâëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α = (k1, k2), f
(1)
∗,2 è f

(2)
∗,2 � âòî-

ðûå êîìïîíåíòû ïðîåêöèé âåêòîðîâ f (k) =
x∗(t0 + k∆)− x∗(t0 + (k − 1)∆)

∆
, k = 1, 2 íà

ìíîæåñòâà F
(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆, x∗

(

t0 +
(

k − 1

2

)

∆
)

, u(k)
)

, k = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà

α = (k1, k2) äîñòèãàåòñÿ ïðè íàèáîëüøåì îïðåäåëèòåëå ýòîé ñèñòåìû, òî îïðåäåëèì ïðîá-

íûå óïðàâëåíèÿ

u(1) = (0, 1), u(2) = (0,−1).

Òîãäà

α∗ =

(

k∗

1

k∗

2

)

=





















m
(

(mg − 1)f
(2)
∗,2 − (mg + 1)f

(1)
∗,2

)

(1 +mg)x∗

1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x∗

1

(3

2
∆
)

m
(

x∗

1

(3

2
∆
)

f
(1)
∗,2 − x∗

1

(1

2
∆
)

f
(2)
∗,2

)

(1 +mg)x∗

1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x∗

1

(3

2
∆
)





















,

ïðè ýòîì òî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

α =

(

k1
k2

)

=





















m
(

(mg − 1)f
(2)

2 − (mg + 1)f
(1)

2

)

(1 +mg)x1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x1

(3

2
∆
)

m
(

x1

(3

2
∆
)

f
(1)

2 − x1

(1

2
∆
)

f
(2)

2

)

(1 +mg)x1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x1

(3

2
∆
)





















,

ãäå îáîçíà÷åíî

f
(1)

2 = f2

(1

2
∆, x

(1

2
∆
)

, u(1), α
)

, f
(2)

2 = f2

(3

2
∆, x

(3

2
∆
)

, u(2), α
)

.
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Èñïîëüçóÿ äàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ α è α∗
, îöåíèì

|k∗

1 − k1| 6
m ·

(

(mg − 1)
∣

∣f
(2)
∗,2 − f

(2)

2

∣

∣ + (mg + 1)
∣

∣f
(1)
∗,2 − f

(1)

2

∣

∣

)

(1 +mg)x1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x1

(3

2
∆
)

+
m
∣

∣(mg − 1)f
(2)

2 − (mg + 1)f
(2)
∗,2

∣

∣

∣

∣

∣
(1 +mg)x∗

1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x∗

1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

·

(

∣

∣

∣
x∗

1

(1

2
∆
)

− x1

(1

2
∆
)∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
x∗

1

(3

2
∆
)

− x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

)

∣

∣

∣
(1 +mg)x1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

,

|k∗

2 − k2| 6
m

∣

∣

∣
(1 +mg)x1

(1

2
∆
)

+ (1−mg)x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

·
(

∣

∣

∣
x∗

1

(3

2
∆
)

− x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣
·
∣

∣f
(1)
∗,2

∣

∣+
∣

∣

∣
x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣
·
∣

∣f
(1)
∗,2 − f

(1)
2

∣

∣

+
∣

∣

∣
x∗

1

(1

2
∆
)

− x1

(1

2
∆
)∣

∣

∣
·
∣

∣f
(2)
∗,2

∣

∣ +
∣

∣

∣
x1

(1

2
∆
)∣

∣

∣
·
∣

∣f
(2)
∗,2 − f

(2)
2

∣

∣

)

+
m
∣

∣

∣
x∗

1

(3

2
∆
)

f
(1)
∗,2 − x∗

1

(1

2
∆
)

f
(2)
∗,2

∣

∣

∣

∣

∣

∣
(1 +mg)x∗

1

(1

2
∆
)

− (1−mg)x∗

1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

·

(

(1 +mg)
∣

∣

∣
x∗

1

(1

2
∆
)

− x1

(1

2
∆
)∣

∣

∣
+ (mg − 1)

∣

∣

∣
x∗

1

(3

2
∆
)

− x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

)

∣

∣

∣(1 +mg)x1

(1

2
∆
)

− (1−mg)x1

(3

2
∆
)∣

∣

∣

.

Ïîñêîëüêó δ è ∆ îòíîñèòåëüíî ìàëû, òî

x∗

(3

2
∆
)

≈ x∗

(1

2
∆
)

≈ x
(3

2
∆
)

≈ x
(1

2
∆
)

≈ x∗(0) ≈ x(0), ,

f (1)
∗

≈ f (1) ≈ f
(1) ≈ f(t0, x

(0), u(1), α), f (2)
∗

≈ f (2) ≈ f
(2) ≈ f(t0, x

(0), u(2), α).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå

îöåíêè:

|k∗

1 − k1| 6
m

2|x(0)
1 |
(

(mg − 1)
∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥+ (mg + 1)

∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥

)

+
m ·max

α∈L

∣

∣(mg − 1)f2(t0, x
(0), u(2), α)− (mg + 1)f2(t0, x

(0), u(1), α)
∣

∣

4
(

x∗

1(0)
)2

·
(∥

∥

∥
x∗

1

(1

2
∆
)

− x1

(1

2
∆
)∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

)

≈ 0.4
∥

∥

∥
x∗

(1

2
∆
)

− x
(1

2
∆
)∥

∥

∥
+ 0.4

∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

+ 0.114
∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥+ 0.004

∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥,
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|k∗

2 − k2| 6
m

2
∣

∣x∗

1(0)
∣

∣

(

max
α∈L

∣

∣f2(t0, x
∗(0), u(1), α)

∣

∣ ·
∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

+max
α∈L

∣

∣f2(t0, x
∗(0), u(2), α)

∣

∣ ·
∥

∥

∥
x∗

(1

2
∆
)

− x1

(1

2
∆
)∥

∥

∥

+ |x∗

1(0)| ·
∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥+ |x∗

1(0)| ·
∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥

)

+
max
α∈L

∣

∣f
(1)
2 (t0, x

∗(0), u(1), α)− f
(1)
2 (t0, x

∗(0), u(2), α)
∣

∣

4mg2
∣

∣x∗

1(0)|

·
(

(1 +mg)
∥

∥

∥
x∗

(1

2
∆
)

− x
(1

2
∆
)∥

∥

∥
+ (mg − 1)

∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

)

≈ 1.634
∥

∥

∥
x∗

(1

2
∆
)

− x
(1

2
∆
)∥

∥

∥
+ 0.447

∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

+ 0.055
∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥+ 0.055

∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥,

‖α∗ − α‖ 6
√

|k∗

1 − k1|2 + |k∗

2 − k2| 6 |k∗

1 − k1|+ |k∗

2 − k2|

6 2.034
∥

∥

∥
x∗

(1

2
∆
)

− x
(1

2
∆
)∥

∥

∥
+ 0.847

∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

+ 0.169
∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥+ 0.059

∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥.

Òàêèì îáðàçîì,

κ

(

b1

∥

∥

∥
x∗

1

(1

2
∆
)

− x1

(1

2
∆
)∥

∥

∥
+ b2

∥

∥

∥
x∗

1

(3

2
∆
)

− x1

(3

2
∆
)∥

∥

∥

+ β1

∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥+ β2

∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥

)

= 2.034
∥

∥

∥
x∗

(1

2
∆
)

− x
(1

2
∆
)∥

∥

∥
+ 0.847

∥

∥

∥
x∗

(3

2
∆
)

− x
(3

2
∆
)∥

∥

∥

+ 0.169
∥

∥f (1)
∗

− f
(1)∥
∥+ 0.059

∥

∥f (2)
∗

− f
(2)∥
∥.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ (äîâîëüíî ãðóáóþ) îöåíêó ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ

íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà:

‖α∗ − α‖ 6 κ
(

δ · (b1 + b2) + r̂(∆0) · (β1 + β2)
)

= 2.881δ + 0.228r̂(∆0) = 0.00239.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 3.1 îöåíêà ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðà-

ìåòðà α òî÷íåå ðàíåå ïîëó÷åííûõ îöåíîê â [8, 9℄ çà ñ÷åò çàìåíû ïðàâîé ðàçíîñòíîé ïðîèç-

âîäíîé íà öåíòðàëüíóþ ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Äàííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñáëè-

æåíèè îáëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ïàðàìåòðà

îñòàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëî âðåìåíè íà ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùåãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëå-

íèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî íàïðàâèòü íà ðåøåíèå çàäà÷è ïî ý�-

�åêòèâíîìó õðàíåíèþ çàðàíåå ïîäãîòîâëåííûõ ðàçðåøàþùèõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé

ïðè ðàçëè÷íûõ, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà â óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìå è àïïðîêñèìàöèè ðàçðåøàþùåãî óïðàâëåíèÿ íà îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
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