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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ КОМПЛЕКСНЫХ ПРЯМЫХ,

ДОСТАТОЧНЫХ ДЛЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ

ГОЛОМОРФНОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ

ФУНКЦИЙ НА ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ

А.М. КЫТМАНОВ, С.Г. МЫСЛИВЕЦ

Аннотация. Задача о голоморфном продолжении функций, заданных на границе об-

ласти, в эту область является актуальной в многомерном комплексном анализе. Она

имеет длинную историю, начиная с трудов Пуанкаре и Гартогса. В данной статье рас-

сматриваются непрерывные функции, заданные на границе ограниченной области 𝐷
в C𝑛, 𝑛 > 1, и обладающие обобщенным граничным свойством Морера вдоль семей-

ства комплексных, пересекающих росток вещественно аналитического многообразия

коразмерности 2, лежащего вне границы области. Свойство Морера заключается в

равенстве нулю интеграла от данной функции по пересечению границы области с

комплексной прямой. Показано, что такие функции голоморфно продолжаются в об-

ласть 𝐷. Для функций одного комплексного переменного свойство Морера, очевидно,

не влечет голоморфного продолжения. Поэтому данную задачу нужно рассматривать

лишь в многомерном случае (𝑛 > 1).
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1. Введение

Статья содержит некоторые результаты, связанные с голоморфным продолжением
функций, непрерывных на границе ограниченной области, в эту область. Речь пойдет
о функциях, удовлетворяющих граничному условию Морера. Оно заключается в равен-
стве нулю интегралов от данной функции по пересечению границы области с коплексными
прямыми или комплексными плоскостями. Е. Гринберг [1] изучил функции со свойством
Морера в шаре (фактически этот результат содержался еще в статье М.Л. Аграновского
и Р.Е. Вальского [2]). И. Глобевник и Е.Л. Стаут [3] получили граничную теорему Морера
для произвольной ограниченной области с дважды гладкой границей. Локальный вариант
теоремы Морера рассмотрен И. Глобевником [4], Д. Говекар-Лебо [5]. В работе С.Г. Мысли-
вец [6] рассмотрены функции со свойством Морера вдоль комплексных кривых, в работах
авторов [7, 8, 9] приведены некоторые семейства комплексных прямых, достаточных для
голоморфного продолжения функций.
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Мы рассматриваем в качестве достаточного множества — множество комплексных пря-
мых, пересекающих росток вещественно-аналитического многообразия вещественной раз-
мерности (2𝑛− 2), не пересекающегося с границей области 𝐷.
Пусть 𝐷 ⊂ C𝑛 (𝑛 > 1) — ограниченная область со связной границей класса 𝒞2 вида

𝐷 = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝜌(𝑧) < 0},

где 𝜌(𝑧) — гладкая класса 𝒞2, вещественнозначная функция в окрестности множества 𝐷
такая, что 𝑑𝜌

⃒⃒
𝜕𝐷

̸= 0. Мы отождествляем C𝑛 с R2𝑛 следующим образом: 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛),
где 𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗, 𝑥𝑗, 𝑦𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
Рассмотрим комплексные прямые 𝑙𝑧,𝑏 вида

𝑙𝑧,𝑏 = {𝜁 ∈ C𝑛 : 𝜁𝑗 = 𝑧𝑗 + 𝑏𝑗𝑡, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑡 ∈ C}, (1)

проходящие через точку 𝑧 ∈ C𝑛 в направлении вектора 𝑏 = {𝑏1, . . . , 𝑏𝑛} ∈ CP𝑛−1 (направ-
ление 𝑏 определяется с точностью до умножения на комплексное число 𝜆 ̸= 0).

Определение 1. Непрерывная функция 𝑓 на 𝜕𝐷 (𝑓 ∈ 𝒞(𝜕𝐷)) удовлетворяет свойству
Морера вдоль комплексной плоскости 𝑙 размерности 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛− 1, если∫︁

𝜕𝐷∩𝑙

𝑓(𝜁)𝛽(𝜁) = 0

для любой дифференциальной формы 𝛽 типа (𝑘, 𝑘− 1) с постоянными коэффициентами.

Предполагается, что плоскость 𝑙 пересекает границу области 𝐷 трансверсально.
Если 𝑙𝑧,𝑏 — комплексная прямая, пересекающая 𝜕𝐷 трансверсально, тогда свойство Мо-

рера вдоль 𝑙𝑧,𝑏 заключается в том, что∫︁
𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧 + 𝑏𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁
𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧1 + 𝑏1𝑡, . . . , 𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑡)𝑑𝑡 = 0 (2)

для заданной параметризации 𝜁 = 𝑧 + 𝑏𝑡 комплексной прямой 𝑙𝑧,𝑏.
Для комплексных прямых рассмотрим более общее условие. Пусть 𝑚 — фиксированное

неотрицательное целое число, тогда условие∫︁
𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧 + 𝑏𝑡)𝑡𝑚𝑑𝑡 =

∫︁
𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧1 + 𝑏1𝑡, . . . , 𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑡)𝑡
𝑚𝑑𝑡 = 0 (3)

будем называть обобщенным свойством Морера вдоль комплексной прямой 𝑙𝑧,𝑏. При𝑚 = 0
условие (3) становится условием (2).
Пусть 𝛤 — росток вещественно-аналитического многообразия вещественной размерно-

сти (2𝑛 − 2). Будем считать, что 0 ∈ 𝛤 и в некоторой окрестности нуля многообразие 𝛤
имеет вид

𝛤 = {𝜁 ∈ C𝑛 : 𝛷(𝜁) + 𝑖𝛹(𝜁) = 0},
где 𝛷, 𝛹 — вещественно-аналитические, вещественнозначные функции в окрестности точки
ноль. Здесь 𝜁 = (𝜁1, . . . , 𝜁𝑛) и 𝜁𝑗 = 𝜉𝑗 + 𝑖𝜂𝑗, 𝜉𝑗, 𝜂𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Условие гладкости
многообразия 𝛤 заключается в том, что

rank𝐴 = rank

⎛⎜⎜⎝
𝜕𝛷

𝜕𝜉1
. . .

𝜕𝛷

𝜕𝜉𝑛

𝜕𝛷

𝜕𝜂1
. . .

𝜕𝛷

𝜕𝜂𝑛
𝜕𝛹

𝜕𝜉1
. . .

𝜕𝛹

𝜕𝜉𝑛

𝜕𝛹

𝜕𝜂1
. . .

𝜕𝛹

𝜕𝜂𝑛

⎞⎟⎟⎠ = 2

в каждой точке 𝜁 ∈ 𝛤 .
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Рассмотрим комплексные прямые вида (1), положим 𝑏𝑗 = 𝑐𝑗 + 𝑖𝑑𝑗, 𝑐𝑗, 𝑑𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛
и 𝑡 = 𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ R. Тогда в вещественных координатах прямые 𝑙𝑧,𝑏 будут задаваться
следующим образом:

𝑙𝑧,𝑏 = {𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 : 𝜉𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑐𝑗𝑢− 𝑑𝑗𝑣, 𝜂𝑗 = 𝑦𝑗 + 𝑑𝑗𝑢 + 𝑐𝑗𝑣, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}. (4)

Напомним лемму 1 из [8].

Лемма 1. Пусть вектор 𝑏0 = (𝑏01, . . . , 𝑏
0
𝑛) ∈ CP𝑛−1 такой, что 𝐷 ∩ 𝑙0,𝑏0 ̸= ∅. Тогда

существует 𝜀 > 0, что для всех 𝑧 таких, что |𝑧| < 𝜀, и для всех 𝑏 таких, что |𝑏−𝑏0| < 𝜀,
пересечения 𝐷 ∩ 𝑙𝑧,𝑏 ̸= ∅ и 𝛤 ∩ 𝑙𝑧,𝑏 ̸= ∅.

Нам также понадобится лемма 2 из [8].

Лемма 2. Пусть для некоторого 𝑧 и для всех 𝜁, 𝑏 таких, что 𝐷 ∩ 𝑙𝑧,𝑏 ̸= ∅, для
𝜁 ∈ 𝜕𝐷 ∩ 𝑙𝑧,𝑏, функция 𝜌, задающая область 𝐷, удовлетворяет условиям

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝜌

𝜕𝜁𝑗
𝑏𝑗 ̸= 0, (5)

тогда кривые 𝜕𝐷 ∩ 𝑙𝑧,𝑏 являются гладкими и аналитически зависят от параметра 𝑏.

Условиям леммы 2, например, удовлетворяют сильно звездные относительно точки
𝑧 ∈ 𝐷, строго выпуклые, строго линейно выпуклые области в C𝑛.

Теорема 1. Пусть ограниченная область 𝐷 ⊂ C𝑛 со связной гладкой границей клас-
са 𝒞2 удовлетворяет условиям (5) для точек 𝑧, лежащих в окрестности многообразия
𝛤 такого, что 𝜕𝐷 ∩ 𝛤 = ∅. Пусть функция 𝑓 ∈ 𝒞(𝜕𝐷) удовлетворяет обобщенным
условиям Морера (3), т.е. ∫︁

𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧1 + 𝑏1𝑡, . . . , 𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑡)𝑡
𝑚𝑑𝑡 = 0

для любых 𝑧 ∈ 𝛤 , 𝑏 ∈ CP𝑛−1 и фиксированного целого неотрицательного числа 𝑚, тогда
функция 𝑓 голоморфно продолжается в область 𝐷.

Доказательство. Рассмотрим ядро Бохнера-Мартинелли

𝑈(𝜁, 𝑧) =
(𝑛− 1)!

(2𝜋𝑖)𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 𝜁𝑘 − 𝑧𝑘
|𝜁 − 𝑧|2𝑛

𝑑𝜁[𝑘] ∧ 𝑑𝜁.

Как известно, ядро 𝑈(𝜁, 𝑧) в координатах 𝑏 и 𝑡 (лемма 39.1 из [9]) имеет вид

𝑈(𝜁, 𝑧) = 𝜆(𝑏) ∧ 𝑑𝑡

𝑡
,

где 𝜆(𝑏) — дифференциальная форма типа (𝑛 − 1, 𝑛 − 1) в CP𝑛−1, не зависящая от 𝑡, а
точка 𝑧 /∈ 𝜕𝐷.
Рассмотрим интеграл

𝑀𝛼𝑓(𝑧) =

∫︁
𝜕𝐷𝜁

(𝜁 − 𝑧)𝛼𝑓(𝜁)𝑈(𝜁, 𝑧),

где 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) — произвольный мультииндекс такой, что

‖𝛼‖ = 𝛼1 + . . . + 𝛼𝑛 = 𝑚 + 1

и

(𝜁 − 𝑧)𝛼 = (𝜁1 − 𝑧1)
𝛼1 · · · (𝜁𝑛 − 𝑧𝑛)𝛼𝑛 .
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Из теоремы Фубини и вида ядра получим

𝑀𝛼𝑓(𝑧) =

∫︁
CP𝑛−1

𝑏𝛼𝜆(𝑏)

∫︁
𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧1 + 𝑏1𝑡, . . . , 𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑡)𝑡
𝑚𝑑𝑡.

По условиям теоремы 1 и леммы 1 интегралы∫︁
𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧1 + 𝑏1𝑡, . . . , 𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑡)𝑡
𝑚𝑑𝑡 = 0

для всех 𝑧 с достаточно малым |𝑧| и 𝑏 из CP𝑛−1. Тогда

𝑀𝛼𝑓(𝑧) =

∫︁
𝜕𝐷𝜁

(𝜁 − 𝑧)𝛼𝑓(𝜁)𝑈(𝜁, 𝑧) ≡ 0 (6)

для всех 𝑧 таких, что |𝑧| < 𝜀.
Перепишем функцию 𝑀𝛼𝑓(𝑧) в другом виде. Рассмотрим дифференциальные формы

𝑈𝑠(𝜁, 𝑧) вида:

𝑈𝑠(𝜁, 𝑧) =
(−1)𝑠(𝑛− 2)!

(2𝜋𝑖)𝑛

(︃
𝑠−1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗
𝜁𝑗 − 𝑧𝑗

|𝜁 − 𝑧|2𝑛−2
𝑑𝜁[𝑗, 𝑠]+

+
𝑛∑︁

𝑗=𝑠+1

(−1)𝑗−1 𝜁𝑗 − 𝑧𝑗
|𝜁 − 𝑧|2𝑛−2

𝑑𝜁[𝑠, 𝑗]

)︃
∧ 𝑑𝜁.

Легко проверить, что

𝜕

(︂
1

𝜁𝑠 − 𝑧𝑠
𝑈𝑠(𝜁, 𝑧)

)︂
= 𝑈(𝜁, 𝑧)

при 𝜁𝑠 ̸= 𝑧𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. Тогда условие (6) можно переписать в виде∫︁
𝜕𝐷𝜁

𝑓(𝜁)𝜕
(︀
(𝜁 − 𝑧)𝛽𝑈𝑠(𝜁, 𝑧)

)︀
≡ 0 (7)

для 𝑧 таких, что |𝑧| < 𝜀 и для всех мономов (𝜁 − 𝑧)𝛽 с ‖𝛽‖ = 𝑚.
Покажем, что условие (7) выполнено и для мономов (𝜁− 𝑧)𝛾 с ‖𝛾‖ < 𝑚. Действительно,

рассмотрим такой моном (𝜁−𝑧)𝛾 c ‖𝛾‖ = 𝑚−1. Тогда условие (7) выполнено для мономов
вида

(𝜁 − 𝑧)𝛽(𝜁𝑘 − 𝑧𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

так как степень этих мономов равна 𝑚.
Справедливо равенство

𝜕

𝜕𝜁𝑘
((𝜁 − 𝑧)𝛾(𝜁𝑘 − 𝑧𝑘)𝑈𝑠(𝜁, 𝑧)) =

= (𝛾𝑘 + 1)(𝜁 − 𝑧)𝛾𝑈𝑠(𝜁, 𝑧) − (𝑛− 1)(𝜁 − 𝑧)𝛾
(𝜁𝑘 − 𝑧𝑘)(𝜁𝑘 − 𝑧𝑘)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑈𝑠(𝜁, 𝑧).

(8)

Складывая равенства (8) по 𝑘, получим

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕

𝜕𝜁𝑘
((𝜁 − 𝑧)𝛾(𝜁𝑘 − 𝑧𝑘)𝑈𝑠(𝜁, 𝑧)) = (‖𝛾‖ + 1)(𝜁 − 𝑧)𝛾𝑈𝑠(𝜁, 𝑧). (9)

Поскольку условие (7) можно дифференцировать по 𝑧 при |𝑧| < 𝜀, а производные по
𝑧 и 𝜁 выражения (9) отличаются только знаком, то из (9) следует, что степень монома
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в (7) можно уменьшить на единицу. Уменьшая последовательно эту степень, придем к
условиям ∫︁

𝜕𝐷𝜁

𝑓(𝜁)𝜕𝑈𝑠(𝜁, 𝑧) ≡ 0

для |𝑧| < 𝜀 и 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, т. е. ∫︁
𝜕𝐷𝜁

(𝜁𝑠 − 𝑧𝑠)𝑓(𝜁)𝑈(𝜁, 𝑧) ≡ 0 (10)

для |𝑧| < 𝜀 и 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.
Применяя к левой части равенства (10) оператор Лапласа

∆ =
𝜕2

𝜕𝑧1𝜕𝑧1
+ . . . +

𝜕2

𝜕𝑧𝑛𝜕𝑧𝑛
,

получим, что

𝜕

𝜕𝑧𝑠

∫︁
𝜕𝐷𝜁

𝑓(𝜁)𝑈(𝜁, 𝑧) ≡ 0

для |𝑧| < 𝜀 и 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. Здесь мы воспользовались гармоничностью ядра 𝑈(𝜁, 𝑧) и
тождеством

∆(𝑔ℎ) = ℎ∆𝑔 + 𝑔∆ℎ +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑔

𝜕𝑧𝑗

𝜕ℎ

𝜕𝑧𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑔

𝜕𝑧𝑗

𝜕ℎ

𝜕𝑧𝑗
.

Следовательно, интеграл Бохнера-Мартинелли от 𝑓

𝑀𝑓(𝑧) =

∫︁
𝜕𝐷𝜁

𝑓(𝜁)𝑈(𝜁, 𝑧)

является функцией, голоморфной в окрестности нуля.
Если 𝛤 ⊂ C𝑛 ∖𝐷, то 𝑀𝑓(𝑧) ≡ 0 вне 𝐷 в силу связности границы и стремления 𝑀𝑓(𝑧)

к нулю при |𝑧| → ∞, и тогда функция 𝑓 голоморфно продолжается в область 𝐷 [10]
(следствие 15.5).
Если 𝛤 ⊂ 𝐷, то функция 𝑀𝑓 голоморфна в 𝐷, и граничные значения 𝑀𝑓 совпадают с

𝑓 [10] (следствие 15.6).
�

Доказательство теоремы 1 в целом похоже на доказательство теоремы 3 из [8], но отли-
чается от него в ряде моментов, связанных с непрерывностью функции.
При 𝑚 = 0 условия (3) превращаются в граничное условие Морера [3]∫︁

𝜕𝐷∩𝑙𝑧,𝑏

𝑓(𝑧1 + 𝑏1𝑡, . . . , 𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑡) 𝑑𝑡 = 0. (11)

Следствие 1. Пусть область 𝐷 удовлетворяет условиям теоремы 1, а функция
𝑓 ∈ 𝒞(𝜕𝐷) удовлетворяет условию (11) для любых 𝑧 ∈ 𝛤 и 𝑏 ∈ CP𝑛−1, тогда 𝑓 голо-
морфно продолжается в 𝐷.
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