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СИНТЕЗИРУЕМЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

И ГЛАВНЫЕ ПОДМОДУЛИ В МОДУЛЕ ШВАРЦА

Н.Ф. АБУЗЯРОВА

Аннотация. Рассматривается модуль целых функций экспоненциального типа и
полиномиального роста на вещественной оси (модуль Шварца) с неметризуемой
локально-выпуклой топологией. В связи с задачей спектрального синтеза для опе-
ратора дифференцирования в пространстве 𝐶∞(𝑎; 𝑏) изучаются главные подмодули
в этом модуле. В частности, выясняется, какие еще функции, кроме произведений
многочленов на порождающую функцию, содержатся в главном подмодуле. Основной
результат работы состоит в следующем: несмотря на то, что топология модуля Шварца
не является метризуемой, главный подмодуль совпадает с секвенциальным замыкани-
ем множества произведений порождающей его функции на многочлены. В качестве
одного из следствий основного результата доказывается весовой критерий слабой ло-
кализуемости главного подмодуля. Другое следствие относится к недавно введенному
А. Барановым и Ю. Беловым понятию «синтезируемой последовательности». Из полу-
ченного этими авторами критерия синтезируемости последовательности следует, что
синтезируемая последовательность обязательно будет нулевым множеством слабо ло-
кализуемого главного подмодуля. В настоящей работе дается положительный ответ на
естественно возникающий вопрос о справедливости обратного утверждения. А именно,
доказывается, что нулевое множество слабо локализуемого главного подмодуля пред-
ставляет собой синтезируемую последовательность.
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1. Введение

Совокупность бесконечно дифференцируемых функций 𝐶∞(𝑎; 𝑏), снабженную своей
стандартной метризуемой топологией, будем обозначать символом ℰ(𝑎; 𝑏), сильное сопря-
женное к этому пространству, состоящее из всех распределений с компактными носителя-
ми в (𝑎; 𝑏) — символом ℰ ′(𝑎; 𝑏); здесь (𝑎; 𝑏) ⊆ R — конечный или бесконечный интервал.
Пусть𝑊 ⊂ ℰ(𝑎; 𝑏) — замкнутое подпространство, инвариантное относительно оператора

дифференцирования 𝐷 = d
d𝑡
, короче, 𝐷-инвариантное подпространство. В работе [1] бы-

ло начато изучение задачи спектрального синтеза и, в частности, установлено, что спектр
𝜎𝑊 сужения оператора дифференцирования 𝐷 : 𝑊 → 𝑊 либо совпадает со всей ком-
плексной плоскостью, либо дискретен, т.е. представляет собой бесконечную или конечную
(возможно, пустую) последовательность кратных точек в C [1, теорема 2.1]. Для непу-
стого относительно замкнутого промежутка 𝐼 ⊂ (𝑎; 𝑏) подпространство 𝑊𝐼 определяется
формулой

𝑊𝐼 = {𝑓 ∈ ℰ(𝑎; 𝑏) : 𝑓 = 0 на 𝐼}. (1.1)

N.F. Abuzyarova, Synthesizable sequence and primary submodules in the Schwratz module.
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Каждое 𝐷-инвариантное подпространство 𝑊 обладает «резидуальным» подпростран-
ством 𝑊𝑟𝑒𝑠 ⊂ 𝑊, которое представляет собой наибольшее подпространство вида (1.1),
содержащееся в 𝑊 [1, теорема 4.1]. Соответствующий промежуток обозначим 𝐼𝑊 и будем
называть резидуальным промежутком подпространства 𝑊 ; т.е. 𝑊𝑟𝑒𝑠 = 𝑊𝐼𝑊 .
Наличие 𝐷-инвариантных подпространств вида (1.1) привело авторов работы [1] к

следующей постановке задачи спектрального синтеза: выяснить, при каких условиях
𝐷-инвариантное подпространство 𝑊 с дискретным спектром имеет представление

𝑊 = 𝑊𝐼𝑊 + span (Exp𝑊 )? (1.2)

Здесь Exp𝑊 — множество всех экспоненциальных одночленов, содержащихся в 𝑊 .
Оказалось, что в случае конечного (в частности, пустого) спектра 𝜎𝑊 , подпространство

𝑊 всегда имеет вид (1.2), а если спектр 𝜎𝑊 дискретен и бесконечен, то ответ зависит
от соотношения между величинами |𝐼𝑊 | и 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ), где |𝐼𝑊 | — длина резидуального
промежутка, 𝐷𝐵𝑀(Λ) — плотность Берлинга-Мальявена последовательности Λ = i𝜎𝑊 :
1) если |𝐼𝑊 | < 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ), то 𝑊 = ℰ(𝑎; 𝑏) (см. [2, замечание 3], [3, теорема 1.3]);
2) если |𝐼𝑊 | = 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ), то существуют как 𝐷-инвариантные подпространства, допус-
кающие спектральный синтез в слабом1 смысле (1.2) [4],[5], так и подпространства, не
обладающие этим свойством [3], [6];
3) если |𝐼𝑊 | > 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ), то 𝐷-инвариантное подпространство с дискретным спектром
𝜎𝑊 = iΛ и резидуальным промежутком 𝐼𝑊 допускает слабый спектральный синтез (1.2)
[2, следствие 3], [3, теорема 1.1].
Последний из трех сформулированных результатов можно интерпретировать таким об-

разом: пусть заданы комплексная последовательность Λ и относительно замкнутый в (𝑎; 𝑏)
промежуток 𝐼 такие, что |𝐼| > 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); тогда существует единственное 𝐷-инвариантное
подпространство 𝑊 ⊂ ℰ(𝑎; 𝑏) с дискретным спектром 𝜎𝑊 = −iΛ и резидуальным проме-
жутком 𝐼𝑊 = 𝐼, и это подпространство имеет вид (1.2).
Исходя из этой интерпретации, авторы работы [7] назвали синтезируемой последова-

тельность Λ ⊂ C с 𝐷𝐵𝑀(Λ) < +∞, если 𝐷-инвариантное подпространство со спектром
−(iΛ) и резидуальным промежутком [−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ);𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)] единственно (и значит, имеет
вид (1.2)). В этой работе было получено полное описание синтезируемых последовательно-
стей. В частности, доказано, что если система экспоненциальных одночленов ExpΛ, постро-
енная по последовательности −(iΛ), полна или имеет конечный недостаток в пространстве
𝐿2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)), то Λ — синтезируемая последовательность [7, предложение 3.2].
Если система ExpΛ имеет бесконечный недостаток в 𝐿2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)), то син-

тезируемость Λ определяется выполнением условий следующего критерия [7, теорема 1.3]:

Теорема A. Для того чтобы последовательность Λ ⊂ C была синтезируема, необ-
ходимо и достаточно, чтобы она была нулевым множеством какой-либо функции
𝜙 ∈ 𝒫0(R) и

dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) ≤ 1.

При формулировке теоремы A мы использовали следующие обозначения:
𝒫0(R) — совокупность всех целых функций 𝜙 экспоненциального типа, индикаторы кото-
рых удовлетворяют оценке

ℎ𝜙(arg 𝑧) ≤ 𝐶𝜙|Im 𝑧|, 𝑧 ∈ C,

а на вещественной оси

|𝜙(𝑥)| = 𝑜(|𝑥|−𝑛), |𝑥| → ∞, 𝑛 = 1, 2, . . . ;

1«слабом» по отношению к классическому спектральному синтезу, когда 𝑊 = span (Exp𝑊 )



СИНТЕЗИРУЕМЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 13

ℋ(𝜙) — гильбертово пространство, состоящее из всех целых функций 𝜔 минимального
типа при порядке 1, таких, что ∫︁ ∞

−∞
|𝜔(𝑥)𝜙(𝑥)|2d𝑥 < +∞,

со скалярным произведением

(𝜔1, 𝜔2) =

∫︁
R
𝜔1(𝑥)𝜔2(𝑥)|𝜙(𝑥)|2d𝑥, 𝜔1, 𝜔2 ∈ ℋ(𝜙), (1.3)

𝐻𝑝𝑜𝑙 — замыкание множества полиномов в ℋ(𝜙).
Ясно, что синтезируемость последовательности Λ — достаточное условие допустимости

слабого спектрального синтеза 𝐷-инвариантным подпространством с дискретным спек-
тром −(iΛ) и резидуальным промежутком длины 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ). В связи с чем возникает
вопрос: когда синтезируемость последовательности Λ будет и необходимым условием до-
пустимости слабого спектрального синтеза 𝐷-инвариантным подпространством со спек-
тром −(iΛ) и резидуальным промежутком, равным [−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)] (или любому
другому фиксированному замкнутому промежутку длины 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ))?
Одной из целей настоящей работы является получение ответа на этот вопрос.
Ранее для изучения 𝐷-инвариантных подпространств мы эффективно использовали

двойственную схему, сводящую задачи о подпространствах к эквивалентным задачам о
замкнутых подмодулях в специальном модуле целых функций 𝒫(𝑎; 𝑏) (см. [2], [4], [8]). Эту
схему мы также намерены применить в настоящей работе, поэтому ниже приводим краткое
описание двойственности между 𝐷-инвариантными подпространствами и подмодулями.

Для каждого элемента 𝑆 ∈ ℰ ′(𝑎; 𝑏) определяется его преобразование Фурье-Лапласа

ℱ(𝑆)(𝑧) = 𝑆(𝑒−𝑖𝑡𝑧), 𝑧 ∈ C,

которое представляет собой целую функцию вполне регулярного роста при порядке 1.
Обозначим ее 𝜙. Индикаторная диаграмма функции 𝜙 есть отрезок мнимой оси

i[𝑐𝜙; 𝑑𝜙] ⊂ i(𝑎; 𝑏),

где 𝑐𝜙 = −ℎ𝜙(−𝜋/2), 𝑑𝜙 = ℎ𝜙(𝜋/2), ℎ𝜙 – индикатор функции 𝜙.
Положим 𝒫(𝑎; 𝑏) = ℱ(ℰ ′(𝑎; 𝑏)). Хорошо известно, что 𝒫(𝑎; 𝑏) =

⋃︀
𝑃𝑘, где {𝑃𝑘} — воз-

растающая последовательность банаховых пространств, каждое из которых есть совокуп-
ность всех целых функций 𝜙 с конечной нормой

‖𝜙‖𝑘 = sup
𝑧∈C

|𝜙(𝑧)|
(1 + |𝑧|)𝑘 exp(𝑏𝑘𝑦+ − 𝑎𝑘𝑦−)

, 𝑦± = max{0,±𝑦}, 𝑧 = 𝑥+ i𝑦, (1.4)

[𝑎1; 𝑏1] b [𝑎2; 𝑏2] b . . . – последовательность отрезков, исчерпывающая интервал (𝑎; 𝑏).
Снабдив 𝒫(𝑎; 𝑏) локально-выпуклой топологией индуктивного предела последовательно-
сти {𝑃𝑘}, мы получим пространство типа (𝐿𝑁*) (см. [9]), изоморфное ℰ ′(𝑎; 𝑏) [10, теорема
7.3.1]. Отметим, что согласно этой же теореме, 𝒫0(R) = ℱ(𝐶∞

0 (R)).
В пространстве 𝒫(𝑎; 𝑏) операция умножения на независимую переменную 𝑧 непрерывна,

поэтому 𝒫(𝑎; 𝑏) – топологический модуль над кольцом многочленов C[𝑧], который назы-
вают модулем Шварца.
Замкнутый подмодуль 𝐽 ⊂ 𝒫(𝑎; 𝑏) — это замкнутое подпространство, удовлетворяю-

щее также условию 𝑧𝐽 ⊂ 𝐽. В дальнейшем изложении для краткости будем пользоваться
термином „подмодуль“ , имея в виду замкнутый подмодуль.
Напомним ряд понятий, характеризующих подмодули (см. [11], [12]). Индикаторный

отрезок подмодуля 𝐽 — это отрезок [𝑐𝐽 ; 𝑑𝐽 ] ⊂ R, где 𝑐𝐽 = inf
𝜙∈𝐽

𝑐𝜙, 𝑑𝐽 = sup
𝜙∈𝐽

𝑑𝜙.
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Дивизор подмодуля 𝐽 ⊂ 𝒫(𝑎; 𝑏) — это функция 𝑛𝐽(𝜆) = min
𝜙∈𝐽

𝑛𝜙(𝜆), 𝜆 ∈ C, где 𝑛𝜙(𝜆) —

дивизор функции 𝜙 ∈ 𝐽 :

𝑛𝜙(𝜆) =

{︃
0, если 𝜙(𝜆) ̸= 0,

𝑚, если 𝜆 – нуль 𝜙 кратности 𝑚.

Λ𝜙 = {𝜆 ∈ C : 𝑛𝜙(𝜆) > 0}, Λ𝐽 = {𝜆 ∈ C : 𝑛𝐽(𝜆) > 0} — нулевые множества функции
𝜙 и подмодуля 𝐽, соответственно, каждая точка 𝜆 выписывается столько раз, какова ее
кратность.
Подмодули модуля 𝒫(𝑎; 𝑏) состоят в двойственности с 𝐷-инвариантными подпростран-

ствами пространства ℰ(𝑎; 𝑏) : между совокупностью замкнутых подмодулей {𝐽} модуля
𝒫(𝑎; 𝑏) и совокупностью 𝐷-инвариантых подпространств {𝑊} пространства ℰ(𝑎; 𝑏) имеет
место взаимно однозначное соответствие по правилу: 𝐽 ←→ 𝑊 тогда и только тогда, когда
𝐽 = ℱ(𝑊 0), где замкнутое подпространство 𝑊 0 ⊂ ℰ ′(𝑎; 𝑏) состоит из всех распределений
𝑆 ∈ ℰ ′(𝑎; 𝑏), аннулирующих 𝑊 ; при этом

Exp𝑊 = {𝑡𝑗𝑒−i𝜆𝑘𝑡, 𝑗 = 0, . . .𝑚𝑘 − 1, 𝑛𝐽(𝜆𝑘) = 𝑚𝑘 > 0},
а границей резидуального промежутка 𝐼𝑊 служат точки 𝑐𝐽 и 𝑑𝐽 . (См. [2], [12]).
Сформулированный факт называют принципом двойственности.
Подмодуль 𝐽 ⊂ 𝒫(𝑎; 𝑏) слабо локализуем, если для функции 𝜙 ∈ 𝒫(𝑎; 𝑏) из выполне-

ния условий: 1) 𝑛𝜙(𝑧) ≥ 𝑛𝐽(𝑧) для всех 𝑧 ∈ C, 2) индикаторная диаграмма функции 𝜙
содержится в множестве i[𝑐𝐽 ; 𝑑𝐽 ] — следует включение 𝜙 ∈ 𝐽.
Подмодуль 𝐽 называется устойчивым, если для всех 𝜆 ∈ C верна импликация

𝜙 ∈ 𝐽, 𝑛𝜙(𝜆) > 𝑛𝐽(𝜆) =⇒ 𝜙

𝑧 − 𝜆
∈ 𝐽.

𝐷-инвариантое подпространство 𝑊 допускает слабый спектральный синтез тогда и
только тогда, когда, его аннуляторный подмодуль 𝒥 = ℱ(𝑊 0) слабо локализуем
(см. [2], [4]).
𝐷-инвариантое подпространство 𝑊 имеет дискретный спектр тогда и только тогда,

когда, его аннуляторный подмодуль 𝒥 = ℱ(𝑊 0) устойчив ([1, предложение 3.1], [12, пред-
ложение 2]).
Главный подмодуль 𝐽𝜙, порожденный функцией 𝜙 ∈ 𝒫(𝑎; 𝑏), определяется как замыка-

ние в 𝒫(𝑎; 𝑏) множеcтва
Pol𝜙 = {𝑝𝜙 : 𝑝 ∈ C[𝑧]}.

Главный подмодуль всегда устойчив [12].

Пусть, как и выше, Λ — комплексная последовательность, плотность Берлинга-
Мальявена которой конечна; 𝑊 ⊂ ℰ(R) — 𝐷-инвариантное подпространство со спектром
𝜎𝑊 = −iΛ и резидуальным промежутком 𝐼𝑊 = [−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ);𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)]. Заметим, что ес-
ли резидуальный промежуток 𝐼𝑊 задан, то соответствующее подпространство 𝑊 можно
рассматривать в любом пространстве ℰ(𝑎; 𝑏), таком, что 𝐼𝑊 ⊂ (𝑎; 𝑏).
Предположим сначала, что система ExpΛ полна или имеет конечный недостаток в про-

странстве 𝐿2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)). Нетрудно убедиться, что это эквивалентно существо-
ванию функции 𝜙 ∈ 𝒫(R) ∖ 𝒫0(R), с нулевым множеством Λ𝜙 = Λ и с индикаторной диа-
граммой [−i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)]. Отсюда, с учетом теоремы 2 из работы [8], выводим, что
аннуляторным подмодулем подпространства 𝑊 будет главный подмодуль 𝒥𝜙 с образую-
щей 𝜙. Более того, в этом случае

𝒥 (𝜙) = 𝒥𝜙 = {𝑝𝜙 : 𝑝 ∈ C[𝑧]}, (1.5)

где символом 𝒥 (𝜙) обозначен слабо локализуемый подмодуль с нулевым множеством Λ и
индикаторным отрезком [−i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)].
Из двойственности между 𝐷-инвариантными подпространствами и подмодулями и ска-

занного выше, перед теоремой A, заключаем, что
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если система ExpΛ полна или имеет конечный недостаток в пространстве

𝐿2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)),

то 𝑊 допускает слабый спектральный синтез, а Λ — синтезируемая последовательность.

Рассмотрим теперь случай, когда экспоненциальная система ExpΛ имеет бесконечный
недостаток в 𝐿2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)). В этом случае из теоремы A и двойственности
следует, что для синтезируемости Λ необходимо, чтобы 𝑊 имело вид

𝑊 = 𝑊𝑆 = {𝑓 ∈ ℰ(R) : 𝑆(𝑓 (𝑘)) = 0 ∀𝑘 = 0, 1, . . . }, (1.6)

где 𝑆 ∈ ℰ ′(R), причем 𝜙 = ℱ(𝑆) ∈ 𝒫0(R), Λ𝜙 = Λ, индикаторная диаграмма 𝜙 есть
[−i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)]. Далее, ℱ(𝑊 0

𝑆) = 𝒥𝜙, и допустимость слабого спектрального син-
теза для 𝑊𝑆 эквивалентна слабой локализуемости 𝒥𝜙 : 𝒥𝜙 = 𝒥 (𝜙); иными словами, тому,
что 𝒥 (𝜙) есть замыкание множества Pol𝜙 в топологии пространства 𝒫(R).
С другой стороны, в рассматриваемом случае если Λ — синтезируемая последователь-

ность, то подмодуль 𝒥 (𝜙) совпадает с секвенциальным замыканием множества Pol𝜙, т.е.
с совокупностью пределов всех сходящихся в топологии пространства 𝒫(R) счетных по-
следовательностей из Pol𝜙, которое мы будем обозначать символом 𝒥𝜙,𝑠𝑒𝑞. Это следует из
теоремы A, с учетом замечания после леммы 1 (см. следующий параграф).
Таким образом, для эквивалентности синтезируемости последовательности Λ и допу-

стимости слабого спектрального синтеза соответствующим𝐷-инвариантным подпростран-
ством𝑊 со спектром 𝜎𝑊 = −iΛ и резидуальным промежутком 𝐼𝑊 = [−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)]
необходимо, чтобы 𝑊 = 𝑊𝑆 и 𝒥𝜙 = 𝒥𝜙,𝑠𝑒𝑞, где 𝜙 = ℱ(𝑆), причем Λ𝜙 = Λ, а индикаторная
диаграмма 𝜙 — отрезок [−i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); i𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)].
Пространство 𝒫(𝑎; 𝑏) неметризуемо [9, следствие 2 из теоремы 1]. Поэтому замыкание

произвольного множества 𝐴 ⊂ 𝒫(𝑎; 𝑏), вообще говоря, нельзя получить, присоединяя к
нему только пределы сходящихся счетных последовательностей {𝜙𝑛} ⊂ 𝐴. Следователь-
но, для ответа на вопрос об эквивалентности синтезируемости последовательности Λ и
слабого спектрального синтеза для соответствующего подпространства вида (1.6) со спек-
тром 𝜎𝑊 = −iΛ нужно сначала исследовать возможность равенства

𝐽𝜙,𝑠𝑒𝑞 = 𝐽𝜙. (1.7)

Теорема 1. Равенство (1.7) имеет место для всех 𝜙 ∈ 𝒫(𝑎; 𝑏).

При помощи этой теоремы мы доказываем эквивалентность синтезируемости последова-
тельности Λ и допустимости слабого спектрального синтеза подпространством вида (1.6)
со спектром −(iΛ) (следствие 2).
Другое важное применение теоремы 1 — удобный весовой критерий слабой локализуе-

мости главного подмодуля в модуле 𝒫(𝑎; 𝑏) (теорема 2).
Основные результаты настоящей работы были анонсированы в [13].

2. Секвенциальное описание главных подмодулей в модуле Шварца

2.1. Предварительные сведения и леммы. Пусть [𝑐; 𝑑] ⊂ (𝑎; 𝑏),
𝑃𝑊 (𝑐; 𝑑) = ℱ (𝐿2(𝑐; 𝑑)) — пространство Пэли-Винера, 𝑃0[𝑐; 𝑑] — пространство всех целых
функций 𝜓, для которых конечна норма

‖𝜓‖0 = sup
𝑧∈C

|𝜓(𝑧)|
exp(𝑑𝑦+ − 𝑐𝑦−)

, 𝑦± = max{0,±𝑦}, 𝑧 = 𝑥+ i𝑦. (2.1)

Лемма 1. Если 𝜓 ∈ 𝑃𝑊 (𝑐; 𝑑), то 𝜓 ∈ 𝑃0[𝑐; 𝑑], причем

‖𝜓‖0 ≤ 𝐶0‖𝜓‖𝑃𝑊 (𝑐;𝑑), (2.2)

где положительная постоянная 𝐶0 зависит только от 𝑐 и 𝑑.
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Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что 𝑐 = −𝑑; тогда

𝜓(𝑧) =

∫︁ 𝑑

−𝑑

𝑒−i𝑧𝑡𝑓(𝑡)d𝑡, 𝑓 ∈ 𝐿2(−𝑑; 𝑑),

‖𝜓‖0 = sup
𝑧∈C

|𝜓(𝑧)|
exp(𝑑|𝑦|)

, 𝑧 = 𝑥+ i𝑦.

Согласно теореме Планшереля, при фиксированном 𝑦 ∈ R будет

‖𝜓(𝑥+ i𝑦)‖2𝐿2(R) = 2𝜋‖𝑒𝑦𝑡𝑓(𝑡)‖2𝐿2(−𝑑;𝑑).

Используя этот факт и субгармоничность функции |𝜓|2, получаем для всех 𝑥 ∈ R оценки

|𝜓(𝑥)|2 ≤ 1

𝜋

∫︁
|𝑤−𝑥|≤1

|𝜓(𝑤)|2|d𝑤| ≤ 1

𝜋

1∫︁
−1

⎛⎝ +∞∫︁
−∞

|𝜓(𝑠+ i𝜏)|2d𝑠

⎞⎠ d𝜏 ≤ 𝐶1𝑒
2𝑑‖𝜓‖2𝑃𝑊 (−𝑑;𝑑),

где 𝐶1 — абсолютная постоянная.
Неравенство (2.2) следует из этих оценок и принципа Фрагмена-Линделефа.

Замечание 1. Из теоремы A и доказанной леммы легко вывести, что если нулевое мно-
жество Λ𝜙 функции 𝜙 ∈ 𝒫(𝑎; 𝑏)

⋂︀
𝒫0(R) — синтезируемая последовательность, то

𝒥 (𝜙) = 𝒥𝜙 = 𝒥𝜙,𝑠𝑒𝑞.

Действительно, если Φ ∈ 𝒥 (𝜙), то Φ = 𝜔𝜙, где 𝜔 — целая функция минимального типа,
и найдется многочлен 𝑞Φ, такой, что

𝜔
𝑞Φ
∈ ℋ(𝜙). Далее, по теореме A, либо 𝜔

𝑞Φ
∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙, либо

для произвольной фиксированной точки 𝜆0 ∈ Λ𝜔 ∖ Λ𝜙 найдутся числа 𝛼1, 𝛼2 ∈ C такие,
что (︂

𝛼2 −
𝛼1

𝑧 − 𝜆0

)︂
· 𝜔
𝑞Φ
∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙.

В обоих случаях, из доказанной леммы, с учетом внутреннего описания пространства
𝒫(𝑎; 𝑏) и секвенциальной сходимости в нем ([9, следствие 1 из теоремы 2]), заключаем, что
Φ ∈ 𝒥𝜙,𝑠𝑒𝑞.

Пусть 𝜙 ∈ 𝒫0(R), 𝑐𝜙 = ℎ𝜙(−𝜋/2), 𝑑𝜙 = ℎ𝜙(𝜋/2), где ℎ𝜙 — индикатор функции 𝜙,
𝑃𝑊 = 𝑃𝑊 (𝑐𝜙; 𝑑𝜙). Рассмотрим следующие замкнутые подпространства в 𝑃𝑊 : подпро-
странство 𝑃𝑊 (𝜙) = 𝐽(𝜙)

⋂︀
𝑃𝑊 и подпространство 𝑃𝑊𝑝𝑜𝑙, определяемое как замыкание в

𝑃𝑊 множества Pol𝜙.
Соответствие

𝜔 ↦→ 𝜔𝜙, 𝜔 ∈ ℋ(𝜙), (2.3)

устанавливает изометрию гильбертовых пространств ℋ(𝜙) и 𝑃𝑊 (𝜙). Подпространство
𝐻𝑝𝑜𝑙, определяемое как замыкание множества полиномов в ℋ(𝜙), есть прообраз подпро-
странства 𝑃𝑊𝑝𝑜𝑙 при этой изометрии.
Нам понадобятся некоторые определения и факты из общей теории пространств де

Бранжа [14], а также из работы [7], в которой эта теория успешно была использована для
исследования 𝐷-инвариантных подпространств в пространстве Шварца (в частности, для
доказательства цитированной выше теоремы A).
Первоначально пространство де Бранжа определяется как пространство, ассоциирован-

ное с целой функцией 𝐸 из класса Эрмита-Билера, и представляет собой совокупность всех
целых функций 𝐹 , таких, что ∫︁ +∞

−∞

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑡)

𝐸(𝑡)

⃒⃒⃒⃒2
d𝑡 < +∞,

и подчиненных еще некоторым ограничениям (см. [14, S 19–21], [7, S2]).
Здесь мы ограничимся точной формулировкой эквивалентного определения простран-

ства де Бранжа, носящего характер аксиоматического описания (см. [14, Теорема 23]):
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нетривиальное гильбертово пространство целых функций ℋ является пространством де
Бранжа тогда и только тогда, когда выполнены аксиомы:

(𝐻1) если 𝐹 ∈ ℋ, 𝜆 ∈ C ∖R — нуль функции 𝐹, то 𝐹1 = 𝐹 (𝑧) 𝑧−𝜆̄
𝑧−𝜆
∈ ℋ и нормы функций

𝐹 и 𝐹1 равны;
(𝐻2) для любого 𝜆 ∈ C ∖R соответствующий (линейный) 𝛿𝜆-функционал, действующий

по формуле 𝛿𝜆(𝐹 ) = 𝐹 (𝜆), 𝐹 ∈ ℋ, непрерывен в ℋ;

(𝐻3) для любой функции 𝐹 ∈ ℋ функция 𝐹 *(𝑧) = 𝐹 (𝑧) принадлежит ℋ и имеет ту же
норму, что и 𝐹 .
С использованием этого аксиоматического описания в [15], [7, S2, теорема 2.7] устанав-

ливается, что ℋ(𝜙) является пространством де Бранжа. Нетрудно также проверить, что
аксиомы (𝐻1) – (𝐻3) выполнены и для подпространства 𝐻𝑝𝑜𝑙, рассматриваемого как са-
мостоятельное гильбертово пространство со скалярным произведением (1.3), т.е. 𝐻𝑝𝑜𝑙 —
пространство де Бранжа.
Сформулируем еще два результата о пространствах де Бранжа (см. [14, S 35], [7, Теоре-

ма 2.1] и [14, S 29], соотвественно).

Теорема B. Пусть 𝐻1 и 𝐻2 — замкнутые подпростраства одного и того же про-
странства де Бранжа ℋ, которые сами являются пространствами де Бранжа со ска-
лярным произведением, индуцированным из ℋ. Тогда имеет место одно из включений:
либо 𝐻1 ⊂ 𝐻2, либо 𝐻2 ⊂ 𝐻1.

Теорема C. Пусть ℋ — пространство де Бранжа, 𝐻𝑘 — замыкание в ℋ линейного
множества {𝑓 ∈ ℋ : 𝑧𝑗𝑓 ∈ ℋ, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘}, 𝑘 ∈ N. Тогда dim (ℋ⊖𝐻𝑘) < +∞.

Используя теоремы B и C, нетрудно доказать следующую лемму.

Лемма 2. Предположим, что в пространстве 𝐻𝑝𝑜𝑙 имеется функция 𝜔0 со свой-
ством: для некоторого 𝑘0 ∈ N

𝑧𝑘0−1𝜔0 ∈ ℋ(𝜙), 𝑧𝑘0𝜔0 ̸∈ ℋ(𝜙).

Тогда

dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) ≤ 1.

Доказательство. Для каждого 𝑘 ∈ N обозначим символом ℋ𝑘 замыкание в ℋ(𝜙) множе-
ства

{𝜔 ∈ ℋ(𝜙) : 𝑧𝑘𝜔 ∈ ℋ(𝜙)}.
Так как ℋ(𝜙) — прообраз множества 𝑃𝑊

⋂︀
𝒥 (𝜙) при изометрии (2.3), а 𝒥 (𝜙) — устойчи-

вый подмодуль, то ℋ𝑘 совпадает с подпространством 𝐻𝑘 из теоремы C. Ясно также, что
ℋ0 = ℋ(𝜙), ℋ𝑘 ⊂ ℋ𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . .
Каждое ℋ𝑘, со скалярным произведением, индуцированным из ℋ(𝜙) — пространство

де Бранжа, как и подпространство 𝐻𝑝𝑜𝑙. Поэтому, в силу теоремы B, либо ℋ𝑘0 ⊂ 𝐻𝑝𝑜𝑙,
либо 𝐻𝑝𝑜𝑙 ⊂ ℋ𝑘0 . Но наличие в 𝐻𝑝𝑜𝑙 функции 𝜔0 исключает возможность 𝐻𝑝𝑜𝑙 ⊂ ℋ𝑘0 ;
следовательно,

ℋ𝑘0 ⊂ 𝐻𝑝𝑜𝑙.

С учетом теоремы C имеем

dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) ≤ dim (ℋ(𝜙)⊖ℋ𝑘0) < +∞.

С другой стороны, известно, что коразмерность 𝐻𝑝𝑜𝑙 в ℋ(𝜙) может принимать только три
значения: 0, 1, +∞ [7, теоремы 2.1, 2.2, 2.9]. Откуда получаем нужное утверждение.
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2.2. Доказательство теоремы 1. Соотношение 𝜙 ∈ 𝒫(𝑎; 𝑏) ∖ 𝒫0(R), как уже было
отмечено во введении, по теореме 2 из [8], равносильно справедливости (1.5); и значит, в
этом случае утверждение теоремы тривиально.
Пусть 𝜙 ∈ 𝒫(𝑎; 𝑏)

⋂︀
𝒫0(R). Тогда, как уже было сказано в конце доказательства леммы

2, величина dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) может принимать только одно из трех значений: 0, 1, +∞.
Если dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) = 0, то

𝐽𝜙,𝑠𝑒𝑞 = 𝐽𝜙 = 𝐽(𝜙). (2.4)

В случае когда dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) = 1, справедливость равенств (2.4) получаем из леммы 1,
рассуждая так же, как в замечании после нее.
Рассмотрим последнюю возможность:

dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) = +∞. (2.5)

Обозначим символом 𝐻𝜙 прообраз замкнутого подпространства 𝑃𝑊𝜙 = 𝑃𝑊
⋂︀
𝒥𝜙 про-

странства 𝑃𝑊 при изометрии (2.3) и положим 𝐻1 = 𝐻𝜙 ⊖𝐻𝑝𝑜𝑙.
Для завершения доказательства теоремы мы должны убедиться в том, что

𝐻1 = {0̄}.
Прежде всего, заметим, что подпространство 𝐻1 не может содержать ненулевую функ-

цию 𝜔, для которой Φ = 𝜔𝜙 ∈ 𝒫0(R). Действительно, в противном случае

Φ = ℱ(𝑠), 𝑠 ∈ 𝐶∞
0 (R)

⋂︁
ℰ ′(𝑎; 𝑏).

И если 𝑆𝜙 — функционал (тоже регулярный, принадлежащий 𝐶∞
0 (𝑎; 𝑏)), для которого

𝜙 = ℱ(𝑆𝜙), то ∫︁ 𝑏

𝑎

𝑆(𝑘)
𝜙 (𝑡)𝑠(𝑡)d𝑡 = 0, 𝑘 = 0, 1, 2 . . .

Следовательно, 𝑠 ∈ 𝑊𝑆𝜙 .
С другой стороны, Φ ∈ 𝐽𝜙, так как 𝜔 ∈ 𝐻1 ⊂ 𝐻𝜙. Поэтому 𝑠 ∈ 𝑊 0

𝑆𝜙
и

0 = 𝑠(𝑠) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑠(𝑡)𝑠(𝑡)d𝑡,

т.е. 𝑠 = 0.
Таким образом, если 𝜔 ∈ 𝐻1 ∖ {0̄}, то найдется число 𝑛𝜔 ∈ N со свойством

𝑧𝑗𝜔 ∈ ℋ(𝜙), 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝜔 − 1, 𝑧𝑛𝜔𝜔 ̸∈ ℋ(𝜙). (2.6)

Предположим, что нам удалось установить следующий факт.
(F): в подпространстве 𝐻𝑝𝑜𝑙 имеются функции со свойством (2.6).
Тогда, применяя лемму 2, заключаем, что dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) < +∞, а это противоречит

соотношению (2.5). Таким образом, установлено, что в случае (2.5)

𝐻1 = {0̄}, 𝐽𝜙,𝑠𝑒𝑞 = 𝐽𝜙 ̸= 𝐽(𝜙),

т.е. главный подмодуль 𝐽𝜙 секвенциально порожден, но не слабо локализуем.

Для завершения доказательства теоремы осталось обосновать утверждение (F).
Пусть {𝜇𝑗} — «редкая» подпоследовательность нулей фиксированной ненулевой функ-

ции 𝜔 ∈ 𝐻1, такая, что, скажем, 𝜇1 > 1, 𝜇𝑗 > 8𝜇𝑗−1, 𝑗 = 2, 3, . . . Положим

𝑞𝑚(𝑧) =
𝑚∏︁
𝑗=1

(︂
1− 𝑧

𝜇𝑗

)︂
, 𝜔̃𝑚 =

𝜔

𝑞𝑚
.

Ясно, что 𝜔̃𝑚 удовлетворяет условию (2.6) и, в силу устойчивости подмодуля 𝐽𝜙, 𝜔̃𝑚 ∈ 𝐻𝜙.
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Пусть Pr𝑝𝑜𝑙 : 𝐻𝜙 → 𝐻𝑝𝑜𝑙 и Pr1 : 𝐻𝜙 → 𝐻1 — операторы проектирования на соответ-
ствующие подпространства. Если Pr1(𝜔̃𝑚) = 0 для какого-нибудь значения индекса 𝑚, то
утверждение (F) доказано.
Иначе, Pr1(𝜔̃𝑚) ̸= 0 для всех 𝑚 = 1, 2, . . . Используя стандартные приемы оценок це-

лых функций и описание ограниченных множеств в локально-выпуклых пространствах
типа (𝐿𝑁*) [9, теорема 2], к которым относится 𝒫(𝑎; 𝑏), нетрудно убедиться в том, что
последовательность {𝜔̃𝑚𝜙} ограничена по некоторой норме ‖ · ‖𝑘0 (см. (1.4)). И значит,
подпоследовательность этой последовательности сходится в 𝒫(𝑎; 𝑏), более точно,⃦⃦

𝜔̃𝑚𝑗
𝜙− 𝜔̃0𝜙

⃦⃦
𝑘0+1
→ 0,

где

𝜔̃0(𝑧) =
𝜔(𝑧)

∞∏︀
𝑖=1

(︁
1− 𝑧

𝜇𝑖

)︁ .
Пусть 𝑞 — какой-нибудь многочлен степени (𝑘0+2) с корнями из множества Λ𝜔∖{𝜇𝑗}.Как

и в случае с 𝜔̃𝑚, если Pr1(𝜔̃𝑚𝑞
−1) = 0 для некоторого значения индекса 𝑚, то 𝜔𝑚𝑞

−1 ∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙

и удовлетворяет (2.6), т.е. утверждение (F) справедливо.
В противном случае воспользуемся тем, что последовательность {𝜔̃𝑚𝑗

𝑞−1} сходится к
функции 𝜔0 = 𝜔̃0𝑞

−1 в пространстве ℋ(𝜙) и 𝜔0𝜙 ∈ 𝒫0(R). В силу сделанного выше замеча-
ния о том, что для всякой функции из 𝐻1 выполнено (2.6), имеем Pr𝑝𝑜𝑙(𝜔0) ̸= 0. Если при
этом Pr1(𝜔0) ̸= 0, то функция Pr𝑝𝑜𝑙(𝜔0) — искомая, и (F) доказано.
Осталось разобрать случай, когда 𝜔0 ∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙.
Заметим, что умножение функции 𝜔0 на любую рациональную функцию 𝑄, такую,

что 𝑄𝜔0 — целая функция, приводит к функции, принадлежащей 𝐻𝜙 и не удовлетво-
ряющей условию (2.6). Поэтому если для некоторой рациональной функции 𝑄0 будет
𝑃𝑟1(𝑄0𝜔0) ̸= 0, то функция 𝑃𝑟𝑝𝑜𝑙(𝑄0𝜔0) удовлетворяет предложению (F).
Пусть, наконец, 𝑄𝜔0 ∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙 для любой рациональной функции 𝑄, такой, что 𝑄𝜔0 —

целая функция. Для главного подмодуля, порожденного функцией

Φ = 𝜔𝑞−1𝜙,

выполнены соотношения (1.5), так как функция 𝜔𝑞−1 удовлетворяет (2.6). В силу требо-
ваний, которым был подчинен выбор точек {𝜇𝑗}, мы находимся в тех же условиях, что и
перед теоремой 2 в работе [8, S 2]. Воспользовавшись леммами 1–3 этой работы, найдем
последовательность многочленов {𝑝𝑗} со свойством:

lim
𝑗→∞

𝑝𝑗𝜔0𝜙 = Φ

в пространстве 𝒫(𝑎; 𝑏). С учетом описания секвенциальной сходимости в 𝒫(𝑎; 𝑏)
(см. [9, следствие 1 из теоремы 2]), заключаем, что существует многочлен 𝑝 со свойством:
последовательность {𝑝𝑗𝜔0𝑝

−1} сходится к целой функции 𝜈 = 𝜔𝑞−1𝑝−1 в норме простран-
ства ℋ(𝜙), при этом функция 𝜈 удовлетворяет (2.6). Так как Pr1(𝑝𝑗𝜔0𝑝

−1) = 0, для всех
значений индекса 𝑗, то 𝜈 ∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙, что и завершает доказательство.

3. Применения основного результата

Пусть Λ ⊂ C, 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ) < 𝑏 − 𝑎. Из теоремы 1 и теоремы A получаем следующее
утверждение.

Следствие 1. Для того чтобы устойчивый подмодуль 𝐽 ⊂ 𝒫(𝑎; 𝑏) с нулевым множе-
ством Λ и индикаторным отрезком [𝑐; 𝑑] ⊂ (𝑎; 𝑏) длины 2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ) был единственным,
необходимо и достаточно, чтобы он был главным и слабо локализуемым.

Доказательство. Без ограничения общности считаем, что

𝑏 = −𝑎, 𝑑 = −𝑐 = −𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ).
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Из сказанного во введении следует справедливость утверждения для случая, когда си-
стема ExpΛ полна или имеет конечный недостаток в пространстве 𝐿

2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)).
Действительно, это условие на систему ExpΛ эквивалентно тому, что подмодуль 𝒥 — глав-
ный и имеет вид (1.5).
Если система ExpΛ имеет бесконечный недостаток в 𝐿2(−𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ); 𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ)), то часть

утверждения, касающаяся необходимости, следует из теоремы A и того, что главный под-
модуль всегда устойчив.
Для обоснования достаточности заметим, что если 𝐽 — слабо локализуемый главный

подмодуль, то

dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) ≤ 1

(см. доказательство теоремы 1). Остается только применить теорему A.

Принцип двойственности позволяет дать эквивалентную формулировку следствия 1 в
терминах 𝐷-инвариантных подпространств.

Следствие 2. Для того чтобы 𝐷-инвариантное подпространство 𝑊 с заданны-
ми дискретным спектром (−iΛ) и резидуальным промежутком [𝑐; 𝑑] ⊂ (𝑎; 𝑏) длины
2𝜋𝐷𝐵𝑀(Λ) было единственным, необходимо и достаточно, чтобы оно имело вид (1.6)
и допускало слабый спектральный синтез (1.2).

Из теоремы 1 следует, что слабую локализуемость главного подмодуля в модуле 𝒫(𝑎; 𝑏),
порожденного функцией 𝜙 ∈ 𝒫0(𝑎; 𝑏), можно изучать, исследуя только возможность ап-
проксимации функций Φ ∈ 𝐽(𝜙) счетными последовательностями функций из множества
Pol𝜙.
Для того чтобы сформулировать соответствующий критерий, введем обозначения: 𝑢(𝑧)

— наибольшая субгармоническая миноранта функции (ℎ𝜙(arg 𝑧)|𝑧| − ln |𝜙(𝑧)|) , где ℎ𝜙 —
индикатор функции 𝜙,

𝐻𝑢 = {𝜔 ∈ 𝐻(C) : ‖𝜔(𝑧)‖𝑢 = sup
𝑧∈C
|𝜔(𝑧)|𝑒−𝑢(𝑧) < +∞}.

Теорема 2. Главный подмодуль 𝐽𝜙, порожденный функцией 𝜙 ∈ 𝒫0(R), слабо локали-
зуем тогда и только тогда, когда каждая функция 𝜔 ∈ 𝐻𝑢 аппроксимируется многочле-
нами в норме ‖𝜔‖′ = sup

𝑧∈C
|𝜔(𝑧)| exp (−𝑢(𝑧)− 2ln (2 + |𝑧|)) .

Доказательство. Ясно, что в доказательстве нуждается только необходимость.
Пусть 𝜔 ∈ 𝐻𝑢 и 𝜇0 — какой-нибудь нуль этой функции, тогда 𝜔

𝑧−𝜇0
∈ ℋ(𝜙).

В силу следствия 1 и теоремы A либо ℋ(𝜙) = 𝐻𝑝𝑜𝑙, либо

dim (ℋ(𝜙)⊖𝐻𝑝𝑜𝑙) = 1. (3.1)

В первом случае для некоторой последовательности многочленов {𝑞𝑗} будет выполнено
соотношение

𝜔

𝑧 − 𝜇0

= lim
𝑗→∞

𝑞𝑗

в пространстве ℋ(𝜙). Далее, в силу леммы 1,⃦⃦⃦⃦
𝑞𝑗𝜙−

𝜔

𝑧 − 𝜇0

𝜙

⃦⃦⃦⃦
0

→ 0,

где ‖ · ‖0 определяется формулой (2.1) с 𝑐 = 𝑐𝜙, 𝑑 = 𝑑𝜙. Отсюда легко вывести сходимость
последовательности многочленов {(𝑧 − 𝜇0)𝑞𝑗} к функции 𝜔 в норме ‖ · ‖′.
Если имеет место (3.1), то при некоторых 𝛼0, 𝛼1 ∈ C будет(︂

𝛼0
𝜔

𝑧 − 𝜇0

+ 𝛼1
𝜔

𝑧 − 𝜇1

)︂
∈ 𝐻𝑝𝑜𝑙,
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где 𝜇1 ̸= 𝜇0 — еще один нуль функции 𝜔. В силу леммы 1, некоторая последовательность
многочленов {𝑝𝑗} будет сходиться к функции ((𝛼0 + 𝛼1)𝑧 − (𝛼1𝜇0 + 𝛼0𝜇1))𝜔 в норме ‖ · ‖′.
Если 𝛼0 + 𝛼1 = 0, то все доказано. В противном случае, полагая 𝛽 = 𝛼1𝜇0+𝛼0𝜇1

𝛼0+𝛼1
и при-

нимая во внимание принцип Фрагмена-Линделефа и определение функции 𝑢, видим, что
последовательность многочленов

𝑝𝑗(𝑧) =
𝑝𝑗(𝑧)− 𝑝𝑗(𝛽)

(𝛼0 + 𝛼1)𝑧 − (𝛼1𝜇0 + 𝛼0𝜇1)
, 𝑗 = 1, 2, . . . ,

сходится к функции 𝜔 в норме ‖ · ‖′.
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