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СЕКТОРИАЛЬНАЯ НОРМАЛИЗАЦИЯ ПРОСТЕЙШИХ

РОСТКОВ ПОЛУГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ОТОБРАЖЕНИЙ

В ПОЛУОКРЕСТНОСТИ

П.А. ШАЙХУЛЛИНА

Аннотация. Рассматривается задача об аналитической классификации ростков по-
лугиперболических отображений на плоскости на примере простейшего класса таких
ростков (а именно, класса ростков, формально эквивалентных ростку F𝜆 — единично-
му сдвигу вдоль векторного поля 𝑥2 𝜕

𝜕𝑥 + 𝜆𝑦 𝜕
𝜕𝑦 , 𝜆 ∈ R+). Ключевым этапом постро-

ения классификации является аналитическая нормализация ростков на секториаль-
ных областях, образующих покрытие «прорезанной» окрестности начала координат
(C2, 0)∖{𝑥 = 0}. В данной работе для указанного класса доказана теорема о сектори-
альной аналитической нормализации в полуокрестности, инвариантной относительно
F−1
𝜆 . Также показано, что формальная нормализующая замена координат является
асимптотической для построенной секториальной аналитической нормализующей за-
мены.

Ключевые слова: полугиперболические отображения, секториальная нормализация,
аналитическая классификация.
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1. Введение

В работе рассматривается классическая задача о локальной аналитической классифи-
кации ростков голоморфизмов на плоскости. Кратко опишем историю вопроса.
Уже в XIX в. выяснилось, что дифференциальные уравнения, как правило, не удается

решить явно (в квадратурах). С целью преодоления этой трудности А. Пуанкаре в конце
XIX в. предложил следующую стратегию исследования дифференциальных уравнений:
если уравнение не может быть решено, то нужно найти такую замену координат, чтобы
уравнение имело по возможности более простой вид (нормальную форму). Тем самым
он поставил два вопроса: к какому простейшему виду можно привести уравнение? как
узнать, можно ли привести одно уравнение к другому заменой координат? Ответы на эти
вопросы существенно зависят от классов рассматриваемых уравнений и замен. Такие же
вопросы возникают и для отображений. Обе эти задачи были решены, в основном, в ра-
ботах Пуанкаре [1]–[5], Зигеля [6] и Брюно [7], [8]. Неисследованными оставались лишь
ростки типа Зигеля, при наличии резонансов или патологической близости к резонан-
сам [9]. В 80-е гг. прошлого столетия существенные продвижения были получены и для
этих «особых» случаев: в работах Йоккоза [10] — для «лиувиллевых» ростков, в работах
Воронина [11], Экалля [12] и Мартине-Рамис [13] и [14] — для резонансных.
Оказалось, что в резонансном случае препятствием к нормализации ростка являются

так называемые «функциональные инварианты».
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Одним из способов построения функциональных инвариантов является следующий [15],
[16], [17]. Проколотая окрестность особой (неподвижной) точки покрывается секториаль-
ными областями. На каждой из них строится аналитическая замена координат, нормали-
зующая росток. Функции перехода полученного «нормализующего» атласа и доставляют
искомые функциональные инварианты. Таким образом, задача о секториальной нормали-
зации, то есть задача о нормализации ростка на области, для которой особая (неподвиж-
ная) точка является не внутренней, а граничной — первый и важнейший этап решения
задачи об аналитической классификации резонансных ростков.
Намеченную выше программу удалось реализовать полностью для одномерных резо-

нансных отображений, седловых и седлоузловых резонансных векторных полей. Следую-
щими по сложности являются двумерные отображения и трехмерные векторные поля.
Ростки двумерных отображений и трехмерных векторных полей (при чрезвычайно силь-

ных ограничениях, выделяющих в пространстве ростков подмножества коразмерности
бесконечность) рассматривались в работах [16],[18]. Для таких ростков намеченная выше
программа также была реализована в полной мере. Однако, для типичных резонансных
отображений на плоскости сделано пока мало.
Росток отображения в неподвижной точке (0, 0) будем называть полугиперболическим,

если один из его мультипликаторов гиперболический, а другой — параболический (по
модулю равен 1). Отметим, что полугиперболический росток является резонансным рост-
ком типа Зигеля. В работе [19] была получена полуформальная классификация таких
ростков при некоторых ограничениях типичности. Рассмотрим класс ростков, формаль-
но эквивалентных ростку F𝜆 отображения 𝐹𝜆 =

(︀
𝑥

1−𝑥
, 𝑒𝜆𝑦

)︀
, 𝜆 ∈ R+. Отметим, что рас-

сматриваемые в работе ростки являются ростками наиболее простого вида из [19] (будем
называть их «простейшими»). В данной работе мы ограничимся исследованием ростков
данного класса. Будет доказана теорема о секториальной нормализации в «правильной»
полуокрестности — инвариантной относительно обратного отображения F𝜆

−1 (полуокрест-
ность представляет собой прямое произведение полудиска на диск). В работе [20] также
была проведена секториальная аналитическая нормализация простейших ростков класса
в «неправильной» полуокрестности начала координат — не инвариантной относительно
отображения 𝐹𝜆 или 𝐹−1

𝜆 . С учетом [19] и [20] это завершает первый этап описанной выше
программы.
Отметим, что уже для простейших ростков построение секториальных нормализующих

отображений нетривиально, поэтому в настоящей работе и в работе [20] рассматривается
именно простейший случай с целью избежать излишних вычислений. Однако аналогичные
рассуждения можно привести и для других формальных нормальных форм из [19].
Стоит отметить следующее. На первый взгляд, построение секториальных нормализую-

щих отображений в «правильной» полуокрестности (инвариантной относительно отобра-
жения 𝐹−1

𝜆 ) должно быть не сложнее, чем в другой — «неправильной» полуокрестности.
Однако это не так в силу наличия в «неправильной» полуокрестности центрального мно-
гообразия. Напомним, что центральным многообразием называется голоморфное подмно-
гообразие, касающееся (в неподвижной точке отображения) собственного вектора линеа-
ризации отображения, соответствующего негиперболическому мультипликатору. Так, для
𝐹𝜆 центральным многообразием является {𝑦 = 0}. Вопрос о существовании центрально-
го многообразия не является тривиальным. Например, ответ на аналогичный вопрос для
седло-узловых векторным полей удается сформулировать лишь в терминах функциональ-
ных инвариантов Мартине-Рамиса [14]. Для типичных полугиперболических отображений
ответ на вопрос, соответственно, будет получен после завершения намеченной программы
исследования, частью которой является данная работа. Вместе с тем можно ставить во-
прос о существовании «секториального» центрального многообразия (лежащего в секторе
с вершиной в начале координат). Так вот в «неправильной» полуокрестности (для ростков
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из [20]) такое секториальное многообразие имеется [19] и это существенно облегчает ре-
шение задачи о секториальной нормализации. В другой же полуокрестности центральное
многообразие существует не всегда. Соответствующий пример дается сдвигом за единич-
ное время вдоль векторного поля из известного примера Эйлера [17].
Ранее в работах Уеда [21], [22] уже исследовались ростки полугиперболических отобра-

жений и было установлено существование центрального многообразия в «неправильной»
полуокрестности. В одном частном случае (а именно, когда центральное многообразие в
такой полуокрестности все-таки существует) там были построены секториальные норма-
лизующие отображения.

2. Определения и формулировка основного результата

Определение 1. Росток F голоморфизма 𝐹 : (C2, (0, 0)) → (C2, (0, 0)) будем называть
полугиперболическим, если один его мультипликатор равен 1, а другой — гиперболиче-
ский: 𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + ...,Λ𝑦 + ...), где |Λ| ≠ 0, 1.

В частности, росток F𝜆 отображения F𝜆(𝑥, 𝑦) ↦→
(︀

𝑥
1−𝑥

, 𝑒𝜆𝑦
)︀
, 𝜆 ∈ R+ (являющийся еди-

ничным сдвигом вдоль векторного поля 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜆𝑦 𝜕
𝜕𝑦
), полугиперболический.

Как обычно, два отображения 𝐹 и 𝐹 с различными областями определения 𝑈 и 𝑈̃
будем называть аналитически эквивалентными, если существует голоморфная замена
координат 𝐻 : 𝑈̃ → 𝑈 , сопрягающая 𝐹 с 𝐹 :

𝐹 ∘𝐻 = 𝐻 ∘ 𝐹 . (1)

При этом эквивалентность будем называть строгой, если замена координат 𝐻 из (1) имеет
вид:

𝐻(𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑥 + 𝑜

(︀
𝑥2
)︀
, 𝑦 + 𝑜 (𝑥)

)︀
, 𝑥 → 0. (2)

Замены координат такого вида будем называть нормированными. Два отображения назы-
ваются строго формально эквивалентными, если существует обратимое формальное отоб-
ражение 𝐻 вида (2), для которого (1) верно как равенство формальных степенных рядов.
Два ростка F и F̃ будем называть строго аналитически (формально) эквивалентными, если
существуют их строго аналитически (формально) эквивалентные представители 𝐹 и 𝐹 .
Пусть F𝜆 — класс ростков голоморфных отображений, строго формально эквивалент-

ных ростку F𝜆. В этой работе мы ограничимся исследованием строгой аналитической клас-
сификации ростков класса F𝜆. Росток F𝜆 будем называть нормальной формой класса F𝜆.

Рис. 1. Секториальные области.

Области Ω± вида

Ω+ = {0 < |𝑥| < 𝜀, arg 𝑥 ∈
(︀
−𝛿, 𝜋

2

)︀
} × {|𝑦| < 𝜀},

Ω− = {0 < |𝑥| < 𝜀, arg 𝑥 ∈
(︀
−𝜋

2
, 𝛿
)︀
} × {|𝑦| < 𝜀}.
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будем называть верхней правой или нижней правой секториальной областью.
Как было показано в работе [19], ∀F ∈ F𝜆 существует единственная полуформальная

нормированная нормализующая замена координат H, сопрягающая нормальную форму F𝜆

с ростком F. Эта замена H является формальным рядом по переменной «𝑥» с голоморф-
ными по «𝑦» коэффициентами.
Основным результатом работы является следующая

Теорема 1 (о секториальной нормализации в правой полуокрестности). Пусть росток
F класса F𝜆, тогда:

1. Существует секториальная область Ω± такая что: существует и единственно го-
ломорфное нормированное нормализующее отображение 𝐻±, сопрягающее нормаль-
ную форму 𝐹𝜆 с представителем ростка 𝐹 на Ω±;

2. Пусть H — полуформальная нормированная замена координат, нормализующая F,
тогда H является асимптотическим рядом (при 𝑥 → 0) для голоморфного нормиро-
ванного нормализующего отображения 𝐻±.

3. Доказательство теоремы о секториальной нормализации

3.1. Предварительная нормализация. Из теоремы о полуформальной нормализа-
ции [19] следует, что если H𝑁 — частичная сумма нормализующего полуформального ряда
H, то H𝑁 является голоморфной заменой координат и переводит росток F в росток F𝑁 ,
такой, что:

𝐹𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝜆(𝑥, 𝑦) +
(︀
𝑂
(︀
𝑥𝑁

)︀
, 𝑂

(︀
𝑥𝑁

)︀)︀
при 𝑥 → 0. (3)

Полученное таким образом отображение 𝐹𝑁 будем называть предварительной нормальной
формой (для ростка F).
Выберем произвольное 𝑁 > 6 (выбор параметра 𝑁 следует из дальнейших вычисле-

ний, см. леммы 5-7). Будем искать голоморфную замену координат 𝐻𝑁 , сопрягающую
нормальную форму 𝐹𝜆 с предварительной нормальной формой 𝐹𝑁 :

𝐹𝑁 ∘𝐻𝑁 = 𝐻𝑁 ∘ 𝐹𝜆.

Аналитическую нормализацию удобнее производить в координатах

(𝜉, 𝑧) = 𝐵(𝑥, 𝑦) =

(︂
𝜉 = −1

𝑥
, 𝑧 = 𝑦

)︂
.

В этих координатах предварительная нормальная форма 𝐹𝑁 из (3) имеет вид

𝐹𝑁(𝜉, 𝑧) = 𝐹0(𝜉, 𝑧) + (∆1𝑁 ,∆2𝑁)
∆1𝑁 = 𝑂

(︀
𝜉−𝑁1

)︀
,∆2𝑁 = 𝑂

(︀
𝜉−𝑁1

)︀
, |𝜉| → ∞ . (4)

где 𝐹0
𝑑𝑒𝑓
= 𝐵 ∘ 𝐹𝜆 ∘𝐵−1, 𝐹0(𝜉, 𝑧) = (𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧), 𝑁1 = 𝑁 − 2 (см. [20]).

Полиномиальное по «𝑥» преобразование H𝑁 , сопрягающее 𝐹𝑁 c 𝐹 , записанное в коорди-
натах (𝜉, 𝑧), будем обозначать H̃𝑁 .
Пусть в новых координатах голоморфное преобразование

𝐻̃𝑁
𝑑𝑒𝑓
= 𝐵 ∘𝐻𝑁 ∘𝐵−1,

сопрягающее нормальную форму 𝐹0 с 𝐹𝑁 имеет вид:

𝐻̃𝑁(𝜉, 𝑧) = (𝜉 + ℎ𝑁(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔𝑁(𝜉, 𝑧)).

Тогда функции ℎ𝑁(𝜉, 𝑧) и 𝑔𝑁(𝜉, 𝑧) удовлетворяют паре функциональных уравнений:

ℎ𝑁 ∘ 𝐹0 − ℎ𝑁 = ∆1𝑁 ∘ 𝐻̃𝑁

𝑔𝑁 ∘ 𝐹0 − 𝑒𝜆𝑔𝑁 = ∆2𝑁 ∘ 𝐻̃𝑁
. (5)
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Считая ℎ𝑁 , 𝑔𝑁 , ∆1𝑁 , ∆2𝑁 малыми, и пренебрегая членами порядка выше первого, из
функциональных уравнений получим так называемые гомологические уравнения:

ℎ ∘ 𝐹0 − ℎ = ∆1𝑁 . (6)

𝑔 ∘ 𝐹0 − 𝑒𝜆𝑔 = ∆2𝑁 . (7)

Доказательство теоремы о секториальной нормализации будет проводиться следующим
образом:

Шаг 1. Построение (ℎ, 𝑔) — пары решений гомологических уравнений в некоторых сектори-
альных областях.

Шаг 2. Построение вспомогательных операторов: оператора решения гомологических урав-
нений ℒ : (∆1𝑁 ,∆2𝑁) → (ℎ, 𝑔) и оператора подстановки ℛ : (ℎ, 𝑔) → (𝛿1𝑁 , 𝛿2𝑁) =
= (∆1𝑁(𝜉 + ℎ, 𝑧 + 𝑔),∆2𝑁(𝜉 + ℎ, 𝑧 + 𝑔)). Тем самым неподвижная точка (ℎ𝑁 , 𝑔𝑁) опе-
ратора ℋ = ℒ ∘ ℛ доставляет (единственное) решение 𝐻̃𝑁 = 𝑖𝑑 + (ℎ𝑁 , 𝑔𝑁) функцио-
нальных уравнений:

ℋ[(ℎ𝑁 , 𝑔𝑁)] = (ℎ𝑁 , 𝑔𝑁).

Сжимаемость оператора ℋ будет обеспечена выбором подходящих параметров сек-
ториальных областей и соответствующих им метрических пространств. Применение
теоремы о сжимающих отображениях дает существование и единственность секто-
риального нормализующего отображения для 𝐹𝑁 , а также соответствующие оценки
этого отображения.

Шаг 3. Композиция частичной суммы полуформальной нормализующей замены координат
H𝑁 и голоморфного нормализующего секториального отображения 𝐻𝑁 доставляет
секториальное нормализующее отображение 𝐻. Асимптотика (утверждение 2 тео-
ремы) следует из единственности секториального нормированного нормализующего
отображения и произвольности выбора 𝑁 .

3.2. Решение гомологических уравнений.

Определение 2. Решением гомологического уравнения в некоторой области 𝑊 будем
называть голоморфную функцию 𝑢, удовлетворяющую этому уравнению на 𝑊 . Норму
решения на 𝑊 будем задавать стандартным способом

‖𝑢‖𝑊 = sup
𝑊

|𝑢(𝜉, 𝑧)|. (8)

Определение 3. Обозначим D𝑚(𝑊 ) — класс функций 𝑑, голоморфных в 𝑊 и непре-
рывных на 𝑊 с конечной нормой

‖𝑑‖𝑊,𝑚 = sup
𝑊

⃒⃒
𝑑(𝜉, 𝑧)(1 + |𝜉|2)

𝑚
2

⃒⃒
< +∞, 𝑚 > 3. (9)

Параметр 𝑚 будем использовать для краткости записи. Его выбор будет уточнен при
построении решений функциональных уравнений.

Определение 4. Область 𝑆𝜉 = {Re𝜉 < −𝑅 < −1} будем называть левой секториаль-
ной областью на 𝜉-плоскости. Область 𝑆±

𝜉 , полученную как пересечение 𝑆𝜉 и области
{−𝛿 < ±(𝜋 − arg 𝜉) < 𝜋

2
}, левой верхней (соответственно нижней) секториальной обла-

стью на плоскости 𝜉. Параметр раствора 𝛿 ∈ (𝜋
4
; 𝜋
2
) будет определен ниже в предложе-

нии 3.

Определение 5. Назовем левой (левой верхней или левой нижней) секториальной
областью в (𝜉, 𝑧)-плоскости прямое произведение 𝑆𝜉 (соответственно, 𝑆±

𝜉 ) и диска

{|𝑧| < 𝜀}. Обозначать эти области будем 𝑆 и 𝑆± соответственно.
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Лемма 1 (о решении первого гомологического уравнения). Пусть ∆1𝑁 класса D𝑚(𝑆),
тогда существует голоморфное решение ℎ первого гомологического уравнения в левой
секториальной области 𝑆, такое что:

1. ‖ℎ‖𝑆 6 𝑐1‖∆1𝑁‖𝑆,𝑚 где 𝑐1 = 𝑐1(𝑚);
2. ℎ(𝜉, 𝑧) = 𝑂(|𝜉|−𝑚+1) при |𝜉| → ∞, (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆;
3. решение первого гомологического уравнения в левой секториальной области един-

ственно в классе голоморфных и ограниченных функций, для которых выполнено
условие 2.

Лемма 2 (о решении второго гомологического уравнения). Пусть ∆2𝑁 класса D𝑚(𝑆),
тогда существуют голоморфные решения второго гомологического уравнения 𝑔± в обла-
сти 𝑆 такие что:

1. ‖𝑔±‖𝑆 6 𝑐2(𝑚,𝜆)‖∆2𝑁‖𝑆,𝑚 где 𝑐2 = 𝑐2(𝑚,𝜆);
2. 𝑔±(𝜉, 𝑧) = 𝑂(|𝜉|−𝑚+3) при |𝜉| → +∞, (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆±;
3. пусть параметр 𝛿 ∈ (𝜋

4
; 𝜋
2
) такой, что 𝑡𝑔𝛿 > 𝜆

2𝜋
, тогда решение второго гомологиче-

ского уравнения в левой верхней (левой нижней) секториальной области единствен-
но в классе голоморфных и ограниченных функций, для которых выполнено условие
2 соответственно в 𝑆±.

Доказательство леммы 1. Решение первого гомологического уравнения может быть
представлено следующим образом:

ℎ(𝜉, 𝑧) =
+∞∑︁
𝑛=1

∆1𝑁

(︀
𝜉 − 𝑛, 𝑒−𝜆𝑛𝑧

)︀
. (10)

Нетрудно проверить, что все функции в правой части корректно определены, ряд сходится
равномерно на 𝑆, так что его сумма — голоморфная функция на 𝑆, поэтому функция ℎ
действительно удовлетворяет первому гомологическому уравнению на 𝑆.
Покажем единственность. Предположим, что ℎ1 и ℎ2 — решения первого гомологиче-

ского уравнения в области 𝑆, для которых выполнено условие 2. Пусть 𝑟 = ℎ1 − ℎ2 —
разность этих решений. Тогда для 𝑟 на всей области 𝑆 выполнено:

𝑟(𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧) − 𝑟(𝜉, 𝑧) = 0 (11)

и 𝑟 может быть продолжена на C2 следующим способом. Пусть (𝜉, 𝑧) — точка C2 вне 𝑆.
Тогда существуют такие 𝑛1 = [Re𝜉+𝑅]+1 и 𝑛2 = [log𝑒𝜆

1
𝜀
]+1, что для 𝑛 = max{𝑛1;𝑛2}, точка

(𝜉0, 𝑧0)=(𝜉 − 𝑛, 𝑒−𝜆𝑛𝑧) попадает в область 𝑆, и мы можем определить значение функции 𝑟
в точке (𝜉, 𝑧) через значение в точке (𝜉0, 𝑧0), а именно:

𝑟(𝜉, 𝑧) = 𝑟(𝜉 − 𝑛, 𝑒−𝜆𝑛𝑧) = 𝑟(𝜉0, 𝑧0)

Так как 𝑟 голоморфна и ограничена на 𝑆 и удовлетворяет (11), то ее продолжение на
C2 голоморфно и ограничено на C2. Из теоремы Лиувилля [23] следует, что 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. С
учетом условия 2, 𝑟 ≡ 0.

Доказательство леммы 2. Рассмотрим сужение второго гомологического уравнения на

𝑆0
𝑑𝑒𝑓
= {(𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆 : 𝑧 = 0}. Отметим, что из определения левой секториальной области

следует, что 𝑆0 = 𝑆𝜉. Положим

𝑔0(𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑔(𝜉, 0), ∆0(𝜉)

𝑑𝑒𝑓
= ∆2𝑁(𝜉, 0).

Тогда 𝑔0 может быть найдена как решение уравнения:

𝑔0(𝜉 + 1) − 𝑒𝜆𝑔0(𝜉) = ∆0(𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆𝜉. (12)
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Умножим уравнение (12) на 𝑒−𝜆(𝜉+1+𝑅) и положим

𝑑(𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑒−𝜆(𝜉+1+𝑅)∆0(𝜉). (13)

Тогда уравнение (12) примет вид:

𝑢(𝜉 + 1) − 𝑢(𝜉) = 𝑑(𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆𝜉. (14)

Решение такого простейшего функционального уравнения в области типа «криволиней-
ная полоса» рассматривалось в работе [24]. Следуя доказанной в этой работе Теоре-
ме 1, зададим на 𝑆𝜉 полосу Π ширины 3/2 следующим образом: вертикальная прямая

𝐿+
𝑑𝑒𝑓
= 𝜕𝑆𝜉 = {Re𝜉 = −𝑅} будет образовывать правую границу полосы, а вертикальная

прямая 𝐿− = 𝐿+ − 3/2 — левую, причем 𝜕Π = 𝐿+ − 𝐿−.
Так как ∆2𝑁 класса D𝑚(𝑆), то функция 𝑑 в правой части уравнения (14) принадлежит

классу D𝑚(Π). Тогда из Теоремы 1 [24] следует истинность следующей леммы

Лемма 3 (Основная лемма). Функция

𝑢(𝜉) =
1

2𝜋𝑖

+∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝∫︁
𝐿−

𝑑(𝑡)𝑑𝑡

𝑡− 𝜉 − 𝑛
+

∫︁
𝐿+

𝑑(𝑡)𝑑𝑡

𝑡− 𝜉 + 𝑛 + 1

⎞⎠ .

является решением уравнения (14) c правой частью 𝑑 класса D𝑚(Π) на полосе Π, причем:

1. Существует 𝑐(𝑚) такое, что ‖𝑢‖Π 6 𝑐(𝑚)‖𝑑‖Π,𝑚;
2. Пусть 𝑀𝑅

0 = 1
2

∫︀
𝐿−

𝑑(𝑡)𝑑𝑡, тогда:

sup
Π

|𝑢(𝜉) ∓𝑀𝑅
0 | 6

𝐶(𝑚)‖𝑑‖Π,𝑚

|𝜉|𝑚−3
, 𝜉 ∈ Π, ±Im𝜉 > |Re𝜉|;

3. Решение уравнения (14) единственно в классе голоморфных и ограниченных функций,
удовлетворяющих условию 2 в полосе Π.

Положим 𝑀0(𝑎) = 1
2

∫︀
Re𝑡=𝑎

∆0(𝑡)𝑒
−𝜆(𝑡+1)𝑑𝑡. Отметим, что при 𝑎 = −𝑅− 3

2
, 𝑀0 = 𝑀𝑅

0 𝑒
𝜆𝑅.

Предложение 1. Значение 𝑀0 не зависит от выбора 𝑎 < −𝑅.

Доказательство. Утверждение стандартным образом выводится из теоремы Коши, по-
скольку условие ∆2𝑁 ∈ D𝑚(𝑆) гарантирует выполнение равномерных оценок на подынте-
гральную функцию при Im𝜉 → ∞, 𝜉 ∈ 𝑆.

Пусть 𝑢 — решение уравнения (14) с правой частью 𝑑 ∈ D𝑚(Π), определенной в (13), из
основной леммы 3.
Положим

𝑔0(𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑢(𝜉)𝑒𝜆(𝜉+𝑅), 𝜉 ∈ Π. (15)

и продолжим 𝑔0 с полосы Π на полуплоскость 𝑆𝑙 исходя из (12) по формуле:

𝑔0(𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑒−𝜆𝑘𝑔0(𝜉 + 𝑘) −

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑒−𝜆(𝑛+1)∆0(𝜉 + 𝑛), 𝑘 = [−𝑅− Re𝜉], 𝜉 ∈ 𝑆𝜉∖Π. (16)

Предложение 2. Функция 𝑔0, определяемая формулами (15) и (16), является голо-
морфным и ограниченным решением уравнения (12) на 𝑆𝜉, причем:

1. Найдется 𝑐 = 𝑐(𝑚,𝜆) такое что: ‖𝑔0‖𝑆𝑙
6 ‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚;

2. |𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒
𝜆𝜉| = 𝑂(|𝜉|−𝑚+3), 𝜉 ∈ 𝑆±

𝑙 , |𝜉| → ∞.

Замечание 1. Так как 𝑀0, вообще говоря, отлично от нуля, то оценка из утвержде-
ния 2 предложения 2 не распространяется на 𝑆𝜉 = 𝑆+

𝜉 ∪ 𝑆−
𝜉 .



78 П.А. ШАЙХУЛЛИНА

Доказательство предложения 2. Так как полоса Π ширины больше 1, то для любой точки
𝜉 слева от полосы точка (𝜉 + 𝑘), 𝑘 = [−𝑅 − Re𝜉] попадает в полосу Π, поэтому решение
𝑔0, определенное по формуле (16), корректно определено на 𝑆𝜉 при этом:
— Функция 𝑔0 удовлетворяет уравнению (12) (проверяется прямыми выкладками).
— Функция 𝑔0 является голоморфной как конечная сумма голоморфных функций на

каждой полосе {𝜉 : Re𝜉 ∈ (−𝐴 − 1;−𝐴), 𝐴 ∈ N}. Заметим, что так как функция 𝑔0,
определяемая формулами (15) и (16), удовлетворяет уравнению (12), то все точки прямой
{𝜉 ∈ 𝑆𝜉 : Re𝜉 ∈ Z−} является устранимыми, следовательно, 𝑔0 голоморфна на 𝑆𝜉.
— Из леммы 3 следует оценка 𝑔0 на полосе Π:

‖𝑔0‖Π =
⃦⃦
𝑢(𝜉)𝑒𝜆(𝜉+𝑅)

⃦⃦
Π
6 𝑐(𝑚)‖∆0(𝜉)𝑒−𝜆(𝜉+𝑅+1)‖Π,𝑚 6 𝑐(𝑚)‖∆0‖Π,𝑚.

Оценим норму 𝑔0, продолженного на 𝑆𝜉∖Π (напомним, что 𝜆 ∈ R+, то есть 𝑒−𝜆 < 1):

‖𝑔0‖𝑆𝜉∖Π 6 𝑒−𝜆(𝑘+1)‖𝑔0‖Π + 𝑒−𝜆−𝑒−𝜆(𝑘+1)

1−𝑒−𝜆 ‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚 6 𝑐(𝑚)‖∆0‖Π,𝑚+

+ 1
𝑒𝜆−1

‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚 6
(︁
𝑐(𝑚) + 1

𝑒𝜆−1

)︁
‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚 = 𝑐(𝑚,𝜆)‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚.

Отсюда

‖𝑔0‖𝑆𝜉
6 𝑐(𝑚,𝜆)‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚.

Это доказывает первое утверждение предложения.
— Утверждение 2 леммы 3 доставляет асимптотическую оценку решения в полосе Π

(напомним, что 𝑔0(𝜉) = 𝑢(𝜉)𝑒𝜆(𝜉+𝑅), ∆0(𝜉) = 𝑑(𝜉)𝑒𝜆(𝜉+𝑅+1) и 𝑀0𝑒
𝜆𝜉 = 𝑀𝑅

0 𝑒
𝜆(𝜉+𝑅)):

|𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒
𝜆𝜉| 6 𝐶(𝑚)‖∆0‖Π,𝑚

|𝜉|𝑚−3
, ±Im𝜉 > |Re𝜉|, 𝜉 ∈ Π. (17)

Продолжим функцию 𝑔0 с полосы Π на 𝑆𝜉 по формуле (16) (сохранив для продолженной
функции то же обозначение). Тогда для любой точки 𝜉 из области 𝑆𝜉: если |Im𝜉| > |Re𝜉|,
то выполнено:⃒⃒

𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒
𝜆𝜉
⃒⃒

=

⃒⃒⃒⃒
𝑒−𝜆𝑘𝑔0(𝜉 + 𝑘) ∓𝑀0𝑒

𝜆(𝜉+𝑘)𝑒−𝜆𝑘 −
𝑘−1∑︀
𝑛=0

𝑒−𝜆(𝑛+1)∆0(𝜉 + 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
6

6
⃒⃒
𝑒−𝜆𝑘

(︀
𝑔0(𝜉 + 𝑘) ∓𝑀0𝑒

𝜆(𝜉+𝑘)
)︀⃒⃒

+

⃒⃒⃒⃒
𝑘−1∑︀
𝑛=0

𝑒−𝜆(𝑛+1)∆0(𝜉 + 𝑛)

⃒⃒⃒⃒ .

Так как точка 𝜉+𝑘 попадает в полосу Π, то для первого слагаемого выполнено неравенство
(17). Оценивая второе слагаемое, в результате получим:

⃒⃒
𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒

𝜆𝜉
⃒⃒
6

𝐶(𝑚)‖∆0‖Π,𝑚

|𝜉 + 𝑘|𝑚−3𝑒𝜆𝑘
+

𝑘−1∑︁
𝑛=0

‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚

|Im𝜉|𝑚𝑒𝜆𝑛
, ±Im𝜉 > |Re𝜉|, 𝜉 ∈ 𝑆𝜉.

Заметим, что в этом рассматриваемом нами случае достаточно большой по модулю мнимой
части 𝜉 выполнено: |𝜉 + 𝑘| > |Im𝜉| > |𝜉|/2. Отсюда

|𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒
𝜆𝜉| 6

𝐶(𝑚,𝜆)‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚

|𝜉|𝑚−3
, ±Im𝜉 > |Re𝜉|, 𝜉 ∈ 𝑆𝜉. (18)

Если же 𝜉 лежит внутри сектора |Im𝜉| 6 𝑡𝑔𝛿|Re𝜉|, Re𝜉 < −𝑅, то достаточно показать
асимптотику вида 𝑂(|Re𝜉|−𝑚+3), так как при |Im𝜉| 6 𝑡𝑔𝛿|Re𝜉|, |𝜉| 6 (1 + 𝑡𝑔𝛿)|Re𝜉|, то есть
|Re𝜉| ≥ |𝜉|

1+𝑡𝑔𝛿
.

Построим решение 𝑔0 уравнения (12) в 𝑆𝜉 по описанной выше схеме: пусть 𝜉 ∈ 𝑆𝜉, тогда
существует натуральное число 𝑘 = [−Re𝜉 −𝑅] такое, что 𝜉 + 𝑘 попадает в полосу Π. При
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этом, так как 𝜉 + 𝑘 лежит в полосе Π, то 𝑒−𝜆(𝜉+𝑘) (очевидно) и 𝑔0(𝜉 + 𝑘) (по лемме 3)
ограничены, отсюда:

|𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒
𝜆𝜉| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑒−𝜆𝑘

(︀
𝑔0(𝜉 + 𝑘) ∓𝑀0𝑒

𝜆(𝜉+𝑘)
)︀
−

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑒−𝜆(𝑛+1)∆0(𝜉 + 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6
𝑐‖∆0‖Π,𝑚

𝑒𝜆𝑘
+

𝑘−1∑︁
𝑛=0

2𝑚‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚𝑒
−𝜆(𝑛+1)

(1 + |Re𝜉 + 𝑛|)𝑚
6

𝑐‖∆0‖Π,𝑚𝑒
𝜆𝑅

𝑒𝜆|Re𝜉| +
𝑘−1∑︁
𝑛=0

2𝑚‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚𝑒
−𝜆(𝑛+1)

(1 + |Re𝜉 + 𝑛|)𝑚
.

Производная 𝜕
𝜕𝑛

(︀
𝑒−𝜆(𝑛+1)(1 + |Re𝜉| − 𝑛|)−𝑚

)︀
= 0 при 𝑛0 = −𝑚

𝜆
+ 1 + |Re𝜉|; при достаточно

больших значениях |Re𝜉| значение 𝑛0 ∈ R+; 𝑘 6 |Re𝜉|, поэтому:
𝑘−1∑︀
𝑛=0

𝑒−𝜆(𝑛+1)(1 + |Re𝜉 + 𝑛|)−𝑚 =
𝑘−1∑︀
𝑛=0

𝑒−𝜆(𝑛+1)(1 + |Re𝜉| − 𝑛)−𝑚 6

6 |Re𝜉| · (𝜆/𝑚)𝑚 𝑒𝑚−2𝜆𝑒−|Re𝜉|

тогда для некоторой константы 𝐶(𝑚,𝜆, 𝛿) выполнено:

|𝑔0(𝜉) ∓𝑀0𝑒
𝜆𝜉| 6

𝐶(𝑚,𝜆, 𝛿)‖∆0‖𝑆𝜉,𝑚

|𝜉|𝑚
, |Im𝜉| < 𝑡𝑔𝛿|Re𝜉|, 𝜉 ∈ 𝑆𝜉. (19)

из неравенств (18), (19) и ограничения 𝛿 ∈ (𝜋
4
; 𝜋
2
) следует второе утверждение предложе-

ния 2.

Предложение 3. Для любого 𝛿 ∈ (𝜋
4
; 𝜋
2
) такого что 𝑡𝑔𝛿 > 𝜆

2𝜋
голоморфное и ограни-

ченное на 𝑆𝜉 решение уравнения (12), удовлетворяющее утверждению 2 предложения 2,
единственно.

Доказательство. Пусть 𝑔±1 и 𝑔±2 являются голоморфными и ограниченными решениями
уравнения:

𝑔0(𝜉 + 1) − 𝑒𝜆𝑔0(𝜉) = ∆0(𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆𝜉

и удовлетворяют утверждению 2 предложения 2 на 𝑆±
𝜉 . Положим

𝑔±(𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑔±1 (𝜉) − 𝑔±2 (𝜉).

Тогда
𝑔±(𝜉 + 1) − 𝑒𝜆𝑔±(𝜉) = 0, 𝜉 ∈ 𝑆±

𝜉 .

Обозначим 𝑢±(𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑔±(𝜉)𝑒−𝜆𝜉. Тогда функция 𝑢± является голоморфной на 𝑆𝜉, а так же

1-периодической.
Рассмотрим область 𝑆+

𝜉 .

Для любого 𝜉 из 𝑆+
𝜉 существует натуральное 𝑛 такое, что 𝜉 = 𝜉+𝑛 попадает в «ломаную»

полосу

Π+ =

{︂
−𝑅− 1 6 Re𝜉 6 −𝑅, если Im𝜉 > −𝑅𝑡𝑔𝛿
𝑐𝑡𝑔𝛿Im𝜉 − 1 6 Re𝜉 6 𝑐𝑡𝑔𝛿Im𝜉, если Im𝜉 6 −𝑅𝑡𝑔𝛿

В силу 1-периодичности, 𝑢+(𝜉) = 𝑢+(𝜉). Покажем ограниченность функции 𝑢+ на полосе
Π+. Положим

𝐽 : 𝜉 ↦→ 𝑡 = 𝑒2𝜋𝑖𝜉. (20)
Заметим, что:

𝐽(Π+ ∩ {Im𝜉 > −𝑅𝑡𝑔𝛿}) = {0 < |𝑡| < 𝑒2𝜋𝑅}
𝐽(Π+ ∩ {Im𝜉 6 −𝑅𝑡𝑔𝛿}) = {|𝑡| ≥ 𝑒2𝜋𝑅}.

Функция 𝑢+ в координатах (20) имеет вид:

𝑢̃+(𝑡)
𝑑𝑒𝑓
= 𝐽−1 ∘ 𝑢+ ∘ 𝐽 = 𝑡

−𝜆
2𝜋𝑖 𝑔+

(︂
1

2𝜋𝑖
ln 𝑡

)︂
.
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Рис. 2. Полоса Π+.

В силу 1-периодичности функции 𝑢+, функция 𝑢̃+ определена корректно и голоморфна
на C* = 𝐽(𝑆𝜉). Кроме того:

|𝑡| = |𝑒2𝜋𝑖𝜉| = 𝑒−2𝜋Im𝜉.

В образе
{︀

0 < |𝑡| < 𝑒2𝜋𝑅
}︀
верхней части полосы выполнено:⃒⃒⃒

𝑡
−𝜆
2𝜋𝑖

⃒⃒⃒
= 𝑒−𝜆Re𝜉 = 𝑒−𝜆Re𝜉 6 𝑒𝜆(𝑅+1).

|𝑢̃+(𝑡)| 6
⃒⃒⃒⃒
𝑔+

(︂
1

2𝜋𝑖
ln 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑒𝜆(𝑅+1) 6 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 при

{︀
0 < |𝑡| < 𝑒2𝜋𝑅

}︀
. (21)

Тогда в образе нижней части полосы (то есть
{︀
|𝑡| ≥ 𝑒2𝜋𝑅

}︀
) выполнено:

|𝑡
−𝜆
2𝜋𝑖 | = 𝑒−𝜆Re𝜉 = 𝑒−𝜆Re𝜉 6 𝑒−

𝜆Im𝜉
𝑡𝑔𝛿 𝑒𝜆 = 𝑒−

𝜆Im𝜉
𝑡𝑔𝛿 𝑒𝜆 = 𝑒𝜆|𝑡|

𝜆
2𝜋𝑡𝑔𝛿 .

|𝑢̃+(𝑡)| 6 |𝑡|
𝜆

2𝜋𝑡𝑔𝛿

⃒⃒⃒⃒
𝑔+

(︂
1

2𝜋𝑖
ln 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡|𝑡|

𝜆
2𝜋𝑡𝑔𝛿 при {|𝑡| ≥ 𝑒2𝜋𝑅}.

Так как 𝑡𝑔𝛿 > 𝜆
2𝜋
, то из оценок Коши для коэффициентов ряда Тейлора [23] следует,

что 𝑡 = ∞ является устранимой особой точкой функции 𝑢̃+, так что 𝑢̃+ ограничена при
{|𝑡| ≥ 𝑒2𝜋𝑅}. А, с учетом (21), 𝑢̃+ ограничена на C*.
Так как 𝑢̃+ голоморфна на C*, то из теоремы Римана об устранимой особенности [23]

следует, что 𝑢̃+ голоморфна (и ограничена) на C. Из теоремы Лиувилля следует, что
𝑢̃+ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .
Тогда 𝑔+(𝜉) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑒𝜆𝜉; в силу асимптотических свойств функций 𝑔+ (утверждение 2

предложения 2), так как лучи {𝜉 : Re𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 6 −𝑅, Im𝜉 ≥ 0} принадлежат области
𝑆+
𝜉 , то 𝑔+ ≡ 0.
Аналогично рассмотрим область 𝑆−

𝜉 = {Re𝜉 6 −𝑅, Im𝜉 6 −𝑡𝑔𝛿Re𝜉}.
Для любого 𝜉 ∈ 𝑆−

𝜉 существует натуральное 𝑛 такое, что 𝜉 = 𝜉+𝑛 попадает в «ломаную»
полосу Π−:

Π− =

{︂
−𝑅− 1 6 Re𝜉 6 −𝑅, если Im𝜉 < 𝑅𝑡𝑔𝛿
−𝑐𝑡𝑔𝛿Im𝜉 − 1 6 Re𝜉 6 −𝑐𝑡𝑔𝛿Im𝜉, если Im𝜉 ≥ 𝑅𝑡𝑔𝛿

Подействуем отображением (20) (𝐽 : 𝜉 ↦→ (𝑡 = 𝑒2𝜋𝑖𝜉)):

𝐽(Π− ∩ {Im𝜉 < 𝑅𝑡𝑔𝛿}) = {|𝑡| > 𝑒−𝑅𝑡𝑔𝛿},
𝐽(Π− ∩ {Im𝜉 ≥ 𝑅𝑡𝑔𝛿}) = {0 < |𝑡| 6 𝑒−𝑅𝑡𝑔𝛿},

𝑢̃−(𝑡)
𝑑𝑒𝑓
= 𝐽−1 ∘ 𝑢+ ∘ 𝐽 = 𝑡

−𝜆
2𝜋𝑖 𝑔−

(︂
1

2𝜋𝑖
ln 𝑡

)︂
.
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Аналогично предыдущим рассуждениям, в силу 1-периодичности функции 𝑢−, функция
𝑢̃− определена корректно и голоморфна на C*. Кроме того, в силу ограниченности 𝑔−:

|𝑢̃−(𝑡)| 6 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 ·
{︂

𝑒𝜆(𝑅+1), если |𝑡| > 𝑒−𝑅𝑡𝑔𝛿

𝑒𝜆|𝑡|
−𝜆

2𝜋𝑡𝑔𝛿 , если 0 < |𝑡| 6 𝑒−𝑅𝑡𝑔𝛿

Из оценок Коши для коэффициентов ряда Лорана [23] следует, что 𝑡 = 0 является устра-
нимой особой точкой 𝑢̃−, поэтому 𝑢̃− продолжаема до голоморфной и ограниченной на C
функции. Поэтому 𝑢̃− = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на C. Отсюда, как и в случае выше, 𝑔− ≡ 0.

Положим 𝑔±0 (𝜉)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑔0(𝜉) ∓ 𝑀0𝑒

𝜆𝜉. Мы построили решение редуцированного второго го-
мологического уравнения (12) на области 𝑆𝜉. Вычтем теперь из второго гомологического
уравнения уравнение (12). Получим уравнение

𝑟(𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧) − 𝑒𝜆𝑟(𝜉, 𝑧) = 𝜌𝑁(𝜉, 𝑧), (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆, (22)

где

𝜌𝑁(𝜉, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
= ∆2𝑁(𝜉, 𝑧) − ∆0(𝜉), 𝑟(𝜉, 𝑧)

𝑑𝑒𝑓
= 𝑔(𝜉, 𝑧) − 𝑔0(𝜉).

Из леммы Шварца [23] следует, что 𝜌𝑁(𝜉, 𝑧) = 𝑧∆̃𝑁(𝜉, 𝑧), где ∆̃𝑁 класса D𝑚(𝑆). Решение
уравнения (22) в левой секториальной области 𝑆 будем искать в виде 𝑟(𝜉, 𝑧) = 𝑧𝑔(𝜉, 𝑧), где
𝑔(𝜉, 𝑧) удовлетворяет уравнению

𝑔
(︀
𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧

)︀
− 𝑔(𝜉, 𝑧) = 𝑒−𝜆∆̃𝑁(𝜉, 𝑧), (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆. (23)

Так как функция 𝑒−𝜆∆̃𝑁 класса D𝑚(𝑆), то справедливо следующее предложение (оно
является переформулировкой леммы 1):

Предложение 4. Функция 𝑔(𝜉, 𝑧) =
+∞∑︀
𝑛=1

𝑒−𝜆∆̃𝑁

(︀
𝜉 − 𝑛, 𝑒−𝜆𝑛𝑧

)︀
является решением урав-

нения (23) причем 𝑔 голоморфна в 𝑆 и выполнено:

1. Для некоторой константы 𝑐 = 𝑐(𝑚) верно: ‖𝑔‖𝑆 6 𝑐‖∆̃𝑁‖𝑆,𝑚;
2. 𝑔(𝜉, 𝑧) = 𝑂(|𝜉|−𝑚+1) при |𝜉| → ∞, (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆;
3. Решение уравнения (23) единственно в 𝑆 в классе голоморфных и ограниченных функ-

ций, для которых выполнено условие 2.

Предложения 2–4 доставляют требуемое решение второго гомологического уравнения в
области 𝑆 вида

𝑔±(𝜉, 𝑧) = 𝑔±0 (𝜉) + 𝑧𝑔(𝜉, 𝑧), (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆,

где 𝑔±0 из предложений 2-3, 𝑔 — из предложения 4.
Отметим, что, так как для любых пар (𝜉, 𝑧) из 𝑆 выполнено Re𝜉 < −𝑅, поэтому найдется

такая 𝐶(𝜆), что:

‖𝑀0𝑒
𝜆𝜉‖𝑆 = sup

𝑆

⃒⃒⃒⃒
1
2

∫︀
𝐿

∆0(𝑡)𝑒
−𝜆(𝑡−𝜉)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶(𝜆)‖∆0‖𝑆,𝑚,

где 𝐿 = {Re𝑡 = −𝑅 − 3/2}. Тем самым доказана лемма 2 (ее другие оценки следуют из
соответствующих оценок предложений 2-4).

3.3. Решение функциональных уравнений. Данный раздел посвящен второму ша-
гу доказательства теоремы о секториальной нормализации. Здесь будут построены вспо-
могательные операторы ℒ и ℛ, а так же доказана сжимаемость оператора ℋ = ℒ ∘ℛ при
подходящем выборе параметров секториальных областей.
Для вектор-функции 𝑑 = (𝑑1, 𝑑2), голоморфной на левой секториальной области 𝑆, по-

ложим
‖𝑑‖𝑆,𝑚

𝑑𝑒𝑓
= ‖𝑑1‖𝑆,𝑚 + ‖𝑑2‖𝑆,𝑚. (24)
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Обозначим B𝑚(𝑆) — нормированное пространство, состоящее из всех вектор-функций
𝑑 = (𝑑1, 𝑑2), голоморфных на 𝑆 с конечной нормой ‖𝑑‖𝑆,𝑚 < ∞, определяемой (24).
Для вектор-функции 𝑓 = (ℎ, 𝑔) , голоморфной на левой секториальной области 𝑆, по-

ложим

‖𝑓‖𝑆
𝑑𝑒𝑓
= ‖ℎ‖𝑆 + ‖𝑔‖𝑆. (25)

Обозначим A(𝑆) — пространство вектор-функций 𝑓 = (ℎ, 𝑔) голоморфных на 𝑆 с нормой
(25).
Отметим, что пространства B𝑚(𝑆) и A(𝑆) — банаховы.

Оператор решения гомологических уравнений ℒ±. Обозначим ℒ± оператор, разрешающий
гомологические уравнения (6) и (7) с правой частью 𝑑 класса B𝑚(𝑆) (сопоставляющий
вектор-функции 𝑑 класса B𝑚(𝑆) вектор-функцию 𝑓± класса A(𝑆)):

𝑓± = ℒ±[𝑑]

и действующий согласно леммам 1 и 2. Тогда следующая лемма следует непосредственно
из лемм 1 и 2:

Лемма 4. Для любого 𝑚 ∈ (3;𝑁 − 2) оператор ℒ± является корректно определенным
оператором, действующим из B𝑚(𝑆) в A(𝑆), причем для некоторой C(𝑚,𝜆) верно:

∀𝑑 ∈ B𝑚(𝑆) : ‖ℒ±[𝑑]‖𝑆 6 C(𝑚,𝜆)‖𝑑‖𝑆,𝑚.

Оператор подстановки ℛ Пусть 𝛿 ∈ (𝜋
4
; 𝜋
2
) такое, что 𝑡𝑔𝛿 > 𝜆

2𝜋
. Пусть здесь и всюду далее

вектор-функция ∆𝑁 = (∆1𝑁 ,∆2𝑁) — фиксированная вектор-функция.
Выберем параметры 𝑅0 > 1, 𝜀0 > 0 и построим 𝑆𝑅0𝜀0 так, что ∆𝑁 голоморфна на 𝑆𝑅0𝜀0 .

Тогда из асимптотики (4) следует, что ∆𝑁 класса B𝑁−2(𝑆𝑅0𝜀0).
Выберем положительное число 𝜀1 < 𝜀0/2 и 𝑅1 > max {𝑅0 + 1; 1/𝜀0}, тогда для любого

𝜉 ∈ {Re𝜉 6 −𝑅1} прямое произведение единичного диска с центром в точке 𝜉 на круг
|𝑧| < 𝜀0 целиком содержится в 𝑆𝑅0𝜀0 . Выберем некоторое 𝑅 > 𝑅1, 𝜀 < 𝜀1 и построим
секториальную область 𝑆𝑅𝜀.
Пусть 𝜔 = min{1/2; 𝜀0/2}. Обозначим

M𝜔(𝑆𝑅𝜀) = {𝑓 ∈ A(𝑆𝑅𝜀) : ‖𝑓‖𝑆𝑅𝜀
6 𝜔}

шар радиуса 𝜔 (с центром в нуле) в метрическом пространстве A(𝑆𝑅𝜀) с метрикой, опре-
деляемой нормой (25).
Обозначим ℛ оператор, действующий по правилу ℛ[(ℎ, 𝑔)] = (𝑑1, 𝑑2), где

𝑑1(𝜉, 𝑧) = ∆1𝑁(𝜉 + ℎ(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔(𝜉, 𝑧)), 𝑑2(𝜉, 𝑧) = ∆2𝑁(𝜉 + ℎ(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔(𝜉, 𝑧)).

Лемма 5. ∀𝑚 ∈ (3;𝑁−2) оператор ℛ является корректно определенным оператором,
действующим из M𝜔(𝑆𝑅𝜀) в B𝑚(𝑆𝑅𝜀) таким, что:

1. ‖ℛ[𝑓 ]‖𝑆𝑅𝜀,𝑚 6 𝑐1, ∀𝑓 ∈ M𝜔(𝑆𝑅𝜀), для некоторой 𝑐1 = 𝑐1(𝑚,𝑅, 𝜀0);
2. оператор ℛ± — липшицев с постоянной 𝑐2 = 𝑐2(𝑚,𝑅, 𝜀0).

Доказательство. Подробное доказательство этой леммы смотри в работе [20].

Предложение 5. Для любого 𝑚 ∈ (3;𝑁 − 3), для некоторого 𝑐 = 𝑐(𝑁) выполнено:

c(𝑅,𝑚) = max{𝑐1, 𝑐2} 6 𝑐𝑅−𝑁+3+𝑚‖∆𝑁‖𝑆𝑅0𝜀0
,(𝑁−2)

Доказательство. Утверждение следует из оценки 𝑚-нормы оператора ℛ через
(𝑁 − 2)-норму.
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Сжимаемость композиции операторов ℋ± 𝑑𝑒𝑓
= ℒ± ∘ℛ. Сначала уточним выбор парамет-

ров секториальных областей.
Выберем некоторые 𝜀0 > 0, 𝑅0 > 1, 3 < 𝑚 < 𝑁 − 3; построим 𝑆𝑅0𝜀0 ; по ним вычислим

‖∆𝑁‖𝑆𝑅0𝜀0
,(𝑁−2) и C(𝑚,𝜆) (из леммы 4). Положим

𝜔 = min {1/2; 𝜀0/2} , 0 < 𝜀1 < 𝜀0/2.

Пусть 𝑐(𝑁) из предложения 5, обозначим

𝑅1 = max

{︂
𝑅0 + 1; 1/𝜀0;

(︁
𝑐(𝑁)𝜔−1C(𝑚,𝜆)‖∆𝑁‖𝑆𝑅0𝜀0

,(𝑁−2)

)︁ 1
𝑁−𝑚−3

}︂
.

Выберем, наконец, 𝑅 ≥ 𝑅1 и положительное 𝜀 6 𝜀1. ПостроимA(𝑆𝑅𝜀), B𝑚(𝑆𝑅𝜀) иM𝜔(𝑆𝑅𝜀).

Лемма 6. Оператор ℋ± при указанном выше выборе параметров действует из
M𝜔(𝑆𝑅𝜀) в M𝜔(𝑆𝑅𝜀) и является сжимающим.

Доказательство. Из леммы 5 следует, что оператор ℛ действует из M𝜔(𝑆𝑅𝜀) в B𝑚(𝑆𝑅𝜀)
с константой 𝑐1 (утверждение 1) и липшицев с константой 𝑐2 (утверждение 2), также
выполенено утверждение предложения 5.
Из леммы 4 следует, что линейный оператор ℒ±, разрешающий гомологические урав-

нения, действует из B𝑚(𝑆𝑅𝜀) в A(𝑆𝑅𝜀) и ограничен с константой C(𝑚,𝜆).
Тогда: так как для любого 𝑓 из M𝜔(𝑆𝑅𝜀), значение оператора ℛ[𝑓 ] лежит в B𝑚(𝑆𝑅𝜀), то

для оператора ℋ± выполнено:

∀𝑓 ∈ M𝜔(𝑆𝑅𝜀) : ‖ℋ±[𝑓 ]‖𝑆𝑅𝜀
6 ‖ℒ±‖𝑆𝑅𝜀

· ‖ℛ[𝑓 ]‖𝑆𝑅𝜀,𝑚 6 C(𝑚,𝜆)c(𝑅,𝑚). (26)

В силу линейности оператора ℒ± также выполнено:

∀𝑓1,2 ∈ M𝜔(𝑆𝑅𝜀) : ‖ℋ±[𝑓1] −ℋ±[𝑓2]‖𝑆𝑅𝜀
=

= ‖ℒ±(ℛ[𝑓1] −ℛ[𝑓2])‖𝑆𝑅𝜀
6 C(𝑚,𝜆)c(𝑅,𝑚)‖𝑓1 − 𝑓2‖𝑆𝑅𝜀

. (27)

В силу выбора 𝑅 из предложения 5 выполнено соотношение:

c(𝑅,𝑚)C(𝑚,𝜆) 6 𝜔 6 1/2. (28)

Из (26) и (28) следует корректность оператора ℋ±, из (27) и (28) — сжимаемость. Лемма
доказана.

Построим области 𝑆±
𝑅𝜀. Напомним, что 𝛿 ∈

(︀
𝜋
4
; 𝜋
2

)︀
и 𝑡𝑔𝛿 > 𝜆

2𝜋
.

Напомним, что ∆𝑁 — функция из правой части функциональных уравнений (5). Выбор
класса B𝑁−2 с параметром 𝑁 − 2 обусловлен асимптотикой (4).

Лемма 7. На секториальной области 𝑆𝑅𝜀:

1. Существует голоморфное и ограниченное отображение 𝐻̃±
𝑁 , сопрягающее 𝐹0 с 𝐹𝑁

вида:
𝐻̃±

𝑁(𝜉, 𝑧) = (𝜉 + ℎ𝑁(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔±𝑁(𝜉, 𝑧))

2. 𝐻̃±
𝑁(𝜉, 𝑧) = (𝜉 + 𝑜(|𝜉|−𝑁+6), 𝑧 + 𝑜(|𝜉|−𝑁+6)) при |𝜉| → ∞, (𝜉, 𝑧) ∈ 𝑆±

𝑅𝜀;

3. Нормализующее отображение, сопрягающее 𝐹0 с 𝐹𝑁 в секториальной области 𝑆±
𝑅𝜀,

единственно в классе голоморфных и ограниченных функций, для которых выполнено
утверждение 2.

Доказательство. Пространство A(𝑆𝑅𝜀) с нормой (25) является банаховым, поэтому про-
странство M𝜔(𝑆𝑅𝜀) с индуцированной метрикой — полно. Так как по лемме 6 оператор
ℋ± действует изM𝜔(𝑆𝑅𝜀) вM𝜔(𝑆𝑅𝜀) и является сжимающим, то по теореме о сжимающих
отображениях в области 𝑆𝑅𝜀:

∃!
(︀
ℎ±
𝑁 , 𝑔

±
𝑁

)︀
:
(︀
ℎ±
𝑁 , 𝑔

±
𝑁

)︀
= ℋ± (︀

ℎ±
𝑁 , 𝑔

±
𝑁

)︀
. (29)
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Отсюда следует, что существует и единственно отображение
𝐻̃±

𝑁(𝜉, 𝑧) = (𝜉 + ℎ±(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔±𝑁(𝜉, 𝑧)), удовлетворяющее паре функциональных уравне-
ний (5) (т.е. сопрягающее 𝐹0 с 𝐹𝑁). Так как (ℎ±

𝑁 , 𝑔
±
𝑁) ∈ M𝜔(𝑆𝑅𝜀), то 𝐻̃𝑁 голоморфно в 𝑆𝑅𝜀.

Первое утверждение доказано (равенство отображений ℎ+
𝑁 = ℎ−

𝑁 на пересечении 𝑆+
𝑅𝜀 и 𝑆−

𝑅𝜀

может быть показано в точности так же, как утверждение предложения 3.
Так как из леммы 5 следует, что оператор ℛ действует из M𝜔(𝑆𝑅𝜀) в B𝑚(𝑆𝑅𝜀), то из

лемм 1 и 2 следует утверждение 2.
Утверждение 3 также может быть показано аналогично утверждению предложения 3.

3.4. Доказательство теоремы о секториальной нормализации в правой полу-

окрестности. Все рассуждения раздела проводятся в предположении выбора параметров
для доказательства леммы 7.

Существование решения Лемма 7 доставляет голоморфную нормализующую замену ко-
ординат 𝐻̃±

𝑁 , сопрягающую нормальную форму 𝐹0 с предварительной нормальной формой
𝐹𝑁 на секториальной области 𝑆𝑅𝜀. Тогда 𝐻̃±

𝑁 ∘ H̃𝑁 является голоморфным отображением,
сопрягающим 𝐹0 с отображением 𝐹 в 𝑆𝑅𝜀.

Нормированность. Из построения следует, что отображение 𝐻̃±
𝑁 ∘ H̃𝑁 является нормиро-

ванным на 𝑆±
𝑅𝜀.

Отметим, что из нормированности отображения 𝐻̃±
𝑁 ∘ H̃𝑁 в секториальных областях 𝑆±

𝑅𝜀

следует их обратимость при подходящем выборе достаточно большого параметра 𝑅.

Единственность. Пусть существует два голоморфных, ограниченных и нормированных
отображения, сопрягающих 𝐹0 с 𝐹 на области 𝑆±

𝑅𝜀. Обозначим их 𝐻± и 𝐺±. Из норми-
рованности следует существование обратного отображения (𝐺±)−1, которое действует из
𝐺±(𝑆±

𝑅𝜀) в 𝑆±
𝑅𝜀. Отображение Φ± = 𝐻± ∘ (𝐺±)−1 будем называть функцией перехода. Из

построения функции перехода следует, что она коммутирует с нормальной формой 𝐹0:

𝐹0 ∘ Φ± = 𝐹0 ∘𝐻± ∘ (𝐺±)−1 = 𝐻± ∘ 𝐹 ∘ (𝐺±)−1 = 𝐻± ∘ (𝐺±)−1 ∘ 𝐹0 = Φ± ∘ 𝐹0.

Пусть функция перехода имеет вид Φ±(𝜉, 𝑧) = (𝜉 + ℎ(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔±(𝜉, 𝑧)), голоморфна, огра-
ничена и также является нормированной. Из коммутируемости с нормальной формой сле-
дует, что:

ℎ(𝜉, 𝑧) = ℎ
(︀
𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧

)︀
. (30)

𝑒𝜆𝑔±(𝜉, 𝑧) = 𝑔±
(︀
𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧

)︀
Заметим, что для производной 𝜕𝑔±

𝜕𝑧
выполнено то же соотношение, что и для функции ℎ:

𝜕𝑔±

𝜕𝑧
(𝜉, 𝑧) =

𝜕𝑔±

𝜕𝑧

(︀
𝜉 + 1, 𝑒𝜆𝑧

)︀
. (31)

Причем из оценок Коши [23] и нормированности следует, что производная 𝜕𝑔±

𝜕𝑧
также яв-

ляется голоморфной и ограниченной на, быть может, меньшей, секториальной области, с
аналогичной асимптотикой.
Заметим, что уравнения (30) и (31) в точности повторяют уравнение (11) из доказатель-

ства единственности решения первого гомологического уравнения (лемма 1). Повторяя те
же рассуждения, получим

ℎ(𝜉, 𝑧) =
𝜕𝑔±

𝜕𝑧
(𝜉, 𝑧) = 0, (𝜉, 𝑧) ∈ C2.

Отсюда следует, что 𝑔± не зависит от 𝑧: для 𝑔±(𝜉, 𝑧) = 𝑔±(𝜉) и выполнено:

𝑒𝜆𝑔±(𝜉) = 𝑔±(𝜉 + 1), 𝜉 ∈ 𝑆±
𝜉 . (32)
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В точности такое же уравнение и так же в области 𝑆±
𝜉 уже было рассмотрено в доказа-

тельстве единственности редуцированного второго гомологического уравнения (предло-
жение 4). Отсюда 𝑔± ≡ 0 на 𝑆±

𝜉 .

Асимптотика. Пусть 𝐻̃±
𝑁 и H̃𝑁 — построенные выше отображения. Из доказанной выше

единственности и единственности аналитического продолжения следует, что 𝐻̃± 𝑑𝑒𝑓
= 𝐻̃±

𝑁 ∘
H̃𝑁 не зависит от 𝑁 . Отметим, что при построении ~H𝑁 и 𝐻̃𝑁 параметр 𝑁 > 6 мог быть
выбран произвольно. Тогда, так как

𝐻̃±
𝑁 = 𝑖𝑑 +

(︀
𝑂
(︀
|𝜉|−𝑁+6

)︀
, 𝑂

(︀
|𝜉|−𝑁+6

)︀)︀
, |𝜉| → ∞

то:
∀𝑁 > 6 : 𝐻̃± = H̃𝑁 + 𝑂

(︀
|𝜉|−𝑁+6

)︀
, |𝜉| → ∞

откуда и следует, что ~H является асимптотическим рядом для 𝐻̃±.

Окончание доказательства. Были построены голоморфные секториальные нормализую-
щие отображения 𝐻̃±

𝑁 = (𝜉 + ℎ𝑁(𝜉, 𝑧), 𝑧 + 𝑔±𝑁(𝜉, 𝑧)) в секториальных областях

𝑆±
𝑅𝜀 =

{︁
𝜉 : Re𝜉 < −𝑅 < −1;−𝛿 < ±(𝜋 − arg 𝜉) <

𝜋

2

}︁
× {|𝑧| < 𝜀}.

Отметим, что функции ℎ𝑁 и 𝑔±𝑁 удовлетворяют функциональным уравнениям (5).
Продолжим ℎ𝑁 и 𝑔±𝑁 по функциональным уравнениям на секториальные области

𝑆±
𝑅𝜀 =

{︁
𝜉 : |𝜉| > 𝑅 > 1;−𝛿 < ±(𝜋 − arg 𝜉) <

𝜋

2

}︁
× {|𝑧| < 𝜀}.

Обозначим 𝜉𝑗 = 𝜉− 𝑗, 𝑧𝑗 = 𝑒−𝜆𝑗𝑧. Тогда для любого 𝜉 ∈ 𝑆±
𝑅𝜀∖𝑆

±
𝑅𝜀 найдется 𝑘 = [Re𝜉−𝑅+ 1]

такое, что (𝜉𝑘, 𝑧𝑘) ∈ 𝑆±
𝑅𝜀. Тогда ℎ𝑁 и 𝑔±𝑁 могут быть корректно продолжены по индукции

до голоморфных и ограниченных на 𝑆±
𝑅𝜀 функций по формулам:

ℎ𝑁(𝜉, 𝑧) = ℎ𝑁(𝜉𝑘, 𝑧𝑘) +
𝑘∑︀

𝑛=1

∆1𝑁(𝜉𝑛 + ℎ𝑁(𝜉𝑛, 𝑧𝑛), 𝑧𝑛 + 𝑔𝑁(𝜉𝑛, 𝑧𝑛))

𝑔𝑁(𝜉, 𝑧) = 𝑒𝜆𝑘𝑔𝑁(𝜉𝑘, 𝑧𝑘) +
𝑘∑︀

𝑛=1

𝑒𝜆(𝑛−1)∆1𝑁(𝜉𝑛 + ℎ𝑁(𝜉𝑛, 𝑧𝑛), 𝑧𝑛 + 𝑔𝑁(𝜉𝑛, 𝑧𝑛)).

Из оценок 𝐻̃𝑁 на 𝑆𝑅𝜀 и ограниченности 𝑘 (𝑘 превышает 𝑅) следует, что продолженное
таким образом на 𝑆𝑅𝜀 отображение единственно, голоморфно, ограничено и сохраняет
асимптотические свойства на 𝑆±

𝑅𝜀.
Выбирая параметры областей 𝑆±

𝑅𝜀 достаточно большими (радиус 𝑅 и раствор 𝛿) и до-
статочно малыми (радиус 𝜀), без ограничения общности можем считать, что прообразом
левой верхней (левой нижней) секториальной области 𝑆+

𝑅𝜀 (соответственно, 𝑆
−
𝑅𝜀) при отоб-

ражении 𝐵 : (𝑥, 𝑦) ↦→
(︀
𝜉 = − 1

𝑥
, 𝑧 = 𝑦

)︀
является правая верхняя секториальная область

Ω+ (соответственно Ω−), и построенное отображение 𝐻± = 𝐵−1 ∘ 𝐻̃± ∘ 𝐵 удовлетворяет
теореме 1.
Таким образом, теорема доказана.
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Appl. 8, 251–296 (1882).
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