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УДК 517.547

О ПОРОЖДЕННОЙ ДВОЯКОПЕРИОДИЧЕСКОЙ ГРУППОЙ

ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

Ф.Н. ГАРИФЬЯНОВ, Е.В. СТРЕЖНЕВА

Аннотация. Рассматривается лакунарная проблема моментов Стильтьеса с экспонен-
циальным весом. Решение ищется в классе целых функций экспоненциального типа,
индикаторной диаграммой которых является некоторый квадрат. Построены нетриви-
альные решения соответствующей однородной задачи. Эта проблема сводится к ис-
следованию линейного суммарного уравнения в классе функций, голоморфных вне
четырех квадратов. На бесконечности у них нуль кратности не менее трех. Их гранич-
ные значения удовлетворяют условию Гельдера на любом компакте, не содержащем
вершин квадратов. В вершинах допускаются, самое большее, логарифмические осо-
бенности. Решение ищется в виде интеграла типа Коши с неизвестной плотностью по
границе этих квадратов. Предложен метод регуляризации суммарного уравнения. Вы-
яснено условие равносильности этой регуляризации. Выделены частные случаи, когда
полученное уравнение Фредгольма второго рода разрешимо. Для этого используется
принцип сжимающих отображений в банаховом пространстве.
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1. Введение

Хорошо известно ([1], гл. III, 3.1.2.5.), что

∞∫︁
0

𝑥4𝑛+3 exp(−𝑥) sin𝑥 𝑑𝑥 = 0, 𝑛 = 0, 1, 2 . . .

Изложенный там элементарный метод контурного интегрирования позволяет получить и
более общие равенства

𝐿1[𝐹, 𝑛] ≡
∞∫︁
0

𝑥4𝑛+3𝐹 (𝑥) exp(−𝑥) sin𝑥 𝑑𝑥 = 0, 𝑛 = 0, 1, 2 . . .

Здесь и всюду в дальнейшем, если это особо не оговорено, 𝐹 (𝑧) — целая функция экспо-
ненциального типа (Ц.Ф.Э.Т.), удовлетворяющая условию

𝐹 (𝑖𝑧) = 𝐹 (𝑧). (1)

Ее индикатор удовлетворяет неравенству

ℎ(𝜃) < cos(𝜃) + sin(𝜃), 𝜃 ∈ [0, 𝜋/2].

F.N. Garif’yanov, E.V. Strezhneva, On moment problem for entire functions generated by

doubly periodic group.
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Для построения нетривиальных решений однородной задачи
∞∫︁
0

𝑥4𝑛+3𝐹 (𝑥) exp(−𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑛 = 0, 1, 2 . . . (2)

элементарные методы уже неприменимы. Требуется редукция к линейному разностному
уравнению с постоянными коэффициентами, причем здесь неприменимы мощные класси-
ческие методы исследования операторов свертки [2]. Задача (2) была полностью рассмот-
рена в работе [3]. Это же касается и соответствующей неоднородной задачи.
В работе [4] была исследована задача 𝐿1[𝐹, 𝑛] = 𝛽𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2 . . . в классе четных

Ц.Ф.Э.Т. 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐴 ([5], гл. V), у которых индикаторной диаграммой является отрезок
мнимой оси [−𝑖, 𝑖]. В том же классе Ц.Ф.Э.Т. в работе [6] рассмотрена задача

∞∫︁
0

𝑥4𝑛+1𝐹 (𝑥) exp(−𝑥) cos(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛽𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2 . . .

Цель данной статьи — исследование проблемы моментов

𝐿[𝐹, 𝑛] ≡
∞∫︁
0

𝑥4𝑛+1𝐹 (𝑥) exp(−2𝑥) sin(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛽𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2 . . . (3)

в классе Ц.Ф.Э.Т. 𝐹 (𝑧), удовлетворяющих условию (1). Построены нетривиальные ре-
шения соответствующей однородной задачи (∀𝑛 𝛽𝑛 = 0). Подчеркнем, что существенно
используется теория эллиптических функций, как и в предыдущих работах [3–4,6].
Статья состоит из трех частей. В разделе 2 рассмотрено вспомогательное суммарное

уравнение в классе функций, аналитических вне четырех квадратов и имеющих на беско-
нечности ноль кратности не менее трех. Предложен метод его регуляризации и выяснено
условие ее равносильности. В разделе 3 исследуются частные случаи данного уравнения,
когда удается показать безусловную разрешимость полученного неоднородного уравнения
Фредгольма второго рода. В разделе 4 проблема моментов (3) сводится к этому суммар-
ному уравнению. При этом используется преобразование Бореля ([7], параграф 1, п. 1).

2. Регуляризация суммарного уравнения.

Пусть 𝐷1 — квадрат с вершинами 𝑡1 = 𝛾(1 + 𝑖), 𝑡2 = 𝑡1 + 1, 𝑡3 = 𝑡2 + 𝑖, 𝑡4 = 𝑡1 + 𝑖 и
сторонами 𝑙𝑗, 𝑗 = 1, 4, перечисленными в порядке обхода положительно ориентированной
границы Γ1 = 𝜕𝐷1(𝑡 ∈ 𝑙1 => 𝐼𝑚𝑡 = 𝛾). Здесь 𝛾 ∈ (2−1, 1). Введем в рассмотрение четыре
функции

𝜎𝑚(𝑧) = 𝑡𝑚 + 𝑡𝑚+1 − 𝑧; 𝑚 = 1, 4 (𝑡5 = 𝑡1). (4)

Они индуцируют сдвиг Карлемана 𝛼(𝑡) = {𝜎𝑚(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑙𝑚}, переводящий каждую сторону
в себя с изменением ориентации. При этом середины сторон являются неподвижными
точками сдвига.
Возьмем еще три квадрата 𝐷𝑗 = 𝑖𝑗−1𝐷1, 𝑗 = 2, 4. Функции 𝜎𝑚(𝑧) определены соотноше-

нием (4) только при 𝑧 ∈ 𝐷1. Доопределим их на остальных квадратах формулой

𝜎𝑚(𝑖𝑗−1𝑧) = 𝑖𝑗−1𝜎𝑚(𝑧)(𝑧 ∈ 𝐷1), 𝑗 = 2, 4.

Пусть 𝐷 =
4⋃︀

𝑘=1

𝐷𝑘, Γ = 𝜕𝐷,Γ𝑗 = 𝜕𝐷𝑗. Тем самым сдвиг 𝛼(𝑡) определен на всем множестве

Γ.
Исследуем функциональное уравнение

(𝑉 𝑓)(𝑧) ≡
4∑︁

𝑚=1

𝑓 [𝜎𝑚(𝑧)] = 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷 (5)
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при следующих предположениях.
1) Решение 𝑓(𝑧) голоморфно вне 𝐷 и в бесконечно удаленной точке имеет ноль кратно-

сти не менее трех. Кроме того,

𝑓(𝑖𝑧) = −𝑖𝑓(𝑧). (6)

Его граничное значение 𝑓−(𝑡) удовлетворяет условию Гельдера на любом компакте, не со-
держащем вершин квадратов. В вершинах допускается, самое большее, логарифмические
особенности. Такой класс решений обозоначим через 𝐵.
2) Свободный член 𝑔(𝑧) является кусочно голоморфной функцией, удовлетворяющей

(6), т.е. 𝑔(𝑧) = 𝑔𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷𝑗, 𝑗 = 1, 4. Каждая функция 𝑔𝑗(𝑧) голоморфна в 𝐷𝑗 и ее гранич-
ное значение 𝑔+𝑗 (𝑡) ∈ 𝐻𝜇(𝜕𝐷𝑗).

Поясним постановку задачи. Свяжем с каждым квадратом𝐷𝑗 множество𝐻𝑗 =
4⋃︀

𝑚=1

𝜎𝑚(𝐷𝑗).

Если 𝐻𝑗 ∩ 𝐷𝑘 ̸= ∅ при 𝑘 ̸= 𝑗, то задача теряет смысл. Напомним, что решение
𝑓(𝑧) определенно только вне 𝐷. Итак, 𝛾 > 2−1, чтобы квадраты не были «слишком
близки» друг от друга. С другой стороны, далее существенно используется то, что
𝐻𝑗 ∩𝐻𝑗+1 ̸= ∅, 𝑗 = 1, 4 (𝐻5 = 𝐻1). Поэтому 𝛾 < 1. Подчеркнем, что нетривиальность за-
дачи (5) обусловлена несвязностью множеств C ∖𝐻𝑗, 𝑗 = 1, 4.
Будем искать решение задачи (5) в виде интеграла типа Коши

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝜏 − 𝑧)−1𝜑(𝜏) 𝑑𝜏 ; 𝑧 /∈ 𝐷 (7)

с неизвестной плотностью, удовлетворяющей условиям

𝜑(𝑖𝑡) = −𝑖𝜑(𝑡) (8)

и ∫︁
Γ

𝜑(𝜏) 𝑑𝜏 = 0 ⇒ ∀𝑗
∫︁
Γ𝑗

𝜑(𝜏) 𝑑𝜏 = 0. (9)

Без ограничения общности считаем, что

𝜑(𝜏) + 𝜑[𝛼(𝜏)] = 0. (10)

Действительно, на каждой границе Γ𝑗 плотность 𝜑(𝜏) определена с точностью до слага-
емого 𝑎+𝑗 (𝜏) — граничного значения функции 𝑎(𝑧), голоморфной в 𝐷𝑗. За счет подбора
этой функции удается добиться выполнения условия (10). Это условие рассматриваем
как задачу Карлемана относительно неизвестной функции 𝑎(𝑧), которая разрешима в си-
лу принципа локально-конформного склеивания [8] и выполнения условия разрешимости
(9).
Теперь получим

(5) ⇔ (𝐴𝜑)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜑(𝜏)𝐸(𝑧, 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷, (11)

где

𝐸(𝑧, 𝜏) =
4∑︁

𝑚=1

(𝜏 − 𝜎𝑚(𝑧))−1; 𝑧 ∈ 𝐷. (12)

Замечание 1. Укажем на связь ядра (12) с теорией эллиптических функций. Пусть
𝜁(𝑢) — квазипериодическая дзета-функция Вейерштрасса ([9], ч.2, гл. 1, параграф 11),
построенная по примитивным периодам 1±𝑖, 𝑢 = 𝜏+𝑧. При 𝑧 ∈ 𝐷1 ядро (12) есть сумма
четырех слагаемых из разложения дзета функции в ряд простейших дробей, «ближай-
ших» к 𝐷1.



24 Ф.Н. ГАРИФЬЯНОВ, Е.В. СТРЕЖНЕВА

Перейдем в (11) к пределу по 𝑧 → 𝑡 ∈ Γ. С учетом (10) получим аналог формулы
Сохоцкого-Племеля

(𝐴+𝜑)(𝑡) ≡ 2−1𝜑(𝑡) + (𝐴𝜑)(𝑡) = 𝑔+(𝑡), (13)

где особый интеграл (𝐴𝜑)(𝑡) получен формальной заменой в (11) переменной 𝑧 ∈ 𝐷 на
𝑡 ∈ Γ и понимается в смысле главного значения по Коши. Заменим в соотношении (13)
переменную 𝑡 на 𝛼(𝑡), и полученное равенство вычтем из исходного. С учетом условия (10)
имеем

(𝑇𝜑) ≡ 𝜑(𝑡) +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐾(𝑡, 𝜏)𝜑(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑔+(𝑡) − 𝑔+(𝛼(𝑡)), (14)

причем
𝐾(𝑡, 𝜏) = 𝐸(𝑡, 𝜏) + 𝐸[𝛼(𝑡), 𝛼(𝜏)]. (15)

Лемма 1. Интегральное уравнение (14) есть уравнение Фредгольма второго рода.

Доказательство. Достаточно непосредственным перебором всех возможных вариантов
взаимного расположения точек 𝜏 и 𝑡 на сторонах Γ убедиться в ограниченности ядра
(15).

Следствие 1. Интегральное уравнение (14) имеет конечное число условий разреши-
мости.

Пусть эти условия выполнены. Осуществим обратный переход от интегрального уравне-
ния (14) к исходной задаче (5). Совершенно аналогично тому, как это сделано в [10], мож-
но показать, что существует решение 𝜑(𝑡), удовлетворяющее условиям (8) и (10). Тогда
(14) => (𝐴+𝜑)(𝑡)− (𝐴+𝜑)(𝛼(𝑡)) = 𝑔+(𝑡)− 𝑔+(𝛼(𝑡)), т.е. (𝐴𝜑)(𝑧) = 𝑔(𝑧) + 𝑐𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷, посколь-
ку двоякопериодическая функция, не имеющая полюсов, может быть только постоянной.
Кусочная постоянная 𝑐𝑧 является константой в каждом квадрате, причем 𝑐𝑖𝑧 = −𝑖𝑐𝑧.

Теорема 1. Задача (5) имеет конечное число условий разрешимости. Это условие
разрешимости интегрального уравнения (14) и еще одно условие.

(𝐴𝜑)(𝑧0) = 𝑔1(𝑧0), (16)

где 𝑧0 ∈ 𝐷1, которое обеспечивает равносильность регуляризации.

Пусть все эти условия выполнены и задача (5) разрешима. Множество 𝐻1 ∩ 𝐻2 = 𝐻0

есть прямоугольник с вершинами ±(𝛾 − 1) + 𝛾𝑖, ±(𝛾 − 1) + (𝛾 + 1)𝑖, содержащий отрезок
мнимой оси (𝛾𝑖, (𝛾 + 1)𝑖). Возьмем точку 𝑧 ∈ 𝐻0. Тогда, используя условия задачи (5) на
𝐷1, имеем

𝑓(𝑧) = 𝑔1(𝑡1 + 𝑡4 − 𝑧) − 𝑓(𝑧 + 1 − 𝑖) − 𝑓(𝑧 + 1 + 𝑖) − 𝑓(𝑧 + 2).

Совершенно аналогично, используя условие задачи (5) на 𝐷2, получим

𝑓(𝑧) = 𝑔2(𝑖𝑡1 + 𝑖𝑡2 − 𝑧) − 𝑓(𝑧 − 1 − 𝑖) − 𝑓(𝑧 − 1 + 𝑖) − 𝑓(𝑧 − 2).

Отсюда

𝑓(𝑧 + 1 − 𝑖) + 𝑓(𝑧 + 1 + 𝑖) + 𝑓(𝑧 + 2) − 𝑓(𝑧 − 1 − 𝑖) − 𝑓(𝑧 − 1 + 𝑖)−
−𝑓(𝑧 − 2) = 𝑔1(𝑡1 + 𝑡4 − 𝑧) − 𝑔2(𝑖𝑡1 + 𝑖𝑡2 − 𝑧).

(17)

Пусть теперь 𝛾 < Im 𝑧 < 2 − 𝛾. С использованием условия задачи (5) на квадратах 𝐷3

и 𝐷4, имеем

𝑓(𝑧 + 1 − 3𝑖) + 𝑓(𝑧 + 1 − 𝑖) + 𝑓(𝑧 + 2 − 2𝑖) − 𝑓(𝑧 − 1 − 3𝑖) − 𝑓(𝑧 − 1 − 𝑖)−
−𝑓(𝑧 − 2 − 2𝑖) == 𝑔4(2𝑖− 𝑖𝑡1 − 𝑖𝑡4 − 𝑧) − 𝑔3(2𝑖− 𝑡1 − 𝑡3 − 𝑧).

(18)

В результате получим
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𝑓(𝑧 + 1 + 𝑖) + 𝑓(𝑧 + 2) − 𝑓(𝑧 − 1 + 𝑖) − 𝑓(𝑧 − 2) − 𝑓(𝑧 + 1 − 3𝑖)−
−𝑓(𝑧 + 2 − 2𝑖) + 𝑓(𝑧 − 1 − 3𝑖) + 𝑓(𝑧 − 2 − 2𝑖) = 𝑔0(𝑧),

(19)

где

𝑔0(𝑧) = 𝑔1(𝑡1 + 𝑡4 − 𝑧) − 𝑔2(𝑖𝑡1 + 𝑖𝑡2 − 𝑧) − 𝑔4(2𝑖− 𝑖𝑡1 − 𝑖𝑡2 − 𝑧) + 𝑔3(2𝑖− 𝑡1 − 𝑡4 − 𝑧). (20)

В соотношение (19) входят только значения функции 𝑓 в точках, лежащих вне квадрата
𝐷0 с вершинами (𝛾 + 1)𝑖𝑗, 𝑗 = 1, 4.

3. Исследование интегрального уравнения Фредгольма в некоторых

частных случаях

Далее считаем, что 𝛾 ≥ 0, 9. Покажем, что уравнение (14) разрешимо. Рассмотрим
соответствующее однородное уравнение

𝑇𝜑 = 0. (21)

Считаем, что оператор 𝑇 определен на банаховом пространстве ̃︀𝐶(Γ). Это множество
функций, непрерывных на замыкании каждой из сторон квадратов, с естественным обра-
зом определенной нормой.

𝑀 = max
𝑡∈Γ

|𝜑(𝑡)|. (22)

При этом вершины могут быть для них только точками разрыва первого рода. Поскольку
𝐴(𝑡, 𝜏) = 𝐴(𝜏, 𝑡), то 𝑇 ′ = 𝑇 . Фундаментальную систему решений (Ф.С.Р.) уравнения (21)
можно выбрать так, что каждая входящая туда функция удовлетворяет либо условию (10),
либо противоположному условию 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝛼(𝑡)) (см. по этому поводу [10]). Решения с по-
следним условием автоматически ортогональны правой части (14), поскольку (10) ⇒ (9).

Лемма 2. Ф.С.Р. уравнения (21) не содержит функций со свойством (10).

Доказательство. Предположим противное и положим для определенности 𝛾 = 0.9. В силу
свойства (10) вместо ядра (15) возьмем другое ядро 𝐾1(𝑡, 𝜏) = 2−1[𝐾(𝑡, 𝜏) −𝐾(𝑡, 𝛼(𝜏))] и
оцением его модуль сверху. Из-за симметрии Γ достаточно рассмотреть всего два случая.
I. Условие (22) выполняется при 𝑡 ∈ 𝑙1. Тогда

𝐴(𝑡, 𝜏) = (𝑢− 2.8 − 1.8𝑖)−1 + (𝑢− 3.8 − 2.8𝑖)−1 + (𝑢− 2.8 − 3.8𝑖)−1+

+ (𝑢− 1.8 − 2.8𝑖)−1; 𝑢 = 𝜏 + 𝑇 ; 𝛼(𝑡) = 2.8 + 1.8𝑖− 𝑡; 𝑡 = 𝑥 + 0.9𝑖;

𝑥 ∈ [0.9, 1.9].

1.1. 𝜏 ∈ 𝑙1 отсюда

𝐾(𝑡, 𝜏) = (𝑢− 3.8 − 2.8𝑖)−1 + (𝑢− 2.8 − 3.8𝑖)−1 + (𝑢− 1.8 − 2.8𝑖)−1−
− (𝑢− 1.8 − 0.8𝑖)−1 − (𝑢− 2.8 + 0.2𝑖)−1 − (𝑢− 3.8 − 0.8𝑖)−1

т.е. |𝐾1| ≤ 0.13.
1.2. 𝜏 ∈ 𝑙4 отсюда

𝐾(𝑡, 𝜏) = (𝑢− 3.8 − 2.8𝑖)−1 + (𝑢− 2.8 − 3.8𝑖)−1−
− (𝑢− 0.8 − 1.8𝑖)−1 − (𝑢− 1.8 − 0.8𝑖)−1

т.е. |𝐾1| ≤ 0.08.
1.3. 𝜏 ∈ 𝑙2. В силу симметрии справедлива та же оценка |𝐾1| ≤ 0.08.
1.4. 𝜏 ∈ 𝑙3. Тогда 𝐾(𝑡, 𝜏) = 0.
При 𝜏 ∈ Γ1 ядро 𝐸(𝑡, 𝜏) содержит слагаемые, интеграл от которых понимается в смысле

главного значения по Коши. Но ядро (15) ограниченно. Поэтому выше ядро 𝐾 записано
в явном виде. При 𝜏 /∈ Γ1 таких слагаемых нет.
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Пусть 𝜏 ∈ Γ2. Обозначим нижнюю, правую, верхнюю и левую стороны квадратов через
𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 4 соответственно. При 𝜏 ∈ 𝑙𝑗 имеем |𝐾1| ≤ 𝑐𝑗, где 𝑐1 = 0.17; 𝑐2 = 0.43; 𝑐3 = 0.31;
𝑐4 = 0.21.
Пусть 𝜏 ∈ Γ3. В этом случае 𝑐1 = 0.04;𝑐2 = 0.06;𝑐3 = 0.07;𝑐4 = 0.08.
Пусть 𝜏 ∈ Γ4. В этом случае 𝑐1 = 0.08;𝑐2 = 0.12;𝑐3 = 0.19;𝑐4 = 0.12.
Поскольку сумма всех всех этих чисел меньше 2𝜋, то в силу принципа сжимающих

отображений следует, что 𝜑 ≡ 0, и пришли к противоречию.
II. Условие (22) выполняется при 𝑡 ∈ 𝑙3. Заметим, что точка 𝑡 ∈ 𝑙3 дальше от квадратов

𝐷3 и 𝐷4, чем точка 𝑡 ∈ 𝑙1. Поэтому приведенные выше оценки при 𝑡 ∈ Γ3 ∪ Γ4 только
улучшаются по сравнению со случаем I и совершенно аналогично получим 𝜑 ≡ 0.
Пусть наконец 𝛾 > 0.9. Тогда квадраты расположенны дальше друг от друга, чем в

только что рассмотренным случае, и соответствующие оценки могут только улучшиться,
что завершает доказательство.

Замечание 2. Из приведенных при доказательстве леммы 2 оценок следует, что она
остается справедливой и при некоторых 𝛾 < 0.9. Вопрос о том, насколько меньшим
можно взять 𝛾, в данной работе не рассматривается.

Теорема 2. При 𝛾 ≥ 0.9 задача (5) имеет единственное условие разрешимости (16).

Замечание 3. По каждой функции 𝑔(𝑧) можно подобрать такую постоянную 𝑐, что
при ̃︀𝑔(𝑧) = 𝑔1(𝑧) + 𝑐, 𝑧 ∈ 𝐷1 задача (5) безусловно разрешима.

4. Приложения к проблеме моментов

Теперь укажем на приложение задачи (5) к проблеме моментов. Пусть Ц.Ф.Э.Т. 𝐹 (𝑧) —
верхняя функция, ассоциированная по Борелю с нижней функцией 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵. Ее сопряжен-
ной индикаторной диаграммой является, вообще говоря, квадрат 𝐷0. Она удовлетворяет
условию (1). Воспользуемся равенством (6) и перепишем соотношеие (19) в виде интеграла

∞∫︁
0

𝐹 (𝑥)𝑀(𝑧, 𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑔0(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷0 (23)

с ядром

𝑀(𝑧, 𝑥) = exp(−𝑥𝑧 − 2𝑥) − 𝑖 exp(𝑥𝑖𝑧 + 𝑥𝑖− 𝑥) + 𝑖 exp(𝑥𝑖𝑧 − 𝑥𝑖− 𝑥)+

+ exp(𝑧𝑥− 2𝑥) − 𝑖 exp(−𝑥𝑧𝑖− 𝑥𝑖− 3𝑥) − exp(2𝑖𝑥− 𝑥𝑧 − 2𝑥)+

+ 𝑖 exp(𝑥𝑖− 𝑥𝑖𝑧 − 3𝑥) − exp(𝑥𝑧 − 2𝑥− 2𝑖𝑥).

Подчеркнем, что все экспоненты считаются в точках из полуплоскости 𝑅𝑒𝑧 > 1+𝛾. Легко

проверить, что при 𝑛 ̸= 4𝑘 + 1, 𝑘 = 0,∞ имеем 𝜕𝑛

𝜕𝑧𝑛
𝑀(𝑧, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑖

= 𝑔
(𝑛)
0 (𝑖) = 0

и 𝑔
(4𝑘+1)
0 (𝑖) = −4𝑔

(4𝑘+1)
1 (𝑧0), где 𝑧0 = 2𝛾(1 + 𝑖). Пусть

𝑔1(𝑧) = 𝛽0 − 2𝑖
∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘

𝑘!
(𝑧 − 𝑧0)

𝑘, (24)

причем радиус сходимости степенного ряда 𝑅 > 𝛾
√

2. Коэффициент 𝛽0 подобран так, что
разрешима задача (5). Приравнивая соответствующие коэффициенты Тейлора в точке 𝑖
левой и правой частей равенства (23), имеем

𝐿[𝐹, 𝑛] = 𝛽4𝑛+1. (25)
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Теорема 3. Проблема моментов [25] в классе Ц.Ф.Э.Т. 𝐹 (𝑧), ассоциированных по Бо-
релю с нижней функцией 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵, при условии

√
2𝛾 𝑒 lim

𝑛−>∞
4𝑛+1
√︀
|𝛽4𝑛+1| < 1

разрешима.

Построим нетривиальные решения однородной задачи. Достаточно в формуле (24) счи-
тать, что каждый коэффициент 𝛽4𝑛+1 = 0 и существует коэффициент 𝛽𝑛 ̸= 0, 𝑛 > 0.

Замечание 4. Случай, когда сопряженной индикаторной диаграммой является не
квадрат 𝐷0, а некоторое «меньшее» выпуклое множество 𝐷′

0 ⊂ 𝐷0, возможен, но ма-
лоинтересен. Тогда задача (5) переопределена. Условие (5) выполняется не только при
𝑧 ∈ 𝐷, но и в окрестности бесконечно удаленной точки. Необходимым (но не достаточ-
ным!) условием этого является возможность аналитического продолжения 𝑔1(𝑧) из 𝐷1

в окрестность бесконечно удаленной точки, причем 𝑔1(∞) = 0. Более подробно по этому
случаю см. [11-12].
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