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АЛГЕБРАИЧНОСТЬ РЕШЕТКИ 𝜏 -ЗАМКНУТЫХ ТОТАЛЬНО

𝜔-НАСЫЩЕННЫХ ФОРМАЦИЙ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

В.В. ЩЕРБИНА

Светлой памяти Леонида Александровича Шеметкова

Аннотация. Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными.
В дальнейшем 𝜔 обозначает некоторое непустое множество простых чисел, а 𝜏 —под-
групповой функтор в смысле А.Н. Скибы. Напомним, что формацией называется класс
групп, замкнутый относительно взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых
произведений. Функции вида 𝑓 : 𝜔 ∪ {𝜔′} → {формации групп} называются 𝜔-локаль-
ными спутниками (формационными 𝜔-функциями). При помощи таких функций ис-
следуется строение 𝜔-насыщенных формаций.
Настоящая статья посвящена изучению свойств решетки всех функторно замкнутых

тотально частично насыщенных формаций, связанных с понятием алгебраичности ре-
шетки формаций. Доказано, что для любого подгруппового функтора 𝜏 решетка 𝑙𝜏𝜔∞
всех 𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций является алгебраической. Это
обобщает результат, полученный ранее В.Г. Сафоновым. В качестве следствия основ-
ного результата установлена алгебраичность решетки 𝑙𝜏𝑝∞ всех 𝜏 -замкнутых тотально
𝑝-насыщенных формаций, а также алгебраичность решетки 𝑙𝜏∞ всех 𝜏 -замкнутых то-
тально насыщенных формаций. Аналогичные результаты получены для решеток функ-
торно замкнутых тотально частично насыщенных формаций, соответствующих неко-
торым подгрупповым функторам 𝜏 . Тем самым найдены новые классы алгебраических
решеток формаций конечных групп.

Ключевые слова: формация конечных групп, тотально 𝜔-насыщенная формация,
решетка формаций, 𝜏 -замкнутая формация, алгебраическая решетка.
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1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Мы будем придер-
живаться терминологии, принятой в работах [1]–[4].
Одним из интенсивно развивающихся направлений теории формаций является направ-

ление, связанное с изучением внутренней структуры формаций и их классификацией.
Универсальными инстументами таких исследований являются методы и конструкции об-
щей теории решеток.
Установленная А.Н. Скибой [5] модулярность решетки всех формаций, а также решет-

ки всех насыщенных формаций дала возможность использовать решеточные методы для
решения многих вопросов теории формаций. Основные результаты структурной теории
формаций изложены в монографиях [1]–[3], [6]–[9]. Изучению ряда свойств решетки всех
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тотально насыщенных формаций, а также структурного строения тотально насыщенных
формаций с заданными ограничениями на решетку их тотально насыщенных подформа-
ций посвящены работы [10]–[15].
А.Н. Скибой [3] было показано, что при любом целом неотрицательном 𝑛 решет-

ка всех 𝜏 -замкнутых 𝑛-кратно насыщенных формаций, а также решетка всех раз-
решимых тотально насыщенных формаций являются алгебраическими. А.Н. Скиба и
Л.А. Шеметков [16] доказали алгебраичность решетки 𝑛-кратно L-композиционных фор-
маций. Позднее И.П. Шабалиной установлена алгебраичность решетки 𝜏 -замкнутых 𝑛-
кратно 𝜔-насыщенных формаций [17], а М.В. Задорожнюк— алгебраичность решетки всех
𝜏 -замкнутых разрешимо 𝜔-насыщенных формаций [18]. Алгебраичность решетки всех
𝜏 -замкнутых 𝑛-кратно разрешимо 𝜔-насыщенных формаций доказана Н.Н. Воробьевым и
А.А. Царевым [19] (см. также [8, гл. 4, теорема 4.6.12]).
В.Г. Сафоновым показано, что решетка всех 𝜏 -замкнутых тотально насыщенных фор-

маций, а также решетка всех тотально 𝜔-насыщенных формаций являются алгебраиче-
скими [11, 20]. Изучение ряда свойств решетки тотально частично насыщенных формаций
проведено в работах [20]–[23].
В данной работе, используя функторный подход, мы докажем, что решетка 𝑙𝜏𝜔∞ всех

𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций является алгебраической.

2. Определения и обозначения

В дальнейшем 𝜔 обозначает некоторое непустое множество простых чисел и
𝜔′ = P∖𝜔. Символами 𝐹𝑝(𝐺) и 𝑂𝜋(𝐺) обозначают соответственно наибольшую нормальную
𝑝-нильпотентную подгруппу группы 𝐺 и наибольшую нормальную 𝜋-подгруппу группы 𝐺,
а символом 𝜋(𝐺)—множество всех простых делителей порядка группы 𝐺. Символы N𝑝,
N𝜋 и S𝜋 обозначают класс всех 𝑝-групп, 𝜋-групп и разрешимых 𝜋-групп соответственно.
Следуя [4], символом 𝐺𝜔𝑑 обозначим наибольшую нормальную в 𝐺 подгруппу 𝐾 со

свойством 𝜔 ∩ 𝜋(𝐻/𝑁) ̸= ∅ для каждого композиционного фактора 𝐻/𝑁 из 𝐾 (𝐺𝜔𝑑 = 1,
если 𝜔 ∩ 𝜋(Soc(𝐺)) = ∅)).
Напомним, что формацией называется класс групп, замкнутый относительно взятия

гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений.
Всякую функцию вида 𝑓 : 𝜔∪{𝜔′} → {формации групп} называют 𝜔-локальным спут-

ником (формационной 𝜔-функцией). Следуя [4], сопоставим произвольному 𝜔-локальному
спутнику 𝑓 класс групп

LF𝜔(𝑓) = (𝐺 | 𝐺/𝐺𝜔𝑑 ∈ 𝑓(𝜔′) и 𝐺/𝐹𝑝(𝐺) ∈ 𝑓(𝑝) для всех 𝑝 ∈ 𝜔 ∩ 𝜋(𝐺)).

Если формация F такова, что F = LF𝜔(𝑓) для некоторого 𝜔-локального спутника 𝑓 ,
то формация F называется 𝜔-локальной, а 𝑓 — локальным спутником этой формации [4].
Если при этом все значения 𝑓 лежат в F, то 𝑓 называется внутренним(или приведенным)
спутником.
Формацию F называют 𝜔-насыщенной, если ей принадлежит всякая группа 𝐺, удовле-

творяющая условию 𝐺/𝐿 ∈ F, где 𝐿 ⊆ Φ(𝐺) ∩𝑂𝜔(𝐺).
Пусть 𝐴, 𝐵 — группы, 𝜙 : 𝐴 → 𝐵 — эпиморфизм, Ω и Σ—некоторые системы подгрупп

в 𝐴 и 𝐵 соответственно. Тогда через Ω𝜙 обозначается множество {𝐻𝜙 | 𝐻 ∈ Ω}, а через
Σ𝜙−1

—множество {𝐻𝜙−1 | 𝐻 ∈ Σ} всех полных прообразов в 𝐴 всех групп из Σ.
Пусть X—произвольный непустой класс групп и всякой группе 𝐺 ∈ X сопоставлена

некоторая система ее подгрупп 𝜏(𝐺). Говорят, что 𝜏 — подгрупповой X-функтор в смысле
А.Н. Скибы [3] (или, иначе, 𝜏 — подгрупповой функтор на X), если для всякого эпимор-
физма 𝜙 : 𝐴 → 𝐵, где 𝐴, 𝐵 ∈ X, выполнены включения (𝜏(𝐴))𝜙 ⊆ 𝜏(𝐵), (𝜏(𝐵))𝜙

−1 ⊆ 𝜏(𝐴)
и, кроме того, для любой группы 𝐺 ∈ X имеет место 𝐺 ∈ 𝜏(𝐺). Если X = G—класс
всех групп, то символ X опускают и говорят просто о подгрупповом функторе. Через S(𝐺)
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обозначают совокупность всех подгрупп группы 𝐺, а через S𝑛(𝐺)— совокупность всех нор-
мальных подгрупп группы 𝐺. Подгрупповой функтор 𝜏 называется тривиальным, если
𝜏(𝐺) = {𝐺}, и единичным, если 𝜏(𝐺) = S(𝐺) для любой группы 𝐺. Класс групп F назы-
вается 𝜏 -замкнутым, если 𝜏(𝐺) ⊆ F для любой группы 𝐺 ∈ F.
Согласно концепции кратной локальности, предложенной А.Н. Скибой [24] (см. также

[4]), любая формация считается 0-кратно 𝜔-локальной, а при 𝑛 > 1 формаця F называет-
ся 𝑛-кратно 𝜔-локальной, если F = LF𝜔(𝑓), где все значения 𝑓 являются (𝑛 − 1)-кратно
𝜔-локальными формациями. Формацию F называют тотально 𝜔-локальной, если она
𝑛-кратно 𝜔-локальна для всех 𝑛. Если при этом формация F является 𝜏 -замкнутой, то
F называют 𝜏 -замкнутой 𝑛-кратно 𝜔-локальной и соответственно 𝜏 -замкнутой тоталь-
но 𝜔-локальной.
Ввиду теоремы 1 работы [4] формация F является 𝜔-локальной тогда и только то-

гда, когда она 𝜔-насыщена. Поэтому 𝑛-кратно 𝜔-локальные и тотально 𝜔-локальные
формации называют также 𝑛-кратно 𝜔-насыщенными и, соответственно, тотально
𝜔-насыщенными.
Напомним, что решеткой называется частично упорядоченное множество 𝐿, в кото-

ром любые два элемента имеют точную нижнюю грань, обозначаемую 𝑥 ∧ 𝑦, и точную
верхнюю грань, обозначаемую 𝑥 ∨ 𝑦 [25, гл. I, п. 4]. Решетка 𝐿 называется полной, если
любое ее подмножество 𝑋 имеет в 𝐿 точные верхнюю и нижнюю грани. Элемент 𝑎 ре-
шетки 𝐿 называется компактным, если из 𝑎 6 ∨(𝑥𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼) следует 𝑎 6 ∨(𝑥𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐽)
для некоторого конечного подмножества 𝐽 ⊂ 𝐼. Решетка 𝐿 называется алгебраической,
если каждый элемент 𝑎 ∈ 𝐿 является объединением компактных элементов решетки 𝐿
[25, гл. VIII, п. 5].
Непустую систему формаций 𝜃 называют полной решеткой формаций, если пересечение

любой совокупности формаций из 𝜃 снова принадлежит 𝜃 и во множестве 𝜃 имеется такая
формация F, что H ⊆ F для любой формации H ∈ 𝜃. Всякая полная решетка формаций
является полной решеткой в обычном смысле. Формации из 𝜃 называют 𝜃-формациями.
Спутник 𝑓 называется 𝜃-значным, если все его значения принадлежат 𝜃. Символом 𝜃𝜔

обозначается совокупность всех формаций, которые обладают 𝜔-локальным 𝜃-значным
спутником.
Символом 𝑙𝜏𝜔∞ обозначают совокупность всех 𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных фор-

маций. Для любой совокупности групп X через 𝑙𝜏𝜔∞formX обозначают пересечение всех
𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций, содержащих X. Формацию 𝑙𝜏𝜔∞formX
называют 𝜏 -замкнутой тотально 𝜔-насыщенной формацией, порожденной совокупно-
стью групп X. Если X = {𝐺}, то 𝑙𝜏𝜔∞formX = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐺 называют однопорожденной
𝜏 -замкнутой тотально 𝜔-насыщенной формацией.
Для любых 𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций M и H полагают

M ∨𝜏
𝜔∞ H = 𝑙𝜏𝜔∞form (M ∪ H). Относительно операций ∨𝜏

𝜔∞ и ∩ совокупность всех
𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций 𝑙𝜏𝜔∞ , частично упорядоченная по включе-
нию ⊆, является полной решеткой формаций (см. [8, гл. 1, теорема 1.5.4]). В этой решетке
∨𝜏

𝜔∞(F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼) = 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
и ∩

𝑖∈𝐼
F𝑖 являются соответственно точной верхней и точной

нижней гранями для подмножества {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} из 𝑙𝜏𝜔∞ .
𝜔-Локальный спутник, все значения которого являются 𝑙𝜏𝜔∞-формациями, называется

𝑙𝜏𝜔∞-значным спутником.
Пусть {𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}—некоторая система 𝑙𝜏𝜔∞-значных спутников. Тогда через

∨𝜏
𝜔∞(𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼) обозначается такой спутник 𝑓 , что 𝑓(𝑎) = 𝑙𝜏𝜔∞form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖(𝑎)
)︀
для всех

𝑎 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔′}, если по крайней мере одна из формаций 𝑓𝑖(𝑎) ̸= ∅. В противном случае
полагают 𝑓(𝑎) = ∅.
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Для всякой совокупности групп X полагают X(𝐹𝑝) = form (𝐺/𝐹𝑝(𝐺) | 𝐺 ∈ X), если
𝑝 ∈ 𝜋(X) и X(𝐹𝑝) = ∅, если 𝑝 /∈ 𝜋(X).
Для произвольной 𝜏 -замкнутой тотально 𝜔-насыщенной формации F через F𝜏

𝜔∞ обо-
значают ее минимальный 𝜔-локальный 𝑙𝜏𝜔∞-значный спутник, т.е. пересечение всех
𝜔-локальных 𝑙𝜏𝜔∞-значных спутников формации F.
Для произвольной (тотально) 𝜔-насыщенной формации F через 𝐹 обозначают ее ка-

нонический (максимальный внутренний 𝜔-локальный) спутник. Согласно замечанию 1
работы [4], если F = LF𝜔(𝑓) и 𝑓 —произвольный внутренний 𝜔-локальный спутник фор-
мации F, то справедливо неравенство 𝑓 6 𝐹 .

3. Вспомогательные результаты

Для доказательства основного результата нам понадобятся некоторые известные факты
теории формаций конечных групп.

Лемма 1 ([22, лемма 3.2]). Пусть F—непустая 𝜏 -замкнутая формация, 𝜋—такое
множество простых чисел, что 𝜋(F) ∩ 𝜔 ⊆ 𝜋. Тогда произведение S𝜋F является
𝜏 -замкнутой тотально 𝜔-насыщенной формацией.

Лемма 2 ([3, гл. 2, лемма 2.1.6]). Пусть 𝐴—монолитическая группа с неабелевым
монолитом, M—некоторая 𝜏 -замкнутая полуформация. И пусть 𝐴 ∈ 𝑙𝜏𝑛formM. Тогда
𝐴 ∈ M.

Лемма 3 ([3, гл. 4, п. 4.4]). Решетка 𝑙𝜏𝑛 является алгебраической.

Лемма 4 ([23, лемма 20]). Пусть 𝑓𝑖— 𝜔-локальный минимальный 𝑙𝜏𝜔∞-значный спут-
ник 𝜏 -замкнутой тотально 𝜔-насыщенной формации F𝑖, где 𝑖 ∈ 𝐼. Тогда ∨𝜏

𝜔∞(𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼)—
минимальный 𝑙𝜏𝜔∞-значный 𝜔-локальный спутник формации F = ∨𝜏

𝜔∞(F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼).

Лемма 5 ([4, лемма 4]). Если F = LF𝜔(𝑓) и 𝐺/𝑂𝑝(𝐺) ∈ F ∩ 𝑓(𝑝) для некоторого 𝑝 ∈ 𝜔,
то 𝐺 ∈ F.

4. Основной результат

Лемма 6. Пусть H = 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
, где F𝑖 — 𝜏 -замкнутая тотально 𝜔-насыщенная

формация (𝑖 ∈ 𝐼), 𝐴 ∈ H—монолитическая группа. Тогда если Soc(𝐴)—неабелева группа,
то 𝐴 ∈ ∪

𝑖∈𝐼
F𝑖.

Доказательство. Пусть 𝐴— группа из условия леммы, 𝜋 = 𝜋
(︁
form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀)︁
∩ 𝜔. Согласно

лемме 1, S𝜋𝜏 form ( ∪
𝑖∈𝐼

F𝑖) ∈ 𝑙𝜏𝜔∞ . Поэтому

𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
⊆ S𝜋𝜏 form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
.

Значит, 𝐴 ∈ S𝜋𝜏 form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
. Поскольку Soc(𝐴)—неабелева группа, то 𝐴 ∈ 𝜏 form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
.

Тогда ввиду леммы 2 𝐴 ∈ ∪
𝑖∈𝐼

F𝑖.

Теорема. Решетка 𝑙𝜏𝜔∞ всех 𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных формаций явля-
ется алгебраической.

Доказательство. Покажем вначале, что для любой группы 𝐴 однопорожденная
𝜏 -замкнутая тотально 𝜔-насыщенная формация F = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴 является компактным эле-
ментом в решетке 𝑙𝜏𝜔∞ .
Предположим противное. Тогда существуют такая группа 𝐴 и формации F𝑖 ∈ 𝑙𝜏𝜔∞ , где

𝑖 ∈ 𝐼, что
F = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴 ⊆ H = 𝑙𝜏𝜔∞form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
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и, кроме того,

F = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴 * 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐽

F𝑗

)︀
для любого конечного подмножества 𝐽 ⊂ 𝐼. Пусть 𝐴— группа наименьшего поряд-
ка среди групп с таким свойством. Покажем, что группa 𝐴 монолитична. Допустим,
что 𝑁1 и 𝑁2 —две различные минимальные нормальные подгруппы группы 𝐴. Пусть
L = 𝑙𝜏𝜔∞form (𝐴/𝑁1), M = 𝑙𝜏𝜔∞form (𝐴/𝑁2).
Поскольку |𝐴/𝑁1| < |𝐴| и |𝐴/𝑁2| < |𝐴|, то ввиду выбора группы 𝐴 из включений

L = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴/𝑁1 ⊆ H = 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
,

M = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴/𝑁2 ⊆ H = 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
следует, что найдутся такие наборы индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 и 𝑗1, . . . , 𝑗𝑙, что

L ⊆ 𝑙𝜏𝜔∞form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑘),

M ⊆ 𝑙𝜏𝜔∞form (F𝑗1 ∪ . . . ∪ F𝑗𝑙).

Следовательно,

F = L ∨𝜏
𝜔∞ M ⊆ 𝑙𝜏𝜔∞form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑘 ∪ F𝑗1 ∪ . . . ∪ F𝑗𝑙).

Получили противоречие. Значит, 𝐴—монолитическая группа.
Пусть 𝑃 = Soc(𝐴). Предположим, что 𝑃 —неабелева группа. Тогда поскольку

𝐴 ∈ 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
, то ввиду леммы 6 𝐴 ∈ ∪

𝑖∈𝐼
F𝑖. Поэтому существует такое 𝑖0 ∈ 𝐼, что

𝐴 ∈ F𝑖0 . Противоречие.

Следовательно, 𝑃 — абелева 𝑝-группа. Пусть 𝜋 = 𝜋
(︁
form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀)︁
∩ 𝜔.

Предположим, что 𝑝 /∈ 𝜔. Тогда 𝑝 /∈ 𝜋. Ввиду леммы 1 S𝜋𝜏 form ( ∪
𝑖∈𝐼

F𝑖) ∈ 𝑙𝜏𝜔∞ . Значит,

H = 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
⊆ S𝜋𝜏 form

(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
.

Так как

𝐴 ∈ H = 𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
,

то

𝐴 ∈ S𝜋𝜏 form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
.

Поскольку 𝑝 /∈ 𝜋, то

𝐴 ∈ 𝜏 form
(︀
∪
𝑖∈𝐼

F𝑖

)︀
.

Тогда, согласно лемме 3, найдутся такие индексы 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, что

𝜏 form𝐴 ⊆ 𝜏 form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑚).

Ввиду включения

𝜏 form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑚) ⊆ 𝑙𝜏𝜔∞form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑚),

имеем

𝜏 form𝐴 ⊆ 𝑙𝜏𝜔∞form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑚).

Следовательно,

𝑙𝜏𝜔∞form𝐴 ⊆ 𝑙𝜏𝜔∞form (F𝑖1 ∪ . . . ∪ F𝑖𝑚).

Противоречие. Поэтому 𝑝 ∈ 𝜔. Поскольку

𝑙𝜏𝜔∞form
(︀
𝐴/Φ(𝐴) ∩𝑂𝜔(𝐴)

)︀
= 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴,
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то, в силу выбора группы𝐴, имеем 𝑃 * Φ(𝐴). Поэтому 𝑃 = 𝐶𝐴(𝑃 ) = 𝐹𝑝(𝐴) = 𝐹 (𝐴) = 𝑂𝑝(𝐴)
и 𝐴 = [𝑃 ]𝐵, где 𝐵 —некоторая максимальная подгруппа из 𝐴. Пусть 𝑓𝑖, 𝑓 , ℎ—минималь-
ные 𝑙𝜏𝜔∞-значные 𝜔-локальные спутники формаций F𝑖, F и H соответственно. Тогда ввиду
леммы 4

ℎ = ∨𝜏
𝜔∞(𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼).

Поскольку 𝑃 = 𝐹𝑝(𝐴) и 𝐴 ∈ H, то

𝐵 ∼= 𝐴/𝐹𝑝(𝐴) ∈ ℎ(𝑝) = ∨𝜏
𝜔∞(𝑓𝑖(𝑝) | 𝑖 ∈ 𝐼).

Так как |𝐵| < |𝐴|, то по выбору группы 𝐴 существует такой набор индексов
𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛}, что

𝐵 ∼= 𝐴/𝐹𝑝(𝐴) ∈ ∨𝜏
𝜔∞(𝑓𝑗(𝑝) | 𝑗 ∈ 𝐽).

Согласно лемме 4, 𝑙 = ∨𝜏
𝜔∞(𝑓𝑗(𝑝) | 𝑗 ∈ 𝐽)—минимальный 𝑙𝜏𝜔∞-значный спутник формации

L = ∨𝜏
𝜔∞(F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽). Следовательно,

𝐴/𝑂𝑝(𝐴) ∼= 𝐵 ∈ 𝑙(𝑝) = ∨𝜏
𝜔∞(𝑓𝑗(𝑝) | 𝑗 ∈ 𝐽).

Ввиду леммы 5 группа 𝐴 ∈ L. Следовательно,

F = 𝑙𝜏𝜔∞form𝐴 ⊆ L = ∨𝜏
𝜔∞(F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽).

Полученное противоречие показывает, что F—компактный элемент в решетке 𝑙𝜏𝜔∞ . По-
скольку любая 𝜏 -замкнутая тотально 𝜔-насыщенная формация является объединением
своих однопорожденных 𝜏 -замкнутых тотально 𝜔-насыщенных подформаций в решетке
𝑙𝜏𝜔∞ , то решетка 𝑙𝜏𝜔∞ алгебраична.

Отметим основные следствия доказанной теоремы.
Если 𝜏 — тривиальный подгрупповой функтор, то из теоремы получаем

Следствие 1 ([20, В.Г. Сафонов]). Решетка 𝑙𝜔∞ всех тотально 𝜔-насыщенных форма-
ций является алгебраической.

Если 𝜔 = P, то из теоремы вытекает

Следствие 2 ([11, В.Г. Сафонов]). Решетка 𝑙𝜏∞ всех 𝜏 -замкнутых тотально насы-
щенных формаций является алгебраической.

При 𝜔 = P для тривиального подгруппового функтора теорема дает

Следствие 3 ([11, В.Г. Сафонов]). Решетка 𝑙∞ всех тотально насыщенных формаций
является алгебраической.

Если 𝜔 = {𝑝}, то из теоремы получаем

Следствие 4. Решетка 𝑙𝜏𝑝∞всех 𝜏 -замкнутых тотально 𝑝-насыщенных формаций яв-
ляется алгебраической.

Из следствия 4 для единичного подгруппового функтора имеем

Следствие 5. Решетка всех наследственных тотально 𝑝-насыщенных формаций яв-
ляется алгебраической.

В случае, когда 𝜏(𝐺) = S𝑛(𝐺) для любой группы 𝐺, из следствия 4 получаем

Следствие 6. Решетка всех нормально наследственных тотально 𝑝-насыщенных
формаций является алгебраической.
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5. Общие замечания

Напомним, что подрешеткой решетки 𝐿 называется подмножество 𝐻 ⊆ 𝐿, такое, что
если 𝑎 ∈ 𝐻, 𝑏 ∈ 𝐻, то 𝑎 ∧ 𝑏 ∈ 𝐻 и 𝑎 ∨ 𝑏 ∈ 𝐻 [25, гл. I, п. 4]. Подрешетка решетки сама
является решеткой с теми же операциями объединения и пересечения. Напомним так-
же, что подрешетка 𝐻 полной решетки 𝐿 называется полной, если для любого непустого
подмножества 𝑋 ⊆ 𝐻 имеет место sup𝐿𝑋 ∈ 𝐻 и inf𝐿 𝑋 ∈ 𝐻 [26, гл. V, S 1.2]. В этом
случае имеют место равенства sup𝐻 𝑋 = sup𝐿 𝑋 и inf𝐻 𝑋 = inf𝐿𝑋. Несложно показать,
что полная подрешетка алгебраической решетки является алгебраической решеткой. Как
следует из известного результата Ф.М. Уитмена (см. теорему 2 [27], а также [26, гл. V,
S 5.1]), произвольная подрешетка алгебраической решетки может не быть алгебраической
решеткой.
Как было отмечено выше, решетка 𝑙𝜏𝜔𝑛

алгебраична (см. [17]). В то же время решетка 𝑙𝜏𝜔∞
не является полной подрешеткой в 𝑙𝜏𝜔𝑛

. Более того, покажем, что для произвольного мно-
жества простых чисел 𝜔, такого, что |𝜔| > 1, а также для любого целого неотрицательного
𝑛, решетка 𝑙𝜏𝜔∞ не является подрешеткой в 𝑙𝜏𝜔𝑛

.
Достаточно доказать, что решетка разрешимых 𝑙𝜏𝜔∞-формаций не является подрешеткой

в 𝑙𝜏𝜔𝑛
. Используем метод А.Н. Скибы (см. монографии [3, гл. 4, п. 4.1] и [8, гл. 4, п. 4.5], а

также работу [28]).
Индукция по 𝑛. Пусть 𝑛 = 0. Рассмотрим формацию F = N𝑝N𝑟 ∨ N𝑝N𝑞, где 𝑝 ∈ 𝜔,

причем 𝑝, 𝑟 и 𝑞—попарно различные простые числа. Поскольку формации N𝑝, N𝑟 и
N𝑞 s-замкнуты и тотально насыщены, то они и 𝜏 -замкнуты тотально 𝜔-насыщены. То-
гда, согласно лемме 11 [23], формации N𝑝N𝑟 и N𝑝N𝑞 также 𝜏 -замкнуты тотально 𝜔-
насыщены. Заметим также, что они разрешимы и, кроме того, N𝑝N𝑟 ⊂ N1

𝜔N𝑟 = N𝜔N𝑟 и
N𝑝N𝑞 ⊂ N1

𝜔N𝑞 = N𝜔N𝑞.
Покажем, что формация F не является 𝜔-насыщенной. Предположим, что это неверно.

Пусть 𝑓 —минимальный 𝜔-локальный спутник формации F. Тогда 𝑓(𝑝) = N{𝑟, 𝑞}. Пусть 𝑍𝑟

и 𝑍𝑞 —некоторые группы порядков 𝑟 и 𝑞 соответственно. Ввиду следствия 10.7 [2, гл. B]
группа 𝐵 = 𝑍𝑟 ×𝑍𝑞 обладает над полем F𝑝 простым точным модулем 𝑃 . Пусть 𝐺 = [𝑃 ]𝐵.
Тогда ввиду леммы 5 𝐺 ∈ F. Несложно видеть, что 𝐺 /∈ N𝑝N𝑟 ∪ N𝑝N𝑞. Значит, согласно
следствию 1.2.26 [3, гл. 1], в F найдется группа 𝐻 с такими нормальными подгруппа-
ми 𝑁 , 𝑀 , 𝑁1, . . . , 𝑁𝑡; 𝑀1, . . . , 𝑀𝑡 (𝑡 > 2), что выполняются следующие утверждения: 1)
𝐻/𝑁 ∼= 𝐺,𝑀/𝑁 = Soc(𝐻/𝑁); 2) 𝑁1∩ . . .∩𝑁𝑡 = 1; 3) 𝐻/𝑁𝑖 —монолитическая N𝑝N𝑟∪N𝑝N𝑞-
группа с монолитом 𝑀𝑖/𝑁𝑖, который 𝐻-изоморфен 𝑀/𝑁 . Пусть 𝐻/𝑁1 ∈ N𝑝N𝑟. Поскольку
𝐶𝐺(𝑃 ) = 𝑃 , то 𝑀 = 𝐶𝐻(𝑀/𝑁). Значит, 𝑀1 ⊆ 𝑀 . Следовательно, 𝐵 = 𝑍𝑟×𝑍𝑞 ∈ N𝑝N𝑟. По-
лученное противоречие показывает, что формация F не является 𝜔-насыщенной. Значит,
F не является тотально 𝜔-насыщенной. Ввиду следствия 1.2.24 [3, гл. 1] имеем

N𝑝N𝑟 ∨𝜏
𝜔0

N𝑝N𝑞 = 𝜏 form (N𝑝N𝑟 ∪N𝑝N𝑞) =

form (N𝑝N𝑟 ∪N𝑝N𝑞) = N𝑝N𝑟 ∨N𝑝N𝑞.

Следовательно, решетка разрешимых 𝑙𝜏𝜔∞-формаций не является подрешеткой в 𝑙𝜏𝜔0
.

Пусть теперь 𝑛 > 1, и утверждение при 𝑛 − 1 верно. Тогда найдутся разрешимые 𝑙𝜏𝜔∞-
формации M ⊂ N𝑛

𝜔N𝑟 и H ⊂ N𝑛
𝜔N𝑞, такие, что M ∨𝜏

𝜔𝑛−1
H /∈ 𝑙𝜏𝜔∞ . Пусть M1 = N𝜔M,

H1 = N𝜔H. Ввиду леммы 4.5.2 [8, гл. 4] формации M1 и H1 имеют такие внутренние 𝑙𝜏𝜔∞-
значные 𝜔-локальные спутники 𝑚 и ℎ соответственно, что для любого 𝑎 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔′} имеет
место 𝑚(𝑎) = M, ℎ(𝑎) = H. Значит, обе формации принадлежат решетке 𝑙𝜏𝜔∞ . Заметим,
что формации M1 и H1 разрешимы. Кроме того, учитывая, что M ⊂ N𝑛

𝜔N𝑟 и H ⊂ N𝑛
𝜔N𝑞,

имеем

M1 = N𝜔M ⊂ N𝜔(N𝑛
𝜔N𝑟) = (N𝜔N

𝑛
𝜔)N𝑟 = N𝑛+1

𝜔 N𝑟
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и
H1 = N𝜔M ⊂ N𝜔(N𝑛

𝜔N𝑞) = (N𝜔N
𝑛
𝜔)N𝑞 = N𝑛+1

𝜔 N𝑞.

Предположим, что M1 ∨𝜏
𝜔𝑛

H1 ∈ 𝑙𝜏𝜔∞ . Тогда, поскольку, согласно лемме 4.5.4 [8, гл. 4],

M1 ∨𝜏
𝜔𝑛

H1 = N𝜔M ∨𝜏
𝜔𝑛

N𝜔H = N𝜔(M ∨𝜏
𝜔𝑛−1

H)

и

M1 ∨𝜏
𝜔𝑛

H1 = 𝑙𝜏𝜔𝑛
form (M1 ∪ H1) =

𝑙𝜏𝜔∞form (M1 ∪ H1) = M1 ∨𝜏
𝜔∞ H1,

то по лемме 4.5.5 [8, c. 209] формация M ∨𝜏
𝜔𝑛−1

H тотально 𝜔-насыщена. Следовательно,
M∨𝜏

𝜔𝑛−1
H ∈ 𝑙𝜏𝜔∞ , что противоречит выбору формацийM и H. Значит, решетка разрешимых

(следовательно, и всех) 𝑙𝜏𝜔∞-формаций не является подрешеткой в 𝑙𝜏𝜔𝑛
.

Таким образом, алгебраичность (как и другое общее свойство) решетки 𝑙𝜏𝜔∞ не является,
вообще говоря, следствием алгебраичности (или соответствующего свойства) решетки 𝑙𝜏𝜔𝑛

(см. также пп. 4.2 и 4.4 гл. 4 монографии А.Н. Скибы [3]). В этой связи заметим, что при-
веденное выше доказательство алгебраичности решетки 𝑙𝜏𝜔∞ всех 𝜏 -замкнутых тотально
𝜔-насыщенных формаций существенно опирается на свойства самой решетки 𝑙𝜏𝜔∞ , уста-
новленные ранее в работе В.Г. Сафонова и И.Н. Сафоновой [22], а также в работе автора
и В.Г. Сафонова [23], и как не использует результаты работы И.П. Шабалиной [17], так и
не является следствием из них.
Отметим, наконец, что подобные замечания справедливы и для теории разрешимо 𝜔-

насыщенных формаций. Рассуждая аналогично, можно показать, что при тех же предпо-
ложениях для множества простых чисел 𝜔 и целого числа 𝑛 (|𝜔| > 1, 𝑛 > 0), решетка 𝑐𝜏𝜔∞
всех 𝜏 -замкнутых тотально разрешимо 𝜔-насыщенных формаций не является подрешет-
кой решетки 𝑐𝜏𝜔𝑛

всех 𝜏 -замкнутых 𝑛-кратно разрешимо 𝜔-насыщенных формаций.
В заключение отметим, что А.А. Царевым в недавно опубликованной работе [29] уста-

новлена алгебраичность решетки 𝑐∞ всех тотально композиционных формаций. Алгебра-
ичность решетки 𝑐𝑛 всех 𝑛-кратно композиционных формаций следует из алгебраичности
решетки 𝑐𝜏𝜔𝑛

(для тривиального подгруппового функтора 𝜏 и 𝜔 = P), которая, в свою
очередь, была получена ранее в совместной работе Н.Н. Воробьева и А.А. Царева [19]
(см. также [8, гл. 4, теорема 4.6.12]).

Автор выражает глубокую благодарность рецензенту за полезные замечания, способ-
ствовавшие улучшению качества статьи.
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