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ОБ ОЦЕНКЕ ОСЦИЛЛЯТОРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ С ФАЗОЙ,

ЗАВИСЯЩЕЙ ОТ ПАРАМЕТРОВ

Ш.А. МУРАНОВ

Аннотация. Рассматриваются оценки преобразования Фурье мер, сосредоточенных
на аналитических гиперповерхностях, содержащих множитель гашения. В качестве
гасителя естественно выбирается степень гауссовой кривизны гиперповерхности. Из-
вестно, что если степень гауссовой кривизны достаточно большое положительное чис-
ло, то преобразование Фурье соответствующей меры убывает оптимально. С.Д. Согги
и И.М. Стейном поставлена задача о минимальной степени гауссовой кривизны, гаран-
тирующей оптимальное убывание преобразования Фурье. В статье приведено решение
задачи С.Д. Согги и И.М. Стейна об оптимальном убывании преобразования Фурье
мер с множителем гашения для частного класса семейств аналитических поверхностей
трехмерного евклидова пространства. Отметим, что степень, указанная в работе, точна
не только для семейства аналитических гиперповерхностей, но и для фиксированной
аналитической гиперповерхности. Доказательство основных результатов опирается на
методы теории аналитических функций, точнее на утверждения типа подготовитель-
ной теоремы Вейерштрасса. Как показал Д.М. Оберлин, аналогичные утверждения
для бесконечно-гладких гиперповерхностей не имеют место.
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1. Введение

В связи с проблемой об ограничении максимальных операторов, ассоциированных с
гиперповерхностью 𝑆 ⊂ R𝑛+1, С.Д. Согги и И.М. Стейном [1] введены следующие демп-
фированные осцилляторные интегралы:

̂︀𝜇𝑞(𝜉) :=

∫︁
𝑆

𝑒𝑖(𝜉,𝑥)|𝐾(𝑥)|𝑞𝜓(𝑥)𝑑𝜎(𝑥), (1.1)

где 𝐾(𝑥) – гауссова кривизна гиперповерхности в точке 𝑥 ∈ 𝑆, 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (𝑆) – неотрицатель-

ная гладкая функция с компактным носителем, (𝑥, 𝜉) – скалярное произведение векторов
𝑥 и 𝜉, 𝑑𝜎(𝑥) – поверхностная мера. Они доказали, что если 𝑞 > 2𝑛, то интеграл (1.1)
убывает в порядке 𝑂(|𝜉|−𝑛

2 ) (при |𝜉| → +∞), т.е. убывает оптимально. Отметим, что если
гауссова кривизна не обращается в нуль, то преобразование Фурье поверхностной меры
убывает в порядке 𝑂(|𝜉|−𝑛

2 ) (при |𝜉| → +∞), причем для ненулевой меры быстрее убы-
вать не может, что означает оптимальность порядка убывания. Для семейства гладких
гиперповерхностей 𝑆(𝜂) ⊂ R𝑛+1, гладко зависящих от параметров 𝜂 ∈ R𝑚, естественно
определяется мера 𝑑𝜇(𝜂) := 𝜓(𝑥, 𝜂)𝑑𝜎(𝑥, 𝜂) и соответствующие осцилляторные интегралы
с множителем гашения: ̂︀𝜇𝑞(𝜉) =

∫︁
𝑆(𝜂)

𝑒𝑖(𝑥,𝜉)|𝐾(𝑥, 𝜂)|𝑞𝜓(𝑥, 𝜂)𝑑𝜎(𝑥, 𝜂), (1.2)
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где для каждого фиксированного 𝜂, 𝑑𝜎(𝑥, 𝜂) – поверхностная мера на 𝑆(𝜂).

Постановка задачи. Найти минимальное значение 𝑞 такое, что справедлива следующая
оценка:

|̂︀𝜇𝑞(𝜉)| 5 𝐴|𝜉|−
𝑛
2 .

Аналогичная задача для фиксированной гиперповерхности 𝑆 поставлена в работе [1] Согги
и Стейна. Решение поставленной задачи в одномерном случае, точнее, когда 𝑆 – кривая,
заданная полиномом, вытекает из результатов Д. Оберлина [2]. Фактически результаты
Д. Оберлина связаны с семейством кривых.
В данной работе мы представим решение задачи С.Д. Согги и И.М. Стейна для частного

класса аналитических поверхностей трехмерного пространства, зависящих от параметров.
Функция (𝑥, 𝜏) |𝑆(𝜂)

( где 𝜏 ∈ 𝑆2, т.е. 𝜏 – любой вектор, принадлежащий единичной сфере
с центром в начале координат) – сужение семейства функций (зависящее от 𝜏 и 𝜂) (𝑥, 𝜏)
на поверхности 𝑆(𝜂) ⊂ R3, называется фазовой функцией.
Например, если 𝑆 = {(𝑥1, 𝑥2,Ψ(𝑥1, 𝑥2, 𝜂))}, где Ψ(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) = 𝑥21 + 𝑥42 + 𝜂𝑥22, то

(𝑥, 𝜏) |𝑆(𝜂)
= 𝜏1𝑥1 + 𝜏2𝑥2 + 𝜏3Ψ(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) является фазовой функцией, соответствующей 𝑆.

Пусть 𝑦 = Φ(𝑥) (𝑥 ∈ R𝑛) – некоторая функция с критической точкой 𝑥 = 𝑥0. Ес-
ли в некоторой окрестности Ω(𝑥0) точки 𝑥0, Φ(𝑥) с помощью диффеоморфной замены
𝜙 : Σ ↦→ Ω(𝑥0) (где Σ ⊂ R𝑛 окрестность нуля) приводится к виду:

Φ(𝜙(𝑧)) = Φ(𝑥0) ± 𝑧𝑘+1
1 ± 𝑧22 ± 𝑧23 ± · · · ± 𝑧2𝑛,

то 𝑥 = 𝑥0 называется критической точкой типа 𝐴𝑘 [3].
Следующая теорема доказана в работе [4] (также см. [5]).

Теорема 1.1. Пусть 𝑞 > 1 фиксированное вещественное число и 𝑆(𝜂) ⊂ R3 – се-
мейство аналитических гиперповерхностей, зависящих от параметра 𝜂 ∈ R𝑚. Если
фазовая функция, соответствующая гиперповерхности 𝑆(0), имеет особенность ти-
па 𝐴𝑘 (1 6 𝑘 < ∞) в точке (0, 0, 0) ∈ 𝑆(0), тогда существует окрестность нуля
𝑉 × 𝑈 ⊂ R3 × R𝑚 такая, что при любой функции 𝜓 ∈ 𝐶∞

0 (𝑉 × 𝑈), для интеграла (1.2)
справедлива следующая оценка:

|̂︀𝜇𝑞(𝜉)| 6
𝐶||𝜓(·, 𝜂)||𝐶2

|𝜉|
,

где 𝐶 – фиксированное положительное число.

Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1.2. Пусть 𝑞 > 1 фиксированное вещественное число, 𝑆(𝜂) ⊂ R3 – семейство
аналитических гиперповерхностей, удовлетворяющих следующим условиям:
1. Гиперповерхность 𝑆(0) содержит начало координат R3, и хотя бы одна из главных

кривизн поверхности 𝑆(0) в начале координат отлична от нуля.
2. Гауссова кривизна 𝐾(𝑥, 𝜂) на гиперповерхности 𝑆(𝜂) удовлетворяет условию: 𝐾 ̸≡ 0.
Тогда существует окрестность начала координат 𝑉 × 𝑈 ⊂ R3 × R𝑚 такая, что при

любой функции 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (𝑉 × 𝑈), для интеграла (1.2) справедлива следующая оценка:

|̂︀𝜇𝑞(𝜉)| 6
𝐶||𝜓(·, 𝜂)||𝐶2

|𝜉|
,

где 𝐶 – фиксированное положительное число.

2. Вспомогательные утверждения

Согласно условиям теоремы 1.2, можем считать, что 𝜓(𝑥, 𝜂) имеет достаточно малый
носитель. Более того, будем считать, что 𝑆(𝜂) задается в виде графика некоторой анали-
тической функции 𝑥3 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂), определенной в малой окрестности начала координат:

𝑆(𝜂) := {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑉1 ⊂ R2 : 𝑥3 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂), 𝜂 ∈ 𝑈},
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причем 𝑓(0, 0, 0) = 0, ∇𝑥𝑓(0, 0, 0) = 0.

Действительно, пусть 𝑆(𝜂) семейство аналитических гиперповерхностей, зависящих от
𝜂 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑚. Тогда, после возможного применения евклидова движения, мы можем пред-
полагать, что 𝑆(0) содержит начало координат, и касательная плоскость 𝑇0𝑆(0) в начале
координат задается уравнением: 𝑥3 = 0.
Поэтому 𝑆(0) в окрестности точки (0, 0, 0) определяется уравнением

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0, где 𝐹 – вещественно-аналитическая функция удовлетворяющая усло-

виям: 𝐹 (0, 0, 0) = 0, 𝜕𝐹 (0,0,0)
𝜕𝑥1

= 𝜕𝐹 (0,0,0)
𝜕𝑥2

= 0 и 𝜕𝐹 (0,0,0)
𝜕𝑥3

̸= 0. Согласно теореме о неявной

функции уравнение 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0 в окрестности нуля имеет аналитическое решение
𝑥3 = Φ(𝑥1, 𝑥2). Таким образом Φ(𝑥1, 𝑥2) аналитическая функция удовлетворяющая усло-
виям: Φ(0, 0) = 0, ∇Φ(0, 0) = 0. Аналогично для семейства 𝑆(𝜂) существует функция
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) такая, что в окрестности нуля 𝑆(𝜂) задается уравнением 𝑥3 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) и
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) удовлетворяет условиям: 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 0) = Φ(𝑥1, 𝑥2). (Более подробно см.[6], стр.57)
Отметим, что функция (𝑥, 𝜏) не имеет стационарных точек при 𝜏 ̸= 0, так как (𝑥, 𝜏)𝑥 = 𝜏 .

Но ее сужение на 𝑆 имеет стационарные, т.е. критические точки (см.[7] гл. III, §4, стр.139).
Это те точки 𝑥(𝜏), в которых гиперповерхность (𝑥, 𝜏) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 касается 𝑆.

Лемма 2.1. Стационарная точка 𝑥(𝜏) ∈ 𝑆 невырождена тогда и только тогда, когда
гауссова кривизна гиперповерхности 𝑆 в этой точке отлична от нуля.

Лемма 2.1 доказана в [7](см. гл. III, §4, стр.144).
Отметим, если гауссова кривизна 𝐾(0, 0, 0) ̸= 0, то, согласно лемме 2.1, фазовая функ-

ция (𝑥, 𝜏) |𝑆(𝜂) в малой окрестности точки (0, 0, 0) имеет лишь невырожденные критиче-
ские точки. Так как если гауссова кривизна отлична от нуля в окрестности нуля 𝑉 × 𝑈 ,
то |𝐾(𝑥, 𝜂)|𝑞𝜓(𝑥, 𝜂) ∈ 𝐶∞

0 (𝑉 × 𝑈). Поэтому, согласно лемме Морса (см. [7], стр. 66, лемма
3.3), она приводится к сумме квадратов и для интеграла ̂︀𝜇𝑞(𝜉) справедливо соотношение:̂︀𝜇𝑞(𝜉) = 𝑂(|𝜉|−1) (при |𝜉| −→ ∞). Следовательно, в этом случае утверждение теоремы 1.2
справедливо. В дальнейшем будем предполагать, что 𝐾(0, 0, 0) = 0.
Прежде чем доказать теорему 1.2, рассмотрим некоторые необходимые вспомогательные

утверждения.

Лемма 2.2. Пусть 𝑔 = 𝑔(𝑥) вещественнозначная непрерывно дифференцируемая
функция, определенная на [𝑐, 𝑑]. Если для любого (𝑥, 𝜂) ∈ [𝑐, 𝑑] × 𝑈 выполняется нера-
венство |𝑔′| > 𝛿 > 0 и функции 𝑎(·, 𝜂), 𝑔′(·, 𝜂) имеют ограниченную вариацию на [𝑐, 𝑑], то
справедлива следующая оценка:⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑑

𝑐

𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑥,𝜂)𝑎(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6
𝐶‖𝑎(·,𝜂)

𝑔′
‖𝑉

|𝜆|
, (2.1)

где ‖𝑎(·, 𝜂)‖𝑉 := |𝑎(𝑐, 𝜂)| + 𝑉 𝑑
𝑐 [𝑎(·, 𝜂)] и 𝑉 𝑑

𝑐 [𝑎(·, 𝜂)] полная вариация функции 𝑎 на [𝑐, 𝑑].

Доказательство. Сначала запишем интеграл в виде:∫︁ 𝑑

𝑐

𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑥,𝜂)𝑎(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝑎(𝑥, 𝜂)

𝑖𝜆𝑔′(𝑥, 𝜂)
𝑑
(︀
𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑥,𝜂)

)︀
.

Далее, используя формулу интегрирования по частям для интеграла Стильтеса, получим
следующую оценку⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑑

𝑐

𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑥,𝜂)𝑎(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒
𝑎(𝑑, 𝜂)

𝑖𝜆𝑔′(𝑑, 𝜂)
𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑑,𝜂) − 𝑎(𝑐, 𝜂)

𝑖𝜆𝑔′(𝑐, 𝜂)
𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑐,𝜂)

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
1

𝑖𝜆

∫︁ 𝑑

𝑐

𝑒𝑖𝜆𝑔(𝑥,𝜂)𝑑

(︂
𝑎(𝑥, 𝜂)

𝑔′(𝑥, 𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Наконец, заметим, что𝑚𝑎𝑥𝑥∈[𝑐,𝑑]|𝑎(𝑥, 𝜂)| 6 ||𝑎(·, 𝜂)||𝑉 , и поэтому если 𝑎(𝑥, 𝜂) и 𝑔′(𝑥, 𝜂) функ-
ции с ограниченной вариацией, то придем к выполнению оценки (2.1).
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Лемма 2.2 является аналогом утверждения II предложения 2 монографии [8] (стр.332–
333) (а также см. [9] и [10]).

В этой работе используются следующие технические леммы, доказанные в работе [11]:

Лемма 2.3. Пусть 𝑓 ̸≡ 0 вещественно-аналитическая функция в нуле R×R𝑚, такая,
что 𝑓(0, 0) = 0. Существуют вещественно-аналитическое многообразие 𝑌 и отображе-
ние 𝜋 : 𝑌 ↦→ R𝑚, которое является собственным отображением, что для любой точки
𝑦0 ∈ 𝑌 существует карта (𝜙1, . . . , 𝜙𝑚) с центром в точке 𝑦0, для которой справедливо
следующее соотношение:

𝑓(𝑥2, 𝜋(𝑦)) = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)𝑏(𝑥2, 𝑦)𝑝(𝑥2, 𝑦), (2.2)

где 𝑏(𝑥2, 𝑦), 𝑏(0, 𝑦0) ̸= 0 – вещественно-аналитическая функция, 𝑝(𝑥2, 𝑦) – унитарный
псевдополином, т.е.

𝑝(𝑥2, 𝑦) = 𝑥𝑚1
2 + 𝜏1(𝑦)𝑥𝑚1−1

2 + 𝜏2(𝑦)𝑥𝑚1−2
2 + · · · + 𝜏𝑚1(𝑦),

здесь 𝜏1, . . . , 𝜏𝑚1 – вещественно-аналитические функции в точке 𝑦0 и 𝜏ℓ(𝑦
0) = 0,

ℓ = 1, . . . ,𝑚1.

Лемма 2.4. Пусть 𝑓 : (R × R𝑚, 0) ↦→ (R, 0) – вещественно-аналитическая функция
в начале координат. Существует окрестность нуля 𝑊 × 𝑈 ⊂ R × R𝑚 такая, что для
любого фиксированного положительного числа 𝑞 функция |𝑓(·, 𝜂)|𝑞 имеет ограниченную
вариацию по 𝑊 , причем полная вариация этой функции 𝑉𝑊 [|𝑓(·, 𝜂)|𝑞] является ограни-
ченной функцией в 𝑈 .

А также нам понадобится следующая лемма:

Лемма 2.5. Пусть 𝑓(𝑥, 𝜂) – вещественно-аналитическая функция в начале координат
и 𝑞 > 1 – фиксированное число. Тогда существует окрестность нуля 𝑊 × 𝑈 в R×R𝑚 и
выполняется следующее тождество

|𝑥|𝑔(𝑥, 𝜂) = |𝑓(𝑥, 𝜂)|𝑞 − |𝑓(0, 𝜂)|𝑞,
где функция 𝑔(𝑥, 𝜂) имеет ограниченную вариацию по 𝑊 и ее полная вариация ограничена
в 𝑈 .

Доказательство. Фактически лемма 2.5 является аналогом леммы 3.3 в работе [11]. Ради
удобства читателей приведем подробное доказательство этой леммы.
Сначала предположим, что 𝑓(𝑥, 𝜂) многочлен. Cкажем,

𝑓(𝑥, 𝜂) := 𝑄(𝑥, 𝜂) = 𝑥ℓ +𝜂1𝑥
ℓ−1 + · · ·+𝜂ℓ, и коэффициенты многочлена ограничены; |𝜂| 6 1.

Покажем, что функция

𝑔(𝑥, 𝜂) =
|𝑄(𝑥, 𝜂)|𝑞 − |𝜂ℓ|𝑞

|𝑥|
имеет ограниченную вариацию по отрезку [−1, 1], и ее полная вариация 𝑉 1

−1[𝑔(·, 𝜂)] –
ограничена константой, зависящей лишь от ℓ и 𝑞. Легко доказать, что 𝑔(𝑥, 𝜂) – кусочно-
монотонная функция. Действительно, пусть 𝑥 > 0 и 𝑄(𝑥, 𝜂) > 0. Тогда числитель и зна-
менатель дифференцируемы. Вычислим производную функции 𝑔(𝑥, 𝜂) по 𝑥 и получим

𝑔′(𝑥, 𝜂) =
𝑥𝑞(𝑄(𝑥, 𝜂))𝑞−1𝑄′(𝑥, 𝜂) − ((𝑄(𝑥, 𝜂))𝑞 − |𝜂ℓ|𝑞)

𝑥2
.

Теперь покажем, что числитель имеет не более 2ℓ нулей. Вычислим производную числи-
теля и, приравнивая ее к нулю, получим

𝑞𝑥(𝑄(𝑥, 𝜂))𝑞−2((𝑞 − 1)(𝑄′(𝑥, 𝜂))2 +𝑄(𝑥, 𝜂)𝑄′′(𝑥, 𝜂)) = 0.

Последнее уравнение имеет не более, чем 2ℓ−2 корней, так как 𝑄′(𝑥, 𝜂))2 +𝑄(𝑥, 𝜂)𝑄′′(𝑥, 𝜂)
многочлен степени 2ℓ− 2.
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Поэтому числитель не может иметь более чем 2ℓ − 2 нулей при 𝑄 > 0. Аналогично
рассматривается случай 𝑄(𝑥, 𝜂) < 0 или 𝑥 < 0. Отсюда следует, что уравнение 𝑔′(𝑥, 𝜂) = 0
имеет не более, чем 4ℓ− 4 корней.
Так как 𝑞 > 1, то при 𝑥, 𝑦 ∈ [−1, 1] мы имеем очевидное неравенство:

||𝑥|𝑞 − |𝑦|𝑞| 6 𝐶(𝑞)|𝑥 − 𝑦|, где 𝐶(𝑞) – некоторое положительние число, зависящее лишь от

𝑞 > 1. Отсюда вытекает, что функция 𝑔(𝑥, 𝜂) ограничена числом 𝐶(𝑞) ℓ(ℓ−1)
2

при |𝑥| 6 1.
Действительно,

|𝑥||𝑔(𝑥, 𝜂)| 6 ||𝑄(𝑥, 𝜂)|𝑞 − |𝑄(0, 𝜂)|𝑞| 6 𝐶(𝑞)|𝑄(𝑥, 𝜂) −𝑄(0, 𝜂)| 6 𝐶(𝑞) max
−16𝜁61

|𝑄′(𝜁, 𝜂)||𝑥|

и следовательно,

max
−16𝑥61

|𝑔(𝑥, 𝜂)| 6 𝐶(𝑞) max
−16𝜁61

|𝑄′(𝜁, 𝜂)| 6 𝐶(𝑞)
ℓ(ℓ− 1)

2
.

Тогда имеем

𝑉 1
−1[𝑔(𝑥, 𝜂)] 6 (4ℓ− 4) max

[−1,1]
|𝑔(𝑥, 𝜂)| 6 𝐶(𝑞)2ℓ(ℓ− 1)2.

Таким образом, полная вариация функции 𝑔 по отрезку [−1, 1] оценивается константой,
зависящей только от ℓ и 𝑞.
Пусть теперь 𝑓(𝑥, 𝜂) – любая вещественно-аналитическая функция. В этом случае, ис-

пользуя лемму 2.3, приводим нашу функцию к виду

𝑓(𝑥, 𝜋(𝑦)) = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)𝑏(𝑥, 𝑦)𝑄(𝑥, 𝑦),

где 𝑏 – вещественно-аналитическая функция, удовлетворяющая условию 𝑏(0, 0) ̸= 0, и
𝑄(𝑥, 𝑦) – некоторый псевдополином. В этом случае мы имеем соотношение

|𝑏(𝑥, 𝑦)𝑄(𝑥, 𝑦)|𝑞 − |𝑏(0, 𝑦)𝑄(0, 𝑦)|𝑞 = |𝑄(𝑥, 𝑦)|𝑞(|𝑏(𝑥, 𝑦)|𝑞 − |𝑏(0, 𝑦)|𝑞)+

+|𝑏(0, 𝑦)|𝑞(|𝑄(𝑥, 𝑦)|𝑞 − |𝑄(0, 𝑦)|𝑞).

Заметим, что функция |𝑏(𝑥,𝑦)|𝑞−|𝑏(0,𝑦)|𝑞
|𝑥| имeет ограниченную вариацию, так как 𝑏(0, 0) ̸= 0.

А также, согласно лемме 2.4, |𝑄(𝑥, 𝑦)|𝑞 имеет ограниченную вариацию в координатной
окрестности 𝑉 при 𝑞 > 1.
Наконец, заметим, что 𝜋 : 𝑌 ↦→ 𝑈 – собственное аналитическое отображение [13].

Поэтому 𝜋−1(𝑈) ⊂ 𝑌 компакное множество. Следовательно, для произвольной точки
𝑦0 ∈ 𝜋−1(𝑈) можем найти координатную окрестность 𝑉 ⊂ 𝑌 точки 𝑦0 такую, что при
𝑦 ∈ 𝑉 имеем соотношение

𝑓(𝑥, 𝜋(𝑦)) = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)𝑏(𝑥, 𝑦)𝑄(𝑥, 𝑦),

где (𝜙1, . . . , 𝜙𝑚) – локальные координаты с центром 𝑦0, т.е. 𝜙𝑗(𝑦
0) = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

𝑏(𝑥, 𝑦) – вещественно-аналитическая функция, удовлетворяющая условию 𝑏(𝑥, 𝑦) ̸= 0 при
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 × 𝑉 , а 𝑄(𝑥, 𝑦) – псевдополином и 𝛼𝑗 > 0 (𝑗 = 1, . . . ,𝑚) целые числа.
Согласно доказанному, 𝑓(𝑥, 𝜋(𝑦)) в окрестности 𝑊 × 𝑉 удовлетворяет утверждениям

леммы 2.5. Так как 𝜋−1(𝑈) компактное множество, мы можем выбрать конечное покры-
тие 𝜋−1(𝑈) и окрестность нуля 𝑊 ⊂ R такие, что утверждения леммы 2.5 справедливы
при (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 × 𝜋−1(𝑈). Поэтому выполняются утверждения леммы 2.5 на множестве
𝑊 × 𝑈 ⊂ R× R𝑚. Отсюда приходим к доказательству леммы 2.5.

Теперь приведем аналог леммы Эрдейи [14]:

Лемма 2.6. Если 𝐹 (𝑥, 𝑠) – гладкая функция, определенная в малой окрестности на-
чала координат 𝑊 × 𝑈 ∈ R× R𝑚 и удовлетворяющая условиям:

𝐹 ′(0, 𝑠) = 0, 𝐹 ′′(0, 𝑠) ̸= 0 для любого 𝑠 ∈ 𝑈 и 𝑎 ∈ 𝐶∞
0 (𝑊 × 𝑈),
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то при 0 6 𝑞 6 1 выполняется неравенство:⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜀

−𝜀

|𝑥|𝑞𝑒𝑖𝜆𝐹 (𝑥,𝑠)𝑎(𝑥, 𝑠)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6
𝐶𝑞‖𝑎(·, 𝑠)‖𝑉

|𝜆| 𝑞+1
2

,

где 𝜀 – достаточно малое положительное число.

Доказательство. При доказательстве леммы используем лемму Морса с параметрами
(см. [7], стр. 66, лемма 3.3). Согласно лемме Морса существует диффеоморфное отобра-
жение 𝑥 = 𝑥(𝑦, 𝑠), отображающее отрезок 𝐼 = [−𝜀, 𝜀] в [−𝛿1(𝜀), 𝛿2(𝜀)], такое, что функция
𝐹 (𝑥, 𝑠) имеет вид 𝐹 (𝑥(𝑦, 𝑠), 𝑠) = 𝐹 (0, 𝑠) ± 𝑦2, причем 𝑥(0, 𝑠) ≡ 0. Из последнего равенства
вытекает, что 𝑥(𝑦, 𝑠) записывается в виде 𝑥(𝑦, 𝑠) = 𝑦𝐺(𝑦, 𝑠) с гладкой функцией 𝐺(𝑦, 𝑠) и
𝐺(0, 0) ̸= 0.
Мы применим замену пременных 𝑥 = 𝑥(𝑦, 𝑠) в интеграле∫︁ 𝜀

−𝜀

|𝑥|𝑞𝑒𝑖𝜆𝐹 (𝑥,𝑠)𝑎(𝑥, 𝑠)𝑑𝑥,

и получим:

𝐼𝑞(𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝐹 (0,𝑠)

∫︁ 𝛿2(𝜀)

−𝛿1(𝜀)

|𝑦|𝑞𝑒±𝑖𝜆𝑦2𝑎1(𝑦, 𝑠)𝑑𝑦,

где 𝑎1(𝑦, 𝑠) = |𝐺(𝑦, 𝑠)|𝑞(𝐺(𝑦, 𝑠) + 𝑦𝐺′(𝑦, 𝑠))𝑎(𝑦𝐺(𝑦, 𝑠), 𝑠) и 𝑎1(𝑦, 𝑠) ∈ 𝐶∞
0 ([−𝛿1(𝜀), 𝛿2(𝜀)]).

Теперь рассмотрим оценку интеграла 𝐼𝑞(𝜆), который при 0 6 𝑞 6 1 записывается в виде
𝐼𝑞(𝜆) = 𝐼1(𝜆) + 𝐼2(𝜆).
Сначала оценим интеграл

𝐼1(𝜆) :=

∫︁ 𝛿2(𝜀)

0

𝑦𝑞𝑒±𝑖𝜆𝑦2𝑎1(𝑦, 𝑠)𝑑𝑦.

Аналогично оценивается интеграл 𝐼2(𝜆) :=
∫︀ 0

−𝛿1(𝜀)
𝑦𝑞𝑒±𝑖𝜆𝑦2𝑎1(𝑦, 𝑠)𝑑𝑦.

Если 𝛿2(𝜀) 6 𝜆−
1
2 , то, из тривиальной оценки интеграла, имеем:

|𝐼1(𝜆)| 6
max𝑦∈[0,𝛿2(𝜀)] |𝑎1(𝑦, 𝑠)|

𝜆
𝑞+1
2

. (2.3)

Теперь предположим, что 𝛿2(𝜀) > 𝜆−
1
2 . В этом случае интеграл 𝐼1(𝜆) записывается в виде

суммы следующих двух интегралов

𝐼11(𝜆) =

∫︁ 𝜆− 1
2

0

𝑦𝑞𝑒±𝑖𝜆𝑦2𝑎1(𝑦, 𝑠)𝑑𝑦 и 𝐼12(𝜆) =

∫︁ 𝛿2(𝜀)

𝜆− 1
2

𝑦𝑞𝑒±𝑖𝜆𝑦2𝑎1(𝑦, 𝑠)𝑑𝑦.

Очевидно, что 𝐼11(𝜆) имеет оценку вида (2.3).
Теперь используем формулу интегрирования по частям для интеграла 𝐼12(𝜆) и получим

следующую оценку:

|𝐼12(𝜆)| 6 𝜆−
𝑞+1
2 𝐶1𝑉

𝛿2
0 [𝑎1(·, 𝑠)]. (2.4)

Тогда, с помощью неравенств (2.3) и (2.4), мы имеем оценку

|𝐼1(𝜆)| 6 𝐶||𝑎1(·, 𝑠)||𝑉
𝜆

𝑞+1
2

, (𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡).

Суммированием полученных оценок приходим к доказательству леммы 2.6.

Лемма 2.7. Существует окрестность 𝑉1 × 𝑈 ⊂ R2 × R𝑚 начала координат, такая,
что для любого 𝑞 > 0, 𝜓 ∈ 𝐶∞

0 (𝑉1 × 𝑈) и 𝑚𝑎𝑥{|𝜉1|, |𝜉2|} > |𝜉3| имеет место следующая
оценка:

|̂︀𝜇𝑞(𝜉)| 6
𝐶‖𝜓‖𝐶1

|𝜉|
.



ОБ ОЦЕНКЕ ОСЦИЛЛЯТОРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ. . . 85

Доказательство. Отметим, что 𝐾(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) = 𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1,𝑥2,𝜂)
(1+|∇𝑓(𝑥1,𝑥2,𝜂)|2)2 является аналитической

функцией (см [6]. стр. 72, теорема 3) в малой окрестности начала координат. Так как
|∇𝑥𝑓(0, 0, 0)| = 0, то существует окрестность начала координат 𝑉1 × 𝑈 , такая, что для
любой точки (𝑥1, 𝑥2, 𝜂) ∈ 𝑉1 × 𝑈 выполняется неравенство |∇𝑥𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)| 6 1

2
. Без

ограничения общности мы можем считать, что |𝜉1| = 𝑚𝑎𝑥{|𝜉1|, |𝜉2|} > |𝜉3|. Случай
|𝜉2| = 𝑚𝑎𝑥{|𝜉1|, |𝜉2|} > |𝜉3| может быть аналогично рассмотрен. В этом случае интеграл̂︀𝜇𝑞(𝜉) записывается в виде следующего двумерного демпфированного осцилляторного ин-
теграла:

̂︀𝜇𝑞(𝜉) =

∫︁
R2

𝑒𝑖(𝑥1𝜉1+𝑥2𝜉2+𝑓(𝑥1,𝑥2,𝜂)𝜉3)𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (2.5)

где

𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) =
𝜓(𝑥1, 𝑥2, 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂))√︀

(1 + |∇𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|2)4𝑞−1
.

Теперь используем теорему Фубини для интеграла (2.5) и получим:

̂︀𝜇𝑞(𝜉) =

∫︁
R
̂︀𝜇0
𝑞(𝜉1, 𝜉3, 𝑥2)𝑒

𝑖𝜉3𝑠2𝑥2𝑑𝑥2,

где

̂︀𝜇0
𝑞(𝜉1, 𝜉3, 𝑥2) =

∫︁
R
𝑒𝑖𝜉1𝐹1(𝑥1,𝑥2,𝜉1,𝜉3,𝜂)𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑑𝑥1

и 𝐹1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉1, 𝜉3, 𝜂) = 𝜉3
𝜉1
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) + 𝑥1. Очевидно, что для любого (𝑥1, 𝑥2, 𝜂) ∈ 𝑉1 × 𝑈

выполняется неравенство:

|𝐹 ′
1𝑥1

(𝑥1, 𝑥2, 𝜉1, 𝜉2, 𝜂)| = |1 +
𝜉3
𝜉1
𝑓 ′
𝑥1

(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)| > 1

2
.

Согласно лемме 2.4 функция |𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝑞 имеет ограниченную вариацию по 𝑃𝑟1(𝑉1)
и ее полная вариация ограничена в 𝑃𝑟2(𝑉1)×𝑈 при любом 𝑞 > 0, где 𝑃𝑟1(𝑉1) (𝑃𝑟2(𝑉1)) про-
екция на ось R𝑥1 (R𝑥2) соответственно. Поэтому, используя лемму 2.6, получим следующее
неравенство:

|̂︀𝜇0
𝑞(𝜉1, 𝜉3, 𝑥2)| 6

𝐶1||𝑎(·, 𝑥2, 𝜂)||𝐶1

|𝜉1|
6

√
3𝐶1||𝑎(·, 𝑥2, 𝜂)||𝐶1

|𝜉|
.

Интегрируя последнее неравенство по 𝑃𝑟2(𝑉1) для интеграла ̂︀𝜇𝑞(𝜉), имеем оценку:

|̂︀𝜇𝑞(𝜉)| 6
𝐶‖𝜓‖𝐶1

|𝜉|
.

Лемма 2.7 доказана.

Следствие 1. Пусть 𝜀 > 0 – произвольное фиксированное положительное число и
Γ𝜀 ∈ R3 – конус, определенный соотношением

Γ𝜀 := {𝜉 ∈ R3 : 𝜀|𝜉3| 6 𝑚𝑎𝑥{|𝜉1|, |𝜉3|}}.

Существуют окрестность 𝑉1 × 𝑈 начала координат и положительное число 𝐶𝜀 > 0
такие, что для любого 𝑞 > 0, 𝜓 ∈ 𝐶∞

0 (𝑉1 × 𝑈) и 𝜉 ∈ Γ𝜀 выполняется следующая оценка:

|̂︀𝜇𝑞(𝜉)| 6
𝐶𝜀‖𝜓‖𝐶1

|𝜉|
.

Следствие 1 показывает, что для ̂︀𝜇𝑞(𝜉) справедлива искомая оценка при 𝜉 ∈ Γ𝜀, при всех
𝑞 > 0. Далее исследуем поведение ̂︀𝜇𝑞(𝜉) при 𝜉 ∈ R3∖Γ𝜀.
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3. Об асимптотическом поведении ̂︀𝜇𝑞(𝜉)

В этом параграфе исследуем поведение ̂︀𝜇𝑞(𝜉) в случае, когда 𝜉 ∈ R3∖Γ𝜀, где 𝜀 – доста-
точно малое фиксированное положительное число. В этом случае ̂︀𝜇𝑞(𝜉) записывается в
виде следующего двумерного осцилляторного интеграла:

̂︀𝜇𝑞(𝜉) =

∫︁
R2

𝑒𝑖𝜉3𝐹 (𝑥1,𝑥2,𝑠1,𝑠2,𝜂)𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (3.1)

где

𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) =
𝜓(𝑥1, 𝑥2, 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂))√︀

(1 + |∇𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|2)4𝑞−1
,

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) + 𝑠1𝑥1 + 𝑠2𝑥2, 𝑠1 =
𝜉1
𝜉3
, 𝑠2 =

𝜉2
𝜉3
,

𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) = 𝑑𝑒𝑡𝐷2𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂).

Выбирая малую окрестность 𝑉1 × 𝑈, можем предположить, что 𝜓 бесконечно гладкая
функция с достаточно малым носителем.
Заметим, что если 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐷2𝑓(0, 0, 0)) = 1, то

либо
𝜕2𝑓(0, 0, 0)

𝜕𝑥21
̸= 0, либо

𝜕2𝑓(0, 0, 0)

𝜕𝑥22
̸= 0.

Ради определенности можно предполагать, что 𝜕2𝑓(0,0,0)

𝜕𝑥2
1

̸= 0. Тогда, согласно теореме о

неявной функции, уравнение

𝐹𝑥1(𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂) = 𝑓𝑥1(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) + 𝑠1 = 0

имеет единственное аналитическое решение 𝑥1 = 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) в малой окрестности начала
координат в R𝑥1 × R𝑠1 × 𝑈 .
Согласно теореме Фубини интеграл (3.1) записывается в виде

̂︀𝜇𝑞(𝜉) =

∫︁
R
̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2)𝑒

𝑖𝜉3𝑠2𝑥2𝑑𝑥2,

где ̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2) =

∫︁
R
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑥1,𝑥2,𝑠1,𝜂)𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑑𝑥1

и 𝐹1(𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) + 𝑠1𝑥1. Теперь рассмотрим интеграл ̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2).

Предложение 1. Если аналитическая функция 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) удовлетворяет условиям:

∇𝑓(0, 0, 0) = 0, 𝜕
2𝑓(0,0,0)

𝜕𝑥2
1

̸= 0, то существует окрестность нуля 𝑉1 × 𝑈 ⊂ R2 × R𝑚 такая,

что для интеграла ̂︀𝜇1
𝑞 при 𝑞 > 1 справедливо следующее асимптотическое соотношение:

̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2) =

√︃
2𝜋

|𝜉3|
𝑒
𝑖(𝜋

4
𝑠𝑔𝑛(

𝜕2𝑓(0,0,0)

𝜕𝑥21
𝜉3)+𝜉3𝐹1(𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1))×

×|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂)+

+𝑂

(︂
1

|𝜉|

)︂
(при |𝜉| → +∞),

где 𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) := 𝑎(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)𝜑(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), здесь 𝜑 – некоторая гладкая функция,

причем 𝑂
(︁

1
|𝜉|

)︁
равномерно относительно малых параметров (𝑥2, 𝑠1, 𝜂), т.е. существу-

ют 𝐶 > 0, и окрестность нуля 𝑈1 такие, что при всех (𝑥2, 𝑠1, 𝜂) ∈ 𝑈1 выполняется

неравенство

⃒⃒⃒
𝑂
(︁

1
|𝜉|

)︁⃒⃒⃒
6 𝐶

|𝜉| .
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Доказательство. В интеграле ̂︀𝜇1
𝑞 применим замену переменных

𝑥1 = 𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂)

и получим:

̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2) =

∫︁
R
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑋1+𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)𝑎(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)×

×|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑑𝑋1.

Заметим, 𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑋1 +𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂) – вещественно-аналитическая функция. И так как
𝑞 > 1, то из леммы 2.5 следует, что

|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2)|𝑞 − |𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2)|𝑞 =

= |𝑋1|𝜗(𝑋1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂), (3.2)

где 𝜗(𝑋1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) – функция, имеющая ограниченную вариацию по 𝑋1, и ее полная вари-
ация 𝑉 𝛿

−𝛿[𝜗(·, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂)] – ограниченная функция от (𝑥2, 𝑠1, 𝜂).
Запишем интеграл ̂︀𝜇1

𝑞(𝜉, 𝑥2) в следующем виде:

̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2) =

∫︁
R
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑋1+𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)𝑎(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)×

× [|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞 − |𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞] 𝑑𝑋1+

+|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞
∫︁
R
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑋1+𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)×

×𝑎(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)𝑑𝑋1 = 𝐼1 + 𝐼2.

Используя соотношение (3.2), можем записать 𝐼1 в форме осцилляторного интеграла
с множителем гашения:

𝐼1 =

∫︁
R
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑋1+𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)|𝑋1|𝑎1(𝑋1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂)𝑑𝑋1,

где 𝑎1(𝑋1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = 𝑎(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)𝜗(𝑋1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) и |𝑋1| играет роль гасителя.
Согласно лемме 2.6 получим неравенство :

|𝐼1| 6
𝐶||𝑎(·, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) · 𝜗(·, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂)||𝑉

|𝜉3|
6
𝐶1||𝑎(·, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) · 𝜗(·, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂)||𝑉

|𝜉|
,

поскольку |𝜉3| > 1√
3
|𝜉| и 𝐶1 =

√
3𝐶.

Теперь рассмотрим следующий одномерный осцилляторный интеграл:

𝐼2 = |𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞
∫︁
R
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑋1+𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)×

×𝑎(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)𝑑𝑋1.

Заметим, что амплитуда последнего осциллирующего интеграла является гладкой функ-
цией с достаточно малым носителем.
Благодаря лемме Морса существуют окрестность R𝑦 ×R𝑥2 ×R𝑠1 × 𝑈 начала координат

и диффеоморфизм (см. [7], стр. 66, лемма 3.3):

(𝑋1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) ↦→ (𝑋1(𝑦, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝜂)

такой, что фазовая функция 𝐹1(𝑋1 + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) приводится к виду

𝐹1(𝑋1(𝑦, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = ±𝑦2 + 𝐹1(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝜂),

причем знак перед 𝑦2 совпадает с 𝑠𝑖𝑔𝑛
(︁

𝜕2𝑓
𝜕𝑥2

1
(0, 0, 0)

)︁
и (𝑋1(0, ·, ·, ·) ≡ 0. Таким образом, для

осцилляторного интеграла 𝐼2 мы имеем:

𝐼2 = |𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)×
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×
∫︁
R
𝑒±𝑖𝜉3𝑦2𝑎(𝑋1(𝑦, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) + 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)

𝜕𝑋1(𝑦, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂)

𝜕𝑦
𝑑𝑦.

Теперь, используя стандартный метод стационарной фазы [7], получим:

𝐼2 = |𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂)×

×

(︃√︂
2𝜋

𝜉3
𝑒±𝑖𝑠𝑔𝑛(𝜉3)

𝜋
4 𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) +𝑂

(︃
1

|𝜉3|
3
2

)︃)︃
,

где 𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = 𝑎(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)𝜕𝑋1(0,𝑥2,𝑠1,𝜂)
𝜕𝑦

.

В результате, для осцилляторного интеграла ̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2), имеем:

̂︀𝜇1
𝑞(𝜉, 𝑥2) =

√︃
2𝜋

|𝜉3|
𝑒𝑖(±

𝜋
4
𝑠𝑔𝑛(𝜉3)+𝜉3𝐹1(𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝜂))×

×|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) +𝑂

(︂
1

|𝜉|

)︂
,

где
𝐹1(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = 𝑠1𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) + 𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂).

Предложение 1 доказано.

Следствие 2. Пусть 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂) удовлетворяет условиям предложения 1, тогда су-
ществует окрестность нуля 𝑉1 × 𝑈 ⊂ R2 × R𝑚 такая, что для интеграла ̂︀𝜇𝑞 при 𝑞 > 1
справедливо следующее асимптотическое соотношение:

̂︀𝜇𝑞(𝜉) =

√︃
2𝜋

|𝜉3|
𝑒

𝜋
4
𝑖𝑠𝑔𝑛(

𝜕2𝑓(0,0,0)

𝜕𝑥21
𝜉3)×

×
∫︁
𝑒𝑖𝜉3(𝐹1(𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝑠1)+𝑠2𝑥2)|𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂)𝑑𝑥2+

+𝑂

(︂
1

|𝜉|

)︂
(при |𝜉| → +∞),

где 𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) := 𝑎(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝜂)𝜑(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), здесь 𝜑 – некоторая гладкая функция,

причем 𝑂
(︁

1
|𝜉|

)︁
равномерно относительно малых параметров (𝜂).

Следствие 2 непосредственно вытекает из предложения 1.
Следующая лемма доказывается непосредственными вычислениями (см. [15]).

Лемма 3.1. Пусть 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂) гладкая функция, зависящая от параметров
(𝑠1, 𝑠2, 𝜂) и 𝐹 ′

𝑥1
(0, 0, 0, 0, 0) = 0, 𝐹 ′′

𝑥1
(0, 0, 0, 0, 0) ̸= 0. Если 𝑥1 = 𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂) является глад-

ким решением уравнения 𝐹 ′
𝑥1

(𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂) = 0, то для второй производной от функции

𝐹 (𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂) относительно 𝑥2 имеет место следующее тождество:

𝜕2𝐹 (𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂)

𝜕𝑥22
=
𝐻𝑒𝑠𝑠𝐹 (𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1, 𝑠2, 𝜂)

𝜕2𝐹 (𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝑠2,𝜂),𝑥2,𝑠1,𝑠2,𝜂)

𝜕𝑥2
1

.

Так как 𝐻𝑒𝑠𝑠𝐹1(𝑥1, 𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = 𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝜂), то, в силу леммы 3.1, имеем:

𝜕2𝐹1(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2, 𝑠1)

𝜕𝑥22
=
𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2)

𝜕2𝑓(𝑥1(𝑥2,𝑠1,𝜂),𝑥2,𝜂)

𝜕𝑥2
1

.

Таким образом, достаточно рассмотреть поведение следующего одномерного осциллятор-
ного интеграла с множителем гашения:

𝐼𝑞(𝜉3) =

∫︁
𝑒𝑖𝜉3(𝐹1(𝑥2,𝑠1,𝜂)+𝑥2𝑠2)̃︀𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂)|𝐹 ′′

1 (𝑥2, 𝑠1, 𝜂)|𝑞𝑑𝑥2, (3.3)
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где ̃︀𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) = 𝑎(𝑥2, 𝑠1, 𝜂)| 𝜕2

𝜕𝑥2
1
𝑓(𝑥1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂), 𝑥2)|𝑞 и 𝐹1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) – аналитическая функция.

Если 𝐹1(𝑥2, 𝑠1, 𝜂) является полиномом, то в силу теоремы Д.М. Оберлина [2] при 𝑞 ≥ 1
2

для интеграла (3.3) получим:

𝐼𝑞(𝜉3) = 𝑂

(︃
1

|𝜉3|
1
2

)︃
, (при |𝜉3| → ∞).

Далее докажем аналог теоремы Д. М. Оберлина для аналитических функций, которая
представляет самостоятельный интерес. Так, доказательство основной теоремы 1.2 сво-
дится к задаче об оценке одномерных осцилляторных интегралов с произвольной анали-
тической фазой, зависящей от параметров, что является более общим результатом. Как
показал Д.М. Оберлин [2], для функции класса 𝐶∞ аналогичное утверждение не имеет
место.

4. Доказательство основной теоремы 1.2

Теперь рассмотрим следующий одномерный осцилляторный интеграл:

𝐼𝑞(𝜉3) =

∫︁
𝑒𝑖𝜉3𝐹 (𝑥2,𝜂)𝑎(𝑥2, 𝜂)|𝐹 ′′(𝑥2, 𝜂)|𝑞𝑑𝑥2, (4.1)

где 𝐹 (𝑥2, 𝜂) – вещественнозначная аналитическая функция в окрестности нуля
𝑊 ×𝑈(𝑊 ×𝑈 ⊂ R×R𝑚), удовлетворяющая следующим условиям: 𝐹 (𝑥2, 𝜂) ̸≡ 0, 𝐹 (0, 0) = 0
и 𝑎(𝑥2, 𝜂) ∈ 𝐶∞

0 (𝑊 × 𝑈).

Предложение 2. Пусть 𝐹 (𝑥2, 𝜂) – вещественнозначная аналитическая функция в
начале координат. Тогда существует окрестность начала координат 𝑊 × 𝑈 ⊂ R × R𝑚

такая, что для любого вещественного числа 𝑞 > 1
2
справедлива следующая оценка:

|𝐼𝑞(𝜉3)| 6
𝐶||𝑎||𝑉
|𝜉3|

1
2

.

Доказательство. Если функция 𝐹 (𝑥2, 𝜂) удовлетворяет условиям подготовительной тео-
ремы Вейерштрасса [16], т.е. 𝐹 (𝑥2, 0) ̸≡ 0, то получим результат работы [4], ибо в этом
случае 𝐹 (𝑥2, 0) имеет особенность типа 𝐴𝑘. Это условие эквивалентно тому, что 𝐹

′
𝑥2

(𝑥2, 0)
в точке 𝑥2 = 0 имеет корень кратности 𝑘 (𝑘 <∞) при условии 𝐹 ′

𝑥2
(0, 0) = 0.

Мы рассмотрим случай, когда функция 𝐹 (𝑥2, 𝜂) не удовлетворяет условиям подготови-
тельной теоремы Вейерштрасса [16]. Точнее, случай, когда 𝐹 (𝑥2, 0) ≡ 0, хотя 𝐹 ̸≡ 0.
Отметим, что в этом случае, как показано в классической работе Осгуда, аналог теоремы
Вейерштрасса не имеет место (см. [17], §2, стр. 90).
В случае когда 𝐹 (𝑥2, 𝜂) аналитически продолжается во множество C × 𝐵, где 𝐵 ⊂ C𝑚

некоторый шар с центром в начале координат, мы можем использовать лемму 3 работы
[12]. Однако, как показывает контрпример Осгуда (см. [17], §2, стр. 90), в общем случае
утверждение леммы 3 работы [12] неверно.
Тем не менее мы можем использовать лемму 2.3, так как 𝐹 (𝑥2, 𝜂) – ненулевая веществен-

нозначная аналитическая функция на множестве 𝑊 × 𝑈 и 𝐹 (0, 0) = 0. Тогда, применяя
лемму 2.3, построим многообразие 𝑌 и собственное аналитическое отображение 𝜋 : 𝑌 ↦→ 𝑈
такие, что функция 𝐹 (𝑥2, 𝜋(𝑦)), в локальных координатах, имеет вид

𝐹 (𝑥2, 𝜋(𝑦)) = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)𝑏(𝑥2, 𝑦)𝑝(𝑥2, 𝑦),

где 𝑝(𝑥2, 𝑦) – псевдополином и 𝜙(𝑦) – локальные координаты. В этом случае для каждой
точки 𝑦0 ∈ 𝑌 существуют локальные координаты (𝜙1, . . . , 𝜙𝑚) с центром в этой точке и
удовлетворяющие условиям 𝜙𝑗(𝑦

0) = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Мы будем считать 𝜋−1(𝑈) ⊂ 𝑌 –
некоторое компактное множество на вещественно-аналитическом многообразии 𝑌 .
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Следовательно, интеграл (4.1) имеет следующий вид:

𝐼𝑞(𝜉3) =

∫︁
𝑒𝑖𝜉3𝐹1(𝑥2,𝑦)𝑎(𝑥2, 𝑦)|𝐹 ′′

1 (𝑥2, 𝑦)|𝑞𝑑𝑥2, (4.2)

где 𝐹1(𝑥2, 𝑦) = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)𝑏(𝑥2, 𝑦)𝑝(𝑥2, 𝑦)

Теперь докажем следующую лемму.

Лемма 4.1. Пусть 𝐹 (𝑥2, 𝜂) – вещественнозначная аналитическая функция на мно-

жестве 𝑊 × 𝜋−1(𝑈). Тогда, для любой точки 𝑦0 ∈ 𝜋−1(𝑈) существует окрестность

𝜔 ⊂ R𝑚 такая, что при любом 𝑞 > 1
2
, для интеграла 𝐼𝑞(𝜉3) справедлива следующая оцен-

ка:

|𝐼𝑞(𝜉3)| 6
𝐶||𝑎(·, 𝑦)||𝑉

|𝜉3|
1
2

,

где 𝜔 ⊂ R𝑚 – соответствующая окрестность начала координат в R𝑚.

Доказательство. Далее, используем покрытие множества 𝜋−1(𝑈) с конечным числом
окрестностей 𝜔𝑗 точек 𝑦

𝑗 ∈ 𝜋−1(𝑈).
Пусть 𝑦0 – некоторая фиксированная точка в 𝜋−1(𝑈). Так как, 𝜙𝛼

(𝜙𝛼 = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)) ограничена в некоторой окрестности точки 𝑦0, то функция

𝐹1(𝑥2, 𝑦) имеет вид:

𝐹1(𝑥2, 𝑦) = 𝜙𝛼𝐹2(𝑥2, 𝑦),

где 𝐹2(𝑥2, 𝑦) = 𝑏(𝑥2, 𝑦)𝑝(𝑥2, 𝑦).
Из леммы 2.3 вытекает, что для каждой точки 𝑦0 ∈ 𝑌 этого многообразия существует

координатная окрестность 𝜔 такая, что 𝐹2(𝑥2, 𝑦) – вещественнозначная аналитическая
функция в точке (0, 𝑦0), и при этом выполняется условие 𝐹2(𝑥2, 𝑦

0) ̸≡ 0. Поэтому мы
можем применить подготовительную теорему Вейерштрасса к функции 𝐹2(𝑥2, 𝑦).
Заметим, что 𝜙𝛼 ограничено в окресности 𝜔. Используя предложение 2.1 работы [4] и

применяя стандартные методы анализа при 𝑞 > 1
2
, мы приходим к следующей оценке

|𝐼𝑞(𝜉3)| 6
𝐶

|𝜉3|
1
2

. (4.3)

Так как, 𝜋−1(𝑈) – компактное множество, то, повторяя эти рассуждения для каждого
множества 𝜔𝑗, мы приходим к оценке (4.3). Наконец, эти локальные оценки позволяют
получить искомую оценку для 𝜋−1(𝑈). Лемма 4.1 доказана.

Так как 𝜋 : 𝑌 ↦→ 𝑈 собственное аналитическое отображение [13], применяя лемму 4.1 с ис-
пользованием стандартных методов анализа, приходим к доказательству предложения 2.
Действительно, согласно лемме 4.1 для каждой точки 𝑦0 ∈ 𝜋−1(𝑈) существует координат-
ная окрестность 𝑉 с центром в точке 𝑦0 такая, что 𝐹 (𝑥2, 𝜋(𝑦)) записывается в виде

𝐹 (𝑥2, 𝜋(𝑦)) = 𝜙𝛼1
1 (𝑦)𝜙𝛼2

2 (𝑦) . . . 𝜙𝛼𝑚
𝑚 (𝑦)𝑏(𝑥2, 𝑦)𝑝(𝑥2, 𝑦),

где 𝑏(𝑥2, 𝑦) – вещественно-аналитическая функция, причем 𝑏(𝑥2, 𝑦) ̸= 0 для любой точки
(𝑥2, 𝑦) ∈ 𝑊 × 𝜔 и 𝑝(𝑥2, 𝑦) – унитарный псевдополином.
Таким образом, имеем необходимую оценку при (𝑥2, 𝑦) ∈ 𝑊 × 𝜔. Так как 𝜋−1(𝑈) ком-

пактное множество, то существуют конечное покрытие 𝜋−1(𝑈) ⊂
⋃︀𝑁

𝑗=1 𝜔𝑗 и окрестность
нуля 𝑊𝑗 такие, что в 𝑊𝑗 × 𝜔𝑗 мы имеем также искомую оценку. Наконец, переобозначая

𝑊 :=
⋂︀𝑁

𝑗=1𝑊𝑗 ̸= ∅, получим искомую оценку в𝑊 ×𝑈 , что доказывает предложение 2.

Предложение 2 завершает доказательство теоремы 1.2.
В заключении автор выражает глубокую благодарность рецензенту за ценные замеча-

ния.
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