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ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

ВЛАГОПЕРЕНОСА АЛЛЕРА–ЛЫКОВА

С ДРОБНОЙ ПО ВРЕМЕНИ ПРОИЗВОДНОЙ

С.Х. ГЕККИЕВА, М.А. КЕРЕФОВ

Аннотация. Вопросы тепловлагопереноса в почвах являются фундаментальными при
решении многих задач гидрологии, агрофизики, строительной физики и других обла-
стей науки. Исследователи при этом концентрируют свое внимание на возможности
отражения в характере исходных уравнений специфических особенностей изучаемых
массивов, их структуры, физических свойств, протекающих в них процессов и т.д. В
связи с этим возникает качественно новый класс дифференциальных уравнений состо-
яния и переноса с дробной производной, являющихся основой большинства математи-
ческих моделей, описывающих широкий класс физических и химических процессов в
средах с фрактальной структурой и памятью.
В работе исследована первая краевая задача для уравнения влагопереноса Алле-

ра–Лыкова с дробной по времени производной Римана–Лиувилля. Рассматриваемое
уравнение является обобщением уравнения Аллера–Лыкова, посредством введения по-
нятия фрактальной скорости изменения влажности, которая объясняет наличие пото-
ков против потенциала влажности.
Существование решения первой краевой задачи доказано методом Фурье. С помо-

щью метода энергетических неравенств для решения задачи получена априорная оцен-
ка в терминах дробной производной Римана–Лиувилля, из которой следует единствен-
ность решения.

Ключевые слова: уравнение влагопереноса Аллера-Лыкова, дробная производная
Римана-Лиувилля, метод Фурье, априорная оценка.
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1. Введение

Движение влаги в почве можно описать квазилинейным уравнением [1, с. 136]

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
,

где 𝑤(𝑥, 𝑡) – влажность почвы в долях единицы на глубине 𝑥 в момент времени 𝑡, 𝐷(𝑤) –
коэффициент диффузии. Это уравнение получено на основе анализа механизма диффузии
в пористом массиве, когда учитывается возникновение потоков влаги под действием гра-
диента капиллярного давления. Однако достаточно убедительные и многократные опыты
демонстрируют иногда обратный знак потока от слоев с малым к слоям с большим влаго-
содержанием. Правильное объяснение движения влаги в прямом и обратном направлении
возможно на основе модифицированного уравнения Аллера [1, с. 158]:

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕t

)︂
, (1)
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где дополнительный член 𝐴 𝜕3𝑤
𝜕𝑥2𝜕t

призван объяснить факт движения влаги против гради-
ента влажности, 𝐴 – варьируемый коэффициент Аллера.
Уравнение Аллера (1) предполагает бесконечную скорость распространения возмуще-

ния в почве, уравнение А. В. Лыкова

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝐴1

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
(2)

учитывает конечную его скорость. В (2) вводится дополнительное слагаемое 𝐴1
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

, роль
которого становится заметной в процессах, предполагающих быстрые колебания влажно-
сти на границах исследуемого образца почвы. А. В. Лыков полагает, что 𝐴1 = 𝐶𝑥2, где
𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, зависит от коэффициента диффузии, а также пористости тела, его капилляр-
ных свойств и вязкости жидкости [2, с. 197].
Так как коллоидное капиллярно-пористое тело поликапиллярной структуры является

примером фрактальной среды или допускает такую интерпретацию, А.М. Нахушевым
на основе уравнения (2) в [2, с. 197], было представлено «качественно новое уравнение
влагопереноса»

𝐷𝛼
0𝑡𝑤 =

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
− 𝐴1𝐷

𝛼+1
0𝑡 𝑤, (3)

где 𝐷𝛾
0𝑡 – оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля [2, с. 9], 0 < 𝛼 < 1.

Уравнение (3) при 𝛼 = 1 совпадает с уравнением влагопереноса Лыкова (2).
При таком подходе в случае уравнения Аллера (1) мы получаем так называемое, моди-

фицированное уравнение влагопереноса с дробной производной, рассмотренное в работах
[3, 4].
Для описания процессов испарения и инфильтрации В.Я. Кулик [5] предлагает привле-

кать гибридное уравнение, совмещая два известных подхода Аллера и Лыкова. Такого
рода уравнения рассмотрены в работах [6, 7].
В данной работе исследовано уравнение вида

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑤 + 𝐷𝛼

0𝑡𝑤 =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
,

где 𝐴, 𝐴1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 0 < 𝛼 < 1, в случае 𝐷(𝜔) ≡ 1, которое является обобщением
уравнения Аллера-Лыкова в классической постановке.
Исследование будем проводить методом Фурье и методом априорных оценок.
Ранее методом Фурье краевые задачи для уравнений с дробной производной исследова-

лись в работах С.Х. Геккиевой [8], O.P. Agrawal [9], В.А. Нахушевой [10, с. 60], О.Х. Ма-
саевой [11] и других авторов, в том числе методом априорных оценок в работах [12], [13].

2. Постановка задачи

В области 𝑄 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0} рассмотрим уравнение

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑢 + 𝐷𝛼

0𝑡𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝐴𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑥𝑥, 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0. (4)

Регулярным решением уравнения (4) в области 𝑄 назовем функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) из класса
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶

(︀
𝑄
)︀
; 𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡), 𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝑄), которая удовле-

творяет уравнению (4) во всех точках (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.
Сформулируем первую краевую задачу для уравнения (4).

Задача 1. Найти регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения (4) в области 𝑄, удовлетво-
ряющее краевым условиям

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0, (5)
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и начальным условиям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜏(𝑥), lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜈(𝑥), (6)

где 𝜏(𝑥), 𝜈(𝑥) – заданные функции.

3. Решение задачи для однородного уравнения Аллера-Лыкова

с дробной по времени производной

Для решения задачи 1 применим метод разделения переменных.
Для начала найдем класс нетривиальных решений уравнения (4), удовлетворяющих

однородным граничным условиям (5), представимых в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥)𝑦(𝑡). (7)

Подставляя предполагаемую форму решения (7) в уравнение (4), получаем следующие
уравнения для определения функций 𝜙(𝑥), 𝑦(𝑡):

𝜙′′ + 𝜆𝜙 = 0, 𝜙(0) = 0, 𝜙(1) = 0, (8)

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑦 + (1 + 𝐴𝜆)𝐷𝛼

0𝑡𝑦 + 𝜆𝑦 = 0

или

𝐷𝛼+1
0𝑡 𝑦 + 𝑎𝐷𝛼

0𝑡𝑦 + 𝑏𝑦 = 0, (9)

где 𝑎 = 1+𝐴𝜆
𝐴1

, 𝑏 = 𝜆
𝐴1
, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Как известно, решение спектральной задачи (8) имеет вид

𝜙𝑘(𝑥) = sin(𝜋𝑘𝑥), 𝜆 = 𝜆𝑘 = (𝜋𝑘)2, 𝑘 = 1, 2, ... . (10)

Прежде, чем выписывать решение уравнения (9), отметим, что обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения дробного порядка с постоянными коэффициентами исследова-
лись достаточно интенсивно. Для них найдены явные представления решений начальных
и краевых задач в терминах обобщенных функций Миттаг-Леффлера и функций Райта.
Подробное изложение этих результатов и библиографию по теме можно найти в работах
[14, 15]. Для нашей работы, чтобы избежать технически непростого аппарата теории спе-
циальных функций, возникающих при решении этих уравнений, позволим себе решить
уравнение (9), редуцируя его к интегральному уравнению Вольтерра 2-го рода со степен-
ным ядром и решить его методом последовательных приближений.
Пусть 𝑦𝑘(𝑡) – решение уравнения (9), соответствующее собственному значению 𝜆𝑘. По-

действовав на уравнение (9) оператором дробного интегрирования порядка 𝛼+1 [16, с. 15],
получим:

𝑦𝑘(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑦𝑘(𝜏)

[︂
𝑎𝑘 +

𝑏𝑘
Γ(𝛼 + 1)(𝑡− 𝜏)−𝛼

]︂
𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡), (11)

где 𝑎𝑘 = 1+𝐴𝜆𝑘

𝐴1
, 𝑏𝑘 = 𝜆𝑘

𝐴1
, 𝑓 (𝑡) = 𝑡𝛼

Γ(𝛼+1)
(𝜈𝑘 + 𝑎𝑘𝜏𝑘) + 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏𝑘, 𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑦𝑘 (𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜏𝑘,

𝐷𝛼
0𝑡𝑦𝑘 (𝑡)|𝑡=0 = 𝜈𝑘.
Применим к (11) теорию интегральных уравнений Вольтерра. Вводя обозначение

𝐾1(𝑡, 𝜏) =

[︂
𝑎𝑘 +

𝑏𝑘(𝑡− 𝜏)𝛼

Γ(𝛼 + 1)

]︂
𝐻(𝑡− 𝜏), (12)

где 𝐻(𝑧) =

{︃
1, 𝑧 ≥ 0,

0, 𝑧 < 0
– функция Хевисайда,
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и определяя далее последовательность ядер {𝐾𝑛(𝑡, 𝜏)}∞1 посредством рекуррентных соот-
ношений

𝐾𝑛+1(𝑡, 𝜏) =

𝑡∫︁
𝜏

𝐾𝑛 (𝑡, 𝑡1)𝐾1 (𝑡1, 𝜏) 𝑑𝑡1, (13)

методом индукции докажем, что

𝐾𝑛+1(𝑡, 𝜏) =

[︃
𝑛+1∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛 + 1
𝑠

)︂
𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘

(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 1 + 𝑠𝛼)

]︃
𝐻(𝑡− 𝜏), (14)

где

(︂
𝑛 + 1
𝑠

)︂
= (𝑛+1)!

𝑠!(𝑛+1−𝑠)!
.

Действительно, для 𝑛 = 0 (14) следует из (12). Предположим, что (14) верна для любого
𝑙 ≤ 𝑛

𝐾𝑙(𝑡, 𝜏) =

[︃
𝑙∑︁

𝑠=0

(︂
𝑙
𝑠

)︂
𝑎𝑙−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘

(𝑡− 𝜏)𝑙+𝑠𝛼−1

Γ(𝑙 + 𝑠𝛼)

]︃
𝐻(𝑡− 𝜏), 𝑙 ≤ 𝑛. (15)

Подставляя (15) в (13), после элементарных преобразований получаем, что (14) верна и
для любого 𝑙 = 𝑛 + 1. Это доказывает справедливость (14) для любых 𝑛.
Итак, для резольвенты уравнения (11) имеем формулу

𝑅(𝑡, 𝜏, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝐾𝑛+1(𝑡, 𝜏) =

=

[︃
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑛+1∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛 + 1
𝑠

)︂
𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘

(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 1 + 𝑠𝛼)

]︃
𝐻(𝑡− 𝜏).

Таким образом, интегральное уравнение (11) имеет единственное решение, представимое
в виде:

𝑦𝑘(𝑡) = 𝑓(𝑡) −
𝑡∫︁

0

𝑅(𝑡, 𝜏, 𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝜏 =

= (𝜈𝑘 + 𝑎𝑘𝜏𝑘)

[︃
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛 + 1
𝑠

)︂
𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼+𝛼+1

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 2)

]︃
+

+𝜏𝑘

[︃
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
+

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛 + 1
𝑠

)︂
𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼+𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 1)

]︃
.

Итак, решения уравнения (9), соответствующие собственным значениям 𝜆𝑘, имеют вид

𝑦𝑘(𝑡) = (𝜈𝑘 + 𝑎𝜏𝑘)
∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛
(︂

𝑛
𝑠

)︂
𝑎𝑛−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼+𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 1)
+

+𝜏𝑘

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛
(︂

𝑛
𝑠

)︂
𝑎𝑛−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼+𝛼−1

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼)
.

Возвращаясь к задаче (4)–(6), заключаем, что функции

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝜙𝑘(𝑥)𝑦𝑘(𝑡) =

=

(︃
(𝜈𝑘 + 𝑎𝑘𝜏𝑘) 𝑡𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛
(︂

𝑛
𝑠

)︂
𝑎𝑛−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 1)
+
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+ 𝜏𝑘𝑡
𝛼−1

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛
(︂

𝑛
𝑠

)︂
𝑎𝑛−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼)

)︃
sin(𝜋𝑘𝑥)

являются частными решениями уравнения (4), удовлетворяющими граничным условиям
(5), что проверяется непосредственной подстановкой.
Обратимся теперь к решению задачи (4)–(6) в общем случае. Составим ряд

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘(𝑡)𝜙𝑘(𝑥) =

=
∞∑︁
𝑘=1

(︃
(𝜈𝑘 + 𝑎𝑘𝜏𝑘) 𝑡𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂
(−1)𝑛 𝑎𝑛−𝑠

𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡
𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 1)
+

+ 𝜏𝑘𝑡
𝛼−1

∞∑︁
𝑛=0

𝑛+1∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂
(−1)𝑛 𝑎𝑛−𝑠

𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡
𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼)

)︃
sin(𝜋𝑘𝑥). (16)

Функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет граничным условиям, так как им удовлетворяют все члены
ряда (16). Требуя выполнения начальных условий (6), получаем:

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = lim

𝑡→0

∞∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘 (𝑡)𝜙𝑘 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘 (𝑥) lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑦𝑘 (𝑡) =

=
∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘 (𝑥) 𝜏𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘 sin (𝜋𝑘𝑥) = 𝜏(𝑥),

lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘 (𝑥) lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑦𝑘 (𝑡) =

=
∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘 (𝑥) 𝜈𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘 sin (𝜋𝑘𝑥) = 𝜈(𝑥).

Таким образом, в силу (10) получаем: разложимость начальных функций в следующие
ряды Фурье по синусам

𝜏 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘 sin (𝜋𝑘𝑥) , 𝜈 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘 sin (𝜋𝑘𝑥) , (17)

является необходимым условием разрешимости задачи 1 в классе функций, представимых
в виде ряда (16).
Представления (17) имеют место тогда и только тогда, когда

𝜏(0) = 𝜏(1), 𝜈(0) = 𝜈(1),

𝜏𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜏(𝑥) sin(𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥, 𝜈𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜈(𝑥) sin(𝜋𝑘𝑥)𝑑𝑥.

Как известно из теории рядов Фурье [17, c. 696], если функция 𝜏(𝑥) имеет непрерывные
производные до третьего порядка и удовлетворяет условиям 𝜏(0) = 𝜏(1) = 𝜏 ′′(0) = 𝜏 ′′(1) =
0, а 𝜈(𝑥) имеет непрерывные производные до второго порядка и 𝜈(0) = 𝜈(1) = 0, то пред-
ставленная формулой (16) функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет обладать необходимыми производными,
которые могут быть вычислены дифференцированием почленно в правой части (16).
Для обоснования метода Фурье нам понадобится лемма [18, с. 136] об асимптотических

свойствах функции типа Миттаг-Леффлера 𝐸𝜌(𝑧;𝜇) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝜇+𝑘𝜌−1)
.
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Лемма 1. Пусть 𝜌 > 1
2
, 𝜇 – вещественная постоянная и 𝛼1 – фиксированное число из

интервала
(︁

𝜋
2𝜌
,min

{︁
𝜋, 𝜋

𝜌

}︁)︁
. Тогда справедливы следующие оценки:

1. Если |arg 𝑧| ≤ 𝛼1 и |𝑧| ≥ 0, то

|𝐸𝜌(𝑧;𝜇)| ≤ 𝑀1 (1 + |𝑧|)𝜌(1−𝜇) 𝑒𝑅𝑒𝑧𝜌 +
𝑀2

1 + |𝑧|
.

2. Если 𝛼1 ≤ | arg 𝑧| ≤ 𝜋 и |𝑧| ≥ 0, то

|𝐸𝜌(𝑧;𝜇)| ≤ 𝑀2

1 + |𝑧|
,

где 𝑀1 и 𝑀2 – постоянные, не зависящие от 𝑧.

Продолжим обоснование метода Фурье.
Покажем, что ряд (16) и ряды производных 𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑢, 𝐷𝛼
0𝑡𝑢, 𝑢𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
0𝑡𝑢𝑥𝑥, которые получа-

ются из него, будут равномерно сходиться.
Для доказательства равномерной сходимости ряда (16) получим следующее соотноше-

ние, при этом также будем использовать известные оценки коэффициентов Фурье [17,
c. 647] и свойства гамма-функции:

|𝑢𝑘| ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝜈𝑘 + 𝑎𝑘𝜏𝑘) 𝑡𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛
(︂

𝑛
𝑠

)︂
𝑎𝑛−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏𝑘𝑡𝛼−1

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(−1)𝑛
(︂

𝑛
𝑠

)︂
𝑎𝑛−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡

𝑛+𝑠𝛼

Γ(𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑐𝑡𝛼 |𝜈𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑎𝑘𝑡)
𝑛

𝑛∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂ (︀
𝑎−1
𝑘 𝑏𝑘𝑡

𝛼
)︀𝑠

Γ (𝑛 + 𝛼 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑐𝑡𝛼𝑎𝑘 |𝜏𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑎𝑘𝑡)
𝑛

𝑛∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂ (︀
𝑎−1
𝑘 𝑏𝑘𝑡

𝛼
)︀𝑠

Γ (𝑛 + 𝛼 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑐𝑡𝛼−1 |𝜏𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑎𝑘𝑡)
𝑛

𝑛∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂ (︀
𝑎−1
𝑘 𝑏𝑘𝑡

𝛼
)︀𝑠

Γ (𝑛 + 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑐𝑡𝛼
𝑀3

𝑘2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑎𝑘𝑡)
𝑛

(︀
1 + 𝑎−1

𝑘 𝑏𝑘𝑡
𝛼
)︀𝑛

Γ (𝑛 + 𝛼 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑐𝑡𝛼
𝑀4

𝑘2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑎𝑘𝑡)
𝑛

(︀
1 + 𝑎−1

𝑘 𝑏𝑘𝑡
𝛼
)︀𝑛

Γ (𝑛 + 𝛼 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+

+𝑐𝑡𝛼−1𝑀5

𝑘2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

(−𝑎𝑘𝑡)
𝑛

(︀
1 + 𝑎−1

𝑘 𝑏𝑘𝑡
𝛼
)︀𝑛

Γ (𝑛 + 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑡𝛼
𝑀6

𝑘2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

[− (𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡
𝛼+1)]

𝑛

Γ (𝑛 + 𝛼 + 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝑡𝛼−1𝑀7

𝑘2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=0

[− (𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡
𝛼+1)]

𝑛

Γ (𝑛 + 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑡𝛼
𝑀6

𝑘2

⃒⃒
𝐸1

[︀
−
(︀
𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡

𝛼+1
)︀

;𝛼 + 1
]︀⃒⃒

+

+𝑡𝛼−1𝑀7

𝑘2

⃒⃒
𝐸1

[︀
−
(︀
𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡

𝛼+1
)︀

;𝛼
]︀⃒⃒
.

Здесь мы воспользовались свойством Гамма-функции:

1

Γ (𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝜇)
≤ 𝑐

Γ(𝑛 + 𝜇)
,
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где 𝜇 > 0, 𝑐 – зависит от 𝛼 и 𝜇 и не зависит от 𝑠 и 𝑛.
Рассмотрим ряд

∞∑︁
𝑘=1

(︂
𝑡𝛼
𝑀6

𝑘2
𝐸1

[︀
−
(︀
𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡

𝛼+1
)︀

;𝛼 + 1
]︀

+ 𝑡𝛼−1𝑀7

𝑘2
𝐸1

[︀
−
(︀
𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡

𝛼+1
)︀

;𝛼
]︀)︂

. (18)

Используя вторую оценку из леммы 1, получим

|𝑢𝑘| ≤
𝑀6𝑀2𝑡

𝛼

𝑘2 [1 + |𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝛼+1|]
+

𝑀7𝑀2𝑡
𝛼−1

𝑘2 [1 + |𝑎𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑡𝛼+1|]
,

откуда следует равномерная сходимость ряда (18).
Из сходимости мажорантного ряда, имеющего порядок 1

𝑘4
, следует и равномерная схо-

димость ряда (18), а значит и ряда (16) при 𝑡 ≥ 𝑡0 > 0, где 𝑡0 – любое число.
Равномерная сходимость рядов

𝐷𝛼+1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=1

𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑘, 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑘,

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥2
, 𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑘

доказывается аналогично, и отсюда следует возможность почленного дифференцирова-
ния ряда (17) и применения обобщенного принципа суперпозиции, т.е. функция 𝑢(𝑥, 𝑡),
определяемая рядом (17), удовлетворяет уравнению (4).
Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝜏 ∈ C3[0, 1], 𝜈 ∈ C2[0, 1] и выполнены условия согласования
𝜏(0) = 𝜏(1) = 𝜏 ′′(0) = 𝜏 ′′(1) = 0, 𝜈(0) = 𝜈(1) = 0, тогда функция, определяемая рядом (16):

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

(︃
(𝜈𝑘 + 𝑎𝑘𝜏𝑘) 𝑡𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂
(−1)𝑛 𝑎𝑛−𝑠

𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡
𝑛+𝑠𝛼

Γ (𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼 + 1)
+

+𝜏𝑘𝑡
𝛼−1Γ (𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑠=0

(︂
𝑛
𝑠

)︂
(−1)𝑛 𝑎𝑛−𝑠

𝑘 𝑏𝑠𝑘𝑡
𝑛+𝑠𝛼

Γ (𝑛 + 𝑠𝛼 + 𝛼)

)︃
sin(𝜋𝑘𝑥),

где

𝜏𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜏 (𝑥) sin (𝜋𝑘𝑥) 𝑑𝑥, 𝜈𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜈 (𝑥) sin (𝜋𝑘𝑥) 𝑑𝑥,

𝑎𝑘 =
1 + 𝐴(𝜋𝑘)2

𝐴1

, 𝑏𝑘 =
(𝜋𝑘)2

𝐴1

, 0 < 𝛼 < 1,

представляет регулярное решение задачи 1.

4. Единственность решения задачи для неоднородного уравнения

Аллера-Лыкова с дробной по времени производной

Задача 2. В области 𝑄 рассмотрим краевую задачу для неоднородного уравнения

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑢 + 𝐷𝛼

0𝑡𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝐴𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (19)

с краевыми условиями (5) и начальными условиями (6).

Обозначим 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇} .
Предполагая существование регулярного решения уравнения (19) в области 𝑄𝑇 , сфор-

мулируем следующую теорему.
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Теорема 2. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ C
(︀
𝑄̄𝑇

)︀
; 𝜈(𝑥) ∈ C[0, 1], 𝜏(𝑥) ∈ C2[0, 1] всюду на 𝑄̄ и вы-

полнено условие 𝜏(0) = 𝜏(1) = 0, тогда для решения задачи (19), (5), (6) справедлива
априорная оценка

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑢‖

2
0 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑢‖
2
2,𝑄𝑡

≤ 𝑀1(𝑡)
(︁
‖𝑓‖22,𝑄𝑡

+ ‖𝜏 ′′(𝑥)‖20 + ‖𝜈(𝑥)‖20
)︁
, (20)

где ‖𝑢‖20 =
∫︀ 1

0
𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, ‖𝑢‖22,𝑄𝑡

=
∫︀ 𝑡

0
‖𝑢(𝑥, 𝜏)‖20𝑑𝜏.

Доказательство. Аналогично [19], введем новую неизвестную функцию 𝑣(𝑥, 𝑡), полагая

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) +
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

так, что 𝑣(𝑥, 𝑡) представляет собой отклонение функции 𝑢(𝑥, 𝑡) от известной функции
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥). С учетом 𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑡𝛼−1 = 0, 𝐷𝛼
0𝑡𝑡

𝛼−1 = 0 [16, с. 15], имеем

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑣 + 𝐷𝛼

0𝑡𝑣 − 𝑣𝑥𝑥 − 𝐴𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥𝑥 =

= 𝑓(𝑥, 𝑡) −
(︂
𝐴1𝐷

𝛼+1
0𝑡 + 𝐷𝛼

0𝑡 −
𝜕2

𝜕𝑥2
− 𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕2

𝜕𝑥2

)︂(︂
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

)︂
=

= 𝑓(𝑥, 𝑡) +
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏 ′′(𝑥).

Итак, функция 𝑣(𝑥, 𝑡) будет определяться, как решение уравнения

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑣 + 𝐷𝛼

0𝑡𝑣 − 𝑣𝑥𝑥 − 𝐴𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (21)

с начальными условиями

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑣(𝑥, 𝑡) = lim

𝑡→0
𝐷𝛼−1

0𝑡

(︂
𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

)︂
=

= 𝜏(𝑥) − 𝜏(𝑥)

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑡𝛼−1 = 0,

(22)

lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑣(𝑥, 𝑡) = lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡

(︂
𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

)︂
= 𝜈(𝑥) − 𝜏(𝑥)

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑡

𝛼−1 = 𝜈(𝑥)

и граничными условиями

𝑣(0, 𝑡) = 𝑣(1, 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (23)

где 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏 ′′(𝑥).

Получим априорную оценку в терминах дробной производной Римана-Лиувилля, для
чего умножим уравнение (21) скалярно на 𝐷𝛼

0𝑡𝑣:

𝐴1

(︀
𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑣,𝐷𝛼
0𝑡𝑣
)︀

+ (𝐷𝛼
0𝑡𝑣,𝐷

𝛼
0𝑡𝑣) − (𝑣𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
0𝑡𝑣) − 𝐴 (𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥𝑥, 𝐷
𝛼
0𝑡𝑣) = (𝐹,𝐷𝛼

0𝑡𝑣) , (24)

где (𝑢, 𝑣) =
1∫︀
0

𝑢𝑣𝑑𝑥, (𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖20.

Преобразуем слагаемые тождества (24) с учетом (22), (23):

𝐴1

(︀
𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑣,𝐷𝛼
0𝑡𝑣
)︀

= 𝐴1

1∫︁
0

1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕2

𝜕𝑡2

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

=
𝐴1

2

1∫︁
0

𝜕

𝜕𝑡
(𝐷𝛼

0𝑡𝑣)2 𝑑𝑥 =
𝐴1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 ,

(𝐷𝛼
0𝑡𝑣,𝐷

𝛼
0𝑡𝑣) = ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 ,
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(𝑣𝑥𝑥, 𝐷
𝛼
0𝑡𝑣) =

1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

=
1

Γ(1 − 𝛼)

⎧⎨⎩𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1

0

−
1∫︁

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥

⎫⎬⎭ .

В силу (23)

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1

0

= 0,

тогда (︀
𝑣𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
0,𝑡𝑣
)︀

= − 1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥.

Аналогично получим

𝐴 (𝐷𝛼
𝑜𝑡𝑣𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
𝑜𝑡𝑣) = 𝐴

1∫︁
0

1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

= 𝐴
1

Γ2(1 − 𝛼)

1∫︁
0

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

= 𝐴
1

Γ2(1 − 𝛼)

⎧⎨⎩ 𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1

0

−

−𝐴

1∫︁
0

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥

⎫⎬⎭ =

= −𝐴

1∫︁
0

⎛⎝ 1

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

⎞⎠2

𝑑𝑥 = −𝐴 ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥‖

2
0 .

Для оценки правой части воспользуемся неравенством Коши-Буняковского
и 𝜀-неравенством [20, с. 100], которое справедливо для любого числа 𝜀 > 0:

(𝐹,𝐷𝛼
0𝑡𝑣) ≤ 1

4𝜀
‖𝐹‖20 + 𝜀 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 .

С учетом полученных неравенств из (24) получим

𝐴1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 +

1

Γ(1 − 𝛼)

1∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥+

+ 𝐴 ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥‖

2
0 ≤

1

4𝜀
‖𝐹‖20 + 𝜀 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 . (25)

Проинтегрируем (25) по 𝜏 от 0 до 𝑡:

𝐴1

2
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖
2
0 +

𝑡∫︁
0

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏 +

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

1∫︁
0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)
𝜕

𝜕𝜏

𝜏∫︁
0

𝑣𝑥 (𝑥, 𝜏1) 𝑑𝜏1
(𝜏 − 𝜏1)

𝛼 𝑑𝑥+
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+𝐴

𝑡∫︁
0

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏 ≤ 1

4𝜀
‖𝐹‖22,𝑄𝑡

+ 𝜀

𝑡∫︁
0

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏 +

𝐴1

2
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣(𝑥, 0)‖20 .

Усилим последнее неравенство, учитывая неотрицательность интеграла, стоящего в левой
части этого неравенства [2, с. 43], в результате получим

𝐴1 ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖

2
0 + 2𝐴 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥‖
2
2,𝑄𝑡

+ 2𝜀1 ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖

2
2,𝑄𝑡

≤ 1

2𝜀
‖𝑓‖22,𝑄𝑡

+ 𝐴1 ‖𝜈(𝑥)‖20 ,

где ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖

2
2,𝑄𝑡

=
∫︀ 𝑡

0
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝜏 , 𝜀1 = 1 − 𝜀. Откуда следует оценка

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖

2
0 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥‖
2
2,𝑄𝑡

+ ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖

2
2,𝑄𝑡

≤ 𝑀(𝑡)
(︁
‖𝐹‖22,𝑄𝑡

+ ‖𝜈(𝑥)‖20
)︁

или, возвращаясь к 𝑢 (𝑥, 𝑡), получим (20).
Теорема доказана.

Замечание 1. Из (20)следует единственность решения задачи (20), (5), (6).

Действительно, пусть 𝑢 – решение однородной задачи, т.е. 𝑓 = 𝜏 = 𝜈 = 0, тогда из (20)
имеем

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑢‖

2
0 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑢‖
2
2,𝑄𝑡

= 0.

Применяя обобщенную формулу Ньютона – Лейбница [16, с. 15]:

𝐷−𝛼
0𝑡 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡),

в частности, получим

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥) = 0 в 𝑄𝑇 .

Учитывая произвольность 𝑇 , получаем что 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 во всех точках (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.
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