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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ

СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ ПО НАХОЖДЕНИЮ СОМНОЖИТЕЛЕЙ

ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ, ЗАВИСЯЩИХ ОТ ВРЕМЕНИ

С.Н. СИДОРОВ

Аннотация. Для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа с вырож-
дающейся гиперболической частью в прямоугольной области рассмотрены прямая и
обратные задачи по определению сомножителей правых частей, зависящих от времени.
Предварительно изучена прямая начально-граничная задача для данного уравнения.
Методом спектрального анализа установлен критерий единственности решения. А само
решение прямой начально граничной задачи построено в виде суммы ряда по систе-
ме собственных функций соответствующей одномерной спектральной задаче Штурма-
Лиувилля. При обосновании сходимости ряда возникла проблема малых знаменателей.
В связи с чем были установлены оценки об отделенности от нуля малых знаменателей
с соответствующей асимптотикой. Эти оценки позволили обосновать сходимость по-
строенного ряда в классе регулярных решений данного уравнения. На основе решения
прямой задачи поставлены и изучены три обратные задачи по отысканию сомножителя
правой части, зависящей от времени, только из параболической или гиперболической
части уравнения, и когда неизвестными одновременно являются сомножители из обеих
частей уравнения. Используя формулу решения прямой начально-граничной задачи,
решение обратных задач эквивалентно редуцировано к разрешимости нагруженных
интегральных уравнений. На основании теории интегральных уравнений доказаны со-
ответствующие теоремы единственности и существования решений поставленных об-
ратных задач. При этом решения обратных задач построены в явном виде – как суммы
ортогональных рядов.
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1. Постановка задач

Рассмотрим уравнение смешанного типа

𝐿𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (1.1)

здесь

𝐿𝑢 =

{︃
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑏𝑢,

(−𝑡)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡 − 𝑏(−𝑡)𝑚𝑢,
𝐹 (𝑥, 𝑡) =

{︃
𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑡), 𝑡 < 0,
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в прямоугольной области

𝐷 = {(𝑥, 𝑡)| 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑡 < 𝛽},
где 𝑚 > 0, 𝑙 > 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 – заданные действительные числа, и 𝑏 – заданное любое
действительное число, и поставим следующие задачи.
Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую следующим условиям:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶1
𝑡 (𝐷) ∩ 𝐶1

𝑥(𝐷) ∩ 𝐶2
𝑥(𝐷+) ∩ 𝐶2(𝐷−); (1.2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷+ ∪𝐷−; (1.3)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; (1.4)

𝑢(𝑥,−𝛼) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑙, (1.5)

где 𝐹 (𝑥, 𝑡) – заданная достаточно гладкая функция, 𝐷+ = 𝐷∩{𝑡 > 0}, 𝐷− = 𝐷∩{𝑡 < 0}.
Задача 2. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑔1(𝑡), удовлетворяющие условиям (1.2) – (1.5) и

𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽]; (1.6)

𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ1(𝑡), 0 < 𝑥0 < 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝛽, (1.7)

где 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, 𝑔2(𝑡), ℎ1(𝑡) – заданные функции, 𝑥0 – заданная точка из интервала
(0, 𝑙), 𝐷+ = 𝐷 ∩ {𝑡 > 0}, 𝐷− = 𝐷 ∩ {𝑡 < 0}.
Задача 3. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑔2(𝑡), удовлетворяющие условиям (1.2) – (1.5) и

𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0], (1.8)

𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ2(𝑡), 0 < 𝑥0 < 𝑙, −𝛼 6 𝑡 6 0, (1.9)

где 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, 𝑔1(𝑡), ℎ2(𝑡) – известные функции.
Задача 4. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), удовлетворяющие условиям (1.2)–(1.9),

здесь 𝑓𝑖(𝑥), ℎ𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, – заданные функции.
Отметим, что в задачах 2–4 условия (1.7) и (1.9) являются дополнительными для опре-

деления функций 𝑔1(𝑡) и 𝑔2(𝑡).
К одним из первых исследований задач сопряжения, когда на одной части области за-

дано параболическое уравнение, на другой – гиперболическое уравнение, можно отнести
работу И.М. Гельфанда [1]. Он рассматривает пример, связанный с движением газа в кана-
ле, окруженном пористой средой, при этом в канале движение газа описывается волновым
уравнением, вне его – уравнением диффузии. Я.С. Уфлянд [2, 3] задачу о распространении
электрических колебаний в составных линиях, когда на участке полубесконечной линии
пренебрегается потерями, а остальная часть линии рассматривается как кабель без утеч-
ки, свел к решению уравнения смешанного параболо-гиперболического типа. Эта задача
для более общего уравнения рассмотрена в монографии Т.Д. Джураева [4].
О.А. Ладыженская и Л. Ступялис [5, 6] в многомерном пространстве рассмотрели

начально-граничные краевые задачи на сопряжения для параболо-гиперболических урав-
нений, которые возникают при изучении задачи о движении проводящей жидкости в элек-
тромагнитном поле.
В работах Н.Ю. Капустина [7] методами функционального анализа доказана однознач-

ная разрешимость аналога задачи Трикоми в пространстве 𝐿2 для уравнения (1.1) при
𝑏 = 0, 0 < 𝑚 6 1 и 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0 в смешанной области, параболическая часть которой совпа-
дает с 𝐷+, а гиперболическая часть представляет собой характеристический треугольник
с основанием на линии вырождения. В аналогичной области Е.И. Моисеев, Н.Ю. Капу-
стин [8] методом спектрального анализа изучили задачи для параболо-гиперболических
уравнений и соответствующие одномерные спектральные задачи.
Ранее задачи 1–4 впервые поставлены и изучены в работах К.Б. Сабитова [9, с. 228–238],

[10] для уравнения (1.1) при 𝑚 = 0. Начально-граничная задача (1.2)–(1.5) для однород-
ного уравнения (1.1), т.е. когда 𝐹𝑖(𝑥, 𝑡) ≡ 0, 𝑖 = 1, 2, изучена в работах [11 – 14], а когда
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𝐹𝑖(𝑥, 𝑡) ̸= 0 – в работе [15]. В работах [16 – 18] были изучены обратные задачи по отысканию
функций 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑓𝑖(𝑥), когда 𝑔𝑖(𝑡) ≡ 1.
Обратные задачи возникают во многих областях науки: электродинамике, акустике,

квантовой теории рассеяния, геофизике (обратные задачи электроразведки, сейсмики, тео-
рии потенциала), астрономии и других областях естествознания. Это связано с тем, что
значения параметров модели могут быть получены из наблюдаемых данных, а свойства
среды на практике часто бывают неизвестны.
Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных уравнений в

частных производных, т.е. для параболических, гиперболических и эллиптических урав-
нений, изучены достаточно полно (см. работы [19–25] и приведенную там обширную биб-
лиографию). Так, например, в [22, 25] для уравнения теплопроводности изучены обратные
задачи по нахождению правой части, зависящей от времени методом интегральных урав-
нений.
В работах А.И. Прилепко и его учеников [26–28] рассмотрены обратные задачи по поиску

неизвестной правой части для отдельных типов дифференциальных уравнений в частных
производных.
В работах В.В. Соловьева [29, 30] для уравнения параболического типа рассмотрены

обратные задачи определения правой части 𝐹 (𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡), где неизвестной
является функция 𝑓(𝑡).
В работе А.Б. Костина [31] для параболического уравнения исследована обратная задача

восстановления источника – правой части 𝐹 (𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑥), где неизвестной является
функция 𝑓(𝑥).
А.И. Кожановым и Р.Р. Сафиулловой [32, 33] изучены обратные задачи нахождения

вместе с решением параболического уравнения также неизвестного внешнего воздействия
(правой части).
В данной статье впервые поставлены и изучены обратные задачи 2–4 по отысканию со-

множителей правой части уравнения смешанного параболо-гиперболического типа с вы-
рождающейся гиперболической частью, исследование которых проводится на основе реше-
ния прямой начально-граничной задачи 1. Как было отмечено выше, что в работах [11–15]
решение этой задачи построено в виде суммы ортогонального ряда, при обосновании сходи-
мости которого возникла проблема малых знаменателей. В связи с чем, были установлены
оценки об отделенности от нуля малых знаменателей с соответствующей асимптотикой,
которые позволили обосновать сходимость ряда в классе регулярных решений уравнения
(1.1). На основе формулы решения этой задачи решение обратных задач 2 – 4 эквива-
лентно редуцировано к разрешимости нагруженных интегральных уравнений. Используя
теорию интегральных уравнений, доказаны соответствующие теоремы единственности и
существования решений поставленных обратных задач и указаны явные формулы реше-
ния.

2. Исследование прямой начально-граничной задачи

На основании работы [15] решение прямой задачи (1.2)–(1.5) определяется рядом

𝑢(𝑥, 𝑡) =

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑇𝑘(𝑡) sin𝜇𝑘𝑥, 𝜇𝑘 =
𝜋𝑘

𝑙
, (2.1)

где

𝑇𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔𝑘(𝛼)

∆𝑘(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑘𝑡 + 𝑓1𝑘
𝑡∫︀
0

𝑔1(𝑠)𝑒
−𝜆2

𝑘(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝜔𝑘(𝛼)

∆𝑘(𝛼)
∆𝑘(−𝑡) − 𝜔𝑘(−𝑡), 𝑡 < 0,

(2.2)
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∆𝑘(−𝑡) = 𝜆2
𝑘𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞) + 𝛾−1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞),

𝛾1/(2𝑞)(𝑘) =
1

2𝑞
Γ

(︂
1

2𝑞

)︂(︂
2

𝑝𝑘

)︂1/(2𝑞)

, 𝛾−1/(2𝑞)(𝑘) = − 1

2𝑞
Γ

(︂
− 1

2𝑞

)︂(︂
2

𝑝𝑘

)︂−1/(2𝑞)

,

𝑓𝑖𝑘 =

√︂
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓𝑖(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥 𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2,

𝜔𝑘(−𝑡) = 𝑓1𝑘𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑘)
√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞) − 𝑓2𝑘𝑊𝑘(−𝑡),

𝑊𝑘(−𝑡) =
𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

0∫︁
𝑡

𝑔2(𝑠)
√
𝑠 𝑡𝑊 (𝑠,−𝑡) 𝑑𝑠, (2.3)

𝑊 (𝑠,−𝑡) = 𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞) − 𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞),

𝐽1/(2𝑞)(𝑧) и 𝐽−1/(2𝑞)(𝑧) – функции Бесселя первого рода, Γ(·) – гамма-функция, 𝜆2
𝑘 = 𝑏+𝜇2

𝑘,

𝑝𝑘 = 𝜆𝑘/𝑞, 𝑞 = (𝑚 + 2)/2, ̃︀𝜆𝑘 = 𝜆𝑘𝑙, 𝛼𝑞𝑙 = 𝛼𝑞/(𝑞 𝑙), при условии, что при всех 𝑘 ∈ N

∆𝑘(𝛼) = 𝜆2
𝑘𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(̃︀𝜆𝑘𝛼𝑞𝑙) + 𝛾−1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽−1/(2𝑞)(̃︀𝜆𝑘𝛼𝑞𝑙) ̸= 0. (2.4)

Отметим, что в дальнейшем будем считать 𝑏 = 𝜇2 ≥ 0, 𝜇 ≥ 0, так как если 𝑏 < 0, то,
начиная с некоторого номера 𝑘0 при всех 𝑘 > 𝑘0, выражение 𝑏 + 𝜇2

𝑘 > 0, т.е. знак 𝑏 не
влияет на полученные результаты.
В работах [14, 15] показано, что ∆𝑘(𝛼) имеет счетное множество нулей. Это множе-

ство совпадает с множеством нулей линейной комбинации функций Бесселя 𝐽1/(2𝑞)(̃︀𝜆𝑘𝛼𝑞𝑙)

и 𝐽−1/(2𝑞)(̃︀𝜆𝑘𝛼𝑞𝑙). Поскольку ∆𝑘(𝛼) входит в знаменатель коэффициентов ряда (2.1), то воз-
никает проблема малых знаменателей [34, 14, 15]. Поэтому для обоснования сходимости
ряда (2.1) необходимо показать существование чисел 𝛼, 𝑙, 𝑚 и 𝑏, при которых выражение
∆𝑘(𝛼) отделено от нуля.

Лемма 2.1. Если 𝛼𝑞𝑙 = 𝑝/𝑡 – любое дробное число, где 𝑝 и 𝑡 – взаимно-простые нату-
ральные числа и 𝑟/𝑡 ̸= (3𝑞 + 1)/(4𝑞) при 𝑟 = 1, 𝑡− 1, то существуют положительные
постоянные 𝑘0 ∈ N и 𝐶0, такие, что при любых 𝑘 > 𝑘0 и фиксированных 𝜇 ≥ 0 справед-
лива оценка

|𝑘−1−𝜆∆𝑘(𝛼)| ≥ 𝐶0 > 0, 𝜆 = 1/2 − 1/(2𝑞). (2.5)

Доказательство. Доказательство приведено в работе [15].

На основе этой леммы устанавливается справедливость следующего утверждения.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1, 𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽], 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0],
𝑓𝑖(𝑥) ∈ 𝐶3[0, 𝑙], 𝑓𝑖(0) = 𝑓𝑖(𝑙) = 𝑓 ′′

𝑖 (0) = 𝑓 ′′
𝑖 (𝑙) = 0, 𝑖 = 1, 2. Тогда, если ∆𝑘(𝛼) ̸= 0 при

𝑘 = 1, 𝑘0, то существует единственное решение задачи (1.2) – (1.5), которое определя-
ется рядом (2.1), коэффициенты которого определяются формулой (2.2).

Доказательство. Доказательство проводится аналогично работе [15].

3. Исследование обратной задачи 2

На основе формулы решения прямой задачи, исследованной в п. 2, рассмотрим обратную
задачу 2. Требуя, чтобы функция (2.1) удовлетворяла условию (1.7), имеем√︂

2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 𝜔𝑘(𝛼)

∆𝑘(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑘𝑡 + 𝑓1𝑘

𝑡∫︁
0

𝑔1(𝑠)𝑒
−𝜆2

𝑘(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠

⎤⎦ sin𝜇𝑘𝑥0 = ℎ1(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝛽,
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или

𝑔1(0)

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘𝛾1/(2𝑞)(𝑘)
√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑘𝑡 sin𝜇𝑘𝑥0−

−
√︂

2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘𝑊𝑘(𝛼)

∆𝑘(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑘𝑡 sin𝜇𝑘𝑥0+

+

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘

𝑡∫︁
0

𝑔1(𝑠)𝑒
−𝜆2

𝑘(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠 sin𝜇𝑘𝑥0 = ℎ1(𝑡).

В последнем слагаемом поменяем местами операции интегрирования и суммирования,
что законно в силу равномерной сходимости ряда (2.1) на 𝐷 [15]. Тогда для функции 𝑔1(𝑡)
получим нагруженное интегральное уравнение Вольтерра первого рода

𝑡∫︁
0

𝑔1(𝑠)𝐾1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 = ̃︀ℎ1(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝛽, (3.1)

с ядром

𝐾1(𝑠, 𝑡) =

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘𝑒
−𝜆2

𝑘(𝑡−𝑠) sin𝜇𝑘𝑥0, (3.2)

и правой частью ̃︀ℎ1(𝑡) = ℎ1(𝑡) − 𝑔1(0)𝐻1(𝑡) + 𝐻2(𝑡), (3.3)

здесь

𝐻1(𝑡) =

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘𝑒
−𝜆2

𝑘𝑡

∆𝑘(𝛼)
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞) sin𝜇𝑘𝑥0, (3.4)

𝐻2(𝑡) =

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘𝑒
−𝜆2

𝑘𝑡

∆𝑘(𝛼)
𝑊𝑘(𝛼) sin𝜇𝑘𝑥0. (3.5)

Лемма 3.1. Если функции 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, удовлетворяют условиям теоремы 2.1, то
ряды (3.2), (3.4) и (3.5) и их производные по 𝑡 на замкнутом множестве 0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝛽
сходятся равномерно.

Доказательство. Ряд (3.2) и его производная по 𝑡 при 0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝛽 мажорируются
соответственно рядами

𝑀1

∞∑︁
𝑘=1

|𝑓1𝑘| и 𝑀2

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2|𝑓1𝑘|,

где 𝑀𝑖 – здесь и далее положительные постоянные.
C учетом леммы 2.1, асимптотической оценки [35, с. 98]

𝐽𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos

(︁
𝑧 − 𝜋

2
𝜈 − 𝜋

4

)︁
+ 𝑂(𝑧−5/2), 𝑧 → ∞, (3.6)

и леммы 2.5 [15] оценим выражения, стоящие под знаком суммы в (3.4) и (3.5) при боль-
ших 𝑘:

|𝑓1𝑘𝑒−𝜆2
𝑘𝑡||𝛾1/(2𝑞)(𝑘)|

√
𝛼 |𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼𝑞)|

|∆𝑘(𝛼)|
6

𝑀3|𝑓1𝑘|𝑘−1+𝜆

𝑘1+𝜆𝐶0

6 𝑀4𝑘
−2|𝑓1𝑘|,

|𝑓2𝑘𝑒−𝜆2
𝑘𝑡||𝑊𝑘(𝛼)|

|∆𝑘(𝛼)|
6

𝑀5|𝑓2𝑘|𝑘−1+𝜆

𝑘1+𝜆𝐶0

6 𝑀6𝑘
−2|𝑓2𝑘|.
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Для выражений, стоящих под знаком суммы в производных 𝐻 ′
1(𝑡) и 𝐻 ′

2(𝑡), получим сле-
дующие оценки:

|𝑓1𝑘𝜆2
𝑘𝑒

−𝜆2
𝑘𝑡||𝛾1/(2𝑞)(𝑘)|

√
𝛼 |𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼𝑞)|

|∆𝑘(𝛼)|
6 𝑀7|𝑓1𝑘|,

|𝑓1𝑘𝜆2
𝑘𝑒

−𝜆2
𝑘𝑡||𝑊𝑘(𝛼)|

|∆𝑘(𝛼)|
6 𝑀8|𝑓2𝑘|.

Отсюда следует, что ряды (3.2), (3.4) и (3.5) и их производные первого порядка на замкну-
том множестве 0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝛽 мажорируются соответственно рядами

𝑀9

∞∑︁
𝑘=1

|𝑓1𝑘|, 𝑀10

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2|𝑓2𝑘|. (3.7)

Тогда при выполнении условий леммы 3.1 ряды (3.7) сходятся. Поэтому ряды (3.2), (3.4),
(3.5) и ряды, полученные из них почленным дифференцированием по 𝑡 один раз при
0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝛽, сходятся равномерно.

Дифференцируя уравнение (3.1) по 𝑡, имеем

𝐾1(𝑡, 𝑡)𝑔1(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑔1(𝑠)
𝜕𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠 = ̃︀ℎ′

1(𝑡). (3.8)

Положив в (3.2) 𝑠 = 𝑡, будем иметь

𝐾1(𝑡, 𝑡) =
+∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘 sin𝜇𝑘𝑥0 = 𝑓1(𝑥0). (3.9)

Правая часть равенства (3.9) представляет собой разложение в ряд функции 𝑓1(𝑥) по

системе
{︁√︁

2
⧸︀
𝑙 sin𝜇𝑘𝑥

}︁
𝑘≥1

в точке 𝑥 = 𝑥0. Если 𝑓1(𝑥0) ̸= 0, то из уравнения (3.8) получаем

интегральное уравнение

𝑔1(𝑡) − 𝜆

𝑡∫︁
0

𝑔1(𝑠)
𝜕𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠 =

̃︀ℎ′
1(𝑡)

𝑓1(𝑥0)
, (3.10)

где

𝜆 = − 1

𝑓1(𝑥0)
.

Уравнение (3.10) есть интегральное уравнение Вольтерра второго рода с непрерывным
ядром и непрерывной правой частью. Как известно (см. например работу [36, с. 437]), такое
уравнение имеет единственное решение в классе функций 𝐶[0, 𝛽] для любого 𝑔1(0). Найдем
эту постоянную, входящую в правую часть уравнения (3.10). Для этого в уравнении (3.10)
положим 𝑡 = 0, тогда имеем

𝑓1(𝑥0)𝑔1(0) = ℎ′
1(0) − 𝑔1(0)𝐻 ′

1(0) + 𝐻 ′
2(0).

Отсюда найдем

𝑔1(0) =
ℎ′
1(0) + 𝐻 ′

2(0)

𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′
1(0)

(3.11)

при условии

𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′
1(0) =

√︂
2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘 sin𝜇𝑘𝑥0−

−
√︂

2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘𝜆
2
𝑘𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
sin𝜇𝑘𝑥0 =
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=

√︂
2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘

[︂
1 −

𝜆2
𝑘𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)

]︂
sin𝜇𝑘𝑥0 =

=

√︂
2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘𝛾−1/(2𝑞)(𝑘)
√
𝛼𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
sin𝜇𝑘𝑥0 ̸= 0. (3.12)

Пусть, например, 𝑞 = 1 и 𝜇 = 0. Тогда условие (3.12) принимает вид√︂
2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘 cos𝜆𝑘𝛼

𝜆𝑘 sin𝜆𝑘𝛼 + cos𝜆𝑘𝛼
sin𝜇𝑘𝑥0 ̸= 0,

которое выполняется при 𝛼𝑙 = 𝛼/𝑙 = 𝑝 ∈ N.
Уравнение (3.8) (в котором 𝑔1(0) задано формулой (3.11)) является классическим урав-

нением Вольтерра второго рода, решение которого легко строится методом последователь-
ных приближений.
Таким образом, нами доказана следующая

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1; функции 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, и 𝑔2(𝑡)
удовлетворяют условиям теоремы 2.1, ℎ1(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝛽]; 𝑓1(𝑥0) ̸= 0 Тогда, если вы-
полнено условие (3.12), то интегральное уравнение (3.8) имеет единственное решение
𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽], следовательно, задача 2 имеет единственное решение; если условие (3.12)
нарушается, то интегральное уравнение (3.8), следовательно задача 2, имеют решения
с точностью слагаемого, множителем которого является неизвестное число 𝑔1(0).

Теперь покажем, что условие 𝑓1(𝑥0) ̸= 0 является существенным для однозначной разре-
шимости задачи 2. Действительно, существует функция 𝑓1(𝑥) = sin𝜇𝑚𝑥 = sin 𝜋𝑚̃︀𝑥, где 𝑚
– некоторое фиксированное натуральное число, ̃︀𝑥 = 𝑥/𝑙, такая, что 𝑓1(𝑥0) = sin 𝜋𝑚̃︀𝑥0 = 0.
Для такой функции при любой функции 𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽] и ℎ1(𝑡) ≡ 0 существует ненулевое
решение задачи 2

𝑢1𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝑇1𝑚(𝑡) sin𝜇𝑚𝑥, (3.13)

где

𝑇1𝑚(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑚𝑡 +
𝑡∫︀
0

𝑔1(𝑠)𝑒
−𝜆2

𝑚(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
∆𝑚(−𝑡) − 𝜔1𝑚(−𝑡), 𝑡 < 0,

𝜔1𝑚(−𝑡) = 𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑚)
√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑚(−𝑡)𝑞) − 𝑓2𝑚𝑊𝑚(−𝑡).

В самом деле, построенная функция (3.13) удовлетворяет условиям (1.2) – (1.7) (где
ℎ1(𝑡) ≡ 0). Принадлежность классу (1.2) следует из того, что на основании асимптотиче-
ской формулы [35, с. 102]

𝐽𝜈(𝑧) ∼ 1

Γ(1 + 𝜈)

(︁𝑧
2

)︁𝜈

при 𝑧 → 0,

и леммы 2.1 имеем

lim
𝑡→0+0

𝑢1𝑚(𝑥, 𝑡) =
𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
sin𝜇𝑚𝑥 = lim

𝑡→0−0
𝑢1𝑚(𝑥, 𝑡) =

= lim
𝑡→0−0

[︂
𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
∆𝑚(−𝑡) − 𝜔1𝑚(−𝑡)

]︂
sin𝜇𝑚𝑥 =

= sin𝜇𝑚𝑥 lim
𝑡→0−0

𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)

[︁
𝜆2
𝑚

√
−𝑡𝛾1/(2𝑞)(𝑠)𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑚(−𝑡)𝑞)+

+
√
−𝑡𝛾−1/(2𝑞)(𝑚)𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑚(−𝑡)𝑞)

]︁
−
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− sin𝜇𝑚𝑥 lim
𝑡→0−0

[︁
𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑚)

√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑚(−𝑡)𝑞) − 𝑓2𝑚𝑊𝑚(−𝑡)

]︁
=

= sin𝜇𝑚𝑥 lim
𝑡→0−0

[︁𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
(−𝜆2

𝑚𝑡 + 1) + 𝑔1(0)𝑡− 𝑓2𝑚𝑊𝑚(−𝑡)
]︁

=
𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
sin𝜇𝑚𝑥.

В силу дифференцируемости асимптотической оценки функции Бесселя нетрудно пока-
зать равенство производных по нормали к линии изменения типа:

lim
𝑡→0+0

𝜕𝑢1𝑚(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

[︁
− 𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
𝜆2
𝑚 + 𝑔1(0)

]︁
sin𝜇𝑚𝑥 = lim

𝑡→0−0

𝜕𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
.

Условия (1.4) и (1.5) также выполняются, так как

𝑢1𝑚(𝑥,−𝛼) =
[︁𝜔1𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
∆𝑚(𝛼) − 𝜔1𝑚(𝛼)

]︁
sin𝜇𝑚𝑥 = 0,

𝑢1𝑚(𝑥0, 𝑡) = 𝑇1𝑚(𝑡) sin𝜇𝑚𝑥0 = 0.

Из построения функции (3.13) следует, что 𝑢1𝑚(𝑥, 𝑡) на множестве 𝐷− ∪𝐷+ является ре-
шением уравнения (1.1).
Теперь выясним, для каких точек ̃︀𝑥0 из (0, 1) имеет место равенство

sin 𝜋𝑚̃︀𝑥0 = 0 ⇐⇒ ̃︀𝑥0 =
𝑘

𝑚
, 𝑘,𝑚 ∈ N, 𝑘 < 𝑚.

Следовательно, когда ̃︀𝑥0 принимает рациональные значения, условие 𝑓1(𝑥0) ̸= 0 будет
нарушено.

4. Исследование задачи 3

Здесь рассмотрим задачу 3 по поиску множителя правой части из гиперболической
части уравнения (1.1), зависящей от времени. Аналогично п. 3, полагая в формуле (2.1)
𝑥 = 𝑥0 и требуя, чтобы функция удовлетворяла условию (1.9), получим√︂

2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︁ 𝜔𝑘(𝛼)

∆𝑘(𝛼)
∆𝑘(−𝑡) sin𝜇𝑘𝑥0 − 𝜔𝑘(−𝑡)

]︁
sin𝜇𝑘𝑥0 =

=

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑘)
√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞) − 𝑓2𝑘𝑊𝑘(𝛼)

∆𝑘(𝛼)
∆𝑘(−𝑡) sin𝜇𝑘𝑥0−

−
√︂

2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︁
𝑓1𝑘𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞) − 𝑓2𝑘𝑊𝑘(−𝑡)

]︁
sin𝜇𝑘𝑥0 = ℎ2(𝑡)

или
0∫︁

𝑡

𝑔2(𝑠)𝐾2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠−
0∫︁

−𝛼

𝑔2(𝑠)𝐾3(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 = ̃︀ℎ2(𝑡), −𝛼 6 𝑡 6 0, (4.1)

здесь

𝐾2(𝑠, 𝑡) =

√︂
2

𝑙

𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘
√
𝑠𝑡𝑊 (𝑠,−𝑡) sin𝜇𝑘𝑥0, −𝛼 6 𝑡 6 𝑠 6 0, (4.2)

𝐾3(𝑠, 𝑡) =

√︂
2

𝑙

𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘
∆𝑘(𝛼)

∆𝑘(−𝑡)
√
−𝑠𝛼𝑊 (𝑠, 𝛼) sin𝜇𝑘𝑥0, (4.3)

̃︀ℎ2(𝑡) = ℎ2(𝑡) − 𝑔1(0)𝐻3(𝑡), −𝛼 6 𝑡 6 0, (4.4)

𝐻3(𝑡) =

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑓1𝑘

[︂
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
∆𝑘(−𝑡)−
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− 𝛾1/(2𝑞)(𝑘)
√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)

]︂
sin𝜇𝑘𝑥0. (4.5)

Лемма 4.1. Если функции 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, удовлетворяют условиям теоремы 2.1, то
ряды (4.2), (4.3) и (4.5) и их производные первого и второго порядков по 𝑡 на множестве
−𝛼 6 𝑡 6 𝑠 6 0 сходятся равномерно.

Доказательство. C учетом леммы 2.1 и асимптотической оценки (3.6) оценим выраже-
ния, стоящие под знаком суммы в (4.2), (4.3) и (4.5). Выражение 𝑊 (𝑠,−𝑡) из (2.3) и его
производные первого и второго порядков по переменной 𝑡 оцениваются следующим обра-
зом:

|
√
𝑠𝑡𝑊 (𝑠,−𝑡)| 6 |

√
𝑠𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞)|+

+|
√
𝑠𝑡𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞)| 6

6 𝑀11𝑘
−1/2−1/2 + 𝑀12𝑘

−1/2−1/2 6 𝑀13𝑘
−1, (4.6)

|[
√
𝑠𝑡𝑊 (𝑠,−𝑡)]′𝑡| 6 𝜆𝑘|

√
−𝑠(−𝑡)𝑞−1/2𝐽1/(2𝑞)−1(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞)|+

+𝜆𝑘|
√
−𝑠(−𝑡)𝑞−1/2𝐽1−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞)| 6
6 𝑀14𝑘

1−1/2−1/2 + 𝑀15𝑘
1−1/2−1/2 6 𝑀16. (4.7)

Поскольку 𝑊 ′′
𝑡 (𝑠,−𝑡) = −𝜆2

𝑘(−𝑡)𝑚𝑊 (𝑠,−𝑡), то на основании оценки (4.6) имеем

|[
√
𝑠𝑡𝑊 (𝑠,−𝑡)]′′𝑡𝑡| 6 𝑀17𝑘. (4.8)

Далее, аналогично [15] оценим выражение ∆𝑘(𝑡) из (2.2) и его производные первого и
второго порядков

|∆𝑘(−𝑡)| 6 𝜆2
𝑘|𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)| + |𝛾−1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)| 6

6 𝑀18𝑘
2−1/(2𝑞)−1/2 + 𝑀19𝑘

1/(2𝑞)−1/2 6 𝑀20𝑘
1+𝜆, (4.9)

|∆′
𝑘(−𝑡)| 6 𝜆3

𝑘|𝛾1/(2𝑞)(𝑘)
√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)−1(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)|+

+𝜆𝑘|𝛾−1/(2𝑞)(𝑘)
√
−𝑡𝐽1−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)| 6

6 𝑀21𝑘
3−1/(2𝑞)−1/2 + 𝑀22𝑘

1+1/(2𝑞)−1/2 6 𝑀23𝑘
2+𝜆. (4.10)

Так как ∆′′
𝑘(−𝑡) = −𝜆2

𝑘(−𝑡)𝑚∆𝑘(−𝑡), то на основании оценки (4.9) имеем

|∆′′
𝑘(−𝑡)| 6 𝑀24𝑘

3+𝜆. (4.11)

С учетом полученных оценок (4.6) – (4.11) для выражения, стоящее под знаком суммы
в (4.3), получим следующие оценки:⃒⃒⃒⃒

𝑓2𝑘
∆𝑘(𝛼)

∆𝑘(−𝑡)
√
−𝑠𝛼𝑊 (𝑠, 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀25|𝑓2𝑘|

𝑘1+𝜆−1

𝑘1+𝜆
6 𝑀26|𝑓2𝑘|𝑘−1, (4.12)⃒⃒⃒⃒

𝑓2𝑘
∆𝑘(𝛼)

∆′
𝑘(−𝑡)

√
−𝑠𝛼𝑊 (𝑠, 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀27|𝑓2𝑘|

𝑘2+𝜆−1

𝑘1+𝜆
6 𝑀28|𝑓2𝑘|, (4.13)⃒⃒⃒⃒

𝑓2𝑘
∆𝑘(𝛼)

∆′′
𝑘(−𝑡)

√
−𝑠𝛼𝑊 (𝑠, 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀29|𝑓2𝑘|

𝑘3+𝜆−1

𝑘1+𝜆
6 𝑀30|𝑓2𝑘|𝑘. (4.14)

Аналогично, оценивая выражения, стоящие под знаком суммы в (4.5), получим что:

|𝑓1𝑘|
⃒⃒⃒⃒
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
∆𝑘(−𝑡)

⃒⃒⃒⃒
+ |𝑓1𝑘|

⃒⃒
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)

⃒⃒
6

6 𝑀31|𝑓1𝑘|
𝑘−1+𝜆

𝑘1+𝜆
𝑘1+𝜆 + 𝑀32|𝑓1𝑘|𝑘−1+𝜆 6 𝑀33|𝑓1𝑘|𝑘−1+𝜆, (4.15)

|𝑓1𝑘|
⃒⃒⃒⃒
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
∆′

𝑘(−𝑡)

⃒⃒⃒⃒
+
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+|𝑓1𝑘|𝜆𝑘

⃒⃒
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)(−𝑡)𝑞−1/2𝐽1/(2𝑞)−1(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)

⃒⃒
6

6 𝑀34|𝑓1𝑘|
𝑘−1+𝜆

𝑘1+𝜆
𝑘2+𝜆 + 𝑀35|𝑓1𝑘|𝑘1−1+𝜆 6 𝑀36|𝑓1𝑘|𝑘𝜆, (4.16)

|𝑓1𝑘|
⃒⃒⃒⃒
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞)

∆𝑘(𝛼)
∆′′

𝑘(−𝑡)

⃒⃒⃒⃒
+

+|𝑓1𝑘|𝜆2
𝑘(−𝑡)𝑚

⃒⃒
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)

⃒⃒
6

6 𝑀37|𝑓1𝑘|
𝑘−1+𝜆

𝑘1+𝜆
𝑘3+𝜆 + 𝑀38|𝑓1𝑘|𝑘2−1+𝜆 6 𝑀39|𝑓1𝑘|𝑘1+𝜆. (4.17)

Отсюда следует, что ряды (4.2), (4.3) и (4.5) и их производные первого и второго порядков
на замкнутом множестве −𝛼 6 𝑡 6 𝑠 6 0 мажорируются соответственно рядами

𝑀40

∞∑︁
𝑘=1

𝑘1+𝜆|𝑓1𝑘|, 𝑀42

∞∑︁
𝑘=1

𝑘|𝑓2𝑘|. (4.18)

При выполнении условий леммы 4.1 ряды (4.18) сходятся. Тогда ряды (4.2), (4.3),
(4.5) и ряды, полученные из них почленным дифференцированием по 𝑡 два раза при
−𝛼 6 𝑡 6 𝑠 6 0 сходятся равномерно.

Обе части уравнения (4.1) продифференцируем по 𝑡. Тогда получим

− 𝑔2(𝑡)𝐾2(𝑡, 𝑡) +

0∫︁
𝑡

𝑔2(𝑠)
𝜕𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠−

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠 = ̃︀ℎ′

2(𝑡). (4.19)

Из равенства (4.2) видно, что

𝐾2(𝑠, 𝑡)
⃒⃒⃒
𝑠=𝑡

= 0, так как 𝑊 (𝑠,−𝑡)
⃒⃒⃒
𝑠=𝑡

= 0.

Тогда, еще раз дифференцируя уравнение (4.19), будем иметь

− 𝑔2(𝑡)
𝜕𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝑡

+

0∫︁
𝑡

𝑔2(𝑠)
𝜕2𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑑𝑠−

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑑𝑠 = ̃︀ℎ′′

2(𝑡). (4.20)

На основании (4.2) вычислим

𝜕𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
=

√︂
2

𝑙

𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘
√
−𝑠

[︀√
−𝑡𝑊 (𝑠,−𝑡)

]︀′
𝑡
sin𝜇𝑘𝑥0 =

=

√︂
2

𝑙

𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘
√
−𝑠×

×
[︁
− 𝜆𝑘(−𝑡)𝑞−1/2𝐽1/(2𝑞)−1(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞)−

−𝜆𝑘(−𝑡)𝑞−1/2𝐽1−1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑡)𝑞)𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘(−𝑠)𝑞)
]︁

sin𝜇𝑘𝑥0.

Тогда, используя равенство [35, с. 21]

𝐽𝜈(𝑧)𝐽1−𝜈(𝑧) + 𝐽−𝜈(𝑧)𝐽𝜈−1(𝑧) =
2

𝜋𝑧
sin 𝜈𝜋,

найдем

𝜕𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝑡

= −
√︂

2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘 sin𝜇𝑘𝑥0 = −𝑓2(𝑥0). (4.21)
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Если теперь потребуем, что 𝑓2(𝑥0) ̸= 0, то из (4.20) и (4.21) получаем интегральное урав-
нение Фредгольма второго рода

𝑔2(𝑡) − 𝜆

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠)𝐻(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜇(𝑡), (4.22)

где

𝐻(𝑠, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
, −𝛼 6 𝑠 6 𝑡,

𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
, 𝑡 6 𝑠 6 0,

(4.23)

𝜆 =
1

𝑓2(𝑥0)
, 𝜇(𝑡) =

̃︀ℎ′′
2(𝑡)

𝑓2(𝑥0)
.

Ядро 𝐻(𝑠, 𝑡) интегрального уравнения (4.22), определенное формулой (4.23), непрерывно
на замкнутом квадрате −𝛼 6 𝑠, 𝑡 6 0. Если ℎ2(𝑡) ∈ 𝐶2[−𝛼, 0], то правая часть 𝜇(𝑡) также
непрерывна на [−𝛼, 0]. Следовательно, уравнение (4.22) представляет собой интегральное
уравнение Фредгольма второго рода с непрерывным ядром и непрерывной правой частью,
к которому применима известная теория Фредгольма. Это означает фредгольмость задачи
2. Выделим случаи, когда уравнение (4.22) имеет единственное решение [36, с. 434]. Мето-
дом последовательных приближений можно доказать однозначную разрешимость данного
уравнения в классе непрерывных на [−𝛼, 0] функций при

|𝜆| < 1

𝑀𝛼
, 𝑀 = max

−𝛼6𝑠, 𝑡60
|𝐻(𝑠, 𝑡)|.

Из теории Фредгольма также следует, что, если 𝜆 не является характеристическим числом
ядра 𝐻(𝑠, 𝑡), то интегральное уравнение (4.22) имеет единственное непрерывное на [−𝛼, 0]
решение.
Таким образом, нами доказана следующая

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1; функции 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, и 𝑔1(𝑡)
удовлетворяют условиям теоремы 2.1, ℎ2(𝑡) ∈ 𝐶2[−𝛼, 0], 𝑓2(𝑥0) ̸= 0. Тогда при выпол-
нении одного из следующих условий: а) |𝑓2(𝑥0)| > 𝑀𝛼; б) число 𝑓−1

2 (𝑥0) не является
характеристическим числом ядра 𝐻(𝑠, 𝑡), существует единственное решение задачи 3.
При этом функция 𝑔2(𝑡) определяется как решение интегрального уравнения (4.22), после
чего функция 𝑢(𝑥, 𝑡) определяется по формуле (2.1).

Отметим также, что условие 𝑓2(𝑥0) ̸= 0 является существенным для однозначной раз-
решимости задачи 3. Действительно, существует функция 𝑓2(𝑥) = sin𝜇𝑛𝑥 = sin𝜋𝑛̃︀𝑥, где 𝑛
– некоторое фиксированное натуральное число, ̃︀𝑥 = 𝑥/𝑙, такая, что 𝑓2(𝑥0) = sin𝜋𝑛̃︀𝑥0 = 0.
Тогда для такой функции при любой функции 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0] и ℎ2(𝑡) ≡ 0 строится нену-
левое решение задачи 3:

𝑢2𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑇2𝑛(𝑡) sin𝜇𝑛𝑥, (4.24)

где

𝑇1𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔2𝑛(𝛼)

∆𝑛(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑛𝑡 + 𝑓1𝑛
𝑡∫︀
0

𝑔1(𝑠)𝑒
−𝜆2

𝑛(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝜔2𝑛(𝛼)

∆𝑛(𝛼)
∆𝑛(−𝑡) − 𝜔2𝑛(−𝑡), 𝑡 < 0,

𝜔2𝑛(−𝑡) = 𝑓1𝑛𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑛)
√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑛(−𝑡)𝑞) −𝑊𝑛(−𝑡).

Аналогично функции (3.13) доказывается, что построенная функция (4.24) удовлетво-
ряет условиям задачи 3 при ℎ2(𝑡) = 0 и любой функции 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0].
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5. Исследование задачи 4

Требуя, чтобы функция (2.1) удовлетворяла условиям (1.7) и (1.9), получим систему
интегральных уравнений с нагруженными слагаемыми

𝑡∫︁
0

𝑔1(𝑠)𝐾1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠−
0∫︁

−𝛼

𝑔2(𝑠) ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 = ℎ1(𝑡) − 𝑔1(0)𝐻1(𝑡) =
̃︀̃︀ℎ1(𝑡), (5.1)

0∫︁
𝑡

𝑔2(𝑠)𝐾2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡−
0∫︁

−𝛼

𝑔2(𝑠)𝐾3(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 = ℎ2(𝑡) − 𝑔1(0)𝐻3(𝑡) = ̃︀ℎ2(𝑡), (5.2)

где 𝐾1(𝑠, 𝑡), 𝐻1(𝑡), 𝐾2(𝑠, 𝑡), 𝐾3(𝑠, 𝑡) и 𝐻3(𝑡) определяются соответственно формулами (3.2),
(3.4), (4.2), (4.3) и (4.5),

̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡) =

√︂
2

𝑙

𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘𝑒
−𝜆2

𝑘𝑡

∆𝑘(𝛼)

√
−𝑠𝛼𝑊 (𝑠, 𝛼) sin𝜇𝑘𝑥0. (5.3)

Следуя пп. 3 и 4, продифференцируем уравнение (5.1) один раз, а уравнение (5.2) два
раза. В результате имеем

𝑔1(𝑡)𝑓1(𝑥0) −
𝑡∫︁

0

𝑔1(𝑠)
𝜕𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠−

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕 ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠 =

̃︀̃︀ℎ′

1(𝑡), (5.4)

− 𝑔2(𝑡)𝑓2(𝑥0) +

0∫︁
𝑡

𝑔2(𝑠)
𝜕2𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑑𝑠−

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝑑𝑠 = ̃︀ℎ′′

2(𝑡). (5.5)

Полагая в равенствах (5.4) и (5.5) 𝑡 = 0, получим

𝑔1(0)𝑓1(𝑥0) −
0∫︁

−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕 ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑑𝑠 = ℎ′
1(0) − 𝑔1(0)𝐻 ′

1(0), (5.6)

− 𝑔2(0)𝑓2(𝑥0) −
0∫︁

−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑑𝑠 = ℎ′′
2(0) − 𝑔1(0)𝐻 ′′

3 (0). (5.7)

На основании формул (5.3), (4.3), (3.4) и (4.5) вычислим

𝜕 ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= −
√︂

2

𝑙

𝜋

2𝑞 sin 𝜋
2𝑞

+∞∑︁
𝑘=1

𝑓2𝑘𝜆
2
𝑘

∆𝑘(𝛼)

√
−𝑠𝛼𝑊 (𝑠, 𝛼) sin𝜇𝑘𝑥0,

𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= −𝜆2
𝑘(−𝑡)𝑚𝐾3(𝑠, 𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= 0,

𝐻 ′
1(0) = −

√︂
2

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2
𝑘𝑓1𝑘

∆𝑘(𝛼)
𝛾1/(2𝑞)(𝑘)

√
𝛼𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑘𝛼

𝑞) sin𝜇𝑘𝑥0,

𝐻 ′′
3 (𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= −𝜆2
𝑘(−𝑡)𝑚𝐻 ′′

3 (𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 0.

Из уравнения (5.6) найдем

𝑔1(0) =
(︁
𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′

1(0)
)︁−1

⎡⎣ℎ′
1(0) +

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠)
𝜕 ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑑𝑠

⎤⎦
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при условии 𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′
1(0) ̸= 0 и подставим в правую часть уравнения (5.5). Тогда, если

𝑓2(𝑥0) ̸= 0, то из (5.5) получаем интегральное уравнение

𝑔2(𝑡) − 𝜆

0∫︁
−𝛼

𝑔2(𝑠) ̃︀𝐻(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡 = ̃︀𝜇(𝑡), (5.8)

где

̃︀𝐻(𝑠, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝐻 ′′

3 (𝑡)

𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′
1(0)

𝜕 ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

, −𝛼 6 𝑠 6 𝑡,

𝜕2𝐾3(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝐻 ′′

3 (𝑡)

𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′
1(0)

𝜕 ̃︀𝐾1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

+
𝜕2𝐾2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
, 𝑡 6 𝑠 6 0,

(5.9)

𝜆 =
1

𝑓2(𝑥0)
, ̃︀𝜇(𝑡) =

𝐻 ′′
3 (𝑡)ℎ′

1(0)

𝑓2(𝑥0)(𝑓1(𝑥0) + 𝐻 ′
1(0))

− ℎ′′
2(𝑡)

𝑓2(𝑥0)
.

Уравнение (5.8) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма второго рода с
непрерывным ядром и непрерывной правой частью, к которому применима теория Фред-
гольма [36, с. 434].
После нахождения функции 𝑔2(𝑠) из уравнения (5.8) можно найти функцию 𝑔1(𝑠) из (5.4)

как решение интегрального уравнения Вольтерра второго рода с непрерывным ядром и
непрерывной правой частью при выполнении условии 𝑓1(𝑥0) ̸= 0 и (3.12).
Таким образом, приходим к следующему утверждению.

Теорема 5.1. Пусть имеют место условия леммы 2.1; функции 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, удо-
влетворяют условиям теоремы 2.1, ℎ1(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝛽], ℎ2(𝑡) ∈ 𝐶2[−𝛼, 0], 𝑓1(𝑥0) ̸= 0,
𝑓2(𝑥0) ̸= 0, выполнено неравенство (3.12) и одно из следующих условий: а) |𝑓2(𝑥0)| > 𝑀𝛼,

где 𝑀 = max
−𝛼6𝑠,𝑡60

| ̃︀𝐻(𝑠, 𝑡)|; б) число 𝑓−1
2 (𝑥0) не является характеристическим числом ядра̃︀𝐻(𝑠, 𝑡). Тогда система интегральных уравнений (5.4) и (5.5) имеет единственное реше-

ние 𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽] и 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0], после этого функция 𝑢(𝑥, 𝑡) находится по формуле
(2.1). Если нарушено условие (3.12), система интегральных уравнений (5.4) и (5.5), сле-
довательно задача 4, имеют решения с точностью слагаемого, множителем которого
является неизвестное число 𝑔1(0).

Покажем, что условия 𝑓1(𝑥0) ̸= 0 или 𝑓2(𝑥0) ̸= 0 являются существенными для одно-
значной разрешимости задачи 4.
Пусть 𝑓1(𝑥0) = 0, а 𝑓2(𝑥0) ̸= 0. Тогда существует функция 𝑓1(𝑥) = sin𝜇𝑚𝑥 = sin𝜋𝑛̃︀𝑥,

где 𝑚 – некоторое фиксированное натуральное число, ̃︀𝑥 = 𝑥/𝑙, такая, что
𝑓1(𝑥0) = sin𝜋𝑚𝑥0 = 0. Тогда для функции 𝑓1(𝑥) = sin𝜇𝑚𝑥 и любых 𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽],
𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0] существует ненулевое решение задачи 4 при ℎ1(𝑡) ≡ 0, ℎ2(𝑡) ≡ 0, кото-
рое определяется формулой (3.13).
Пусть 𝑓2(𝑥0) = 0, а 𝑓1(𝑥0) ̸= 0. Тогда существует функция 𝑓2(𝑥) = sin𝜇𝑛𝑥 = sin 𝜋𝑛̃︀𝑥, где

𝑛 – некоторое фиксированное натуральное число, такая, что 𝑓2(𝑥0) = sin𝜋𝑛̃︀𝑥0 = 0. Тогда
для функции 𝑓2(𝑥) = sin𝜇𝑛𝑥 и любых 𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽], 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0] существует ненулевое
решение задачи 4 при ℎ1(𝑡) ≡ 0, ℎ2(𝑡) ≡ 0, которое определяется формулой (4.24).
Пусть существуют функции 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) = sin𝜇𝑚𝑥, где 𝑚 – некоторое фиксирован-

ное натуральное число, такие, что 𝑓1(𝑥0) = 𝑓2(𝑥0) = sin𝜇𝑚𝑥0 = 0. Тогда для функций
𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) = sin𝜇𝑚𝑥 и любых 𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽], 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0] существует ненулевое ре-
шение задачи 4 при ℎ1(𝑡) ≡ 0, ℎ2(𝑡) ≡ 0

𝑢3𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝑇3𝑚(𝑡) sin𝜇𝑚𝑥, (5.10)



ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ. . . 85

где

𝑇3𝑚(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔3𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
𝑒−𝜆2

𝑚𝑡 +
𝑡∫︀
0

𝑔1(𝑠)𝑒
−𝜆2

𝑚(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝜔3𝑚(𝛼)

∆𝑚(𝛼)
∆𝑚(−𝑡) − 𝜔3𝑚(−𝑡), 𝑡 < 0,

𝜔3𝑚(−𝑡) = 𝑔1(0)𝛾1/(2𝑞)(𝑚)
√
−𝑡𝐽1/(2𝑞)(𝑝𝑚(−𝑡)𝑞) −𝑊𝑚(−𝑡).

Аналогично п. 3 можно показать, что построенная функция (5.10) удовлетворяет условиям
(1.2) – (1.9).
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