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РЕШЕНИЯ АНАЛОГОВ ВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

ШРЕДИНГЕРА, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ ИЗОМОНОДРОМНОЙ

ГАМИЛЬТОНОВОЙ СИСТЕМОЙ 𝐻2+1+1+1

В.А. ПАВЛЕНКО, Б.И. СУЛЕЙМАНОВ

Аннотация. Строятся совместные решения двух аналогов временных уравнений
Шредингера, определяемых гамильтонианами 𝐻2+1+1+1

𝑠𝑘
(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) (𝑘 = 1, 2)

системы 𝐻2+1+1+1. Данная система является первым представителем известной иерар-
хии вырождений изомонодромной системы Гарнье, описанной Х. Кимурой в 1986 году.
(Посредством явного преобразования данное вырождение может быть сведено к сим-
метричной гамильтоновой системе. В построениях нашей статьи мы существенно опи-
раемся на матричные линейные уравнения метода измонодромных деформаций для
этой эквивалентной симметричной системы, выписанных в 2012 году в статье Х. Кава-
ками, А. Накамуры и Х. Сакая.) Данные аналоги уравнений Шредингера представля-
ют собой линейные эволюционные уравнения с временами 𝑠1 и 𝑠2, каждое из которых
зависит от двух пространственных переменных. Из канонических временных уравне-
ний Шредингера они получаются после формальной замены постоянной Планка на
−2𝜋𝑖. В терминах решений соответствующих линейных систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений метода изомонодромных деформаций, условием совместности
которых является гамильтонова система 𝐻2+1+1+1, решения данных аналогов урав-
нений Шредингера строятся явно. Обсуждаются перспективы построения подобных
решений аналогов временных уравнений Шредингера, соответствующих гамильтониа-
нам всей иерархии вырождений системы Гарнье.

Ключевые слова: гамильтоновы системы, уравнение Шредингера, уравнения Пен-
леве, метод изомонодроных деформаций.
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1. Введение

Наряду с шестью классическими обыкновенными дифференциальными уравнениями
(ОДУ) Пенлеве вида 𝑞′′𝑡𝑡 = 𝑓𝑗(𝑠, 𝑞, 𝑞

′
𝑠) (𝑗 = 1, . . . , 6), которые интегрируемы методом изомо-

нодромных деформаций (ИДМ) [5], [27], нарастающий интерес современных исследовате-
лей вызывают и нелинейные ОДУ более высокого порядка, также допускающие примене-
ние ИДМ.
На сегодня известен [8], [9], [21] конечный список совместных пар гамильтоновых систем

ОДУ
(𝑞𝑗)

′
𝑠𝑘

= (𝐻𝑠𝑘)′𝑝𝑗 , (𝑝𝑗)
′
𝑠𝑘

= −(𝐻𝑠𝑘)′𝑞𝑗 (𝑘 = 1, 2) (𝑗 = 1, 2) (1)

с гамильтонианами 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2), каждое из которых есть условие совместности
двух линейных систем ОДУ вида

𝑉 ′
𝑠𝑘

= 𝐿𝑠𝑘𝑉, (2)

𝑉 ′
𝜂 = 𝐴𝑉, (3)

V.A. Pavlenko, B.I. Suleimanov, Solutions to analogues of non-stationary Schrödinger

equations defined by isomonodromic Hamilton system 𝐻2+1+1+1.

c○Павленко В.А., Сулейманов Б.И. 2018.
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где квадратные матрицы 𝐿𝑠𝑘 и 𝐴 (матрица 𝐴 одна и та же для обоих гамильтоновых
систем (1)) одинаковой размерности рациональны по переменной 𝜂. Представления каж-
дой из систем (1) в виде такого условия совместности и лежит в основе применения к
ним ИДМ [27]. Соответствующие пары линейных систем (2), (3) называются матричными
𝐿 − 𝐴 парами ИДМ, а решения ОДУ, являющихся условием совместности таких пар, –
изомонодромными.
К их числу относятся и решения иерархии гамильтоновых вырождений системы Гарнье,

выписанной в известной статье Х. Кимуры [10]. Представители этой иерархии допускают
запись в нескольких эквивалентных формах – в том числе в форме совместных пар гамиль-
тоновых систем (1), определяемых квадратичными по импульсам 𝑝1, 𝑝2 и полиномиальны-
ми по координатам 𝑞1, 𝑞2 различными парами гамильтонианаов 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2), [9],
[21], [22].
В работе [31] было показано, что для одной из полиномиальных форм самой систе-

мы Гарнье в терминах решений систем ИДМ (2), (3), выписанных в статьях [9], [21] и в
разделе 3.3 cтатьи [31], c помощью явных замен могут быть построены решения двух сов-
местных между собой линейных эволюционных уравнений. Эти эволюционные уравнения
cимволически могут быть представлены в виде (𝜀 = 1)

𝜀
𝜕Ψ

𝜕𝑠𝑘
= 𝐻𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑟, 𝜌,−𝜀

𝜕

𝜕𝑟
,−𝜀

𝜕

𝜕𝜌
)Ψ (𝑘 = 1, 2), (4)

где правые части определятся гамильтонианами 𝐻𝑠𝑘 = 𝐻𝐺𝑎𝑟,𝑠𝑘(𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) той фор-
мы полиномиальной системы Гарнье, изомонодромные решения которых как раз и являют-
ся условиями совместности матричных 𝐿−𝐴 пар (2), (3), выписанными в [9], [21] и разделе
3.3 [31]. Из соответствующих квантовомеханических временных уравнений Шредингера
вида (4), зависящих от постоянной Планка ℎ = 2𝜋~ = −2𝜋𝑖𝜀, данные эволюционные урав-
нения получаются в результате формальной замены параметра 𝜀 на 1. Еще ранее в статье
[36] решения таких совместных аналогов уравнений Шредингера с 𝜀 = 5/54 были постро-
ены для совместных гамильтоновых систем, которые эквивалентны последнему предста-
вителю в иерархии вырождений системы Гарнье из статьи [10] – так называемой системе
𝐻9/2. Естественным кажется предположение о том, что подобные построения решений
эволюционных уравнений вида (4) c некоторыми конкретными значениями параметра 𝜀
могут быть осуществлены и для всех представителей данной иерархии вырождений.
В настоящей статье такие решения при 𝜀 = 1 строятся для первого из вырождений систе-

мы Гарнье, называемого системой 𝐻2+1+1+1. Одна из эквивалентных форм этой системы
представляется парой совместных между собой гамильтоновых систем (1), определяемых
гамильтонианами (𝛾, 𝜅, 𝜅𝑗, 𝜃𝑗 – произвольные постоянные)

𝑠21𝐻𝑠1 = 𝑞21(𝑞1−𝑠1)𝑝
2
1+2𝑞21𝑞2𝑝1𝑝2+𝑞1𝑞2(𝑞2−𝑠2)𝑝

2
2−𝑝1[(𝜅0+𝜃2−1)𝑞21+𝜅1𝑞1(𝑞1−𝑠1)+𝛾𝑠1𝑞2+𝛾(𝑞1−𝑠1)]−

− 𝑝2[(𝜅1 + 𝜅0 − 1)𝑞1𝑞2 + 𝜃2𝑞1(𝑞2 − 𝑠2) − 𝛾(𝑠2 − 1)𝑞2] + 𝜅𝑞1, (5)

𝑠2(𝑠2 − 1)𝐻𝑠2 = 𝑞21𝑞2𝑝
2
1 + 2𝑞1𝑞2(𝑞2 − 𝑠2)𝑝1𝑝2 +

(︂
𝑞2(𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑠2) +

𝑞1𝑞2𝑠2(𝑠2 − 1)

𝑠1

)︂
𝑝22−

− 𝑝1[(𝜅1 + 𝜅0 − 1)𝑞1𝑞2 + 𝜃2𝑞1(𝑞2 − 𝑠2) − 𝛾(𝑠2 − 1)𝑞2]−

−𝑝2

(︁
(𝜅0 − 1)𝑞2(𝑞2 − 1) + 𝜅1𝑞2(𝑞2 − 𝑠2) + 𝜃2(𝑞2 − 1)(𝑞2 − 𝑠2) + 𝑠2(𝑠2−1)

𝑠1
(𝜃2𝑞1 + 𝛾𝑞2)

)︁
+ 𝜅𝑞2.

(6)

Совместные решения пары уравнений вида (4) с 𝜀 = 1, предъявляемые в данной статье,
соответствуют именно этой паре гамильтонианов. Данные решения явным образом будут
выражены через решения матричных 𝐿−𝐴 пар (2), (3) из статьи [9], условием совместности
которых как раз являются гамильтоновы системы ОДУ (1) с гамильтонианами (5), (6).
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Замечание 1. Для самих шести ОДУ Пенлеве в [33], [34] было показано, что в терминах
решений 𝑉 cоответствующих пар линейных уравнений ИДМ

𝑉 ′′
𝜂𝜂 = 𝑃 (𝜂, 𝜏, 𝜆, 𝜆′

𝜏 )𝑉, 𝑉 ′
𝜏 = 𝐵(𝜂, 𝜏, 𝜆, 𝜆′

𝜏 )𝑉 ′
𝜂 −

𝐵𝜂(𝜂, 𝜏, 𝜆, 𝜆
′
𝜏 )

2
𝑉,

выписанных Р. Гарнье в классической работе [5], явным образом могут быть построены
решения шести эволюционных уравнений

𝜕Ψ

𝜕𝜏
= 𝐻(𝜏, 𝜂,

𝜕

𝜕𝜂
)Ψ.

Правые части этих эволюционных уравнений определяются гамильтонианами 𝐻𝑗(𝜏, 𝑞, 𝑝)
гамильтоновых систем c одной степенью свободы, координаты 𝑞 которых задаются реше-
ниями соответствующего уравнения Пенлеве. В поcледние 10 лет тема связей уравнений
ИДМ с эволюционными уравнениями квантовой механики (а после работы [29] и кванто-
вой теории поля) получила развитие во множестве других работ – см., например, [1] – [4],
[6], [7], [11] – [20], [24], [25], [26], [28]– [31], [35], [37] – [39].
Замечание 2. В статье [31] было высказано мнение, что после обобщения известной

[9], [10] процедуры последовательного вырождения членов иерархии системы Гарнье на
квантовый уровень, из результатов [31] автоматически могут быть получены совместные
решения пар уравнений вида (4) для всех представителей этой иерархии. Однако, как
уже отмечалось в [32], на этом пути имеются трудности, связанные с тем, что для части
из последовательных вырождений, приведенных в [9], [10], задействуются комбинации
координат и импульсов.

2. Различные формы системы 𝐻2+1+1+1 и уравнения ИДМ для этой системы

2.1. Система 𝐻2+1+1+1 в статье [10] выписана в двух формах – в приведенной выше
форме двух совместных гамильтоновых систем (1) c полиномиальными гамильтонианами
(5), (6) и в форме совместных гамильтоновых систем

𝜕𝜆𝑘

𝜕𝜏𝑗
=

𝜕𝐾𝑗

𝜕𝜇𝑘

,
𝜕𝜇𝑘

𝜕𝜏𝑗
= −𝜕𝐾𝑗

𝜕𝜆𝑘

(𝑗, 𝑘 = 1, 2), (7)

где гамильтонианы 𝐾𝑖(𝜏1, 𝜏2, 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2) задаются формулами

𝐾1 =
(𝜆1 − 1)(𝜆2 − 1)

𝜏1(𝜏2 − 1)(𝜆2 − 𝜆1)

2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝜆𝑘(𝜆𝑘−1)(𝜆𝑘−𝜏2)[𝜇
2
𝑘−(

𝜅0

𝜆𝑘

− 𝛾𝜏1
(𝜆𝑘 − 1)2

+
𝜅1 − 1

𝜆𝑘 − 1
+

𝜃2
𝜆𝑘 − 𝜏2

)𝜇𝑘+

+
𝜅

𝜆𝑘(𝜆𝑘 − 1)
], (8)

𝐾2 =
(𝜆1 − 𝜏2)(𝜆2 − 𝜏2)

𝜏2(𝜏2 − 1)2(𝜆1 − 𝜆2)

2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝜆𝑘(𝜆𝑘− 1)2[𝜇2
𝑘− (

𝜅0

𝜆𝑘

− 𝛾𝜏1
(𝜆𝑘 − 1)2

+
𝜅1

𝜆𝑘 − 1
+

𝜃2 − 1

𝜆𝑘 − 𝜏2
)𝜇𝑘+

+
𝜅

𝜆𝑘(𝜆𝑘 − 1)
]. (9)

(В статье [10] имеется опечатка: гамильтониан 𝐾2 выписан там с противоположным зна-
ком.) Эти две пары гамильтоновых систем связаны [10] друг с другом симплектическим
преобразованием

𝑞1 = −(𝜆1 − 1)(𝜆2 − 1)

𝜏1(𝜏2 − 1)
, 𝑞2 =

(𝜆1 − 𝜏2)(𝜆2 − 𝜏2)

𝜏2(𝜏2 − 1)2
, 𝑠1 =

1

𝜏1
, 𝑠2 =

𝜏2
𝜏2 − 1

. (10)
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Позднее Ю. Сасано в статье [22] указал бирациональное симплектическое преобразование

𝑃1 =
1

𝑞1
, 𝑃2 = −𝑞2

𝑞1
, 𝑄1 = 𝑞1(𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 − 𝜈), 𝑄2 = 𝑝2𝑞1, 𝑡1 =

1

𝑠1
, 𝑡2 =

𝑠2
𝑠1
, (11)

где

𝜈 = −𝜅0 + 𝜅1 + 𝜃2 + 𝛼− 1

2
, 𝜈(𝜈 + 𝛼) = 𝜅,

которое пару гамильтоновых систем (1), (5), (6) сводит к паре совместных гамильтоновых
систем

𝜕𝑄𝑘

𝜕𝑡𝑗
=

𝜕𝐻𝑡𝑗

𝜕𝑃𝑘

,
𝜕𝑃𝑘

𝜕𝑡𝑗
= −

𝜕𝐻𝑡𝑗

𝜕𝑄𝑘

(𝑗, 𝑘 = 1, 2) (12)

c другими полиномиальными гамильтонианами 𝐻𝑡𝑗 . При условии отличия от нуля посто-
янной 𝛾 за счет возможности осуществления растяжений

𝑃𝑖 → 𝛾𝑃𝑖, 𝑄𝑖 →
𝑄𝑖

𝛾
, 𝑡𝑖 → 𝛾𝑡𝑖

во всех вышеприведенных формулах без ограничения общности можно считать, что

𝛾 = 1.

При таком значении 𝛾 гамильтонианы 𝐻𝑡𝑗 задаются формулами

𝑡1𝐻𝑡1 = 𝑄1(𝑄1−1)2𝑃 2
1 +𝑡1𝑄1𝑃1+(𝜃∞2 −𝜃1)𝑄1(𝑄1−1)𝑃1−(𝜃0+𝜃∞2 )(𝑄1−1)𝑃1−𝜃1𝜃∞2 (𝑄1−1)+

+ 𝑃2𝑄2(𝑄1 − 1)(𝑃1𝑄1 − 𝑃1 − 𝜃1) − 𝑡1
𝑡1 − 𝑡2

(𝑃1(𝑄1 −𝑄2) − 𝜃1)(𝑃2(𝑄1 −𝑄2) + 𝜃𝑡), (13)

𝑡2𝐻𝑡2 = 𝑄2(𝑄2−1)2𝑃 2
2 +𝑡2𝑄2𝑃2+(𝜃∞2 −𝜃𝑡)𝑄2(𝑄2−1)𝑃2−(𝜃0+𝜃∞2 )(𝑄2−1)𝑃2−𝜃𝑡𝜃∞2 (𝑄2−1)+

+ 𝑃1𝑄1(𝑄2 − 1)(𝑃2𝑄2 − 𝑃2 − 𝜃𝑡) +
𝑡2

𝑡1 − 𝑡2
(𝑃1(𝑄1 −𝑄2) − 𝜃1)(𝑃2(𝑄1 −𝑄2) + 𝜃𝑡), (14)

где постоянные 𝜃0, 𝜃1, 𝜃𝑡, 𝜃∞1 , 𝜃
∞
2 удовлетворяют так называемому соотношению Фукса-

Хукухары

𝜃0 + 𝜃1 + 𝜃𝑡 + 𝜃∞1 + 𝜃∞2 = 0.

Данные гамильтонианы получаются друг из друга заменами 𝑡1 ↔ 𝑡2, 𝑄1 ↔ 𝑄2, 𝑃1 ↔ 𝑃2,
𝜃1 ↔ 𝜃𝑡.
2.2. На решениях уравнений (12) с гамильтонианми (13),(14) совместна [9] система ли-

нейных ОДУ ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑌
𝜕𝜂

=

(︂
𝐴0

𝜂
+ 𝐴1

𝜂−1
+ 𝐴𝑡

𝜂− 𝑡2
𝑡1

+ 𝐴∞

)︂
𝑌 = 𝐴𝑌,

𝜕𝑌
𝜕𝑡1

=

(︃
𝐸2𝜂 + 𝐵1 +

𝑡2
𝑡21

𝐴𝑡

𝜂− 𝑡2
𝑡1

)︃
𝑌 = 𝑈𝑌,

𝜕𝑌
𝜕𝑡2

= −
1
𝑡1

𝐴𝑡

𝜂− 𝑡2
𝑡1

𝑌 = 𝑉 𝑌

(15)

c коэффициентами

𝐴0 =

(︂
𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃0 + 𝜃∞2 −𝑢(𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃∞2 )

1
𝑢
(𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃0 + 𝜃∞2 ) −𝑃1𝑄1 − 𝑃2𝑄2 − 𝜃∞2

)︂
,

𝐴1 =

(︂
𝜃1 − 𝑃1𝑄1 𝑢𝑃1

𝑄1

𝑢
(𝜃1 − 𝑃1𝑄1) 𝑃1𝑄1

)︂
, 𝐴𝑡 =

(︂
𝜃𝑡 − 𝑃2𝑄2 𝑢𝑃2

𝑄2

𝑢
(𝜃𝑡 − 𝑃2𝑄2) 𝑃2𝑄2

)︂
,

𝐴∞ =

(︂
0 0
0 𝑡1

)︂
,
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𝐸2 =

(︂
0 0
0 1

)︂
, 𝐵1 =

1

𝑡1

(︂
0 (𝐴0 + 𝐴1 + 𝐴𝑡)12

(𝐴0 + 𝐴1 + 𝐴𝑡)21 0

)︂
,

зависящими также от совместного решения линейных ОДУ следующих линейных ОДУ:

𝑢′
𝑡1

=
𝑢

𝑡1
(𝑃1(𝑄1 − 1)2 − 𝜃1(𝑄1 − 1) + 𝜃∞1 − 𝜃∞2 ), 𝑢′

𝑡2
=

𝑢

𝑡2
(𝑃2(𝑄2 − 1)2 − 𝜃𝑡(𝑄2 − 1)).

Легко видеть, что замена

𝑍 = exp((𝜂𝑡1 + 𝜃0 ln 𝜂 + 𝜃1 ln(𝜂 − 1) + 𝜃𝑡 ln(𝜂𝑡1 − 𝑡2) − 𝜃𝑡 ln 𝑡1)/2)𝑌,

совместные системы ИДМ (15) переводит в эквивалентные им совместные системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑍
𝜕𝜂

=

(︂
𝐴0

𝜂
+ 𝐴1

𝜂−1
+ 𝐴𝑡

𝜂− 𝑡2
𝑡1

+ 𝐴∞

)︂
𝑌 = 𝐴𝑍,

𝜕𝑍
𝜕𝑡1

=

(︃
�̂�2𝜂 + 𝐵1 +

𝑡2
𝑡21

𝐴𝑡

𝜂− 𝑡2
𝑡1

)︃
𝑌 = �̂�𝑌,

𝜕𝑍
𝜕𝑡2

= −
1
𝑡1

𝐴𝑡

𝜂− 𝑡2
𝑡1

𝑌 = 𝑉 𝑌,

(16)

c матрицами – коэффициентами

𝐴0 =

(︂
𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃0

2
+ 𝜃∞2 −𝑢(𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃∞2 )

1
𝑢
(𝑃1𝑄1 + 𝑃2𝑄2 + 𝜃0 + 𝜃∞2 ) −𝑃1𝑄1 − 𝑃2𝑄2 − 𝜃0

2
− 𝜃∞2

)︂
,

𝐴1 =

(︂
𝜃1

2
− 𝑃1𝑄1 𝑢𝑃1

𝜆1

𝑢
(𝜃1 − 𝑃1𝑄1) 𝑃1𝑄1 − 𝜃1

2

)︂
, 𝐴𝑡 =

(︂
𝜃𝑡

2
− 𝑃2𝑄2 𝑢𝑃2

𝑄2

𝑢
(𝜃𝑡 − 𝑃2𝑄2) 𝑃2𝑄2 − 𝜃𝑡

2

)︂
,

𝐴∞ =

(︂
− 𝑡1

2
0

0 𝑡1
2

)︂
, �̂�2 =

(︂
−1

2
0

0 1
2

)︂
,

имеющими нулевой след. Именно эта матричная форма уравнений ИДМ для системы
𝐻2+1+1+1 будет использована в этой статье для построения решений соответствующих
эволюционных уравнений вида (4).

3. Построение решений аналогов временных уравнения Шредингера

3.1. Прежде всего по совместному фундаментальному решению 𝑍 линейных cистем
ОДУ (16) образуем 2 × 2 матрицу

𝑀 = 𝑍−1(𝑡1, 𝑡2, 𝜁)𝑍(𝑡1, 𝑡2, 𝜂). (17)

Данная матрица удовлетворяет сразу двум скалярных пространственно двумерным эво-
люционным уравнениям: уравнению с временной переменной 𝑡1

𝑀 ′
𝑡1

=
𝜂(𝜂 − 1)(𝜁 − 1)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)(𝜁 − 𝜂)
𝑀 ′′

𝜂𝜂 −
𝜁(𝜁 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂 − 1)

𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)(𝜁 − 𝜂)
𝑀 ′′

𝜁𝜁+

+
𝑏(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂)𝑀 ′

𝜂 + 𝑐(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂)𝑀 ′
𝜁

𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)(𝜁 − 𝜂)
+ 𝑔1(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂, 𝑢, 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2)𝑀, (18)

в котором функции 𝑏, 𝑐 и 𝑔1 имеют следующий вид

𝑏(𝜁 − 𝜂) = 𝜂𝑡1(𝜂
2 − 𝜁2 − 4𝜁𝜂 + 2𝜁2𝜂 + 2𝜁) − 𝑡2(𝜂

3 + 2𝜁2𝜂 − 𝜁𝜂2 − 𝜁2 − 𝜂2 + 𝜁 + 𝜂 − 2𝜁𝜂),

𝑐(𝜁 − 𝜂) = 𝜁𝑡1(𝜁
2 − 𝜂2 − 4𝜁𝜂 + 2𝜁𝜂2 + 2𝜂) − 𝑡2(𝜁

3 + 2𝜁𝜂2 − 𝜁2𝜂 − 𝜁2 − 𝜂2 + 𝜁 + 𝜂 − 2𝜁𝜂),
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𝑔1 =
(𝜃0)2𝑡2(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)

4𝜁𝜂𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)
+

(𝜃1)2(𝜁𝜂𝑡2 − 2𝜁𝜂𝑡1 + 𝑡1(𝜁 + 𝜂) − 𝑡2)

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)
− (𝜃𝑡)2(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)𝑡1𝑡2

4(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)(𝑡1 − 𝑡2)
+

+
𝑡1(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)(𝑡1(𝜁 + 𝜂) − 𝑡2)

4(𝑡1 − 𝑡2)
− 𝑡1(𝜃

0 + 𝜃𝑡 + 2𝜃∞2 )(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)

2(𝑡1 − 𝑡2)
+
𝜃1((𝜁 + 𝜂 − 𝜁𝜂)𝑡1 − 𝑡2)

2(𝑡1 − 𝑡2)
−

−2(𝐴0)11(𝐴1)11 + (𝐴0)12(𝐴1)21 + (𝐴0)21(𝐴1)12
𝑡1

−2(𝐴𝑡)11(𝐴1)11 + (𝐴𝑡)12(𝐴1)21 + (𝐴𝑡)21(𝐴1)12
𝑡1 − 𝑡2

−𝑃1𝑄1,

и уравнению с временной переменной 𝑡2

𝑀 ′
𝑡2

=
𝜂(𝜂 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)(𝜁 − 𝜂)
𝑀 ′′

𝜂𝜂 −
𝜁(𝜁 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)(𝜁 − 𝜂)
𝑀 ′′

𝜁𝜁+

+
(2𝜁𝜂 − 𝜁 − 𝜂)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)(𝜁 − 𝜂)2
(𝑀 ′

𝜁 + 𝑀 ′
𝜂) + 𝑔2(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂, 𝑢, 𝑃𝑖, 𝑄𝑖)𝑀 (19)

с коэффициентом

𝑔2 =
(𝜃0)2(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

4𝜁𝜂(𝑡2 − 𝑡1)𝑡1𝑡2
− (𝜃1)2(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)(𝑡2 − 𝑡1)𝑡1𝑡2
+

(𝜃𝑡)2(𝑡21𝜁𝜂 − 2𝑡1𝑡2𝜁𝜂 + 𝑡22(𝜁 + 𝜂 − 1))𝑡1
4(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)

+

+
𝑡1(𝜁 + 𝜂 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

4𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)
−(𝜃0 + 𝜃1 + 2𝜃∞2 )(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

2𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)
+
𝜃𝑡𝑡1(𝑡2(𝜁 + 𝜂 − 1) − 𝑡1𝜁𝜂)

2𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)
−

−2(𝐴0)11(𝐴𝑡)11 + (𝐴0)12(𝐴𝑡)21 + (𝐴0)21(𝐴𝑡)12
𝑡2

−2(𝐴𝑡)11(𝐴1)11 + (𝐴𝑡)12(𝐴1)21 + (𝐴𝑡)21(𝐴1)12
𝑡2 − 𝑡1

−𝑃2𝑄2.

3.2. Далее осуществим замену

𝑊 = 𝑒𝑆(𝑡1,𝑡2)𝑀,

где функция 𝑆 удовлетворяет двум непротиворечивым равенствам

𝑆 ′
𝑡1

=
2(𝐴0)11(𝐴1)11 + (𝐴0)12(𝐴1)21 + (𝐴0)21(𝐴1)12

𝑡1
+

2(𝐴𝑡)11(𝐴1)11 + (𝐴𝑡)12(𝐴1)21 + (𝐴𝑡)21(𝐴1)12
𝑡1 − 𝑡2

+

+ 𝑃1𝑄1,

𝑆 ′
𝑡2

=
2(𝐴0)11(𝐴𝑡)11 + (𝐴0)12(𝐴𝑡)21 + (𝐴0)21(𝐴𝑡)12

𝑡2
+

2(𝐴𝑡)11(𝐴1)11 + (𝐴𝑡)12(𝐴1)21 + (𝐴𝑡)21(𝐴1)12
𝑡2 − 𝑡1

+

+ 𝑃2𝑄2.

Эта замена связывает решения уравнения (18), (19) с решениями эволюционных уравнений

𝑊 ′
𝑡1

=
𝜂(𝜂 − 1)(𝜁 − 1)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)(𝜁 − 𝜂)
𝑊 ′′

𝜂𝜂 −
𝜁(𝜁 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂 − 1)

𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)(𝜁 − 𝜂)
𝑊 ′′

𝜁𝜁+

+
𝑏(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂)𝑊 ′

𝜂 + 𝑐(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂)𝑊 ′
𝜁

𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)(𝜁 − 𝜂)
+ 𝑔3(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂)𝑊, (20)

𝑊 ′
𝑡2

=
𝜂(𝜂 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)(𝜁 − 𝜂)
𝑊 ′′

𝜂𝜂 −
𝜁(𝜁 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)(𝜁 − 𝜂)
𝑊 ′′

𝜁𝜁+

+
(2𝜁𝜂 − 𝜁 − 𝜂)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

𝑡1𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)(𝜁 − 𝜂)2
(𝑊 ′

𝜁 + 𝑊 ′
𝜂) + 𝑔4(𝑡1, 𝑡2, 𝜁, 𝜂)𝑊, (21)
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которые зависят от функций

𝑔3 =
(𝜃0)2𝑡2(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)

4𝜁𝜂𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)
+

(𝜃1)2(𝜁𝜂𝑡2 − 2𝜁𝜂𝑡1 + 𝑡1(𝜁 + 𝜂) − 𝑡2)

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)𝑡1(𝑡1 − 𝑡2)
− (𝜃𝑡)2(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)𝑡1𝑡2

4(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)(𝑡1 − 𝑡2)
+

+
𝑡1(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)(𝑡1(𝜁 + 𝜂) − 𝑡2)

4(𝑡1 − 𝑡2)
− 𝑡1(𝜃

0 + 𝜃𝑡 + 2𝜃∞2 )(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)

2(𝑡1 − 𝑡2)
+
𝜃1((𝜁 + 𝜂 − 𝜁𝜂)𝑡1 − 𝑡2)

2(𝑡1 − 𝑡2)
,

𝑔4 =
(𝜃0)2(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

4𝜁𝜂(𝑡2 − 𝑡1)𝑡1𝑡2
− (𝜃1)2(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

4(𝜁 − 1)(𝜂 − 1)(𝑡2 − 𝑡1)𝑡1𝑡2
+

(𝜃𝑡)2(𝑡21𝜁𝜂 − 2𝑡1𝑡2𝜁𝜂 + 𝑡22(𝜁 + 𝜂 − 1))𝑡1
4(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)

+

+
𝑡1(𝜁 + 𝜂 − 1)(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

4𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)
−(𝜃0 + 𝜃1 + 2𝜃∞2 )(𝜁𝑡1 − 𝑡2)(𝜂𝑡1 − 𝑡2)

2𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)
+
𝜃𝑡𝑡1(𝑡2(𝜁 + 𝜂 − 1) − 𝑡1𝜁𝜂)

2𝑡2(𝑡2 − 𝑡1)
.

Последняя пара уравнений уже не содержит зависимости от 𝑄𝑖 и 𝑃𝑖.
3.3. Переход в уравнениях (20), (21) к независимым переменным

𝜏1 = 𝑡1, 𝜏2 =
𝑡2

𝑡2 − 𝑡1
, 𝑥 =

𝜁

𝜁 − 1
, 𝑦 =

𝜂

𝜂 − 1

и последующая замена (𝑐𝑖 – постоянные)

𝑊 = (𝑦 − 𝑥)((𝑥− 1)(𝑦 − 1))𝑐1(𝑥𝑦)𝑐2((𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2))
𝑐3(𝜏2)

𝑐3(2𝑐2+1)(𝜏2 − 1)2𝑐3(𝑐1+𝑐3)𝑒𝑓(𝜏1,𝜏2,𝑥,𝑦)Ψ,

где

𝑓(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦) =
𝜏1

2(𝑥− 1)
+

𝜏1
2(𝑦 − 1)

+
𝜃1 + 𝜃𝑡 − 2(𝑐1 + 𝑐2)𝜏1𝜏2

2(𝜏2 − 1)
+

(𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3)𝜏1
𝜏2 − 1

+

+
(𝑐21 − 𝑐22 − 𝑐23 − (𝜃1)2/4)𝜏2 ln 𝜏1

𝜏2 − 1
+

(−𝑐21 + 𝑐23 + (𝜃0)2/4 + (𝜃1)2/4) ln 𝜏1
𝜏2 − 1

,

переводят их в пару уравнений

𝜏1(𝜏2−1)Ψ′
𝜏1

=
𝑦(𝑦 − 1)2(𝑥− 1)(𝑦 − 𝜏2)

𝑦 − 𝑥

(︂
Ψ′′

𝑦𝑦 + Ψ′
𝑦

(︂
2𝑐1 + 1

𝑦 − 1
+

2𝑐2 + 1

𝑦
+

2𝑐3 + 1

𝑦 − 𝜏2
− 𝜏1

(𝑦 − 1)2

)︂)︂
−

− 𝑥(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)(𝑥− 𝜏2)

𝑦 − 𝑥

(︂
Ψ′′

𝑥𝑥 + Ψ′
𝑥

(︂
2𝑐1 + 1

𝑥− 1
+

2𝑐2 + 1

𝑥
+

2𝑐3 + 1

𝑥− 𝜏2
− 𝜏1

(𝑥− 1)2

)︂)︂
+

+ 𝑔5(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦)Ψ, (22)

𝜏2(𝜏2−1)2Ψ′
𝜏2

=
𝑥(𝑥− 1)2(𝑦 − 𝜏2)(𝑥− 𝜏2)

𝑦 − 𝑥

(︂
Ψ′′

𝑥𝑥 + Ψ′
𝑥

(︂
2𝑐1 + 2

𝑥− 1
+

2𝑐2 + 1

𝑥
+

2𝑐3
𝑥− 𝜏2

− 𝜏1
(𝑥− 1)2

)︂)︂
−

− 𝑦(𝑦 − 1)2(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2)

𝑦 − 𝑥

(︂
Ψ′′

𝑦𝑦 + Ψ′
𝑦

(︂
2𝑐1 + 2

𝑦 − 1
+

2𝑐2 + 1

𝑦
+

2𝑐3
𝑦 − 𝜏2

− 𝜏1
(𝑦 − 1)2

)︂)︂
+

+ 𝑔6(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦)Ψ. (23)

Здесь функции 𝑔5 и 𝑔6 имеют вид

𝑔5 = ((𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 + 1)2 − (𝜃1)2/4)(𝑥− 1)(𝑦 − 1) +
(𝑐22 − (𝜃0)2/4)𝜏2(𝑥 + 𝑦 − 1)

4𝑥𝑦
+

+
(𝜃∞2 − 𝜃∞1 − 2𝑐1)𝜏1(𝜏2(𝑥 + 𝑦) − 𝑥𝑦 − 2𝜏2 + 1)

2(𝑥− 1)(𝑦 − 1)
+

( (𝜃
𝑡)2

4
− 𝑐23)(𝜏2 − 1)2(𝑥𝑦 − 𝜏2)

(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2)
,
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𝑔6 =
(𝛾2 − 1)(𝜏 21 (𝑥𝑦 − 1)(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2))

4(𝑥− 1)2(𝑦 − 1)2
− ((𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 + 1)2 − (𝜃1)2/4)(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2)+

+
(𝜃∞2 − 𝜃∞1 − 2𝛾𝑐1)𝜏1(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2)

2(𝑥− 1)(𝑦 − 1)
+

((𝜃0)2/4 − 𝑐22)𝜏2(𝑥 + 𝑦 − 𝜏2)

𝑥𝑦
+

+ 𝑐22 − (𝜃0)2/4 +
(𝑐23 − (𝜃𝑡)2/4)(𝜏2 − 1)2(𝑥𝑦 − 𝜏 22 )

(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2)
.

Полагая теперь

𝑐2 =
𝜃0

2
, 2𝑐1 = 𝜃∞2 − 𝜃∞1 , 𝑐3 =

𝜃𝑡

2
, 𝜅 = (𝑐1 + 𝑐2 + 1)2,

𝑐1 =
𝜅1 − 2

2
, 𝑐2 =

𝜅0 − 1

2
, 𝑐3 =

𝜃2 − 1

2
,

получаем, что пару эволюционных уравнений (22), (23) за счет справедливости соотноше-
ний

𝜕

𝜕𝑥
𝑥− 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
= 1,

𝜕

𝜕𝑦
𝑦 − 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
= 1

символически можно записать в виде следующих аналогов временных уравнений Шре-
дингера (𝜀 = 1)

𝜀
𝜕Ψ

𝜕𝜏𝑗
= 𝐾𝜏𝑗(𝜏1, 𝜏2, 𝑥, 𝑦,−𝜀

𝜕

𝜕𝑥
,−𝜀

𝜕

𝜕𝑦
)Ψ (𝑗 = 1, 2), (24)

определяемых гамильтонианами (8), (9) гамильтоновой системы (7).
3.4. Если в этой паре эволюционных уравнений осуществить замены

𝑟 = −(𝑥− 1)(𝑦 − 1)

𝜏1(𝜏2 − 1)
, 𝜌 =

(𝑥− 𝜏2)(𝑦 − 𝜏2)

(𝜏2 − 1)2
, (25)

представляющие собой квантовые аналоги двух первых частей симпликтического преобра-
зования (10), и от времен 𝜏𝑗 – согласно тому же преобразованию (10) – перейти к временам
𝑠𝑗, то данные аналоги уравнений Шредингера перейдут в уравнения

𝑠21Ψ
′
𝑠1

= 𝑟2(𝑟−𝑠1)Ψ
′′
𝑟𝑟+2𝑟2𝜌Ψ′′

𝑟𝜌+𝑟𝜌(𝜌−𝑠2)Ψ
′′
𝜌𝜌+Ψ′

𝑟[(𝜅0+𝜃2−1)𝑟2+𝜅1𝑟(𝑟−𝑠1)+𝑠1𝜌+(𝑟−𝑠1)]+

+ Ψ′
𝜌[(𝜅1 + 𝜅0 − 1)𝑟𝜌 + 𝜃2𝑟(𝜌− 𝑠2) − (𝑠2 − 1)𝜌] + 𝜅𝑟Ψ,

𝑠2(𝑠2 − 1)Ψ′
𝑠2

= 𝑟2𝜌Ψ′′
𝑟𝑟 + 2𝑟𝜌(𝜌− 𝑠2)Ψ

′′
𝑟𝜌 +

(︂
𝜌(𝜌− 1)(𝜌− 𝑠2) +

𝑟𝜌𝑠2(𝑠2 − 1)

𝑠1

)︂
Ψ′′

𝜌𝜌+

+ Ψ′
𝑟[(𝜅1 + 𝜅0 − 1)𝑟𝜌 + 𝜃2𝑟(𝜌− 𝑠2) − (𝑠2 − 1)𝜌]+

+ Ψ′
𝜌

(︂
(𝜅0 − 1)𝜌(𝜌− 1) + 𝜅1𝜌(𝜌− 𝑠2) + 𝜃2(𝜌− 1)(𝜌− 𝑠2) +

𝑠2(𝑠2 − 1)

𝑠1
(𝜃2𝑟 + 𝜌)

)︂
+ 𝜅𝜌Ψ.

Эта же пара уравнений за счет справедливости операторных соотношений

𝜕

𝜕𝑟
𝑟 − 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
= 1,

𝜕

𝜕𝜌
𝜌− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌
= 1

символически может быть записана в виде аналогов временных уравнений Шредингера
(4) с 𝜀 = 1, определяемых полиномиальными гамильтонианами (5) и (6).
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4. Выводы

Построенные решения уравнений аналогов временных уравнений Шредингера (4) и (24)
выражены через решения 𝑍 матричных 𝐿− 𝐴 пар ИДМ (16), явным образом зависящих
от решений нелинейных гамильтоновых систем ОДУ(12) с гамильтонианами (13),(14). По-
средством известных симпликтических преобразований (10) и (11) решения этих гамиль-
тоновых систем могут быть выражены как через решения гамильтоновых систем (1) c
полиномиальными гамильтонианами (5), (6), так и через решения гамильтоновых систем
(7) c гамильтонианами (8), (9). Таким образом, описанные решения этих аналогов урав-
нений Шредингера двойственным образом связаны с соответствующими классическими
гамильтоновыми системами.
Но надо подчеркнуть, что вопрос о подобных аналогах уравнений Шредингера, соответ-

свующих гамильтоновых систем, которые представлены различными формами системы
𝐻2+1+1+1, результаты данной статьи окончательно не закрывают. В частности, авторам
не удалось построить решения каких-либо аналогов временных уравнений Шредингера,
соответствующих гамильтонианам (13),(14). То же самое касается серии других эквива-
лентных им гамильтановых систем, описанных в статье [22].
В построениях данной статьи очень важную роль сыграла замена (17). Такая же замена

ранее с успехом была применена в статьях [31], [32] и [36], в которых строились решения
аналогов временных уравнений Шредингера, определяемых гамильтонианами самой си-
стемы Гарнье, а также некоторых из других ее вырождений. (Еще раньше в других целях
эта замена использовалась Д.П. Новиковым [29]. Сам Д. П. Новиков обращает внимание
на сходство данной замены с формулой (2.3.36) в [23]). Тем самым, для случая систе-
мы 𝐻2+1+1+1 показана оправданность предположения статьи [32] о том, что эта замена
должна помочь и при построении аналогов временных уравнений Шредингера, которые
определяются гамильтонианами всех вырождений системы Гарнье.
Помимо такой замены полезно также иметь ввиду возможность осуществления замен,

которые являются квантовыми аналогами известных классических преобразований. Такая
замена, например, оказалась весьма полезной в конструкциях [31] (см. в [31] формулы (46)
и (56)). В настоящей работе подобную замену-аналог описывает формула (25).
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// J. Math. Phys. 2011. V. 52. No. 8. 16 PP.
13. H. Nagoya, Y. Yamada Symmetries of quantum Lax equations for the Painlevé equations // Annales
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