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О КАЧЕСТВЕННЫХ СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ

КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ,

ДОПУСКАЮЩИХ ВЫРОЖДЕНИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ

А.Б. МУРАВНИК

Аннотация. Мы рассматриваем задачу Коши для квазилинейных параболических
уравнений вида 𝜌(𝑥)𝑢𝑡 = ∆𝑢 + 𝑔(𝑢)|∇𝑢|2, где положительный коэффициент 𝜌 до-
пускает вырождение на бесконечности, а коэффициент 𝑔 может быть непрерывной
функцией, а может допускать степенные особенности не выше первой степени. Указан-
ные нелинейности, называемые нелинейностями Кардара—Паризи—Жанга (или KPZ-
нелинейностями), возникают в различных приложениях (в частности, в задачах о на-
правленном росте полимеров и задачах помехоустойчивости). Кроме того, они пред-
ставляют и самостоятельный теоретический интерес, поскольку содержат производ-
ную неизвестной функции во второй степени, а это — максимальный (предельный) по-
казатель, при котором условия бернштейновского типа для соответствующей эллип-
тической задачи обеспечивают получение априорных 𝐿∞-оценок первых производных
решения через 𝐿∞-оценку самого решения. Асимптотические свойства решений пара-
болических уравнений с подобными нелинейностями исследовались и ранее, но только
для случая равномерно параболической линейной части. Вырождение коэффициента
𝜌 (хотя бы и на бесконечности) качественно изменяет природу задачи, что и пока-
зывает исследование качественных свойств (классических) решений указанной задачи
Коши. Мы находим условия на коэффициент 𝜌 и начальную функцию, гарантирующие
следующее поведение указанных решений: существует такая (предельная) липшицева
функция 𝐴(𝑡), что при любом положительном 𝑡 обобщенное сферическое среднее ре-
шения стремится к указанной липшицевой функции при стремлении радиуса сферы
к бесконечности. Обобщенное сферическое среднее строится следующим образом: вна-
чале к решению применяется некоторая монотонная функция, определяемая (как в
регулярном, так и в сингулярном случае) только коэффициентом при нелинейности,
а затем вычисляется среднее по (𝑛 − 1)-мерной сфере с центром в начале координат
(в линейном случае такое среднее закономерно обращается в классическое сферическое
среднее). Для построения указанной монотонной функции применяется метод Бицадзе,
позволяющий выражать решения исследуемых квазилинейных уравнений через реше-
ния некоторых полулинейных уравнений.
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1. Введение

Уравнения вида 𝜌(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ∆𝑢, где 𝜌(𝑥) ≥ 𝜌0 > 0 (равно как и параболические уравне-

ния гораздо более общего вида), можно в настоящее время считать вполне классическим
объектом: построена и глубоко развита их полная теория, показывающая, что эти уравне-
ния в значительной степени наследуют свойства их модельного объекта — уравнения теп-
лопроводности. Это касается как вопросов корректности краевых задач для указанных
уравнений, так и качественных свойств их решений, включая те специфические свойства,
которые обусловливают принципиальные отличия параболических уравнений от уравне-
ний любого другого типа.
Ситуация существенно меняется, если ослабить условие, наложенное на коэффициент

𝜌: даже если всего лишь заменить его положительную определенность на (глобальную)
строгую положительность, коэффициент получит возможность вырождаться на беско-
нечности (оставаясь, тем не менее, строго положительным в каждой точке). В этом слу-
чае уравнение может оставаться параболическим в каждой точке (и даже равномерно
параболическим в каждой ограниченной области), но, например, задача Коши во всем
полупространстве (т. е. важнейший тип задач для параболической теории) уже не будет
классической— уравнение будет терять тип на бесконечности. По той же причине не гаран-
тировано и сохранение асимптотических свойств решений, характерных для классической
параболической теории.
К настоящему времени исследование параболических уравнений с коэффициентами,

вырождающимися на бесконечности, далеко не полно, однако для линейного случая в [1]
получены важные результаты. В частности, получены аналоги классических результатов
о стабилизации решений, хотя эти результаты имеют принципиальные отличия от случая
равномерно параболических уравнений (например, стабилизация доказана для сфериче-
ских средних от решений, а не для самих решений).
В настоящей работе указанные исследования распространяются на случай некоторых

квазилинейных уравнений, а именно, на уравнения, содержащие квадрат градиента неиз-
вестной функции. Такие нелинейности, называемые нелинейностями Кардара—Паризи—
Жанга (или KPZ-нелинейностями), возникают в различных приложениях (см., напр., [2]–
[14]), а также представляют и самостоятельный теоретический интерес: они содержат
производную неизвестной функции во второй степени, а это, как известно (см., напр.,
[15]-[16]), максимальный (предельный) показатель, при котором условия бернштейновско-
го типа для соответствующей эллиптической задачи обеспечивают получение априорных
𝐿∞-оценок первых производных решения через 𝐿∞-оценку самого решения.
Асимптотические свойства решений параболических и эллиптических уравнений с KPZ-

нелинейностями (включая сингулярные уравнения) изучались в [17]–[24], однако случай
вырождения на бесконечности ранее не исследовался.

Значительная часть результатов настоящей работы докладывалась на Международной
математической конференции по теории функций, посвященной 100-летию чл.-корр. АН
СССР А.Ф. Леонтьева (Уфа, май 2017 г.). Автор признателен участникам конференции
за полезные обсуждения, способствовавшие лучшему пониманию полученных результатов
и улучшению их изложения.

Автор выражает глубокую благодарность А.Л. Скубачевскому за постоянное внимание
к работе и В.Н. Денисову за ценные замечания.

2. Случай регулярных коэффициентов

Пусть 𝑛 ≥ 3, 𝜌 и 𝑢0 —функции, определенные в R𝑛, причем 𝜌 положительна, а функ-
ция 𝑔 непрерывна на вещественной оси. Предположим, что ограниченная функция 𝑢(𝑥, 𝑡)
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удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению

𝜌(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ∆𝑢 + 𝑔(𝑢)|∇𝑢|2, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ (0,+∞), (1)

и начальному условию
𝑢⃒⃒

𝑡=0

= 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛. (2)

Следуя [25], определим на вещественной оси функцию 𝑓 следующим образом:

𝑓(𝑠) =

𝑠∫︁
0

𝑒

𝑥∫︀
0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏
𝑑𝑥. (3)

Тогда

𝑓 ′(𝑠) = 𝑒

𝑠∫︀
0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏
> 0,

т. е. введенная функция 𝑓 строго монотонна, и

𝑓 ′′(𝑠) = 𝑔(𝑠)𝑒

𝑠∫︀
0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏
, т. е. 𝑔(𝑠) =

𝑓 ′′(𝑠)

𝑓 ′(𝑠)
.

Теперь обозначим функцию 𝑓 [𝑢(𝑥, 𝑡)] через 𝑣(𝑥, 𝑡) и вычислим

𝜌(𝑥)
𝜕𝑣

𝜕𝑡
− ∆𝑣 = 𝜌(𝑥)𝑓 ′(𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︂
𝑓 ′(𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
=

= 𝜌(𝑥)𝑓 ′(𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑓 ′′(𝑢)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂2

−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑓 ′(𝑢)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑗

=

= 𝑓 ′(𝑢)𝜌(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑓 ′′(𝑢)|∇𝑢|2 − 𝑓 ′(𝑢)∆𝑢 =

= 𝑓 ′(𝑢)

[︂
𝜌(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑓 ′′(𝑢)

𝑓 ′(𝑢)
|∇𝑢|2 − ∆𝑢

]︂
= 𝑓 ′(𝑢)

[︂
𝜌(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− ∆𝑢− 𝑔(𝑢)|∇𝑢|2

]︂
= 0.

Значит, функция 𝑣(𝑥, 𝑡) удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению

𝜌(𝑥)
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= ∆𝑣, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ (0,+∞). (4)

Кроме того, функция 𝑣(𝑥, 𝑡) ограничена в силу непрерывности функции 𝑔 и ограниченно-
сти функции 𝑢, а ее след на гиперплоскости {𝑡 = 0} равен ограниченной на вещественной
оси функции 𝑓 [𝑢0(𝑥)] def

= 𝑣0(𝑥).

Теперь, следуя [1], определим в R𝑛× (0,+∞) функцию 𝑉 (𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 и наложим

на функции 𝜌 и 𝑢0 следующие условия:

∙ уравнение Пуассона с правой частью −𝜌(𝑥) имеет решение, ограниченное в R𝑛;
∙ существует такая константа κ, 0 < κ < 1, что 𝜌 ∈ 𝐶κ+1

loc

(︀
R𝑛

)︀
и 𝑓(𝑢0) ∈ 𝐶κ

loc

(︀
R𝑛

)︀
.

Тогда, в силу [1, Th 1.1], существует такая липшицевая на [0,+∞) функция 𝐴, что соот-
ношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑉 (𝑥, 𝑡)𝑑𝜎𝑥 =
𝑛𝜋

𝑛
2

Γ
(︀
𝑛
2

+ 1
)︀𝐴(𝑡)

выполняется для каждого положительного 𝑡, а соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

[𝑉 (𝑥, 𝑡) − 𝐴(𝑡)]𝑑𝜎𝑥 = 0
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выполняется равномерно относительно 𝑡 из [0, 𝑇 ] для любого положительного 𝑇 .
Таким образом, справедливо следующее утверждение:

Теорема 1. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— классическое ограниченное решение задачи Коши для урав-
нения (1), где коэффициент 𝑔 непрерывен, а коэффициент 𝜌(𝑥) и начальная функция 𝑢0(𝑥)
удовлетворяют следующим условиям:

(i) уравнение ∆𝑤 + 𝜌(𝑥) = 0 имеет решение, ограниченное в R𝑛;
(ii) существует такая константа κ, 0 < κ < 1, что 𝜌 ∈ 𝐶κ+1

loc

(︀
R𝑛

)︀
и 𝑓(𝑢0) ∈ 𝐶κ

loc

(︀
R𝑛

)︀
.

Тогда существует такая липшицевая на [0,+∞) функция 𝐴, что соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑡∫︁
0

𝑓 [𝑢(𝑥, 𝜏)]𝑑𝜏𝑑𝜎𝑥 =
2𝜋

𝑛
2

Γ
(︀
𝑛
2

)︀𝐴(𝑡)

выполняется для любого положительного 𝑡, а соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑓 [𝑢(𝑥, 𝜏)]𝑑𝜏 − 𝐴(𝑡)

⎞⎠ 𝑑𝜎𝑥 = 0

выполняется равномерно относительно 𝑡 из [0, 𝑇 ] для любого положительного 𝑇.

3. Случай сингулярных коэффициентов

В уравнении (1) положим

𝑔(𝑠) = 𝛼𝑠𝛽, (5)

где 𝛽 ∈ (−1, 0), 𝛼—произвольный вещественный параметр. В этом случае условия теоре-
мы 1 не выполнены (коэффициент при нелинейности имеет особенность в начале коорди-
нат), однако функция (3) по-прежнему определена:

𝑓(𝑠) =

𝑠∫︁
0

𝑒

𝑥∫︀
0

𝛼𝜏𝛽𝑑𝜏
𝑑𝑥 =

𝑠∫︁
0

𝑒
𝛼

𝛽+1
𝑥𝛽+1

𝑑𝑥.

Отсюда следует, что 𝑓 ′(𝑠) = 𝑒
𝛼

𝛽+1
𝑠𝛽+1

> 0, а значит, 𝑓 — строго монотонная функция. Далее,

𝑓 ′′(𝑠) = 𝛼𝑠𝛽𝑒
𝛼

𝛽+1
𝑠𝛽+1

, следовательно, 𝑔(𝑠) =
𝑓 ′′(𝑠)

𝑓 ′(𝑠)
.

Предположим, что ограниченная положительная функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет (в клас-
сическом смысле) уравнению (1) с коэффициентом 𝑔, определенным формулой (5). Тогда,
точно так же, как и в разделе 2, обозначая функцию 𝑓 [𝑢(𝑥, 𝑡)] через 𝑣(𝑥, 𝑡), непосредствен-
ной подстановкой убеждаемся, что она удовлетворяет уравнению (4). Кроме того, в силу
ограниченности функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и строгой положительности показателя 𝛽 + 1 функция
𝑣(𝑥, 𝑡) ограничена:

|𝑓 [𝑢(𝑥, 𝑡)]| ≤ sup |𝑢|𝑒
|𝛼|
𝛽+1

(sup |𝑢|)𝛽+1

.

Значит, [1, Th 1.1] применима и в этом случае. Тем самым справедливо следующее утвер-
ждение:

Теорема 2. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— классическое ограниченное положительное решение зада-
чи Коши для уравнения (1), где коэффициент 𝑔 определен формулой (5), 𝛽 ∈ (−1, 0),
𝛼 ∈ R𝑛, а коэффициент 𝜌(𝑥) и начальная функция 𝑢0(𝑥) удовлетворяют условиям тео-
ремы 1. Тогда утверждение теоремы 1 выполняется.
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4. Предельный случай сингулярных коэффициентов

В уравнении (1) положим

𝑔(𝑠) =
𝛼

𝑠
, (6)

где 𝛼 > −1.
В этом случае замена (3) неприменима, однако, следуя [25], можно использовать замену

𝑓(𝑠) = 𝑠𝛼+1: предполагая, что ограниченная положительная функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворя-
ет (в классическом смысле) уравнению (1) с коэффициентом 𝑔, заданным формулой (6),
обозначим функцию 𝑢𝛼+1(𝑥, 𝑡) через 𝑣(𝑥, 𝑡) (эта функция корректно определена и поло-
жительна во всем полупространстве R𝑛 × (0,+∞) в силу положительности функции 𝑢) и
вычислим

𝜌(𝑥)
𝜕𝑣

𝜕𝑡
− ∆𝑣 = (𝛼 + 1)𝜌(𝑥)𝑢𝛼𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︂
(𝛼 + 1)𝑢𝛼 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

]︂
=

= (𝛼 + 1)𝜌(𝑥)𝑢𝛼𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝛼(𝛼 + 1)𝑢𝛼−1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂2

− (𝛼 + 1)𝑢𝛼∆𝑢 =

= (𝛼 + 1)𝑢𝛼

[︂
𝜌(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝛼

𝑢
|∇𝑢|2 − ∆𝑢

]︂
= 0

(поскольку 𝑢—классическое решение уравнения (1) и положительная функция, все при-
мененные выше операции дифференцирования и деления законны).
Итак, функция 𝑣(𝑥, 𝑡) ограничена, удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению

(4), а ее след на гиперплоскости {𝑡 = 0} равен 𝑢𝛼+1
0 (𝑥).

Теперь, следуя [1], определим в R𝑛 × (0,+∞) функцию 𝑉 (𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 и потребу-

ем, чтобы функция 𝜌 удовлетворяла условиям теоремы 1, а функция 𝑢𝛼+1
0 принадлежала

𝐶𝛼
loc

(︀
R𝑛

)︀
. Тогда, в силу [1, Th 1.1], существует такая липшицевая на [0,+∞) функция 𝐴,

что соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑉 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =
𝑛𝜋

𝑛
2

Γ
(︀
𝑛
2

+ 1
)︀𝐴(𝑡)

выполняется для каждого положительного 𝑡, а соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

[𝑉 (𝑥, 𝑡) − 𝐴(𝑡)]𝑑𝑥 = 0

выполняется равномерно относительно 𝑡 из [0, 𝑇 ] для любого положительного 𝑇 .
Таким образом, справедливо следующее утверждение:

Теорема 3. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— классическое ограниченное положительное решение зада-
чи Коши для уравнения

𝜌(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ∆𝑢 +

𝛼

𝑢
|∇𝑢|2, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ (0,+∞), (7)

где 𝛼 > −1, коэффициент 𝜌(𝑥) удовлетворяет условиям теоремы 1, а начальная функция
𝑢0(𝑥) такова, что 𝑢𝛼+1

0 ∈ 𝐶κ
loc

(︀
R𝑛

)︀
. Тогда существует такая липшицевая на [0,+∞)

функция 𝐴, что соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑈𝛼+1(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =
𝑛𝜋

𝑛
2

Γ
(︀
𝑛
2

+ 1
)︀𝐴(𝑡)



82 А.Б. МУРАВНИК

выполняется при каждом положительном 𝑡, а соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

[𝑈𝛼+1(𝑥, 𝑡) − 𝐴(𝑡)]𝑑𝑥 = 0

выполняется равномерно относительно 𝑡 из [0, 𝑇 ] для любого положительного 𝑇, где

𝑈𝑠(𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑢𝑠(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, 𝑠 > 0.

4.1. Случай положительно определенных решений. Если несколько усилить тре-
бования, наложенные на решение, потребовав от него не положительности, а положитель-
ной определенности (т. е. положительности его нижней грани), то ограничение на коэф-
фициент 𝛼 снимается.
При 𝛼 < −1 применяем ту же самую степенную замену, что и при 𝛼 > −1: пред-

полагая, что ограниченная положительно определенная функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет
(в классическом смысле) уравнению (7), непосредственной подстановкой (точно так же,
как и при 𝛼 > −1) убеждаемся, что функция 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝛼+1(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению
(4), а для доказательства ограниченности этой функции используем положительную опре-

деленность функции 𝑢(𝑥, 𝑡); действительно, вводя положительную постоянную 𝛾 def
= −1−𝛼,

получаем неравенство 𝑣(𝑥, 𝑡) ≤ 1

(inf 𝑢)𝛾
.

Тогда, применяя [1, Th 1.1], получаем следующее утверждение:

Предложение 1. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— классическое ограниченное решение задачи Коши
для уравнения (7), где 𝛼 ̸= −1, inf 𝑢 ≥ 𝐵 > 0, коэффициент 𝜌(𝑥) удовлетворяет условиям

теоремы 1, а начальная функция 𝑢0(𝑥) такова, что 𝑢𝛼+1
0 ∈ 𝐶κ

loc

(︀
R𝑛

)︀
. Тогда справедливо

утверждение теоремы 3.

При 𝛼 = −1 применяем замену 𝑣(𝑥, 𝑡) = ln
𝑢(𝑥, 𝑡)

𝐵
, где 𝐵 = inf 𝑢 > 0

(в силу условия положительной определенности решения 𝑢). Тогда 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐵𝑒𝑣(𝑥,𝑡),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐵𝑒𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

= 𝐵𝑒𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗

,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑗

= 𝐵𝑒𝑣
(︁ 𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗

)︁2

+ 𝐵𝑒𝑣
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑗

(𝑗 = 1, 𝑛). Отсюда вытекает, что

∆𝑢 = 𝐵𝑒𝑣
(︀
∆𝑣 + |∇𝑣|2

)︀
, |∇𝑢|2 = 𝐵2𝑒2𝑣|∇𝑣|2. Теперь учтем, что 𝑢 удовлетворяет уравнению

(7) при 𝛼 = −1; получим, что

0 = 𝜌(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− ∆𝑢 +

1

𝑢
|∇𝑢|2 =

= 𝜌(𝑥)𝐵𝑒𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑡
−𝐵𝑒𝑣

(︀
∆𝑣 + |∇𝑣|2

)︀
+

1

𝐵𝑒𝑣
𝐵2𝑒2𝑣|∇𝑣|2 =

= 𝜌(𝑥)𝐵𝑒𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑡
−𝐵𝑒𝑣∆𝑣 = 𝐵𝑒𝑣

(︂
𝜌(𝑥)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− ∆𝑣

)︂
,

а значит, функция 𝑣(𝑥, 𝑡) является (классическим) решением уравнения (4), ограниченным
в силу условия ограниченности функции 𝑢(𝑥, 𝑡).
Тогда, применяя [1, Th 1.1], получим утверждения о поведении среднего вида

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑡∫︁
0

ln
𝑢(𝑥, 𝜏)

𝐵
𝑑𝜏𝑑𝜎𝑥 =

= lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑡∫︁
0

ln𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜎𝑥 −
2𝜋

𝑛
2 ln𝐵

Γ
(︀
𝑛
2

)︀ 𝑡.
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Учитывая, что линейная функция 𝑡 ln𝐵 является липшицевой на [0,+∞), функцию
𝑡 ln𝐵 − 𝐴(𝑡), где 𝐴(𝑡)—функция, фигурирующая в утверждении [1, Th 1.1], мож-
но переобозначить как новую функцию 𝐴(𝑡). Если при этом учесть, что функция

ln
𝑢0

𝐵
= ln𝑢0 − ln𝐵, очевидно, принадлежит любому классу локально гельдеровых функ-

ций тогда и только тогда, когда функция ln𝑢0 принадлежит тому же самому классу, то
получим следующее утверждение:

Предложение 2. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— классическое ограниченное решение задачи Коши
для уравнения

𝜌(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ∆𝑢− 1

𝑢
|∇𝑢|2,

где inf 𝑢 ≥ 𝐵 > 0, коэффициент 𝜌(𝑥) удовлетворяет условиям теоремы 1, а начальная

функция 𝑢0(𝑥) такова, что ln𝑢0 ∈ 𝐶κ
loc

(︀
R𝑛

)︀
. Тогда существует такая липшицевая на

[0,+∞) функция 𝐴, что соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

𝑡∫︁
0

ln𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜎𝑥 =
2𝜋

𝑛
2

Γ
(︀
𝑛
2

)︀𝐴(𝑡)

выполняется для любого положительного 𝑡, а соотношение

lim
𝑅→∞

1

𝑅𝑛−1

∫︁
|𝑥|=𝑅

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

ln𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 − 𝐴(𝑡)

⎞⎠ 𝑑𝜎𝑥 = 0

выполняется равномерно относительно 𝑡 из [0, 𝑇 ] для любого положительного 𝑇.

Замечание. Из [26] известно, что условие (i) в теореме 1 (а значит, и во всех пяти
утверждениях настоящей работы) можно заменить на следующее эквивалентное условие:∫︁

R𝑛

𝜌(𝜉 − 𝑥)𝑑𝜉

|𝜉|𝑛−2
∈ 𝐿∞

(︀
R𝑛

)︀
.
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