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БАЗИСНОСТЬ ПСЕВДОСТЕПЕННЫХ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ МНОГОЧЛЕНОВ

С.Г. МЕРЗЛЯКОВ

Аннотация. Мы рассматриваем задачу о базисности последовательностей многочле-
нов, похожих в некотором смысле на систему обычных степеней.

Ключевые слова: последовательности многочленов, пространства голоморфных
функций.

1. Введение

Обозначим через N0 множество неотрицательных целых чисел.
Нам понадобятся следующие понятия.

Определение 1. Последовательность многочленов одной переменной {pn : n ∈ N0} с
комплексными коэффициентами назовем псевдостепенной, если p0 ≡ 1 и p′n = npn−1 для
всех n > 1.

К таким последовательностям относятся, например, последовательности многочленов
Бернулли Bn и Эрмита Hn, определяемые, соответственно, как

λeλz

eλ − 1
=

∞
∑

n=0

Bn(z)

n!
λn

и

Hn(z) = (−1)nez2/2
(

e−z2/2
)(n)

, n ∈ N0.

Для многочленов Эрмита имеем

∞
∑

n=0

Hn(z)

n!
λn =

∞
∑

n=0

(−1)nez2/2
(

e−z2/2
)(n)

n!
λn = ez2/2e−(z−λ)2/2 = eλz−λ2/2,

и нужные условия несложно получить, дифференцируя эти равенства по z.

Многочлены Бернулли появились в задачах суммирования функций (см. [1], гл. IV), а
многочлены Эрмита — в теории ортогональных многочленов (см. [2], с. 114).

Определение 2. Последовательность функций xn, n ∈ N0, топологического вектор-
ного пространства X назовем базисом, если произвольная функция f ∈ X единственным
образом представима в топологии пространства X в виде

x =
∞
∑

n=0

anxn, an ∈ C.

В данной заметке мы найдем все псевдостепенные последовательности многочленов,
образующих базис пространства H(U), где U — односвязная плоская область.
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2. Усиленная линейная независимость

Говорят, что система функций fn ∈ H(U), n ∈ N0 усиленно линейно независима, если
для любого числа m ∈ N0 функцию fm нельзя аппроксимировать линейными комбинаци-
ями остальных функций этой системы в топологии пространства H(U).

В данном пункте мы найдем критерий усиленной линейно независимости псевдостепен-
ных последовательностей многочленов. Для этого нам понадобится следующее свойство
таких последовательностей.

Всюду в дальнейшем будем считать, что система многочленов {pn : n ∈ N0} псевдосте-
пенная.

Лемма 1. Имеет место представление:

pn(z) =
n
∑

j=0

(

n

j

)

pn−j(0)z
j, n ∈ N0.

Доказательство. Применим принцип индукции.
Очевидно, для n = 0 это верно.
Предположим выполнимость этих равенства для n 6 m и покажем, что они будут иметь

место и для n = m+ 1.
Действительно, искомое равенство верно для z = 0. Продифференцируем правую часть:

(

m+1
∑

j=0

(

m+ 1

j

)

pm+1−j(0)z
j

)
′

=
m+1
∑

j=1

(

m+ 1

j

)

pm+1−j(0)jz
j−1 =

=(m+ 1)
m
∑

j=0

(

m

j

)

pm−j(0)z
j = (m+ 1)pm(z) = p′m+1(z),

из чего и следует равенство для n = m+ 1. Лемма доказана.

Многочлен pn, очевидно, имеет степень n, n ∈ N0, поэтому последовательность
{pn : n ∈ N0} будет полной в пространстве H(U).

Приведем результат о неполноте системы {pn : n > m}, где m ∈ N — фиксированное
число.

Предложение 1. Система
{pn : n > m} (2. 1)

неполна в пространстве H(U) тогда и только тогда, когда ряд
∞
∑

n=0

pn(0)

n!
λn (2. 2)

сходится в некоторой окрестности нуля к функции ϕ(λ), которая представляется в
виде

ϕ(λ) =
q(λ)

ψ(λ)
, (2. 3)

где q — многочлен степени не выше m − 1, а ψ(λ) =
〈

S, eλz
〉

для некоторого линейного
непрерывного функционала S ∈ H∗(U).

Доказательство. Пусть система (2. 1) не полна в пространстве H(U). В таком случае
по теореме Банаха о полноте найдется ненулевой линейный непрерывный функционал
S ∈ H∗(U), что 〈S, pn〉 = 0 для всех чисел n > m. Положим ψ(λ) =

〈

S, eλz
〉

. Ясно, что это

ненулевая целая функция и 〈S, zn〉 = ψ(n)(0).
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Применяя лемму 1, получим

〈S, pn〉 =
n
∑

j=0

(

n

j

)

pn−j(0)ψ
(j)(0) = n!

n
∑

j=0

pn−j(0)

(n− j)!

ψ(j)(0)

j!
, n ∈ N0,

поэтому в классе формальных степенных рядов имеет место равенство
(

∞
∑

n=0

ψ(n)(0)

n!
λn

)(

∞
∑

n=0

pn(0)

n!
λn

)

=
m−1
∑

n=0

〈S, pn〉
n!

λn.

Так как p0(0) = 1, то первый сомножитель и многочлен в правой части имеют в нуле оди-
наковую кратность, и их отношение будет голоморфной в нуле функцией, что доказывает
первую половину утверждения.

Если выполнено обратное, из леммы 1 и равенства (2. 3) получим

〈S, pn〉 =

〈

S,

n
∑

j=0

(

n

j

)

pn−j(0)z
j

〉

=
n
∑

j=0

(

n

j

)

pn−j(0)ψ
j(0) = q(n)(0), n ∈ N0,

из чего и вытекает искомое.

Следствие 1. Система многочленов {pn : n ∈ N0} усиленно линейно независима в
пространстве H(U) тогда и только тогда, когда ряд (2. 2) сходится в окрестности

нуля к функции
〈

S, eλz
〉

−1
для некоторого функционала S ∈ H∗(U).

Допустим, что указанная система усиленно линейно независима в пространстве H(U),
поэтому множество {pn : n ∈ N} неполно в этом пространстве, и из предыдущего резуль-
тата получим необходимое условие на ряд (2. 2).

Предположим теперь, что этот ряд обладает нужными свойствами. В таком случае
выполнены равенства 〈S, p0〉 = 1, 〈S, pn〉 = 0, n ∈ N, поэтому для фиксированного числа
m ∈ N0 и функционала Sm, определенного как 〈Sm, f〉 =

〈

S, f (m)
〉

, f ∈ H(U), будут,
очевидно, выполняться равенства

〈Sm, pn〉 = 0, n 6= m, 〈Sm, pm〉 = m!, n ∈ N0,

что и доказывает искомое.

Приведем примеры, иллюстрирующие вышеизложенное.
Система многочленов Бернулли {Bn : n ∈ N0} усиленно линейно независима в простран-

стве H(U), если точки 0, 1 лежат в области U . В данном случае функция, обратная сумме
ряда (2. 2), равна

eλ − 1

λ
,

и в качестве функционала S ∈ H∗(U) можно взять
∫

C

f(t) dt, f ∈ H(U),

где C — гладкая кривая в области U , соединяющая точки 0 и 1.

Для многочленов Эрмита сумма ряда (2. 2) равна e−λ2/2, что, естественно, нельзя пред-
ставить в виде отношения целых функций экспоненциального типа, поэтому система мно-
гочленов {Hn : n > m} полна в пространстве H(U) для любого числа m ∈ N. То же верно
для многочленов Бернулли, если хотя бы одна из точек 0, 1 не принадлежит области U .
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3. Базисы

Для исследования базисности псевдостепенных последовательностей многочленов нам
понадобится следующий результат.

Лемма 2. Пусть для числа λ0 ∈ C, λ0 6= 0, функция expλ0z единственным образом
представляется в виде

eλ0z =
∞
∑

n=0

anpn(z), (3. 4)

сходящегося в топологии пространства H(U).
Тогда ряд

∞
∑

n=0

pn(z)

n!
λn

0 (3. 5)

сходится в топологии пространства H(U) и его сумма равна 1
a0

eλ0z.

Доказательство. Продифференцировав равенство (3. 4), получим такое представление

λ0e
λ0z =

∞
∑

n=1

nanpn−1(z),

из которого в силу однозначности вытекают равенства nan = λ0an−1, n ∈ N, так что

an =
a0

n!
λn

0 , n ∈ N.

Подставляя эти значения в выражение (3. 4), получим

eλ0z = a0

∞
∑

n=0

pn(z)

n!
λn

0 ,

из чего получим искомое.

Для числа σ > 0 обозначим через [1, σ) пространство целых функций экспоненциального
типа меньше σ с обычной топологией.

Нам понадобится следующий результат.

Лемма 3. Система степеней {zn : n ∈ N0} образует базис в пространстве [1, σ).

Доказательство. Достаточно показать, что для любой функции f ∈ [1, σ) ее ряд Тей-
лора

∑

∞

n=0 anz
n сходится в топологии пространства [1, σ).

Из формул для порядка и типа целых функций следует существование положительных
чисел a, c, a < σ, с условием

∑

∞

n=0 |an|rn 6 cear, r > 0, что и влечет искомое (см. [3], c. 469).

Теорема 1. Псевдостепенная система многочленов {pn : n ∈ N0} является базисом
пространства [1, σ) тогда и только тогда, когда ряд (2. 2) сходится в круге |λ| < σ и
его сумма там отлична от нуля.

Доказательство. Пусть система {pn : n ∈ N0} является базисом пространства [1, σ).
Для любого числа λ ∈ C, |λ| < σ, функция expλz принадлежит пространству [1, σ),

поэтому выполнены условия леммы 2. Подставляя z = 0 в соотношения (3. 5), получим
первую половину теоремы.

Обратно, предположим теперь, что ряд (2. 2) сходится в указанном круге к функции ϕ
и ϕ(λ) 6= 0, |λ| < σ.

Обозначим через Hσ пространство H ({λ ∈ C : |λ| < σ}). Как хорошо известно, про-
странства [1, σ) и Hσ сильно сопряжены друг к другу, и 〈zn, f〉 = f (n)(0), n ∈ N0, f ∈ Hσ.
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Оператор A : Hσ → Hσ, (Af)(λ) = ϕ(λ)f(λ), является изоморфизмом пространства Hσ,
поэтому сопряженный оператор A∗ : [1, σ) → [1, σ) также будет изоморфизмом простран-
ства [1, σ). Найдем действие этого оператора на степенных функциях.

Поскольку ϕn−j(0) = pn−j(0), n, j ∈ N0, n > j, то по лемме 1 найдем

〈A∗zn, f〉 = 〈zn, ϕf〉 =
n
∑

j=0

(

n

j

)

ϕ(n−j)(0)f (j)(0) = 〈pn, f〉 , n ∈ N0,

из чего заключаем, что A∗zn = pn, n ∈ N0. Но система степеней {zn : n ∈ N0}, как показано
выше, есть базис пространства [1, σ), поэтому и система многочленов {pn : n ∈ N0} будет
базисом этого пространства.

Найдем теперь вид разложения по этому базису.
Из леммы 2 следует равенство

eλz = a0(λ)
∞
∑

n=0

pn(z)

n!
λn,

из которого, очевидно, получим

eλz =
1

ϕ(λ)

∞
∑

n=0

pn(z)

n!
λn, z ∈ C, |λ| < σ,

при фиксированном z ряд сходится в топологии пространства Hσ, а при фиксированном
λ, из единственности, — в топологии пространства [1, σ).

Пусть функция α ∈ [1, σ) и γ — ассоциированная с ней по Борелю функция. Тогда она
голоморфна на окружности C = {t ∈ C : |t| = r}, r < σ, и вне C. Используя предыдущее
равенство, находим

α(z) =
1

2πi

∫

C

γ(λ)eλz dλ =
∞
∑

n=0

(

1

2πin!

∫

C

γ(λ)λn

ϕ(λ)
dλ

)

pn(z).

Терема доказана.

Из этого результата следует, что система многочленов Бернулли будет базисом в про-
странстве [1, σ), σ 6 2π, а система многочленов Эрмита — в пространстве [1, σ) для любого
числа σ > 0.

Похожим способом можно доказать, что система многочленов Эрмита будет базисом в
пространстве целых функций роста не выше второго порядка нулевого типа. Из ортого-
нальности функций Эрмита найдем, что коэффициенты этих разложений равны

1

n!
√

2π

∫

∞

−∞

α(t)Bn(t)e−x2/2 dt, n ∈ N0,

где функция α принадлежит указанному пространству.

Приведем теперь второй основной результат данной статьи.

Теорема 2. Пусть псевдостепенная система многочленов {pn : n ∈ N0} является
базисом пространства H(U).

Тогда найдется такое число a ∈ C, что pn(z) = (z−a)n, n ∈ N0, а область U совпадает
со всей плоскостью или является кругом с центром в точке a.

Доказательство. Вначале предположим, что 0 ∈ U .
Для любого числа λ ∈ C функция eλz принадлежит пространству H(U), поэтому из лем-

мы 2 заключаем, что ряд (2. 2) сходится для всех λ. Но базис пространства H(U) образует
усиленно линейно независимую систему (см. [4], c. 622), поэтому из следствия 1 предло-
жения 1 заключаем, что функция

〈

S, eλz
〉

для некоторого функционала S ∈ H∗(U) всюду
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отлична от нуля. Но она является целой функцией экспоненциального типа и, учитывая
равенство p(0) = 1, получим

∞
∑

n=0

pn(0)

n!
λn = exp aλ, a ∈ C.

В таком случае, как несложно видеть, pn(0) = (−a)n, n ∈ N0, и искомое очевидным
образом вытекает из этих равенств и леммы 1.

Наконец, если 0 6∈ U , то для произвольной точки z0 ∈ U система многочленов {p̃n :
n ∈ N0}, где p̃n(z) = pn(z + z0), будет псевдостепенной системой и базисом в пространстве
H(−z0 + U) и теорема следует из предыдущего случая.
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