
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 10. № 3 (2018). С. 3-10.

УДК 519.2

О ПРИМЕНЕНИИ ТЕОРЕМ СРАВНЕНИЯ

К ИССЛЕДОВАНИЮ УСТОЙЧИВОСТИ С

ВЕРОЯТНОСТЬЮ 1 СТОХАСТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

А.С. АСЫЛГАРЕЕВ

Аннотация. Получены два результата, затрагивающие потраекторные свойства стоха-
стических дифференциальных уравнений (далее — СДУ) с интегралом Стратоновича.
Во-первых, доказаны теоремы сравнения для СДУ с интегралом Стратоновича относи-
тельно стандартного винеровского процесса, т.е. получены условия на коэффициенты
СДУ при которых решение одного уравнения для фиксированной траектории вине-
ровского процесса всегда находится выше или ниже решения другого уравнения для
той же фиксированной траектории. При этом коэффициенты диффузии и сноса ис-
следуемых уравнений могут быть различающимися. Во-вторых, на основе доказанных
теорем сравнения были выведены условия устойчивости с вероятностью 1 возмущен-
ных решений скалярных СДУ с интегралом Стратоновича относительно тривиального
решения. Устойчивость с вероятностью 1 влечёт за собой устойчивость по Ляпунову
для почти всех решений СДУ. Следует отметить, что для СДУ, как правило, рассмат-
ривается устойчивость в более слабых смыслах: по вероятности, 𝑝-устойчивость, экс-
поненциальная устойчивость. Используя формулу перехода между интегралами Ито
и Стратоновича, справедливую при условии достаточной гладкости коэффициентов
СДУ, эти результаты можно распространить на СДУ с интегралом Ито. Изложенный
в работе подход основан на том, что решение СДУ можно представить в виде детер-
минированной функции от случайного аргумента, которая, в свою очередь, является
решением цепочки обыкновенных дифференциальных уравнений со случайной правой
частью. В силу того, что данная техника является потраекторной, представленные
в работе результаты могут быть также переформулированы для детерминированных
аналогов СДУ (уравнений с симметричными интегралами).

Ключевые слова: стохастические дифференциальные уравнения, устойчивость с ве-
роятностью 1, теоремы сравнения, уравнения с симметричным интегралом, винеров-
ский процесс.
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1. Введение и постановка задачи

Рассмотрим два стохастических дифференциальных уравнения (далее — СДУ) с инте-
гралами Стратоновича относительно стандартного винеровского процесса
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где функции 𝜎𝑖(𝑡, 𝑢), 𝑏𝑖(𝑡, 𝑢), 𝑖 = 1, 2 — детерминированные.
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Данная работа, являющаяся продолжением исследования [1], преследует две основ-
ные цели. Первая цель заключается в развитии подхода к сравнению решений СДУ,
применённого в работе [1], на более широкий класс уравнений. Насколько нам из-
вестно, впервые теорема сравнения была доказана Скороходом [2] для СДУ Ито вида

𝑑𝜉
(𝑖)
𝑡 = 𝑏𝑖(𝑡, 𝜉

(𝑖)
𝑡 )𝑑𝑡+ 𝜎(𝑡, 𝜉

(𝑖)
𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, с совпадающими коэффициентами диффузий,

наиболее общий её вид приведён в монографии [3]. Предложенный Скороходом метод по-
лучил своё развитие в работе [4]. В дальнейшем Гейбу и Мантею в работе [5] удалось
распространить полученные Скороходом результаты на СДУ Ито с многомерным вине-
ровским процессом и на стохастические дифференциальные уравнения в частных про-
изводных (далее — СДУЧП). Теоремы сравнения для СДУЧП также рассматривались
в работе [6]. В исследовании [7] доказаны теоремы сравнения для СДУ Ито с допол-
нительным возмущением в виде пуассоновского процесса. Менее изучен случай СДУ с
отличающимися коэффициентами диффузии. Наиболее известный результат в этой об-
ласти принадлежит О’Брайну, который, в исследовании [8], доказал теоремы сравнения

для уравнений 𝑑𝜉
(𝑖)
𝑡 = 𝜎𝑖(𝜉

(𝑖)
𝑡 )𝑑𝑊𝑡 +

1
2
𝜎𝑖(𝜉

(𝑖)
𝑡 )𝜎′

𝑖(𝜉
(𝑖)
𝑡 )𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, которые можно переписать в

форме Стратоновича в виде уравнений без сноса 𝑑𝜉
(𝑖)
𝑡 = 𝜎𝑖(𝜉

(𝑖)
𝑡 )*𝑑𝑊𝑡. Существенным отли-

чием текущей работы является то, что доказанные в ней теоремы сравнения применимы
к значительно более широкому классу СДУ, нежели в работе [8].
Второй целью данной работы является вывод условий устойчивости с вероятностью 1

для СДУ
𝑑𝜉𝑡 = 𝜎(𝑡, 𝜉𝑡) * 𝑑𝑊 (𝑡) + 𝑏(𝑡, 𝜉𝑡)𝑑𝑡, 𝜉𝑡|𝑡=𝑡0 = 𝜉0, (3)

𝜎(𝑡, 0) = 0, 𝑏(𝑡, 0) = 0.

Обычно для СДУ рассматривается устойчивость в более слабых смыслах: по вероятности,
𝑝-устойчивость, экспоненциальная устойчивость. Напомним, что возмущенное решение 𝜉𝑡
уравнения (3) с начальным условием 𝜉0 = 𝑥0 устойчиво по вероятности, если для любого
𝜀 > 0 lim

𝜉0→0
𝑃{sup

𝑡>0
|𝜉𝑡| > 𝜀} = 0. Возмущенное решение 𝜉𝑡 уравнения (3) с начальным усло-

вием 𝜉0 = 𝑥0 p-устойчиво, если sup
|𝑥0|6𝛿, 𝑡>0

𝐸|𝜉𝑡|𝑝 → 0 при 𝛿 → 0.

Условия устойчивости по вероятности и 𝑝-устойчивости даны в [9, 10] и основаны на
построении функции Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥), оператор Ляпунова
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для которой удовлетворяет некоторым неравенствам. Различные виды экспоненциальной
устойчивости подробно рассмотрены в монографии [11].

Определение 1. Возмущенное решение 𝜉𝑡 уравнения (3) с начальным условием 𝜉0 = 𝑥0
устойчиво с вероятностью 1, если при п.в. 𝜔 для любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿(𝜀, 𝜔) > 0 такое,
что для всякого 𝑥0, для которого |𝑥0| < 𝛿, решение 𝜉𝑡 удовлетворяет неравенству |𝜉𝑡| < 𝜀
при всех 𝑡 > 0.

В последнем определении функция 𝛿 зависит от 𝜔, иными словами, устойчивость с
вероятностью 1 влечет за собой устойчивость по Ляпунову для почти всех траекторий
решений уравнения (3).
Наш подход основан на том, что решения уравнений (1), (2) можно представить в

виде 𝜉
(𝑘)
𝑡 = 𝜙𝑘(𝑡,𝑊𝑡 + 𝐶𝑘(𝑡)), 𝑘 = 1, 2, где функции 𝜙𝑘(𝑡, 𝑢) — детерминированные, а

𝐶𝑘(𝑡) = 𝐶𝑘(𝑡, 𝜔) являются решениями ОДУ со случайной правой частью (см [12]). В си-
лу того, что изложенная техника является, по сути, потраекторной, полученные в рабо-
те результаты могут быть переформулированы для детерминированных аналогов СДУ
(уравнений с симметричными интегралами) (см [12]), а также для СДУ над более широ-
ким классов процессов (например для СДУ над фрактальным броуновским движением).
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Настоящее исследование было предварительно представлено на Международном моло-
дежном научном форуме «ЛОМОНОСОВ-2017» [13].

2. Предварительные сведения

Приведём основные идеи монографии [12], положенные в основу текущей работы. Рас-
смотрим СДУ с интегралом Стратоновича:

𝑑𝜉𝑡 = 𝜎(𝑡, 𝜉𝑡) * 𝑑𝑊𝑡 + 𝑏(𝑡, 𝜉𝑡)𝑑𝑡. (4)

Для уравнения (4) справедлива следующая теорема.

Теорема 1 ([12, гл. 2, §10, теорема 10.1]). Пусть функции 𝜎(𝑡, 𝑢), 𝜎′
𝑡(𝑡, 𝑢), 𝜎′

𝑢(𝑡, 𝑢),
𝑏(𝑡, 𝑢) непрерывны на 𝑅+ ×𝑅.
Тогда справедливы следующие утверждения:
1. Если функция 𝜉𝑡 = 𝜙*(𝑡,𝑊𝑡) есть решение уравнения (4), такое, что функция 𝜙*(𝑡, 𝑢)

имеет совместно непрерывные частные производные
(𝜙*)′𝑡(𝑡, 𝑢), (𝜙

*)′𝑢(𝑡, 𝑢), (𝜙
*)′′𝑡𝑢(𝑡, 𝑢), то она удовлетворяет соотношениям

(𝜙*)′𝑢(𝑡, 𝑢) = 𝜎(𝑡, 𝜙*(𝑡, 𝑢)), (𝜙*)′𝑡(𝑡,𝑊𝑡) = 𝑏(𝑡, 𝜙*(𝑡,𝑊𝑡)), для всех 𝑡 > 0. (5)

2. Пусть функция 𝜙*(𝑡, 𝑢) имеет непрерывные частные производные
(𝜙*)′𝑡(𝑡, 𝑢), (𝜙

*)′𝑢(𝑡, 𝑢), (𝜙
*)′′𝑡𝑢(𝑡, 𝑢) и является решением цепочки уравнений (5) с началь-

ным условием 𝜉0 = 𝜙*(0,𝑊0). Тогда функция 𝜉𝑡 = 𝜙*(𝑡,𝑊𝑡) — есть решение уравнения (4).

Введём обозначение:

𝐺(𝑡, 𝑢) =

𝑢∫︁
𝜉0

𝑑𝜓

𝜎(𝑡, 𝜓)
.

В случае когда функция 𝜎−1(𝑡, 𝑢) является локально суммируемой
для всех 𝑡 > 0, в силу первого соотношения из (5) выполнено следующее равенство

𝐺(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑣)) = 𝑣 + 𝐶(𝑡), для всех 𝑡 > 0 п.н. (6)

Заметим, что решение (6) определяет детерминированную функцию 𝜙(𝑡, 𝑣) такую, что
𝜙(𝑡, 𝑣 + 𝐶(𝑡)) = 𝜙*(𝑡, 𝑣) п.н., где 𝐶(𝑡) = 𝐶(𝑡, 𝜔) является решением обыкновенного диффе-
ренциального уравнения со случайной правой частью

𝐶 ′(𝑡) =
𝑏(𝑡, 𝜙(𝑡,𝑊𝑡 + 𝐶(𝑡)))− 𝜙′

𝑡(𝑡, 𝑣)|𝑣=𝑊𝑡+𝐶(𝑡)

𝜎(𝑡, 𝜙(𝑡,𝑊𝑡 + 𝐶(𝑡)))
, 𝐶(0) = 0. (7)

Производную 𝜙′
𝑡(𝑡, 𝑣) в уравнении (7) можно вычислить, продифференцировав (6) с по-

мощью формулы Лейбница:

𝜙′
𝑡(𝑡, 𝑣) = 𝜎(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑣))

𝜙(𝑡,𝑣)∫︁
𝜉0

𝜎′
𝑡(𝑡, 𝜓)𝑑𝜓

(𝜎(𝑡, 𝜓))2
.

В дальнейшем функцию 𝜙(𝑡, 𝑣) будем называть структурой решения, а функцию
𝐶(𝑡) —функцией сноса уравнения (4).

3. Теоремы сравнения

Вернёмся к исследованию уравнений (1), (2). Положим 𝑚(𝑡) = min
𝑠6𝑡

𝑊𝑠, 𝑀(𝑡) = max
𝑠6𝑡

𝑊𝑠,

𝑟𝑎𝑛(𝑡, 𝜙) = {𝑦 ∈ 𝑅| 𝑦 = 𝜙(𝑡, 𝑣), 𝑣 ∈ 𝑅}. Обозначим через 𝜙1(𝑡, 𝑣), 𝐶1(𝑡), 𝐺1(𝑡, 𝑢), 𝜙2(𝑡, 𝑣),
𝐶2(𝑡), 𝐺2(𝑡, 𝑢) — структуры решений, функции сноса и функции 𝐺(𝑡, 𝑢) для уравнений
(1), (2) соответственно. Везде в дальнейшем будем считать, что при всех 𝑡 > 0 выполнены
следующие условия:
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∙ Для всех 𝑢 ∈ 𝑅 функции 𝜎𝑖(𝑡, 𝑢), (𝜎𝑖)
′
𝑡(𝑡, 𝑢), (𝜎𝑖)

′
𝑢(𝑡, 𝑢), 𝑏𝑖(𝑡, 𝑢) являются непрерывны-

ми, а функции 𝜎−1
𝑖 (𝑡, 𝑢) — локально суммируемыми,

𝑖 = 1, 2.
∙ Для всех 𝑢, 𝑢′ ∈ 𝑅 выполнено неравенство |𝜎𝑖(𝑡, 𝑢) − 𝜎𝑖(𝑡, 𝑢

′)| 6 𝐾|𝑢 − 𝑢′|, где
𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1, 2.

∙ Для всех 𝑢 ∈ 𝑅 выполнено неравенство |𝑏𝑖(𝑡, 𝑢)|+ |𝜎𝑖(𝑡, 𝑢)| 6 𝐾(1 + |𝑢|), где
𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1, 2.

Запишем уравнения (7) для 𝐶𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2:

𝑑𝐶𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑏𝑖(𝑡, 𝜙𝑖(𝑡,𝑊𝑡 + 𝐶𝑖(𝑡)))− (𝜙𝑖)

′
𝑡(𝑡, 𝑣)|𝑣=𝑊𝑡+𝐶𝑖(𝑡)

𝜎𝑖(𝑡, 𝜙𝑖(𝑡,𝑊𝑡 + 𝐶𝑖(𝑡)))
, 𝐶𝑖(0) = 0. (8)

Обозначим правые части уравнений (8) через:

𝐹𝑖(𝑡, 𝑦) =
𝑏𝑖(𝑡, 𝜙𝑖(𝑡,𝑊𝑡 + 𝑦))− (𝜙𝑖)

′
𝑡(𝑡, 𝑣)|𝑣=𝑊𝑡+𝑦

𝜎𝑖(𝑡, 𝜙𝑖(𝑡,𝑊𝑡 + 𝑦))
.

Лемма 1. Пусть функции 𝐹𝑖(𝑡, 𝑦), 𝑖 = 1, 2, являются непрерывными и при всех 𝑡 > 0
удовлетворяют следующим условиям:

(𝑎) |𝐹𝑖(𝑡, 𝑥)− 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥
′)| 6 𝐿|𝑥− 𝑥′|, 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, для всех 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑅 при п.в. 𝜔,

(𝑏) 𝐹2(𝑡, 𝑦) > 𝐹1(𝑡, 𝑦) для всех 𝑦 ∈ 𝑅, при п.в. 𝜔.
Тогда 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝐼 п.н., где 𝐼 — общий интервал существования решений

уравнений (8).

Доказательство. Пусть существует момент времени 𝑡1 ∈ 𝐼 в котором

𝐶2(𝑡1) < 𝐶1(𝑡1) п.н. (9)

Так как на интервале 𝐼 существуют решения уравнений (8), а 𝐶2(0) = 𝐶1(0), то найдётся
такой момент времени 𝑡2 < 𝑡1, что

𝑡2 = sup{𝑡 ∈ [0, 𝑡1]|𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) п.н.}.
Из определения 𝑡2 следует, что 𝐶2(𝑡2) = 𝐶1(𝑡2), а 𝐶2(𝑡) < 𝐶1(𝑡), для всех
𝑡 ∈ (𝑡2, 𝑡1] с вероятностью 1. Обозначим через 𝛿(𝑡) = 𝐶1(𝑡) − 𝐶2(𝑡), 𝛿(𝑡) > 0 для всех
𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡1] при п.в. 𝜔. С другой стороны, так как 𝛿′𝑡(𝑡) = (𝐶1)

′
𝑡(𝑡) − (𝐶2)

′
𝑡(𝑡), то с вероятно-

стью 1

0 6 𝛿(𝑡) = 𝐶1(𝑡2)− 𝐶2(𝑡2) +

𝑡∫︁
𝑡2

(𝐹1(𝑠, 𝐶1(𝑠))− 𝐹2(𝑠, 𝐶2(𝑠))) 𝑑𝑠 6 |(𝑏)| 6

𝑡∫︁
𝑡2

|𝐹2(𝑠, 𝐶1(𝑠))− 𝐹2(𝑠, 𝐶2(𝑠))| 𝑑𝑠 6 |(𝑎)| 6 𝐿

𝑡∫︁
𝑡2

|𝐶1(𝑠)− 𝐶2(𝑠)| 𝑑𝑠 = 𝐿

𝑡∫︁
𝑡2

𝛿(𝑠)𝑑𝑠.

Последнее в силу леммы Гронуолла означает, что 𝛿(𝑡) = 0 для всех 𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡1] при п.в.
𝜔, что противоречит (9). Следовательно 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝐼 п.н.

Теорема 2. Пусть для всех 𝑡 > 0 выполнено неравенство:

𝜎2(𝑡, 𝑢) > 𝜎1(𝑡, 𝑢) для всех 𝑢 ∈ 𝑅.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1. Если 𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶2(𝑡)) > 𝜙1(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡)) для всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1, то

𝜉
(2)
𝑡 > 𝜉

(1)
𝑡 для всех 𝑡 > 0 п.н.

2. Если 𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶2(𝑡)) > 𝜙1(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡)) для всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1, то

𝜉
(2)
𝑡 > 𝜉

(1)
𝑡 для всех 𝑡 > 0 п.н.
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Доказательство. 1. Согласно теореме 1 при всех фиксированных 𝑡 > 0 функции
𝜙2(𝑡, 𝑣 + 𝐶2(𝑡)), 𝜙1(𝑡, 𝑣 + 𝐶1(𝑡)), 𝑣 ∈ [𝑚(𝑡),𝑀(𝑡)], с вероятностью 1 являются решениями
следующих задач Коши:

𝑑

𝑑𝑣
𝜙𝑖(𝑡, 𝑣 + 𝐶𝑖(𝑡)) = 𝜎𝑖(𝑡, 𝜙𝑖(𝑡, 𝑣 + 𝐶𝑖(𝑡))),

𝜙𝑖(𝑡, 𝑣 + 𝐶𝑖(𝑡))
⃒⃒⃒
𝑣=𝑚(𝑡)

= 𝜙𝑖(𝑚(𝑡) + 𝐶𝑖(𝑡)),

где 𝑖 = 1, 2.
Ввиду условий теорем 2 для этих дифференциальных уравнений справедлива теорема

сравнения для ОДУ [14, §2, теорема 4], следовательно 𝜙2(𝑡, 𝑣 + 𝐶2(𝑡)) > 𝜙1(𝑡, 𝑣 + 𝐶1(𝑡)) для

всех 𝑡 > 0, 𝑣 ∈ [𝑚(𝑡),𝑀(𝑡)], при п.в. 𝜔, а значит 𝜉
(2)
𝑡 > 𝜉

(1)
𝑡 для всех 𝑡 > 0 п.н.

2. Доказательство аналогично доказательству леммы 1.

Следствие 1. Пусть для всех 𝑡 > 0 выполнены следующие условия:
(a) 𝜙2(𝑡, 𝑣) > 𝜙1(𝑡, 𝑣) для всех 𝑣 ∈ [𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡),𝑀(𝑡) + 𝐶2(𝑡)],
(b) 𝜎2(𝑡, 𝑢) > 𝜎1(𝑡, 𝑢), 𝜎2(𝑡, 𝑢) > 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑅,
(c) 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) п.н.
Тогда справедливо утверждение 1 теоремы 2.

Доказательство. Согласно условию (𝑏) следствия 1 функция 𝜙2(𝑡, 𝑣) возрастает по 𝑣 при
всех 𝑡 > 0, а значит 𝜙2(𝑡, 𝑣2) > 𝜙2(𝑡, 𝑣1) > 𝜙1(𝑡, 𝑣1) при всех 𝑣2 > 𝑣1. Таким образом, для
проверки требований теоремы 2, достаточно показать, что 𝑚(𝑡)+𝐶2(𝑡) > 𝑚(𝑡)+𝐶1(𝑡) для
всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1. Последнее неравенство следует из условия (𝑐) следствия 1.

Следствие 2. Для справедливости утверждения 1 теоремы 2 достаточно,
чтобы при всех 𝑡 > 0:
(a) 𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡) > 0 с вероятностью 1,
(b) 𝜎2(𝑡, 𝑢) > 𝜎1(𝑡, 𝑢) > 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑅,
(c) 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) с вероятностью 1,

(d) 𝜉
(2)
0 > 𝜉

(1)
0 > 0.

Доказательство. Так как согласно условию (𝑏) следствия 2 функция 𝜙2(𝑡, 𝑣) при всех 𝑡 > 0
является возрастающей по переменной 𝑣, то
𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡)+𝐶2(𝑡)) > 𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡)+𝐶1(𝑡)) для всех 𝑡 > 0 п.н. Для завершения доказательства
следствия 2 осталось проверить условие утверждения 1 теоремы 2. В силу (6) и условия
(𝑎) следствия 2 выполнено следующее соотношение:

𝐺2(𝑡, 𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡))) = 𝐺1(𝑡, 𝜙1(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡))) = 𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡) > 0.

Значит 𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡)) > 𝜙1(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡)) > 0 для всех 𝑡 > 0 п.н., следовательно
𝜙2(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶2(𝑡)) > 𝜙1(𝑡,𝑚(𝑡) + 𝐶1(𝑡)) при п.в. 𝜔.

Замечание 1. Можно показать, что, если в условиях (𝑎) следствий 1, 2 строгое нера-
венство заменить на нестрогое, то те же самые рассуждения позволят доказать спра-
ведливость утверждения 2 теоремы 2.

Теорема 3. Пусть при всех 𝑡 > 0 выполнены следующие условия:
(a) 𝜙2 (𝑡, 𝐺1(𝑡, 𝑢)) > 𝑢 для всех 𝑣 ∈ 𝑅,
(b) 𝜎2(𝑡, 𝑢) > 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑟𝑎𝑛 (𝑡, 𝜙2),
(c) 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) при п.в. 𝜔.

Тогда 𝜉
(2)
𝑡 > 𝜉

(1)
𝑡 для всех 𝑡 > 0 п.н.

Доказательство. В силу соотношения (6) структура решения уравнения (2) представима
в виде функции от структуры решения уравнения (1):

𝜙2(𝑡, 𝑢+ 𝐶2(𝑡)) = 𝜙2 (𝑡, 𝐺1 (𝑡, 𝜙1(𝑡, 𝑢+ 𝐶1(𝑡))) + 𝐶2(𝑡)− 𝐶1(𝑡)) .
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Ввиду условия (𝑏) теоремы 3, функция 𝜙2(𝑡, 𝑣) является возрастающей по 𝑣 при всех 𝑡 > 0,
следовательно

𝜙2 (𝑡, 𝐺1(𝑡, 𝜙1(𝑡, 𝑣 + 𝐶1(𝑡))) + 𝐶2(𝑡)− 𝐶1(𝑡)) > 𝜙2 (𝑡, 𝐺1 (𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑣 + 𝐶1(𝑡)))).

Последнее неравенство в силу условия (𝑎) теоремы 3 влечет, что для любого 𝑡 > 0 при
всех 𝑣 ∈ 𝑅 с вероятностью 1 выполнено неравенство

𝜙2(𝑡, 𝑣 + 𝐶2(𝑡)) > 𝜙1(𝑡, 𝑣 + 𝐶1(𝑡)). (10)

Подставив 𝑣 = 𝑊𝑡 в (10), получим что 𝜉
(2)
𝑡 > 𝜉

(1)
𝑡 для любого 𝑡 > 0 при п.в. 𝜔.

Доказательство теоремы 4, приведённой ниже, аналогично доказательству теоремы 3,
только в этом случае в силу условия (𝑏) теоремы 4 функция 𝜙2(𝑡, 𝑣) убывает по 𝑣 при всех
𝑡 > 0.

Теорема 4. Пусть при всех 𝑡 > 0 справедливы следующие неравенства:
(a) 𝜙2(𝑡, 𝐺1(𝑡, 𝑢)) 6 𝑢 для всех, 𝑢 ∈ 𝑅,
(b) 𝜎2(𝑡, 𝑢) < 0 для всех 𝑣 ∈ 𝑟𝑎𝑛 (𝑡, 𝜙2),
(c) 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) при п.в. 𝜔.

Тогда 𝜉
(2)
𝑡 6 𝜉

(1)
𝑡 для всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1.

Если функции 𝜎𝑖(𝑡, 𝑢) не зависят от переменной 𝑡, то функции
𝐺𝑖(𝑢) = 𝐺𝑖(𝑡, 𝑢) также будут независимыми от переменной 𝑡, где 𝑖 = 1, 2.

Лемма 2. Пусть 𝜂
(𝑖)
𝑡 — решения СДУ:

𝑑𝜂
(𝑖)
𝑡 = 𝜎𝑖(𝜂

(𝑖)
𝑡 ) * 𝑑𝑊𝑡, 𝜂

(𝑖)
𝑡 |𝑡=0 = 𝜂

(𝑖)
0 , где 𝑖 = 1, 2, (11)

и для всех 𝑢 ∈ 𝑅 справедливы условия:
(a) 𝜎𝑖(𝑢) > 0, где 𝑖 = 1, 2,

(b) 𝜙2(𝐺1(𝑢)) > 𝑢, где 𝜙2(𝑣) — структура решения уравнения на 𝜂
(2)
𝑡

при всех 𝑣 ∈ 𝑅.
Тогда для всех 𝑢 ∈ 𝑅 выполнено неравенство

𝐺1(𝑢) > 𝐺2(𝑢). (12)

Доказательство. Приняв во внимание, что коэффициенты уравнений (11) и структуры
их решений не зависят от времени, запишем соотношение (6) для 𝜙2(𝑣):

𝐺2(𝜙2(𝑣)) = 𝑣 + 𝐶(𝑡). (13)

Заметим, что 𝐶 ′(𝑡) = 0 для всех 𝑡 > 0 в силу (7), следовательно 𝐶(𝑡) = 0 для всех 𝑡 > 0,
так как 𝐶(0) = 0. В условиях леммы 2 функции 𝐺𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, 2, являются неубывающими.
Подставив в (13) 𝑣 = 𝐺1(𝑢), из условия (𝑏) леммы 2 получим

𝐺1(𝑢) = 𝐺2(𝜙2(𝐺1(𝑢))) > 𝐺2(𝑢).

Замечание 2. Представленные в работе [8] результаты следуют из неравенства
(12). Таким образом лемма 2 говорит о том, что результаты, полученные О’Брайном в
работе [8], являются частным случаем результатов, изложенных в текущем исследо-
вании.

Пример 1. Приведём пример применения теоремы 3. Рассмотрим два СДУ с интегра-
лами Стратоновича, коэффициенты диффузии которых отличны друг от друга:

𝑑𝜉
(1)
𝑡 = 1 * 𝑑𝑊𝑡 + 2𝑑𝑡, 𝜉

(1)
0 = 0,

𝑑𝜉
(2)
𝑡 = 2

√︁
𝜉
(2)
𝑡 − 1 * 𝑑𝑊𝑡 + 4

√︁
𝜉
(2)
𝑡 − 1𝑑𝑡, 𝜉

(2)
0 = 1.
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Поскольку для этих уравнений выполнены условия теоремы 3, то 𝜉
(2)
𝑡 > 𝜉

(1)
𝑡 для любого

𝑡 > 0 с вероятностью 1. Последнее неравенство можно проверить явно, так как решения

рассматриваемых уравнений имеют вид 𝜉
(1)
𝑡 = 𝑊𝑡 + 2𝑡, 𝜉

(2)
𝑡 = (𝑊𝑡 + 2𝑡)2 + 1.

4. Устойчивость с вероятностью 1

Перейдём к исследованию устойчивости с вероятностью 1 уравнения (3). Основная идея
нашего подхода заключается в применении теорем сравнения для оценки возмущенного
решения уравнения (3) с помощью решения СДУ, устойчивого с вероятностью 1. В работе
[1] было показано, что в качестве такого уравнения можно взять уравнение

𝑑𝜂
(𝛼)
𝑡 = 𝑡𝜂

(𝛼)
𝑡 * 𝑑𝑊𝑡 − 𝑡𝛼+

1
2𝜂

(𝛼)
𝑡 𝑑𝑡, 𝑡 > 0, (14)

возмущенное решение которого устойчиво с вероятностью 1 при всех 𝛼 > 0.
Положим 𝑠𝑔𝑛(𝑥) = −1 при 𝑥 < 0, 𝑠𝑔𝑛(𝑥) = 0 при 𝑥 = 0, 𝑠𝑔𝑛(𝑥) = 1 при 𝑥 > 0, 𝜙1(𝑡, 𝑣),

𝐶1(𝑡), 𝐺1(𝑡, 𝑢), 𝜙2(𝑡, 𝑣), 𝐶2(𝑡), 𝐺2(𝑡, 𝑢) — структурами решения, функциями сноса и функ-
циями 𝐺(𝑡, 𝑢) для уравнений (3), (14) соответственно.

Теорема 5. Пусть при всех 𝑡 > 0 справедливы следующие условия:
(a) 𝐶2(𝑡) > 𝐶1(𝑡) при п.в. 𝜔,
(b) 𝑠𝑔𝑛(𝜎(𝑡, 𝑢)) = 𝑠𝑔𝑛(𝑢) для всех 𝑢 ̸= 0, 𝑢 ∈ 𝑅,
(c) 𝜎(𝑡, 𝑢) 6 𝑡𝑢 для всех 𝑢 ̸= 0, 𝑢 ∈ 𝑅.
Тогда возмущенное решение уравнения (3) устойчиво с вероятностью 1.

Доказательство. Достаточно показать, что для всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1 выполнено

неравенство |𝜉𝑡| 6 𝐾𝜂
(𝛼)
𝑡 (см [1]), где 𝜂

(𝛼)
𝑡 — возмущенное решение устойчивого с вероят-

ностью 1 уравнения (14). Структура решения уравнения (14) имеет вид

𝜙2(𝑡, 𝑣 + 𝐶2(𝑡)) = 𝜂0 exp{𝑡(𝑣 + 𝐶2(𝑡))}.
Не уменьшая общности, положим 𝜂0 > 0, так как в противном случае можно произвести

замену ̃︀𝜂0 = −𝜂0 > 0. Сначала покажем, что 𝜉𝑡 6 𝐾𝜂
(𝛼)
𝑡 при всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1, для

этого применим теорему 3 к уравнениям (3), (14). Так как 𝜙2(𝑡, 𝑣) > 0, то 𝜎2(𝑡, 𝑢) = 𝑡𝑢 > 0,
для всех 𝑢 ∈ 𝑟𝑎𝑛 (𝑡, 𝜙2), т.е. выполнено условие (𝑏) теоремы 3. Условие (𝑐) теоремы 3
справедливо в силу условия (𝑎) теоремы 5. Осталось проверить условие (𝑎) теоремы 3

𝐾𝜂0 exp{𝑡𝐺1(𝑡, 𝑢)} > 𝑢.

Разделим обе части на 𝐾𝜂0 и прологарифмируем их:

𝑡𝐺1(𝑡, 𝑢) > ln

(︂
𝑢

𝐾𝜂0

)︂
. (15)

Поскольку 𝐾𝜂0 exp{𝑡𝐺1(𝑡, 0)} > 0, то для проверки неравенства (15) достаточно пока-
зать, что

𝑑

𝑑𝑢

(︂
𝑡𝐺1(𝑡, 𝑢)− ln(

𝑢

𝜂0
)

)︂
> 0,

т.е.
𝑡

𝜎(𝑡, 𝑢)
>

1

𝑢
.

Последнее соотношение справедливо в силу условий (𝑏), (𝑐) теоремы 5.
Аналогичные рассуждения с применением теоремы 4 приводят к тому, что условий

(𝑎)− (𝑐) теоремы 5 достаточно для того, чтобы было выполнено неравенство 𝜉𝑡 > −𝐾𝜂(𝛼)𝑡

для всех 𝑡 > 0 с вероятностью 1.

Замечание 3. В случае когда 𝜎(𝑡, 𝑢) > 0 для всех 𝑡 > 0, 𝑢 ∈ 𝑅, условия (𝑏), (𝑐) теоре-
мы 5 можно заменить на условие 𝜎(𝑡, 𝑢) 6 𝑡𝑢, при всех 𝑢 > 0.
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Замечание 4. Так как 𝐶2(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0
(𝑠(𝛼+1)/2 +𝑊𝑠)𝑑𝑠/𝑡, условие (𝑎) теоремы 5 сводится

к проверке неравенства 𝑡𝐶1(𝑡) 6
∫︀ 𝑡

0
(𝑠(𝛼+1)/2 +𝑊𝑠)𝑑𝑠.

Пример 2. Приведём пример применения теоремы 5. Рассмотрим СДУ с интегралом
Стратоновича

𝑑𝜉𝑡 = 𝜎(𝑡, 𝜉𝑡) * 𝑑𝑊𝑡 − 𝑡𝛼+
1
2 𝜉𝑡𝑑𝑡, 𝑡 > 0, (16)

где 𝜎(𝑡, 𝑢) = 𝑡𝑢/2 при 𝑢 > 0, 𝜎(𝑡, 𝑢) = 0 при 𝑢 = 0, 𝜎(𝑡, 𝑢) = 2𝑡𝑢 при 𝑢 > 0.
Для функции 𝜎(𝑡, 𝑢) выполнено условие Липшица. Покажем, что для уравнения (16)

выполнены все условия теоремы 5. Условия (𝑏), (𝑐) теоремы 5 выполнены по определению
функции 𝜎(𝑡, 𝑢). Условие (𝑎) теоремы 5 проверяется прямой подстановкой, следовательно
возмущенное решение уравнения (16) является устойчивым с вероятностью 1.
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