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О ПОЛНОТЕ СИСТЕМ ЭКСПОНЕНТ

В ВЫПУКЛОЙ ОБЛАСТИ

А.А. МАХОТА

Аннотация. Работа посвящена исследованию вопроса полноты системы экспонент в

пространстве аналитических функций в выпуклой области. Задача о полноте систем

экспонент в различных функциональных пространствах является классической и изу-

чалась в работах многих математиков: Б.Я. Левина, А.Ф. Леонтьева, А.М. Седлецкого,

Б.Н. Хабибуллина, Р.С. Юлмухаметова и др.

Доказана теорема о том, что задача о полноте системы экспонент в пространстве

аналитических функций в выпуклой области эквивалентна задаче о полноте системы

экспонент в пространстве аналитических функций в круге, радиус которого зависит

от свойств данной выпуклой области. А также рассмотрен пример, в котором в каче-

стве выпуклой области выступает эллипс. При этом были найдены значения опорной

функции эллипса и радиус соответствующего круга.

Ключевые слова: полнота системы, выпуклая область, целая функция, преобразо-

ванием Фурье-Лапласа.
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Пусть 𝐷 — ограниченная, выпуклая область на комплексной плоскости и 𝐻(𝐷) — про-

странство аналитических в 𝐷 функций с топологией равномерной сходимости на ком-

пактах. С каждым множеством комплексных чисел Λ = {𝜆𝑘}, в которое числа 𝜆𝑘 могут

входить с некоторой кратностью 𝑛𝑘 ∈ N
⋃︀
{0}, 𝑘 = 1, 2, ..., связывается система экспонен-

циальных мономов

exp Λ = {𝜆𝑗𝑒𝜆𝑘𝜆, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑗 = 0, ..., 𝑛𝑘}.

Кратность 𝑛𝑘 = 0 означает, что число 𝜆𝑘 входит в Λ ровно один раз.

Задача о полноте такой системы в пространстве 𝐻(𝐷) и в других функциональных

пространствах относится к классическим задачам и послужила объектом исследований

многих авторов [1]–[9]. Мы показываем, что если граница области 𝐷 достаточно гладкая,

то задача о полноте системы exp Λ в пространстве 𝐻(𝐷) эквивалентна задаче о полноте

некоторой системы exp Λ′ в пространстве 𝐻(𝐾), где 𝐾 — круг, радиус которого будет

зависеть от свойств области 𝐷.

Для любого линейного непрерывного функционала 𝑆 на пространстве 𝐻(𝐷) через̂︀𝑆(𝜆) = 𝑆(𝑒𝜆𝑧) обозначим преобразование Фурье-Лапласа этого функционала. Как извест-

но, отображение 𝐿 : 𝑆 −→ ̂︀𝑆 устанавливает взаимно однозначное соответствие между

A.A. Makhota, On completeness of exponential systems in convex domain.
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сопряженнным пространством 𝐻*(𝐷) и пространством целых функций 𝐹 , удовлетворяю-

щих для некоторого 𝜀 = 𝜀(𝐹 ) > 0 оценке

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)| ≤ Const.𝑒(ℎ(𝜙)−𝜀)𝑟, 𝑟𝑒𝑖𝜙 ∈ C. (1)

Здесь

ℎ(𝜙) = max
𝑧∈𝐷

Re 𝑒𝑖𝜙𝑧

— опорная функция области 𝐷. Известно, что ̂︀𝑆(𝑘)(𝜆) = 𝑆(𝑧𝑘𝑒𝜆𝑧). Таким образом, по тео-

реме Банаха о полноте система exp Λ не полна в пространстве 𝐻(𝐷) тогда и только тогда,

когда найдется целая функция, которая при некотором 𝜀 > 0 удовлетворяет условию (1)

и имеет нули кратности 𝑛𝑘 в точках 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...

В работе мы рассматриваем области с дважды непрерывно дифференцируемой опорной

функцией. Положим

𝑀 = max
𝜙∈[0;2𝜋]

(ℎ′′(𝜙) + ℎ(𝜙)). (2)

Из геометрической интерпретации опорных функций следует, что 𝑀 — это максималь-

ный радиус кривизны в точках границы области 𝐷 (см. [1], стр. 108). Суммой Λ′ +Λ′′ двух

наборов Λ′ = {(𝜆′
𝑘, 𝑛𝑘)} и Λ′′ = {(𝜆′′

𝑘,𝑚𝑘)} будем называть объединение множеств 𝜆′
𝑘, 𝜆

′′
𝑘,

𝑘 = 1, 2, ..., с кратностью 𝑛𝑘 или 𝑚𝑘, если точка попадает только в один из наборов, и с

суммарной кратностью, если какая-то точка попадает в оба множества.

В дальнейшем воспользуемся следующей теоремой А из работы [2].

Теорема A. Пусть 𝑢 субгармонична на всей плоскости и имеет конечный порядок

роста 𝜌. Тогда существует целая функция 𝑓 такая, что для любого 𝛾 ≥ 𝜌

|𝑢(𝑧) − ln |𝑓(𝑧)|| ≤ 𝑐𝛾 ln |𝑧|, 𝑧 /∈ 𝐸𝛾,

причем исключительное множество 𝐸𝛾 может быть покрыто кругами {𝑧 : |𝑧−𝑧𝑗| < 𝑟𝑗}
так, что ∑︁

|𝑧𝑗 |>𝑅

𝑟𝑗 = 𝑜(𝑅𝜌−𝛾), 𝑅 −→ ∞.

Если число 𝑀 определено по формуле (2), то функция

𝑢(𝑟𝑒𝑖𝜙) = 𝑀𝑟 − ℎ(𝜙)𝑟 (3)

субгармонична на всей плоскости. В этом легко убедиться, если воспользоваться выраже-

нием оператора Лапласа в полярных координатах

∆𝑢(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
1

𝑟
(𝑀 − ℎ(𝜙)) − 1

𝑟2
𝑟ℎ′′(𝜙) =

1

𝑟
(𝑀 − ℎ(𝜙) − ℎ′′(𝜙)) ≥ 0.

В дальнейшем через 𝐿 будем обозначать какую-нибудь одну фиксированную целую

функцию, удовлетворяющую условиям теоремы А с функцией 𝑢, определенной в (3)

(при 𝜌 = 1). Через Λ0 обозначим множество нулей функции 𝐿 с учетом кратности.

Теорема 1. Система экспонент exp Λ не полна в пространстве 𝐻(𝐷) тогда и только

тогда, когда система exp(Λ+Λ0) не полна в пространстве 𝐻(𝐾𝑀), где 𝐾𝑀 — круг радиуса

𝑀 с центром в нуле.
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Доказательство. Если система exp Λ не полна в пространстве 𝐻(𝐷), то, как отмечалось

выше, найдется целая функция 𝐹 , удовлетворяющая условию (1) и обращающаяся в нуль

в точках 𝜆𝑘 ∈ Λ с кратностью 𝑛𝑘.

Рассмотрим функцию 𝐺(𝑧) = 𝐹 (𝑧)𝐿(𝑧). Она обращается в нуль на множестве Λ + Λ0 с

соответствующими кратностями и вне множества 𝐸1 удовлетворяет оценке⃒⃒
𝐺(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
6 |𝐹 (𝑧)𝐿(𝑧)| 6 𝐶𝑒(ℎ(𝜙)−𝜀)𝑟𝑒(𝑀−ℎ(𝜙)+ 𝜀

2)𝑟 = 𝐶𝑒(𝑀−𝜖′)𝑟, (4)

где 𝜀′ = 𝜀
2
. Множество 𝐸1 по теореме А покрывается кругами со сходящейся сум-

мой радиусов. Пусть сумма радиусов кругов некоторого покрытия равна 𝐴. Для про-

извольной точки 𝑧 ∈ C проведем проекции кругов покрытия вдоль окружностей

𝐶(𝑧, 𝑡) = {𝑤 : 𝑤 = 𝑧 + 𝑡𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]} на луч 𝑧 + 𝜏, 𝜏 > 0.

Рис. 1. Проекции окружностей

Такое геометрическое рассмотрение показывает, что можно найти окружность 𝐶(𝑧, 𝑡) c

𝑡 ∈ [0; 3𝐴], которая не пересекается с кругами покрытия и, значит, с исключительным мно-

жеством 𝐸1. Тогда на этой окружности выполняется оценка (4). По принципу максимума

имеем

|𝐺(𝑧)| 6 𝐶 exp( max
𝑤∈𝐶(𝑧,𝑡)

(𝑀 − 𝜖′)|𝑤|) ≤ 𝐶 ′𝑒(𝑀−𝜖′)|𝑧|.

Поскольку функция ℎ1(𝜙) ≡ 𝑀 есть опорная функция круга 𝐾𝑀 , то мы получаем, что

система exp(Λ + Λ0) не полна в пространстве 𝐻(𝐾𝑀).

Пусть теперь обратно: система exp(Λ+Λ0) не полна в пространстве 𝐻(𝐾𝑀). Это значит,

что найдется целая функция 𝐺, удовлетворяющая оценке

|𝐺(𝑧)| ≤ 𝐶𝑒(𝑀−𝜀)|𝑧|

при некотором 𝜀 > 0 и обращающаяся в нуль на множестве Λ + Λ0. Тогда функция

𝐹 (𝑧) =
𝐺(𝑧)

𝐿(𝑧)

является целой.

Из оценок на функции 𝐿 и 𝐺 получим, что вне множества 𝐸1 выполняется оценка

|𝐹 (𝑧)| 6 Const.𝑟𝐶𝑒(𝑀−𝜀)𝑟𝑒(−𝑀+ℎ(𝜙))𝑟 ≤ Const.𝑒(ℎ(𝜙)−
𝜀
2
)𝑟.
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Так же, как и выше, эту оценку можно продолжить на всю плоскость. При этом нужно

воспользоваться свойством опорных функций

|ℎ(𝜙)𝑟 − ℎ(𝜗)𝑡| ≤ max
𝑧∈𝐷

⃒⃒
𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡𝑒𝑖𝜗

⃒⃒
, 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝑡𝑒𝑖𝜗 ∈ C.

Таким образом, система exp Λ не полна в пространстве 𝐻(𝐷). Теорема 1 доказана.

Приведем пример.

Рассмотрим в качестве выпуклой области 𝐷 эллипс

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1.

Опорная функция ℎ(𝜙) области 𝐷 в данном случае имеет вид:

ℎ(𝜙) =

√︁
𝑎2 cos2 𝜙 + 𝑏2 sin2 𝜙.

Нам необходимо найти 𝑀 = max
𝜙∈[0;2𝜋]

(ℎ′′(𝜙) + ℎ(𝜙)) < ∞. Для этого найдем первую, вторую

и третью производные опорной функции ℎ(𝜙).

Сделаем замену

ℎ(𝜙) =

√︁
𝑎2 cos2 𝜙 + 𝑏2 sin2 𝜙 =

=

√︂
𝑎2(1 + cos 2𝜙)

2
+

𝑏2(1 − cos 2𝜙)

2
=

=

√︂
𝑎2 + 𝑏2

2
− 𝑎2 − 𝑏2

2
cos 2𝜙.

Обозначим

𝐴 :=
𝑎2 + 𝑏2

2
;𝐵 :=

𝑎2 − 𝑏2

2
.

Откуда получаем

ℎ(𝜙) =
√︀
𝐴 + 𝐵 cos 2𝜙.

Найдем

ℎ′′(𝜙) =
− (𝐴 + 𝐵 cos 2𝜙)2 + 𝐴2 −𝐵2

(𝐴 + 𝐵 cos 2𝜙)3/2
.

Получаем, что

𝑀 = max
𝜙∈[0;2𝜋]

(ℎ′′(𝜙) + ℎ(𝜙)) =
𝑎2

𝑏
.

Таким образом, максимальный радиус кривизны в точках на границе области 𝐷 равен

𝑀 =
𝑎2

𝑏
. И система экспонент exp Λ не полна в пространстве функций аналитических в

эллипсе тогда и только тогда, когда система exp(Λ+Λ0) не полна в пространстве функций

аналитических в круге радиуса 𝑀 =
𝑎2

𝑏
с центром в нуле.
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