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САМОСОПРЯЖЕННЫЕ СУЖЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА НА ГРАФЕ

Л.К. ЖАПСАРБАЕВА, Б.Е. КАНГУЖИН, М.Н. КОНЫРКУЛЖАЕВА

Аннотация. В работе исследуются дифференциальные операторы на произвольных
геометрических графах без петель. Известные результаты для дифференциальных опе-
раторов на отрезке переносятся на дифференциальные операторы на графах. Для
корректного определения максимального оператора на заданном графе необходимо
выделить множество граничных вершин. Вершины не являющиеся граничными на-
зываются внутренними вершинами. Важно отметить, что максимальный оператор на
графе определяется не только заданными дифференциальными выражениями на ду-
гах, но и условиями типа Кирхгофа во внутренних вершинах графа. Для введенного
максимального оператора доказан аналог формулы Лагранжа. Для произвольного на-
бора граничных условии указан алгоритм построения сопряженных граничных форм.
В заключении работы дано полное описание всех самосопряженных сужений макси-
мального оператора.
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1. Введение

Работа посвящена линейным дифференциальным операторам на графах. Спектраль-
ная теория дифференциальных операторов на многообразиях типа сети изучалась в ра-
ботах Ю.В. Покорного и его учеников [1]–[5]. Из последних публикаций, посвященных
различным аспектам теории обратных задач на графах, обратим внимание на работы
[6]–[10]. В работах [11]–[14] изучаются спектральные свойства дифференциальных опе-
раторов на равносторонних квантовых графах типа звезда. В данной статье выведена
формула Лагранжа для дифференциального оператора определенного на произвольном
геометрическом графе, в отличие от работы [12], где приведено аналогичное соотноше-
ние для простого графа-звезды. Дано полное описание всех самосопряженных сужений
максимального оператора определенного на графе. Перечисленные результаты являются
новыми, ранее подобные выводы и положения были известны в [15] для дифференциаль-
ных операторов на отрезке.

2. Основные понятия

Пусть задан ориентированный граф ℑ = {𝒱 , ℰ}, где 𝒱 — множество вершин и ℰ —
множество дуг. Количество вершин графа 𝒱 обозначим через 𝑁 , а сами вершины бу-
дем нумеровать числами 1, . . . , 𝑁 . Граничные вершины обозначим через Γ. Вершины из
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множества ℐ = 𝒱∖Γ назовем внутренними вершинами [16, 17]. Дуга 𝑒 = [𝑖, 𝑗], 𝑒 ∈ ℰ , со-
единяющая вершины 𝑖 и 𝑗, направлена от 𝑖 к 𝑗. Часто вершину 𝑖 обозначают через 𝜕−𝑒,
а вместо вершины 𝑗 пишут 𝜕+𝑒 [18]. Не умаляя общности, будем считать длину каждой
дуги равной единице. Множество вершин, соответствующие входящим дугам к вершине
𝑖 обозначим через 𝒱+

𝑖 . A множество вершин, соответствующие исходящим дугам из вер-
шины 𝑖 обозначим через 𝒱−

𝑖 . Пусть 𝜒 =
∑︀

𝑖∈Γ(|𝒱+
𝑖 | + |𝒱−

𝑖 |). Множество дуг, для которых
𝜕+𝑒 = 𝑖, обозначим через ℰ+

𝑖 , а множество дуг, для которых 𝜕−𝑒 = 𝑖, обозначим через ℰ−
𝑖 .

Считаем, что граф не имеет петель.

3. Определение максимального оператора на графе

В дальнейшем полезно ввести пространство

𝐿2(ℑ) +
∏︁
𝑒∈ℰ

𝐿2(𝑒)

с элементами

𝑌⃗ (𝑋⃗) + [𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ ]𝑇

(где 𝑋⃗ = (𝑥𝑒, 𝑒 ∈ ℰ) и
∏︀

𝑒∈ℰ – декартово произведение подпространств) и с конечной
нормой

||𝑌⃗ ||𝐿2(ℑ) =

√︃∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

|𝑦𝑒(𝑥𝑒)|2𝑑𝑥𝑒.

Точно также стандартным образом вводится пространство

𝑊 2
2 (ℑ) +

∏︁
𝑒∈ℰ

𝑊 2
2 (𝑒).

Оператор Λ𝑚𝑎𝑥, задаваемый линейными дифференциальными выражениями

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥𝑒) = −𝑦′′𝑒 (𝑥𝑒) + 𝑞𝑒(𝑥𝑒)𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑥𝑒 ∈ 𝑒 ∈ ℰ или 0 < 𝑥𝑒 < 1 (1)

на подмножестве 𝑊 2
2 (ℑ), где в каждой внутренней вершине 𝑘 при некотором 𝛽𝑘 выполня-

ются условия Кирхгофа [19]

𝑦𝑒(1) = 𝛽𝑘, ∀𝑒 ∈ ℰ+
𝑘 , (2)

𝑦𝑒(0) = 𝛽𝑘, ∀𝑒 ∈ ℰ−
𝑘 ,∑︁

𝑒∈ℰ+
𝑘

𝑦′𝑒(1) =
∑︁
𝑒∈ℰ−

𝑘

𝑦′𝑒(0) (3)

назовем максимальным оператором. Здесь {𝑞𝑒(𝑥𝑒), 𝑥𝑒 ∈ 𝑒 ∈ ℰ , 0 < 𝑥𝑒 < 1} – набор веще-
ственных непрерывных функций, обычно называемые потенциалами. Из условий (2) мож-
но исключить набор неизвестных констант {𝛽𝑘}. Тогда общее количество условий Кирх-
гофа во внутренних вершинах равно 2|ℰ| − 𝜒. В следующем пункте приведена формула
Лагранжа для максимального оператора Λ𝑚𝑎𝑥.

4. Формула Лагранжа для дифференциального оператора

определенного на графе

При исследований дифференциальных операторов на отрезке важную роль играет фор-
мула Лагранжа. В данном пункте приведем аналог формулы Лагранжа в случае диффе-
ренциальных операторов на графах.
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Лемма 1. Для любых функций 𝑌⃗ (𝑥) = {𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ}, 𝑉⃗ (𝑥) = {𝑣𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ} из 𝑊 2
2 (ℑ)

выполняется тождество∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∑︁
𝑒∈ℰ

[−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥) + 𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1
𝑥=0 +

∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥)Λ𝑚𝑎𝑥𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥. (4)

Доказательство. Рассмотрим интеграл из левой части соотношения (4)∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑒

(−𝑦′′𝑒 (𝑥) + 𝑞𝑒(𝑥)𝑦𝑒(𝑥)) 𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥.

Двукратное интегрирование по частям дает возможность записать формулу∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 = [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥) + 𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1
𝑥=0+

+

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥) (−𝑣′′𝑒 (𝑥) + 𝑞𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)) 𝑑𝑥.

Откуда следует выражение (4). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для любых функций 𝑌⃗ (𝑥) = {𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ}, 𝑉⃗ (𝑥) = {𝑣𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ} из обла-
сти определения максимального оператора Λ𝑚𝑎𝑥 выполняется тождество∑︁

𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[−𝑦′𝑒(1)𝑣𝑒(1) + 𝑦𝑒(1)𝑣′𝑒(1)]−

−
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

[−𝑦′𝑒(0)𝑣𝑒(0) + 𝑦𝑒(0)𝑣′𝑒(0)] +
∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥)Λ𝑚𝑎𝑥𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥. (5)

Доказательство. Пусть 𝑎 — внутренняя вершина графа ℑ. Множество ℰ+
𝑎 состоит из

дуг 𝑒, направленных к вершине 𝑎, то есть выполняется условие 𝜕+𝑒 = 𝑎. Множе-
ство ℰ−

𝑎 состоит из дуг 𝑒, исходящих из вершины 𝑎, то есть выполняется условие
𝜕−𝑒 = 𝑎. Из общей суммы

∑︀
𝑒∈ℰ [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥) + 𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1

𝑥=0 выделим только те сла-
гаемые, которые соответствуют внутренней вершине 𝑎. Для одной дуги 𝑒 с условием
𝜕+𝑒 = 𝑎 вклад вершины 𝑎 в общую сумму

∑︀
𝑒∈ℰ [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥) + 𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1

𝑥=0 примет вид
[−𝑦′𝑒(1)𝑣𝑒(1)+𝑦𝑒(1)𝑣′𝑒(1)]. Точно также для всех дуг из ℰ+

𝑎 вклад вершины 𝑎 в общую сумму∑︀
𝑒∈ℰ [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)+𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1

𝑥=0 примет вид
∑︀

𝑒∈ℰ+
𝑎

[−𝑦′𝑒(1)𝑣𝑒(1)+𝑦𝑒(1)𝑣′𝑒(1)]. Для одной ду-

ги 𝑒 с условием 𝜕−𝑒 = 𝑎 вклад вершины 𝑎 в общую сумму
∑︀

𝑒∈ℰ [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)+𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1
𝑥=0

примет вид [𝑦′𝑒(0)𝑣𝑒(0) − 𝑦𝑒(0)𝑣′𝑒(0)]. Точно также для всех дуг из ℰ−
𝑎 вклад вершины 𝑎 в

общую сумму
∑︀

𝑒∈ℰ [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥) + 𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1
𝑥=0 примет вид

∑︀
𝑒∈ℰ−

𝑎
[𝑦′𝑒(0)𝑣𝑒(0) − 𝑦𝑒(0)𝑣′𝑒(0)].

Таким образом, общий вклад вершины 𝑎 в сумму
∑︀

𝑒∈ℰ [−𝑦′𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)+𝑦𝑒(𝑥)𝑣′𝑒(𝑥)]|𝑥=1
𝑥=0 можно

записать в виде

𝐼𝑎 =
∑︁
𝑒∈ℰ+

𝑎

[−𝑦′𝑒(1)𝑣𝑒(1) + 𝑦𝑒(1)𝑣′𝑒(1)] +
∑︁
𝑒∈ℰ−

𝑎

[𝑦′𝑒(0)𝑣𝑒(0) − 𝑦𝑒(0)𝑣′𝑒(0)].

Учитывая условия Кирхгофа (2) для функций 𝑌⃗ (𝑥) = {𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ}, 𝑉⃗ (𝑥) = {𝑣𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ},
последнее выражение перепишем в виде

𝐼𝑎 =
∑︁
𝑒∈ℰ+

𝑎

[−𝑦′𝑒(1)𝛽 + 𝛽𝑣′𝑒(1)] +
∑︁
𝑒∈ℰ−

𝑎

[𝑦′𝑒(0)𝛽 − 𝛽𝑣′𝑒(0)],
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где 𝑣𝑒(1) = 𝛽 при 𝑒 ∈ ℰ+
𝑎 , а также 𝑣𝑒(0) = 𝛽 при 𝑒 ∈ ℰ−

𝑎 . Теперь учитывая условия

Кирхгофа (3) для функций 𝑌⃗ (𝑥) = {𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ}, 𝑉⃗ (𝑥) = {𝑣𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ} выражение 𝐼𝑎
перепишем в виде

𝐼𝑎 = 𝛽

⎡⎣−∑︁
𝑒∈ℰ+

𝑎

𝑦′𝑒(1) +
∑︁
𝑒∈ℰ−

𝑎

𝑦′𝑒(0)

⎤⎦+ 𝛽

⎡⎣∑︁
𝑒∈ℰ+

𝑎

𝑣′𝑒(1) −
∑︁
𝑒∈ℰ−

𝑎

𝑣′𝑒(0)

⎤⎦ = 0.

Лемма 2 доказана.

Из леммы 2 следует, что суммарные вклады внутренних вершин во внеынтегральные чле-
ны (5) равны нулю. Иначе говоря, внеынтегральные члены выражений (5) содержат
вклады только граничных вершин. Подобные формулы, согласно монографии [15], назы-
ваются формулами Лагранжа. Формулу (5) можно обобщить в следующем направлении.
Рассмотрим при 𝑘 = 1, . . . , 2𝜒 граничные формы

𝑈𝑘(𝑌⃗ ) =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[𝛼𝑒𝑘𝑦𝑒(1) + 𝛽𝑒𝑘𝑦
′
𝑒(1)] +

∑︁
𝜕−𝑒∈Γ

[𝛼𝑒𝑘𝑦𝑒(0) + 𝛽𝑒𝑘𝑦
′
𝑒(0)], (6)

где 𝛼𝑒𝑘, 𝛽𝑒𝑘 — некоторые константы.

Теорема 1. [Формула Лагранжа] Пусть {𝑈1, . . . , 𝑈2𝜒} набор линейно независимых гра-
ничных форм. Тогда существует единственный набор граничных форм {𝑇1, . . . , 𝑇2𝜒} та-

ких, что для любых функций 𝑌⃗ (𝑥) = {𝑦𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ}, 𝑉⃗ (𝑥) = {𝑣𝑒(𝑥𝑒), 𝑒 ∈ ℰ} из области
определения максимального оператора Λ𝑚𝑎𝑥 выполняется тождество∑︁

𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑈1(𝑌⃗ )𝑇2𝜒(𝑉⃗ ) + 𝑈2(𝑌⃗ )𝑇2𝜒−1(𝑉⃗ ) + . . .+

+ 𝑈2𝜒(𝑌⃗ )𝑇1(𝑉⃗ ) +
∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥)Λ𝑚𝑎𝑥𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥. (7)

Доказательство. Введем разность

𝑅(𝑌⃗ , 𝑉⃗ ) =
∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥−
∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥)Λ𝑚𝑎𝑥𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥.

Согласно лемме 2, эта разность представима в виде

𝑅(𝑌⃗ , 𝑉⃗ ) =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[−𝑦′𝑒(1)𝑣𝑒(1) + 𝑦𝑒(1)𝑣′𝑒(1)] −
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

[−𝑦′𝑒(0)𝑣𝑒(0) + 𝑦𝑒(0)𝑣′𝑒(0)].

Таким образом, разность выражается через набор из 2𝜒 граничных значений
{𝑦𝑒(1), 𝑦′𝑒(1), 𝜕+𝑒 ∈ Γ}, {𝑦𝑒(0), 𝑦′𝑒(0), 𝜕−𝑒 ∈ Γ}. Указанный набор граничных значе-
ний представляет 2𝜒 линейно независимую систему. Поэтому указанный набор гра-
ничных значений можно выразить в виде линейной комбинации произвольных гранич-
ных форм {𝑈1, . . . , 𝑈2𝜒}, удовлетворяющих условиям теоремы 1. Для этого соотношения
(6) надо рассматривать, как систему линейных алгебраических уравнений относитель-
но {𝑦𝑒(1), 𝑦′𝑒(1), 𝜕+𝑒 ∈ Γ}, {𝑦𝑒(0), 𝑦′𝑒(0), 𝜕−𝑒 ∈ Γ}. Разрешая систему (6) относительно
{𝑦𝑒(1), 𝑦′𝑒(1), 𝜕+𝑒 ∈ Γ}, {𝑦𝑒(0), 𝑦′𝑒(0), 𝜕−𝑒 ∈ Γ}, получим

𝑦𝑒(1) =

2𝜒∑︁
𝑘=1

𝛾𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ ), 𝜕+𝑒 ∈ Γ, (8)

𝑦′𝑒(1) =

2𝜒∑︁
𝑘=1

𝜖𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ ), 𝜕+𝑒 ∈ Γ,
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𝑦𝑒(0) =

2𝜒∑︁
𝑘=1

𝛾𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ ), 𝜕−𝑒 ∈ Γ,

𝑦′𝑒(0) =

2𝜒∑︁
𝑘=1

𝜖𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ ), 𝜕−𝑒 ∈ Γ.

Поставляя указанные выражения в разность

𝑅(𝑌⃗ , 𝑉⃗ ) =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[︃
−

(︃
2𝜒∑︁
𝑘=1

𝜖𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ )

)︃
𝑣𝑒(1) +

(︃
2𝜒∑︁
𝑘=1

𝛾𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ )

)︃
𝑣′𝑒(1)

]︃
−

−
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

[︃
−

(︃
2𝜒∑︁
𝑘=1

𝜖𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ )

)︃
𝑣𝑒(0) +

(︃
2𝜒∑︁
𝑘=1

𝛾𝑒𝑘𝑈𝑘(𝑌⃗ )

)︃
𝑣′𝑒(0)

]︃
.

Теперь остается сгруппировать правую часть последнего равенства относительно {𝑈𝑘(𝑌⃗ },
тогда получим

𝑅(𝑌⃗ , 𝑉⃗ ) =

2𝜒∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘(𝑌⃗ )

⎧⎨⎩∑︁
𝜕+𝑒∈Γ

[−𝜖𝑒𝑘𝑣𝑒(1) + 𝛾𝑒𝑘𝑣
′
𝑒(1)] +

∑︁
𝜕−𝑒∈Γ

[𝜖𝑒𝑘𝑣𝑒(0) − 𝛾𝑒𝑘𝑣
′
𝑒(0)]

⎫⎬⎭ .

Если в последнем выражений суммы в квадратных скобках обозначить через

𝑇2𝜒−𝑘+1(𝑉⃗ ) =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[−𝜖𝑒𝑘𝑣𝑒(1) + 𝛾𝑒𝑘𝑣
′
𝑒(1)] +

∑︁
𝜕−𝑒∈Γ

[𝜖𝑒𝑘𝑣𝑒(0) − 𝛾𝑒𝑘𝑣
′
𝑒(0)] ,

то получим требуемую формулу∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

Λ𝑚𝑎𝑥𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 =

2𝜒∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘(𝑌⃗ )𝑇2𝜒−𝑘+1(𝑉⃗ ) +
∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥)Λ𝑚𝑎𝑥𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥.

Формула (7) называется формулой Лагранжа.
Из теоремы 1 сразу следует

Следствие 1. Пусть Λ сужение оператора Λ𝑚𝑎𝑥 на области определения
𝐷(Λ) = {𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) : 𝑈𝑘(𝑌⃗ ) = 0, . . . , 𝑈𝜒(𝑌⃗ ) = 0}. Тогда сопряженный оператор Λ* так-

же является сужением оператора Λ𝑚𝑎𝑥 на области определения 𝐷(Λ*) = {𝑉⃗ ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) :

𝑇𝑘(𝑉⃗ ) = 0, . . . , 𝑇𝜒(𝑉⃗ ) = 0}, и для любых 𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ) и 𝑉⃗ ∈ 𝐷(Λ*) справедливо равенство∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

Λ𝑦𝑒(𝑥)𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁
𝑒∈ℰ

∫︁
𝑒

𝑦𝑒(𝑥)Λ*𝑣𝑒(𝑥)𝑑𝑥.

5. Самосопряженные сужения максимального оператора Λ𝑚𝑎𝑥

В данном пункте дадим полное описание всех самосопряженных сужений оператора
Λ𝑚𝑎𝑥. Сначала введем минимальное сужение Λ0 оператора Λ𝑚𝑎𝑥. Обозначим через 𝐷(Λ0)

совокупность всех функций 𝑌⃗ (𝑥) из 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥), удовлетворяющих условиям

𝑦𝑒(1) = 0, 𝑦′𝑒(1) = 0 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ, (9)

𝑦𝑒(0) = 0, 𝑦′𝑒(0) = 0 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ.

Далее, введем минимальное сужение Λ0 по формуле

Λ0𝑌⃗ = Λ𝑚𝑎𝑥𝑌⃗ , 𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ0).
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Справедливы утверждения
I) для любых элементов 𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ0), 𝑉⃗ ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) имеет место соотношение

⟨Λ0𝑌⃗ , 𝑉⃗ ⟩ = ⟨𝑌⃗ ,Λ𝑚𝑎𝑥𝑉⃗ ⟩, (10)

II) для любых элементов 𝑌⃗ , 𝑉⃗ ∈ 𝐷(Λ0) верно равенство

⟨Λ0𝑌⃗ , 𝑉⃗ ⟩ = ⟨𝑌⃗ ,Λ0𝑉⃗ ⟩.
Из (10) следует операторное включение Λ𝑚𝑎𝑥 ⊂ Λ*

0.
Для исследования свойств минимального оператора удобно ввести операторы Λ1 и Λ2,

являющиеся сужениями максимального оператора Λ𝑚𝑎𝑥. Пусть

𝐷(Λ1) = {𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) : 𝑦𝑒(1) = 0 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ, 𝑦𝑒(0) = 0 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ}

и Λ1𝑌⃗ (𝑥) = Λ𝑚𝑎𝑥𝑌⃗ (𝑥) при 𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ1).
Пусть

𝐷(Λ2) = {𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) : 𝑦′𝑒(1) = 0 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ, 𝑦′𝑒(0) = 0 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ}

и Λ2𝑌⃗ (𝑥) = Λ𝑚𝑎𝑥𝑌⃗ (𝑥) при 𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ2).

Предположение 1. Для любой функций 𝐹 (𝑥) из 𝐿2(ℑ) уравнение

Λ𝑖𝑌⃗ (𝑥) = 𝐹 (𝑥), 𝑖 = 1, 2 (11)

имеет единственное решение в 𝐷(Λ𝑖), 𝑖 = 1, 2.

Замечание 1. Операторное уравнение (11) на множестве 𝐷(Λ𝑖), 𝑖 = 1, 2 эквивалент-
но системе линейных дифференциальных уравнений второго порядка на множестве дуг
ℰ с 2|ℰ| − 𝜒 условиями Кирхгофа во внутренних вершинах ℐ и 𝜒 условиями в граничных
вершинах Γ. Таким образом, возникает система неоднородных линейных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка на множестве дуг ℰ, общее решение которой содержит
2|ℰ| констант. Для их определения имеется (2|ℰ|−𝜒)+𝜒 = 2|ℰ| линейных условий. Сле-
довательно, можно выписать некоторый определитель 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, 2 размерности 2|ℰ|.
Тогда однозначная разрешимость уравнения (11) эквивалентна тому, что выписанный
определитель 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, 2 отличен от нуля.

Следуя монографии [15], сформулируем следующие леммы.

Лемма 3. Пусть Λ𝑚𝑎𝑥 — максимальный оператор на графе ℑ, введенный в пункте 3
и пусть 𝐹 (𝑥) — функция из 𝐿2(ℑ). Если выполнено предположение 1, то уравнение

Λ𝑚𝑎𝑥𝑌⃗ (𝑥) = 𝐹 (𝑥)

имеет решение 𝑌⃗ (𝑥), удовлетворяющее условиям (9) тогда и только тогда, когда 𝐹 (𝑥)
ортогональны ко всем элементам из 𝐾𝑒𝑟Λ𝑚𝑎𝑥.

Доказательство. Согласно предположению 1 обозначим через 𝑌⃗ (𝑥) единственное реше-

ние операторного уравнения (11). Далее, обозначим через 𝑉⃗1, . . . , 𝑉⃗𝜒 фундаментальную

систему решений однородного операторного уравнения Λ𝑚𝑎𝑥𝑉⃗ = 0 удовлетворяющую усло-
виям: все граничные формы 𝑣𝑘𝑙(1) при 𝜕+𝑒 ∈ Γ и 𝑣𝑘𝑙(0) при 𝜕−𝑒 ∈ Γ, кроме одной, равны
нулю, а одна из форм равна 1. Такая фундаментальная система существует. Это следует
из замечания 1, поскольку условие разрешимости эквивалентно отличию от нуля опреде-
лителя 𝐷1.
Применяя к функциям 𝑌⃗ (𝑥) и 𝑉⃗𝑘(𝑥) формулу Лагранжа, получим

⟨𝐹 , 𝑉⃗𝑘⟩ = ⟨Λ𝑚𝑎𝑥𝑌⃗ , 𝑉⃗𝑘⟩ = ⟨𝑌⃗ ,Λ𝑚𝑎𝑥𝑉⃗𝑘⟩. (12)
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Но Λ𝑚𝑎𝑥𝑉⃗𝑘 = 0. Кроме того, из включения 𝑌⃗ ∈ 𝐷(Λ1) вытекает∑︁
𝜕+𝑒∈Γ

𝑦𝑒(1)𝑣′𝑘𝑙(1) −
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

𝑦𝑒(0)𝑣′𝑘𝑙(0) = 0.

Следовательно, формула (12) примет вид

⟨𝐹 , 𝑉⃗𝑘⟩ = −
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

𝑦′𝑒(1)𝑣𝑘𝑙(1) +
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

𝑦′𝑒(0)𝑣𝑘𝑙(0) =

=

{︂
−𝑦′𝑒(1) если 𝑣𝑘𝑙(1) = 1,
𝑦′𝑒(0) если 𝑣𝑘𝑙(0) = 1.

(13)

Из соотношений (13) следует утверждение леммы 3: равенства (9) выполняются тогда и

только тогда, когда ⟨𝐹 , 𝑉⃗𝑘⟩ = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝜒. Таким образом, 𝐹 (𝑥) ортогональна ко всем

решениям уравнения Λ𝑚𝑎𝑥𝑉⃗ = 0.

Лемма 4. Каковы бы ни были числа 𝛼𝑒, 𝛽𝑒 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ и 𝛼𝑒, 𝛽𝑒 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ при

выполнении предположения 1 существует функция 𝑌⃗ (𝑥) ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥), удовлетворяющая
условиям

𝑦′𝑒(1) = 𝛽𝑒, 𝑦𝑒(1) = 𝛼𝑒 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ,

𝑦′𝑒(0) = 𝛽𝑒, 𝑦𝑒(0) = 𝛼𝑒 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ.

Доказательство. Докажем сначала лемму 4 для случая, когда все 𝛼𝑒 = 0. Выберем 𝐹 (𝑥)
из 𝐿2(ℑ) так, что

⟨𝐹 , 𝑉⃗𝑘⟩ =

{︂
−𝛽𝑒 если 𝑣𝑘𝑙(1) = 1,
𝛽𝑒 если 𝑣𝑘𝑙(0) = 1,

(14)

где 𝑉⃗𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝜒 — та же фундаментальная система, что и при доказательстве леммы
3. Такой элемент существует и притом даже в 𝐾𝑒𝑟Λ𝑚𝑎𝑥. Действительно, если положить

𝐹 =

𝜒∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑉⃗𝑘,

то условия (14) будут системой уравнений относительно постоянных 𝜇1, . . . , 𝜇𝜒, опреде-

литель которой есть определитель Грама линейно независимых функций 𝑉⃗1, . . . , 𝑉⃗𝜒. Сле-

довательно, он отличен от нуля. Обозначим через 𝑉⃗ решение уравнения Λ1𝑉⃗ = 𝐹 . Тогда
из формулы Лагранжа следует

𝑉⃗ ′(1) = 𝛽𝑒 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ,

𝑉⃗ ′(0) = 𝛽𝑒 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ.

Итак, построенная функция 𝑉⃗ (𝑥) ∈ 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) такая, что

𝑉⃗ ′(1) = 𝛽𝑒, 𝑉⃗ (1) = 0 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ,

𝑉⃗ ′(0) = 𝛽𝑒, 𝑉⃗ (0) = 0 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ.

Меняя ролями наборы 𝛼𝑒 и 𝛽𝑒, а также операторы Λ1 и Λ2, получим полное доказательство
леммы 4.

Теперь можно сформулировать утверждение относительно минимального оператора Λ0.

Лемма 5. Λ0 ⊂ Λ*
0 = Λ𝑚𝑎𝑥, Λ*

𝑚𝑎𝑥 = Λ0.

Лемма 5 доказывается точно также как доказано утверждение 𝑉 S17 из монографии
[15].
Основная теорема данного пункта.
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Теорема 2. При выполнении предположения 1 всякое самосопряженное расширение Λ
оператора Λ0 определяется линейно независимыми 𝑘 = 1, . . . , 𝜒 краевыми условиями вида

𝑈𝑘(𝑌⃗ ) =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[𝛼𝑒𝑘𝑦𝑒(1) + 𝛽𝑒𝑘𝑦
′
𝑒(1)] +

∑︁
𝜕−𝑒∈Γ

[𝛼𝑒𝑘𝑦𝑒(0) + 𝛽𝑒𝑘𝑦
′
𝑒(0)] = 0, (15)

где 𝛼𝑒𝑘, 𝛽𝑒𝑘 — некоторые константы, причем∑︁
𝜕+𝑒∈Γ

[𝛼𝑒𝑗𝛽𝑒𝑘 − 𝛼̄𝑒𝑘𝛽𝑒𝑗] =
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

[𝛼𝑒𝑗𝛽𝑒𝑘 − 𝛼̄𝑒𝑘𝛽𝑒𝑗] (16)

при 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝜒.
Обратно, всякие линейно независимые краевые условия вида (15), удовлетворяющие

соотношениям (16), определяют область определения некоторого самосопряженного
расширения Λ оператора Λ0, если выполнено предположение 1.

Доказательство. Следуя схеме доказательства теоремы 5 S18 из монографии [15], введем

функций 𝑉⃗1, . . . , 𝑉⃗𝜒. Точнее говоря, 𝑉⃗𝑘 из области определения 𝐷(Λ𝑚𝑎𝑥) с условиями

𝑣′𝑘𝑒(1) = 𝛼𝑒𝑘, 𝑣𝑘𝑒(1) = −𝛽𝑒𝑘 при 𝜕+𝑒 ∈ Γ, (17)

𝑣′𝑘𝑒(0) = −𝛼𝑒𝑘, 𝑣𝑘𝑒(0) = 𝛽𝑒𝑘 при 𝜕−𝑒 ∈ Γ.

Согласно лемме 4, такие решения существуют. Тогда условия (15) при 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝜒
примут вид

𝑈𝑘(𝑌⃗ ) =
∑︁

𝜕+𝑒∈Γ

[𝑦𝑒(1)𝑣′𝑘𝑒(1) − 𝑦′𝑒(1)𝑣𝑘𝑒(1)] −
∑︁

𝜕−𝑒∈Γ

[𝑦𝑒(0)𝑣′𝑘𝑒(0) − 𝑦′𝑒(0)𝑣𝑘𝑒(0)] = 0.

Согласно результатам монографии [15], краевые условия (15) определяют область опре-
деления самосопряженного расширения Λ оператора Λ0. Тогда и только тогда, когда все
функции 𝑉⃗1, . . . , 𝑉⃗𝜒, определенные согласно (17), также удовлетворяют соотношениям

𝑈𝑘(𝑌⃗𝑗) = 0, 𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝜒.

Теорема 2 полностью доказана.
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