
ISSN 2074-1871 Уфимский математический журнал. Том 9. № 4 (2017). С. 100-110.

УДК 517.925

«КВАНТОВАНИЯ» ИЗОМОНОДРОМНОЙ

ГАМИЛЬТОНОВОЙ СИСТЕМЫ 𝐻
7
2+1

В.А. ПАВЛЕНКО, Б.И. СУЛЕЙМАНОВ

Аннотация. Рассматриваются два совместных между собой линейных эволюционных
уравнения с временами 𝑠1 и 𝑠2, зависящие от двух пространственных переменных. Эти

эволюционные уравнения представляют собой аналоги временных уравнений Шредин-

гера, определяемых двумя гамильтонианами 𝐻
7
2
+1

𝑠𝑘 (𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) (𝑘 = 1, 2) систе-

мы 𝐻
7
2
+1, которая состоит из пары совместных между собой гамильтоновых систем

уравнений, допускающих применение метода изомонодромных деформаций. Из кано-

нических временных уравнений Шредингера, определяемых гамильтонианами 𝐻
7
2
+1

𝑠𝑘 ,

их данные аналоги возникают в результате формальной замены постоянной Планка

на мнимую единицу. В терминах решений соответствующих линейных систем обыкно-

венных дифференциальных уравнений метода изомонодромных деформаций, условием

совместности которых является гамильтонова система 𝐻
7
2
+1, построены явные реше-

ния данных аналогов уравнений Шредингера. В конструкции этих явных решений

ключевую роль имеет замена, которая ранее использовалась при построении решений

аналогов временных уравнений Шредингера, определяемых гамильтонианами изомо-

нодромной гамильтоновой системой Гарнье с двумя степенями свободы а также двух

изомонодромных вырождений последней. Обсуждается вопрос о применимости дан-

ной замены и при построении решений аналогов временных уравнений Шредингера,

определяемых гамильтонианами всей иерархии изомнодромных гамильтоновых систем

с двумя степенями свободы, являющихся вырождениями этой системы Гарнье. Отме-

чена также связь решений гамильтоновых систем 𝐻
7
2
+1 с некоторыми задачами совре-

менной нелинейной математической физики. В частности, показано, что решения этих

гамильтоновых систем явным образом задаются совместными решениями уравнения

Кортевега де Вриза 𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 = 0 и неавтономного обыкновенного дифферен-

циального уравнения пятого порядка, посредством которых универсальным образом

описывается влияние малой дисперсии на трансформации слабых гидродинамических

разрывов в сильные.

Ключевые слова: гамильтоновы системы, квантование, уравнение Шредингера,

уравнения Пенлеве, метод изомонодроных деформаций.
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1. Введение

Классическим гамильтоновым системам обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) с 𝑛 степенями свободы

(𝜆𝑖)
′
𝜏 = 𝐻 ′

𝜇𝑖
, (𝜇𝑖)

′
𝜏 = −𝐻 ′

𝜆𝑖
(𝑖 = 1, ..., 𝑛), (1)

V.A. Pavlenko, B.I. Suleimanov, “Quantizations” of isomonodromic Hamilton system 𝐻
7
2+1.
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определяемых гамильтонианами 𝐻(𝜏, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛), в волновой квантовой механи-
ке сопоставляется временное уравнение Шредингера

𝜀Ψ′
𝜏 = 𝐻(𝜏, 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛,−𝜀

𝜕

𝜕𝜁1
, . . . ,−𝜀

𝜕

𝜕𝜁𝑛
)Ψ, (2)

где посредством параметра 𝜀 = 𝑖~ учитывается его зависимость от постоянной Планка
ℎ = 2𝜋~.
Около 30 лет назад вторым из авторов данной публикации было обнаружено, что урав-

нения вида (2) при 𝑛 = 1 и 𝜀 = 1 возникают в контексте теории уравнений Пенлеве.
Оказывается, [39], [40], [42], такие эволюционные уравнения связаны с представлением
каждого из шести канонических ОДУ Пенлеве 𝜆′′

𝑡𝑡 = 𝑓𝑗(𝑡, 𝜆, 𝜆
′
𝑡) (𝑗 = 1, . . . , 6) как через ко-

ординату гамильтоновой системы с одной степенью свободы вида (1), так и в виде условия
совместности линейных дифференциальных уравнений метода изомонодромных деформа-
ций (ИДМ)

𝑉 ′′
𝜁𝜁 = 𝑃 (𝜁, 𝜏, 𝜆, 𝜆′

𝜏 )𝑉, 𝑉 ′
𝜏 = 𝐵(𝜁, 𝜏, 𝜆, 𝜆′

𝜏 )𝑉 ′
𝜁 −

𝐵𝜁(𝜁, 𝜏, 𝜆, 𝜆
′
𝜏 )

2
𝑉, (3)

выписанных в классической работе Р. Гарнье [6].
В [39], [40] показано, что явными заменами вида Ψ = 𝑉 exp(𝑆(𝜏, 𝜁)) cовместные решения

𝑉 уравнений (3) переводятся в решения эволюционных уравнений

𝜀
𝜕Ψ

𝜕𝜏
= 𝐻(𝜏, 𝜁, 𝜀

𝜕

𝜕𝜁
)Ψ (𝜀 = 1). (4)

Правые части уравнений (4), уже независящие от 𝜆(𝜏) и 𝜇(𝜏), при конкретном выборе
очередности действий операторов дифференцирования по переменной 𝜁 и умножения на
нее задаются гамильтонианами 𝐻 = 𝐻𝑗(𝜏, 𝜆, 𝜇) (𝑗 = 1, 6) гамильтоновых систем (1), ис-
ключение из которых импульсов 𝜇(𝜏) дает ОДУ второго порядка на координату 𝜆(𝜏), сов-
падающее с соответствующим уравнением Пенлеве. Другой же выбор такой очередности
допускает [42] символическую запись этих шести линейных эволюционных уравнений и в
виде (2). (Следуя терминологии статьи [41], эволюционные уравнения вида (2) с постоян-
ными 𝜀 ̸= 𝑖~ мы будем далее назвать «квантованиями» cоответствующих гамильтоновых
систем.)
В последнее десятилетие по тематике, касающейся связей уравнений ИДМ для ОДУ

типа Пенлеве с эволюционными линейными уравнениями квантовой механики и (начиная
с работы [36]) квантовой теории поля, написан также уже довольно большой ряд других
работ [1]–[3], [7], [8], [14]–[17], [19]–[24], [26], [27], [32], [35]–[38], [41], [43]–[45].
В частности, в статьях [38], [42] в терминах соответствующих решений систем линейных

уравнений ИДМ были построены и решения «квантований» (2) для трех совместных меж-
ду собой изомонодромных гамильтоновых пар систем ОДУ с двумя степенями свободы.
При этом в [38] рассматривалась ситуация так называемой системы Гарнье, возглавля-
ющей целую иерархию изомономонодромных гамильтоновых систем с двумя степенями
свободы, которые из этой системы Гарнье могут быть получены [11], [13] посредством
процедуры последовательного вырождения. (В [42] строились «квантования» (2) пар га-
мильтоновых систем ОДУ, являющихся двумя низшими представителями этой иерархии).
В Замечании 2 статьи [38] было выражено предположение о том, что с помощью данной
процедуры конструкции [38] могут быть расширены и на всю данную иерархию вырожде-
ний системы Гарнье. Вероятно, это предположение справедливо. Но для реализации такого
расширения процедуру последовательного вырождения, описанную в [11], [13], нужно еще
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обобщить на квантовые операторы, соответствующие не только классическим координа-
там, но и классическим импульсам (в отличие от известной процедуры последовательного
вырождения иерархии шести классических ОДУ Пенлеве, для части из последовательных
вырождений, приведенных в [11], [13], задействуются комбинации координат и импульсов).
Осуществить же данное обобщение не так просто, поскольку гамильтонианы иерархий га-
мильтоновых систем, рассматриваемых в [11], [13], квадратичны лишь по импульсам, но не
по координатам. В силу данной причины на настоящее время вопрос о подобном постро-
ении решений «квантований» (2) через решения соответствующих линейных уравнений
ИДМ для всех членов иерархии вырождений системы Гарнье с двумя степенями свободы
остается еще открытым.
Данная статья посвящена решению этого вопроса для одного из представителей данной

иерархии – для так называемой [12] системы 𝐻
7
2
+1, представляемой парой совместных

между собой изомонодромных гамильтоновых систем (1) с гамильтонианами (𝛾 – посто-
янная)

𝐻
7
2
+1

𝑠1 (𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) = −6𝑠1𝑝
2
1 + 4𝑞2𝑝1𝑝2 + 2(𝑞1 + 𝑠1)𝑞2𝑝

2
2 + 4𝛾𝑝1 + 4𝛾(𝑞1 + 𝑠1)𝑝2 +

3

2
𝑠1𝑞

3
1+

+
1

2
𝑞21𝑞2 − 2𝑠1𝑞1𝑞2 −

1

2
𝑞22 −

3

2
𝑠1(3𝑠

2
1 − 2𝑠2)𝑞1 −

1

2
(5𝑠21 − 2𝑠2)𝑞2, (5)

𝐻
7
2
+1

𝑠2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) = 2𝑝21 − 2𝑞2𝑝
2
2 − 4𝛾𝑝2 − 1

2
𝑞31 + (𝑞1 + 𝑠1)𝑞2 +

(3𝑠21 − 2𝑠2)𝑞1
2

, (6)

и временами, соответственно, 𝜏 = 𝑠1, 𝜏 = 𝑠2.
Прежде чем приступить к изложению основного текста, укажем на то, что в перво-

начальном списке изомонодромных гамильтоновых вырождений системы Гарнье с двумя
степенями свободы, предъявленном в статье [13], пара систем, определяемых гамильтони-
анами (5), (6), не была выписана (этот пробел из списка [13] был устранен Х. Кавамуко в

статье [12]). Между тем гамильтонова сиcтема 𝐻
7
2
+1, подобно классическим уравнениям

Пенлеве, имеет связи с различными вопросами нелинейной математической физики:
1) в разделе 2 настоящей работы будет показано, что решения пары гамильтоновых

систем, определяемых гамильтонианами (5), (6), могут быть выражены через совместные
решения уравнения Кортевега де Вриза (КдВ)

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 = 0 (7)

и стационарной части его симметрии (𝛽 – произвольная постоянная)

5𝛽

16

(︂
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +

5𝑢𝑢𝑥𝑥

3
+

5(𝑢𝑥)2

6
+

5𝑢3

18

)︂′

𝑥

+ 2𝑢 + 𝑥𝑢𝑥 − 3𝑡(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥) = 0, (8)

посредством которых в ситуации общего положения описывается [28]–[30] влияние малой
дисперсии на процессы трансформации слабых гидродинамических разрывов в сильные.
2) Д.П. Новиков указал авторам на то, что эта же гамильтонова система задает

решения неавтономной гамильтоновой системы Хенона – Хейлеса c гамильтонианом
(𝛼 – постоянная)

𝐻𝐻𝐻 =
1

2
(𝑝21 + 𝑝22) + 𝑞31 +

1

2
𝑞1𝑞

2
2 −

(𝛼 + 1/2)2

2𝑞22
− 1

2
𝜏𝑞1, (9)

введенной в рассмотрение в работе [9]. Посредством решений этой гамильтоновой системы
могут быть представлены решения ОДУ четвертого порядка

𝑤𝜏𝜏𝜏𝜏 − 10(𝑤2𝑤𝜏𝜏 + 𝑤𝑤2
𝜏 ) + 6𝑤5 − 𝜏𝑤 − 𝛼 = 0, (10)
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которые после [9] с самых различных точек рассматривались во множестве публикаций
(см., например, [4], [5], [31]). Специальные решения ОДУ (10) с 𝛼 = 0 еще ранее изучались
в широко цитируемой работе В. Перивала и Д. Шевица [18], посвященной некоторым
интегрируемым моделям струнной теории.

2. Cпециальное изомонодромное решение уравнения КдВ

и гамильтонова система 𝐻
7
2
+1

2.1. Уравнение КдВ (7) является условием совместности систем линейных ОДУ метода
обратной задачи рассеяния (МОЗР)

𝑉𝑥 = 𝐿(𝜆, 𝑡, 𝑥)𝑉, 𝑉𝑡 = 𝑄(𝜆, 𝑡, 𝑥)𝑉, (11)

где

𝐿(𝜆, 𝑡, 𝑥) =

(︂
−𝑖𝜆 𝑢

6

−1 𝑖𝜆

)︂
,

𝑄(𝜆, 𝑡, 𝑥) = (−4𝑖𝜆3 +
𝑖𝜆𝑢

3
− 𝑢𝑥

6
)

(︂
1 0
0 −1

)︂
+ 4𝜆2

(︂
0 𝑢

6

−1 0

)︂
+

𝑖𝜆𝑢𝑥

3

(︂
0 1
0 0

)︂
+

(︂
0 −𝑢𝑥𝑥

6
− 𝑢2

18
𝑢
3

0

)︂
.

Совместные с ОДУ (8) его решения относятся к классу изомонодромных [33]: оказыва-
ется, для таких решений уравнения КдВ имеются фундаментальные решения линейных
cистем (11), которые удовлетворяют также системе линейных ОДУ

𝑉𝜆 = 𝜆4𝐴(𝜆, 𝑡, 𝑥)𝑉, (12)

где 𝐴(𝜆, 𝑡, 𝑥) — полиномиальная по 𝜆−1 матрица (𝛽 – константа)

𝐴(𝜆, 𝑡, 𝑥) = 𝐴0(𝑡, 𝑥) +
𝐴1(𝑡, 𝑥)

𝜆
+

𝐴2(𝑡, 𝑥)

𝜆2
+

𝐴3(𝑡, 𝑥)

𝜆3
+

𝐴4(𝑡, 𝑥)

𝜆4
+

𝐴5(𝑡, 𝑥)

𝜆5
(13)

с коэффициентами

𝐴0(𝑡, 𝑥) = −5𝑖𝛽

(︂
1 0
0 −1

)︂
, 𝐴1(𝑡, 𝑥) = 5𝛽

(︂
0 𝑢

6

−1 0

)︂
, 𝐴2(𝑡, 𝑥) = 𝑖

(︂
5𝛽𝑢
12

− 12𝑡 5𝛽𝑢𝑥

12

0 −5𝛽𝑢
12

+ 12𝑡

)︂
,

𝐴3(𝑡, 𝑥) =

(︂
−5𝛽𝑢𝑥

24
−5𝛽𝑢𝑥𝑥

24
− 5𝛽𝑢2

72
+ 2𝑡𝑢

5𝛽𝑢
12

− 12𝑡 5𝛽𝑢𝑥

24

)︂
,

𝐴4(𝑡, 𝑥) := 𝑖

(︃
−5𝛽𝑢𝑥𝑥

48
− 5𝛽𝑢2

96
+ 𝑡𝑢− 𝑥 −5𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥

48
− 5𝛽𝑢𝑢𝑥

48
+ 𝑡𝑢𝑥

0 5𝛽𝑢𝑥𝑥

48
+ 5𝛽𝑢2

96
− 𝑡𝑢 + 𝑥

)︃
,

𝐴5(𝑡, 𝑥) =

(︃
5𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥

96
+ 5𝛽𝑢𝑢𝑥

96
− 𝑡𝑢𝑥

2
+ 1

2
5𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

96
+ 5𝛽𝑢2

𝑥

96
+ 5𝛽𝑢𝑢𝑥𝑥

72
+ 5𝛽𝑢3

576
+ 𝑥𝑢

6
− 𝑡𝑢2

6
− 𝑡𝑢𝑥𝑥

2

−5𝛽𝑢𝑥𝑥

48
− 5𝛽𝑢2

96
+ 𝑡𝑢− 𝑥 −5𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥

96
− 5𝛽𝑢𝑢𝑥

96
+ 𝑡𝑢𝑥

2
− 1

2

)︃
,

Условием совместности первой из систем уравнений пары (11) c системой (12) как раз
и является ОДУ (8). При этом имеет место тождество det𝐴5 = −(𝜃0)2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, представ-
ляющее собой ОДУ четвертого порядка, которому наряду с уравнениями КдВ (7) и ОДУ
(8) удовлетворяют все решения 𝑢(𝑡, 𝑥) последних.
Замечание 1. Точный вид системы линейных уравнений (12) был нами найден, исходя

из вида интеграла Фурье

𝐽 =

∫︁ ∞

−∞
𝜆 exp((𝑥𝜆− 𝑡𝜆3 + 𝛽𝜆5/16))𝑑𝜆, (14)

который, как было отмечено в [28], удовлетворяет линейным частям уравнения КдВ (7)
и ОДУ (8). Коэффициенты данной системы были определены с учетом требования того,
чтобы пара уравнений МОЗР (11), отвечающее совместным решением (7) и ОДУ (8),
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обладало фундаментальным решением 𝑉 (𝜆, 𝑡, 𝑥) с лишь одной существенно особой точкой
𝜆 = ∞, имеющим при 𝜆 → ∞ в некотором секторе комплексной 𝜆-плоскости асимптотику

𝑉 (𝜆, 𝑡, 𝑥) ≈ exp

{︂
−𝑖(𝜆𝑥 + 4𝑡𝜆3 + 𝛽𝜆5 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ln𝜆)

(︂
1 0
0 −1

)︂}︂
,

главный член которой схож с подинтегральным выражением в (14). Таким образом, ана-
логии между этим интегралом Фурье и совместным решением пары уравнений (7), (8)
распространяются на уровень соответствующих уравнений ИДМ. (В соответствии с об-
щей теорией подобных изомонодромных аналогов интегралов Фурье специального вида и
практикой их применения – cм. [34], [46], а также ссылки в последней работе).
C помощью преобразования

𝑉 (𝜆, 𝑡, 𝑥) = 𝑇 (𝜆, 𝑡, 𝑥)Φ(𝜁, 𝑡, 𝑥) =

(︂
𝑖𝜆 −1
1 0

)︂
Φ(𝜁, 𝑡, 𝑥), 𝜁 = −𝜆2

совместные решения систем (11), (12) переводятся в решения трех несколько более ком-
пактных систем линейных ОДУ ⎧⎪⎨⎪⎩

Φ𝑥 = 𝐿1(𝜁, 𝑡, 𝑥)Φ,

Φ𝑡 = 𝑄1(𝜁, 𝑡, 𝑥)Φ,

Φ𝜁 = 𝐵(𝜁, 𝑡, 𝑥)Φ

(15)

с матрицами – коэффициентами

𝐿1(𝜁, 𝑡, 𝑥) = 𝑇−1𝐿𝑇 =

(︂
0 1

𝜁 − 𝑢
6

0

)︂
,

𝑄1(𝜁, 𝑡, 𝑥) = 𝑇−1𝑄𝑇 =

(︂
𝑢𝑥

6
−4𝜁 − 𝑢

3
𝑢𝑥𝑥

6
+ 𝑢2

18
+ 𝑢

3
𝜁 − 4𝜁2 −𝑢𝑥

6

)︂
,

𝐵(𝜁, 𝑡, 𝑥) = − 1

2𝜆
(𝜆4𝑇−1𝐴𝑇 − 𝑇−1𝑇 ′

𝜆) =

(︂
𝐵11(𝜁, 𝑡, 𝑥) 𝐵12(𝜁, 𝑡, 𝑥)
𝐵21(𝜁, 𝑡, 𝑥) 𝐵22(𝜁, 𝑡, 𝑥)

)︂
,

где

𝐵11(𝜁, 𝑡, 𝑥) = −𝐵22(𝜁, 𝑡, 𝑥) = −5𝛽𝑢𝑥

48
− 5𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥

192𝜁
− 5𝛽𝑢𝑢𝑥

192𝜁
+

𝑡𝑢𝑥

4𝜁
− 1

4𝜁
,

𝐵12(𝜁, 𝑡, 𝑥) =
5𝛽𝜁

2
+

5𝛽𝑢

24
− 6𝑡 +

5𝛽𝑢𝑥𝑥

96𝜁
+

5𝛽𝑢2

192𝜁
− 𝑡𝑢

2𝜁
+

𝑥

2𝜁
,

𝐵21(𝜁, 𝑡, 𝑥) =
5𝛽𝜁2

2
− 5𝛽𝑢𝜁

24
− 6𝑡𝜁 − 5𝛽𝑢2

576
− 5𝛽𝑢𝑥𝑥

96
+

𝑡𝑢

2
+

𝑥

2
−

− 5𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

192𝜁
− 5𝛽𝑢2

𝑥

192𝜁
− 5𝛽𝑢𝑢𝑥𝑥

144𝜁
− 5𝛽𝑢3

1152𝜁
− 𝑥𝑢

12𝜁
+

𝑡𝑢2

12𝜁
+

𝑡𝑢𝑥𝑥

4𝜁
.

Для удобства изложения далее, без ограничения общности, будем считать, что 𝛽 = 0.4.
2.2. Гамильтонова система 𝐻

7
2
+1, определяемая парой гамильтонианов (5), (6), имеет

вид совместных между собой систем ОДУ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑞1
𝜕𝑠1

= 4𝑝2𝑞2 − 12𝑠1𝑝1 + 4𝛾,
𝜕𝑞2
𝜕𝑠1

= 4𝑝1𝑞2 + 4(𝑞1 + 𝑠1)(𝑝2𝑞2 + 𝛾),
𝜕𝑝1
𝜕𝑠1

= −4𝛾𝑝2 − 2𝑝22𝑞2 − 9
2
𝑠1(𝑞

2
1 − 𝑠21) − 𝑞1𝑞2 + 2𝑠1𝑞2 − 3𝑠1𝑠2,

𝜕𝑝2
𝜕𝑠1

= −4𝑝1𝑝2 − 2(𝑞1 + 𝑠1)𝑝
2
2 − 1

2
(𝑞21 − 5𝑠21 + 2𝑠2) + 2𝑠1𝑞1 + 𝑞2,

(16)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑞1
𝜕𝑠2

= 4𝑝1,
𝜕𝑞2
𝜕𝑠2

= −4𝑝2𝑞2 − 4𝛾,
𝜕𝑝1
𝜕𝑠2

= 3
2
𝑞21 − 𝑞2 + 𝑠2 − 3𝑠21

2
,

𝜕𝑝2
𝜕𝑠2

= −𝑞1 − 𝑠1 + 2𝑝22.

(17)

Заменами

𝜇1 =
5
√

4𝑝1, 𝜆1 =
1
5
√

4
𝑞1, 𝜇2 =

1
5
√

16
𝑞2, 𝜆2 = − 5

√
16𝑝2;

𝑡1 =
5
√

2

(︂
𝑠2 −

3𝑠21
2

)︂
, 𝑡2 = − 5

√
8𝑠1; 𝜃0 = 2𝛾 (18)

эти две гамильтоновы системы ОДУ сводятся к совместным между собой гамильтоновым
системам ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜆1

𝜕𝑡1
= 𝜕𝐾1

𝜕𝜇1
= 2𝜇1,

𝜕𝜆2

𝜕𝑡1
= 𝜕𝐾1

𝜕𝜇2
= 2𝜆1 − 𝜆2

2 − 𝑡2,
𝜕𝜇1

𝜕𝑡1
= −𝜕𝐾1

𝜕𝜆1
= −2𝜇2 + 3𝜆2

1 + 𝑡1,
𝜕𝜇2

𝜕𝑡1
= −𝜕𝐾1

𝜕𝜆2
= 2𝜇2𝜆2 − 𝜃0,

(19)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝜆1

𝜕𝑡2
= 𝜕𝐾2

𝜕𝜇1
= 2𝜇2𝜆2 − 𝜃0,

𝜕𝜆2

𝜕𝑡2
= 𝜕𝐾2

𝜕𝜇2
= 2𝜇2 + 2𝜇1𝜆2 − 𝑡2𝜆

2
2 − 𝑡22 − 𝜆1𝜆

2
2 − 𝜆2

1 + 𝜆1𝑡2 − 𝑡1,
𝜕𝜇1

𝜕𝑡2
= −𝜕𝐾2

𝜕𝜆1
= 𝜇2(𝜆

2
2 + 2𝜆1 − 𝑡2) − 𝜃0𝜆2,

𝜕𝜇2

𝜕𝑡2
= −𝜕𝐾2

𝜕𝜆2
= −2𝜇1𝜇2 + 2𝜇2𝜆2(𝜆1 + 𝑡2) − 𝜃0(𝜆1 + 𝑡2)

(20)

с гамильтонианами

𝐾1 = 𝜇2
1 + (2𝜆1 − 𝜆2

2 − 𝑡2)𝜇2 − 𝜆3
1 − 𝑡1𝜆1 + 𝜃0𝜆2,

𝐾2 = 𝜇2
2 + 2𝜆2𝜇1𝜇2 − 𝜃0𝜇1 − 𝜇2(𝜆

2
1 + (𝜆1 + 𝑡2)𝜆

2
2 − 𝑡2𝜆1 + 𝑡1 + 𝑡22) + 𝜃0𝑡2𝜆2 + 𝜃0𝜆1𝜆2,

временами 𝜏 = 𝑡1, 𝜏 = 𝑡2, координатами 𝜆1, 𝜆2 и импульсами 𝜇1, 𝜇2.
2.3. Пара гамильтоновых систем ОДУ (19), (20) в недавней работе Х. Каваками [10]

была представлена в виде условия совместности следующих трех систем линейных урав-
нений ИДМ {︃

𝜕𝑌1

𝜕𝑡1
= (𝜁 + 2𝜆1 − 𝑡2)𝑌2,

𝜕𝑌2

𝜕𝑡1
= 𝑌1,

(21){︃
𝜕𝑌1

𝜕𝑡2
= 𝜇1𝑌1 + (−𝜁2 + 𝜁(2𝑡2 − 𝜆1) + 2𝜇2 − 𝜆2

1 + 𝑡2𝜆1 − 𝑡1 − 𝑡22)𝑌2,
𝜕𝑌2

𝜕𝑡2
= (−𝜁 + 𝜆1 + 𝑡2)𝑌1 − 𝜇1𝑌2,

(22)⎧⎨⎩
𝜕𝑌1

𝜕𝜁
=
(︁

𝜇2𝜆2

𝜁
− 𝜇1

)︁
𝑌1 +

(︁
𝜁2 + 𝜁(𝜆1 − 2𝑡2) + 𝜆2

1 + 𝑡1 + 𝑡22 − 𝜇2 − 𝑡2𝜆1 +
𝜃0𝜆2−𝜇2𝜆2

2

𝜁

)︁
𝑌2,

𝜕𝑌2

𝜕𝜁
=
(︁
𝜁 − 𝜆1 − 𝑡2 + 𝜇2

𝜁

)︁
𝑌1 +

(︁
𝜇1 + 𝜃0−𝜇2𝜆2

𝜁

)︁
𝑌2.

(23)
Условием совместности систем (21), (22) является справедливость следующих соотно-

шений

(𝜇1)𝑡1 = 3𝜆2
1 − 2𝜇2 + 𝑡1, (𝜆1)𝑡1 = 2𝜇1, (𝜇2)𝑡1 = (𝜆1)𝑡2 .

Из них следует, что координата 𝜆1 удовлетворяет эволюционному уравнению

(𝜆1)𝑡2 = −1

4
(𝜆1)𝑡1𝑡1𝑡1 + 3𝜆1(𝜆1)𝑡1 +

1

2
,
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которая заменами

𝜆1 = − 𝑢

12
+

𝑡2
2
, 𝑥 = 𝑡1 +

3

4
𝑡22, 4𝑡 = 𝑡2 (24)

переводится в решение уравнения КдВ (7). Таким образом ясно, что пара систем урав-
нений (21), (22) фактически является 𝐿 − 𝐴 парой для уравнения КдВ (7), эквивалент-
ной традиционно используемой в МОЗР 𝐿 − 𝐴 паре, представляемой двумя первыми из
трех систем уравнений (15). Эти две пары сводятся друг к другу с помощью совсем про-
стого преобразования. Третье из систем уравнений (15), представляющее собой систему
линейных ОДУ с независимой переменной 𝜁, по своей структуре также весьма схоже с со-
ставляющей (23) систем линейных уравнений ИДМ для пары гамильтоновых систем (19),
(20). С учетом этих замечаний довольно нетрудно прийти к выводу, формулируемому в
следующем абзаце.
При 𝛽 = 0.4 замены (18), (24) и

𝜆2 =
𝑢𝑥𝑥𝑥

96
+ 𝑢𝑢𝑥

96
− 𝑡𝑢𝑥

4
+ 1

4
+ 𝜃0

2
𝑢𝑥𝑥

48
+ 𝑢2

96
− 𝑡𝑢

2
+ 𝑥

2

=
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

96
+ 𝑢2

𝑥

96
+ 𝑢𝑢𝑥𝑥

72
+ 𝑢3

576
+ 𝑥𝑢

12
− 𝑡𝑢2

12
− 𝑡𝑢𝑥𝑥

4
𝑢𝑥𝑥𝑥

96
+ 𝑢𝑢𝑥

96
− 𝑡𝑢𝑥

4
+ 1

4
− 𝜃0

2

,

𝜇1 = −𝑢𝑥

24
, 𝜇2 =

𝑢𝑥𝑥

48
+

𝑢2

96
− 𝑡𝑢

2
+

𝑥

2
,

𝑌1 = 𝑒
𝜃0

2
ln 𝜁Φ2, 𝑌2 = 𝑒

𝜃0

2
ln 𝜁Φ1

устанавливают эквивалентность между системами линейных уравнений ИДМ (11), (12) и
тремя системами уравнений (21)–(23), а также позволяют выразить общие решения пары
совместных между собой гамильтоновых систем, определяемых гамильтонианами (5), (6),
через совместные решения 𝑢(𝑡, 𝑥) уравнения КдВ (7) и ОДУ (8).

3. Решения «квантований» cистемы 𝐻
7
2
+1

3.1. 2 × 2 матрица

𝑀 = Φ−1(𝜂, 𝑡, 𝑥)Φ(𝜁, 𝑡, 𝑥), (25)

построенная по фундаментальному совместному решению Φ линейных cистем ОДУ (15),
удовлетворяет двум скалярным пространственно двумерным эволюционным уравнениям
– уравнению

(𝜂 − 𝜁)𝑀𝑥 =
𝜁 + 𝜂

𝜁 − 𝜂
(𝑀𝜂 + 𝑀𝜁) + 𝜂𝑀𝜂𝜂 − 𝜁𝑀𝜁𝜁 + 𝑔1(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁)𝑀 (26)

с временем 𝑥 и уравнению

(𝜁−𝜂)𝑀𝑡 =
4(6𝑡(𝜁 + 𝜂) − 𝜁2 − 𝜂2)

(𝜁 − 𝜂)
(𝑀𝜂 + 𝑀𝜁)+4𝜂(6𝑡−𝜁)𝑀𝜂𝜂+4𝜁(𝜂−6𝑡)𝑀𝜁𝜁+𝑔2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁)𝑀

(27)

c временем 𝑡. Коэффициенты 𝑔1(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁), 𝑔2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) этих двух уравнений задаются фор-
мулами ((𝐴𝑛)𝑖𝑗 – элементы коэффициентов (𝐴𝑛) матрицы (13))

𝑔1(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) = 𝑟1(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) + 𝑟2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁),

𝑔2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) = 24𝑡(𝑟1(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) + 𝑟2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁)) + 4(𝑟3(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) + 𝑟4(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁)),

в которых

𝑟1(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) = 𝜁4 − 𝜂4 − 12𝑡(𝜁3 − 𝜂3) + (𝑥 + 36𝑡2)(𝜁2 − 𝜂2) − 6𝑥𝑡(𝜁 − 𝜂) − 1

4

𝜁 − 𝜂

𝜁𝜂
(𝜃0)2,
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𝑟2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) =

(︂
𝑢2
𝑥

576
+

𝑢

12
(𝐴5)21 −

1

2
(𝐴5)12 +

(︂
𝑢2

72
+ 2𝑥

)︂(︁ 𝑢

24
− 3𝑡

)︁
+ 6𝑥𝑡

)︂
(𝜁 − 𝜂),

𝑟3(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) = 𝜁𝜂(𝜂3 − 𝜁3)− 12𝑡𝜁𝜂(𝜂2 − 𝜁2) +

(︂
(𝑥 + 36𝑡2)𝜁𝜂 − 𝑥2

4

)︂
(𝜂− 𝜁) +

1

4

𝜁2 − 𝜂2

𝜁𝜂
(𝜃0)2,

𝑟4(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) =

(︂
𝑢𝑥

24
(𝐴5)11+

(︁
3𝑡− 𝑢

24

)︁
(𝐴5)12+

(︂
𝑢2

576
+

𝑢𝑥𝑥

96
− 𝑢𝑡

4
− 𝑥

4

)︂
(𝐴5)21 −

𝑥2

4

)︂
(𝜁−𝜂).

В свою очередь, замена

𝑀 = (𝜁 − 𝜂) exp (𝑆(𝑡, 𝑥))𝑊,

определяемая функцией 𝑆(𝑡, 𝑥), которая удовлетворяет двум непротиворечивым соотно-
шениям

𝑆𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝑓1(𝑡, 𝑥) = −𝑟2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁)

𝜁 − 𝜂
, 𝑆𝑡 = 𝑓2(𝑡, 𝑥) =

24𝑡𝑟2(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁) + 4𝑟4(𝑡, 𝑥, 𝜂, 𝜁)

𝜁 − 𝜂

(12𝑓1(𝑡, 𝑥)′𝑡 = 12𝑓2(𝑡, 𝑥)′𝑥 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2/2), каждое cовместное решение уравнений (26), (27)
переводит в совместное решение пары линейных эволюционных уравнений

(𝜁 − 𝜂)𝑊𝑥 = 𝜁𝑊𝜁𝜁 − 𝜂𝑊𝜂𝜂 + 𝑊𝜁 −𝑊𝜂−

−
[︂
𝜁4 − 𝜂4 − 12𝑡(𝜁3 − 𝜂3) + (𝑥 + 36𝑡2)(𝜁2 − 𝜂2) − 6𝑥𝑡(𝜁 − 𝜂) − 1

4

𝜁 − 𝜂

𝜁𝜂
(𝜃0)2

]︂
𝑊

(𝜁 − 𝜂)𝑊𝑡 = 4𝜂(6𝑡− 𝜁)𝑊𝜂𝜂 + 4𝜁(𝜂 − 6𝑡)𝑊𝜁𝜁 + 24𝑡(𝑊𝜂 −𝑊𝜁) − 4(𝜁 − 𝜂)(𝑊𝜂 + 𝑊𝜁)+

+

[︂
24𝑡

(︂
𝜁4 − 𝜂4 − 12𝑡(𝜁3 − 𝜂3) + (𝑥 + 36𝑡2)(𝜁2 − 𝜂2) − 6𝑥𝑡(𝜁 − 𝜂) − 1

4

𝜁 − 𝜂

𝜁𝜂
(𝜃0)2

)︂
+

+4

(︂
𝜁𝜂(𝜂3 − 𝜁3) − 12𝑡𝜁𝜂(𝜂2 − 𝜁2) + ((𝑥 + 36𝑡2)𝜁𝜂 − 𝑥2

4
)(𝜂 − 𝜁)) +

1

4

𝜁2 − 𝜂2

𝜁𝜂
(𝜃0)2

)︂]︂
𝑊,

которые уже не содержат зависимости от 𝑢(𝑡, 𝑥) в своих коэффициентах.
Переход в этих двух последних эволюционных уравнений к независимым переменным

𝑠1 =
5
√

4(−2𝑡), 𝑠2 =
𝑥
5
√

2
, 𝜉 =

5
√

4(𝜁 + 𝜂 − 4𝑡), 𝜌 =
5
√

16𝜁𝜂,

и замена

𝑊 = exp (𝑡𝑥2 − 16𝑡3𝑥− 384

5
𝑡5)(𝜁𝜂)

𝜃0

2 Ψ

cводит их к паре эволюционных уравнений

Ψ𝑠1 = −6𝑠1Ψ𝜉𝜉 + 2𝜌(𝜉 + 𝑠1)Ψ𝜌𝜌 + 4𝜌Ψ𝜉𝜌 + 2(𝜉 + 𝑠1)(1 + 𝜃0)Ψ𝜌+

+ 2(1 + 𝜃0)Ψ𝜉 +

[︂
3

2
𝑠1𝜉

3 +
1

2
𝜌𝜉2 − 1

2
𝜌2 − 2𝑠1𝜉𝜌−

3

2
𝑠1(3𝑠

2
1 − 2𝑠2)𝜉 −

1

2
(5𝑠21 − 2𝑠2)𝜌

]︂
Ψ, (28)

Ψ𝑠2 = 2Ψ𝜉𝜉 − 2𝜌Ψ𝜌𝜌 − 2(1 + 𝜃0)Ψ𝜌 +

[︂
−1

2
𝜉3 + 𝜌𝜉 +

1

2
(3𝑠21 − 2𝑠2)𝜉 + 𝑠1𝜌

]︂
Ψ (29)

с полиномиальными коэффициентами.
Последнюю же пару уравнений за счет операторных соотношений

𝜕

𝜕𝜉
𝜉 − 𝜉

𝜕

𝜕𝜉
= 1,

𝜕

𝜕𝜌
𝜌− 𝜌

𝜕

𝜕𝜌
= 1 (30)
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символически можно записать как “квантования” (𝜀 = 1)

𝜀
𝜕Ψ

𝜕𝑠𝑖
= 𝐻

7
2
+1

𝑠𝑖 (𝑠1, 𝑠2, 𝜉, 𝜌,−𝜀
𝜕

𝜕𝜉
,−𝜀

𝜕

𝜕𝜌
)Ψ (𝑖 = 1, 2), (31)

определяемые гамильтонианами (5), (6) гамильтоновой системы 𝐻
7
2
+1.

Замечание 2. За счет соотношений (30) уравнения (28), (29) можно записать и в виде
(𝜀 = 1)

𝜀
𝜕Ψ

𝜕𝑠𝑖
= 𝐻

7
2
+1

𝑠𝑖 (𝑠1, 𝑠2, 𝜉, 𝜌, 𝜀
𝜕

𝜕𝜉
, 𝜀

𝜕

𝜕𝜌
)Ψ (𝑖 = 1, 2).

Таким образом, конструкции разделов 2 и 3 дают решения таких “квантований” (31).
Эти решения явным образом выписаны через решения совместных уравнений ИДМ
(21)–(23). При этом коэффициенты этих уравнений ИДМ также явным образом выра-
жаются через множество совместных решений классических гамильтоновых систем ОДУ
с гамильтонианами (5), (6).

4. Заключение

При построении предъявленных в статье решений «квантований» гамильтоновой изомо-
нодромной системы 𝐻

7
2
+1 существенным образом использовалась замена (25). Ключевую

роль такая замена играла также при построении решений «квантований» системы Гарнье
с двумя степенями в статье [38] и при построении решений «квантований» двух низших
представителей иерархии вырождений этой системы в статье [42]. Из результатов этих
двух статей и настоящей работы напрашивается предположение о том, что данная замена
(для несколько иных целей она ранее использовалась Д.П. Новиковым в [36] – cм. также
формулу (2.3.36) в [25]) должна помочь и при построении решений «квантований» всей
данной иерархии.
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