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ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА В ПОЛУПОЛОСЕ

ДЛЯ ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
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ПРОИЗВОДНОЙ РИМАНА–ЛИУВИЛЛЯ

Ф.Г. ХУШТОВА

Аннотация. В работе исследуется первая краевая задача в полуполосе для дробно-
дифференциального уравнения с оператором Бесселя и частной производной Римана–
Лиувилля. Сформулированы теоремы существования и единственности решения рас-
сматриваемой задачи. Представление решения найдено в терминах интегрального пре-
образования с функцией Райта в ядре. Доказательство теоремы существования про-
водится на основе свойств указанного интегрального преобразования и модифициро-
ванной функции Бесселя первого рода. Единственность решения доказана в классе
функций, удовлетворяющих аналогу условия Тихонова. В случае когда рассматри-
ваемое уравнение переходит в уравнение диффузии дробного порядка, показано, что
полученное решение совпадает с известным решением первой краевой задачи для соот-
ветствующего уравнения. Также рассмотрен случай, когда начальная функция являет-
ся степенной функцией пространственной координаты. Решение задачи в этом случае
выписывается в терминах 𝐻-функции Фокса.
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1. Введение

Пусть𝐷 𝛾
𝑎𝑦 – оператор интегро-дифференцирования в смысле Римана–Лиувилля дробно-

го порядка 𝛾 с началом в точке 𝑎 и с концом в точке 𝑦, который определяется следующим
образом [11, с. 9], [12, с. 28], [15, с. 14]:

𝐷 𝛾
𝑎𝑦 𝑔(𝑦) =

sign(𝑦 − 𝑎)

Γ(− 𝛾)

𝑦∫︁
𝑎

𝑔(𝑡)

|𝑦 − 𝑡|𝛾+1
𝑑𝑡, 𝛾 < 0;

𝐷 𝛾
𝑎𝑦 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑦), 𝛾 = 0;

𝐷 𝛾
𝑎𝑦 𝑔(𝑦) = sign𝑛(𝑦 − 𝑎)

𝑑𝑛

𝑑𝑦𝑛
𝐷 𝛾−𝑛

𝑎𝑦 𝑔(𝑦), 𝑛− 1 < 𝛾 6 𝑛, 𝑛 ∈ N.

Здесь Γ(𝑠) – гамма-функция Эйлера.
В области Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑦 < 𝑇} рассмотрим уравнение

L𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 𝐵𝑥 𝑢(𝑥, 𝑦) −𝐷 𝛼
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (1)
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где 𝐵𝑥 = 𝑥−𝑏 𝜕
𝜕𝑥

(︀
𝑥 𝑏 𝜕

𝜕𝑥

)︀
– оператор Бесселя, 𝑏 = const, 𝛼 = const.

Уравнение вида (1), а именно уравнение

𝐷
2/𝑑𝑤
0𝑡 𝑃 (𝑟, 𝑡) =

1

𝑟 𝑑𝑠−1

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟 𝑑𝑠−1𝜕𝑃 (𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

)︂
,

где 𝑑𝑤 и 𝑑𝑠 характеризуют фрактальную размерность среды, 𝑃 (𝑟, 𝑡) – плотность простран-
ственного распределения частиц в момент времени 𝑡, было предложено в работе R.Metzler,
W.G.Glöckle, T. F.Nonnenmacher [28] для описания процессов переноса в средах, имеющих
фрактальную размерность.
При 𝛼 = 1 уравнение (1) обращается в уравнение

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) +
𝑏

𝑥
𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0,

которое было названо И.А. Киприяновым 𝐵-параболическим уравнением [5]. При 𝑏 > −1
последнее уравнение было объектом исследования работы [23], при |𝑏| < 1, 𝑥 > 0 оно
рассматривалось в работе [17].
Исследованию уравнения (1) при 𝑏 = 0, 0 < 𝛼 < 2, а также его обобщениям, посвящено

много работ. Приведем некоторые их них.
В работе [4] методом интегральных преобразований исследована задача Коши для урав-

нения

𝐷 𝛼
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜆2 ∆𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑚, 𝑡 > 0, (2)

где ∆𝑥 =
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜕
2/𝜕𝑥2

𝑗 , 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ N. При 0 < 𝛼 6 1 и 1 < 𝛼 < 2 решения
выписаны в терминах 𝐻-функции Фокса. Решение задачи Коши для уравнения (2) при
𝜆 = 1, 0 < 𝛼 6 1 в терминах функции Райта выписано в работе [1]. Задача Коши для
уравнения (2) в случае, когда вместо оператора Римана–Лиувилля стоит оператор Капуто,
была исследована в работе [3].
Для уравнения (2) при 𝑚 = 1 в работе [2] исследована первая краевая задача в первом

квадранте.
В работе [16] построено фундаментальное решение и исследована задача Коши для

многомерного диффузионно-волнового уравнения с оператором Джрбашяна-Нерсесяна.
Исследованию задачи Коши для уравнения диффузии дробного порядка с производной

Капуто и эллиптическим оператором с коэффициентами, зависящими от пространствен-
ных переменных, посвящены работы [6], [7], [26].
Интерес к изучению уравнения (1) также вызван его приложениями при решении задач

физики, астрономии и других прикладных наук [18], [29], [30].

2. Постановка задачи

Пусть 0 < 𝛼 6 1. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω будем назы-
вать функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую уравнению (1) в области Ω, и такую, что
𝑦 1−𝛼𝑢 ∈ 𝐶(Ω̄), 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
0𝑦𝑢 ∈ 𝐶(Ω), Ω̄ – замыкание области Ω.

Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1), удовлетворяющее
краевым условиям

lim
𝑦→0

𝐷 𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥), 0 < 𝑥 < ∞, (3)

𝑢(0, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑇, (4)

где 𝜙(𝑥) – заданная функция.

Задача 1 при 𝜙(𝑥) ≡ 0, 𝑢(0, 𝑦) = 𝜏(𝑦), 𝑦 1−𝛼𝜏(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], была исследована в работе
[20]. Представление решения выписано в терминах 𝐻-функции Фокса [14, с. 528].
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3. Вспомогательные сведения

Приведем здесь некоторые сведения из теории интегральных преобразований и теории
специальных функций, которые понадобятся для дальнейшего изложения работы.
В работе А.В. Псху [15, с. 72] введено интегральное преобразование для функции 𝑣(𝑦),

заданной на положительной полуоси

𝐴𝛼, 𝜇 𝑣(𝑦) = 𝑦 𝜇−1

∞∫︁
0

𝑣(𝑡)𝜑
(︀
−𝛼, 𝜇;− 𝑡 𝑦−𝛼

)︀
𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1, (5)

где 𝜑 (𝜌, 𝜇; 𝑧) – функция Райта, определяемая рядом [24]

𝜑 (𝜌, 𝜇; 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧 𝑛

𝑛! Γ( 𝜌 𝑛 + 𝜇 )
, 𝜌 > −1.

В случае когда 𝜇 = 0, обозначается 𝐴𝛼, 0 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝛼 𝑣(𝑥, 𝑦). Если преобразование 𝐴𝛼,𝜇

применяется к функции, зависящей от нескольких переменных, то в случае необходимости
с помощью нижнего индекса обозначается переменная, по которой проводится преобразо-
вание. Например, 𝐴𝛼,𝜇

𝑦 𝑣(𝑥, 𝑦).
Интеграл (5) будет сходиться, если функция 𝑣(𝑦) интегрируема на любом конечном

отрезке положительной полуоси и справедливы оценки

|𝑣(𝑦)| < 𝑐 𝑦 𝜆, 𝑦 → 0,

где 𝜆 > −1, если 𝜇 ̸= 0 и 𝜆 > −2, если 𝜇 = 0, и

|𝑣(𝑦)| < 𝑐 exp
(︀
𝑘 𝑦 𝜀

)︀
, 𝑦 → ∞,

где 𝜀 < 1/(1 − 𝛼), 𝑐 и 𝑘 – положительные постоянные.
Приведем некоторые свойства преобразования 𝐴𝛼, 𝜇 [15, с. 78, с. 80, с. 83].

1∘. Пусть 𝑣(𝑦) непрерывна в точке 𝑦 = 0 и дифференцируема при 𝑦 > 0. Тогда

𝐷 𝛼
0𝑦 𝐴

𝛼, 𝜇 𝑣(𝑦) = 𝐴𝛼, 𝜇 𝑣′(𝑦) +
𝑦 𝜇−1

Γ(𝜇)
𝑣(0).

В частности, справедлива формула

𝐷 𝛼
0𝑦 𝐴

𝛼 𝑣(𝑦) = 𝐴𝛼 𝑣′(𝑦). (6)

2∘. Пусть 0 6 𝜇 6 𝛼 и lim
𝑦→0

𝐷
−𝜇/𝛼
0𝑦 𝑣(𝑦) = 𝑣0 < ∞. Тогда

lim
𝑦→0

𝐷 𝛼−1
0𝑦 𝐴𝛼, 𝜇 𝑣(𝑦) = 𝑣0. (7)

3∘. Если 𝑢(𝑦) 6 𝑣(𝑦) и 𝜇 > 0, то

𝐴𝛼, 𝜇 𝑢(𝑦) 6 𝐴𝛼, 𝜇 𝑣(𝑦). (8)

Преобразование (5) для степенной функции и функции Райта вычисляются по форму-
лам [15, с. 74, с. 84]

𝐴𝛼, 𝜇 𝑦 𝛿−1 = 𝑦 𝛼𝛿+𝜇−1 Γ(𝛿)

Γ(𝛼𝛿 + 𝜇)
, 𝛿 > 0, 𝜇 ̸= 0; 𝛿 > −1, 𝛿 ̸= 0, 𝜇 = 0, (9)

𝐴𝛼, 𝜇 𝑦 𝛿−1𝜑 (𝜌, 𝛿;− 𝑐 𝑦 𝜌) = 𝑦 𝛼𝛿+𝜇−1 𝜑 (𝛼𝜌, 𝛼𝛿 + 𝜇;− 𝑐 𝑦 𝛼𝜌), 𝛿 > 𝜌. (10)

В работе [22] доказана формула

𝐴𝛼, 𝜇 𝑦 𝛿−1 𝑒− 𝑐2

4𝑦 = 𝑦 𝛼 𝛿+𝜇−1𝐻 2, 0
1, 2

[︂
𝑐 2

4 𝑦 𝛼

⃒⃒⃒⃒ (︀
𝛼 𝛿 + 𝜇, 𝛼

)︀(︀
0, 1

)︀
,
(︀
𝛿, 1

)︀ ]︂
, (11)
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где 𝑐 – постоянная, 𝛿 ̸= 0,±1,±2, ..., 𝐻 𝑚,𝑛
𝑝, 𝑞 (𝑧) – 𝐻-функция Фокса [14, с. 528], [25, с. 1], [27,

с. 2].
Для 𝐻-функции из (11) приведем здесь еще асимптотическую оценку при 𝑧 → ∞ [25,

с. 18], [27, с. 20]

𝐻 2, 0
1, 2

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
𝜇 + 𝛼 𝛿, 𝛼

)︀(︀
0, 1

)︀
,
(︀
𝛿, 1

)︀ ]︂
= 𝑂

(︁
𝑧

𝛿(1−𝛼)−𝜇
2−𝛼 exp

[︁
− (2 − 𝛼)𝛼

𝛼
2−𝛼 𝑧

1
2−𝛼

]︁)︁
. (12)

4. Основные результаты

Обозначим через
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼

𝑦 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦), (13)

где

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
𝑥𝛽𝜉 𝛽

2𝑦
𝑒−

𝑥2+𝜉2

4𝑦 𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
, 𝛽 =

1 − 𝑏

2
, (14)

𝐼𝜈(𝑧) – модифицированная функция Бесселя первого рода порядка 𝜈, определяемая рядом
[8, с. 121], [9, с. 139]

𝐼𝜈(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛! Γ( 𝜈 + 𝑛 + 1)

(︂
𝑧

2

)︂𝜈+2𝑛

.

Оценим функцию 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦). С помощью формул для функции 𝐼𝜈(𝑧) [8, с. 125], [9, с. 141]

𝑑

𝑑𝑧
[𝑧 𝜈𝐼𝜈(𝑧)] = 𝑧 𝜈𝐼𝜈−1(𝑧), (15)

𝑑

𝑑𝑧

[︀
𝑧−𝜈𝐼𝜈(𝑧)

]︀
= 𝑧−𝜈𝐼𝜈+1(𝑧), (16)

𝑧 𝐼 ′𝜈(𝑧) + 𝜈 𝐼𝜈(𝑧) = 𝑧 𝐼𝜈−1(𝑧), (17)

а также её асимптотического поведения при малых положительных значениях 𝑧 [9, с. 173]

𝐼𝜈(𝑧) ≈
1

Γ(𝜈 + 1)

(︂
𝑧

2

)︂𝜈

,

из (14) при 𝑥𝜉 6 2𝑦 получим оценки⃒⃒⃒⃒
𝜕 𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥 2𝛽−𝑛 𝜉 2𝛽 𝑦−𝛽−1, 𝛽 ̸= 1/2,⃒⃒⃒⃒

𝜕 2𝑛

𝜕𝑥 2𝑛
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥 𝜉 𝑦−𝑛−3/2, 𝛽 = 1/2,⃒⃒⃒⃒

𝜕 2𝑛+1

𝜕𝑥 2𝑛+1
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝜉 𝑦−𝑛−3/2, 𝛽 = 1/2,⃒⃒⃒⃒

𝜕

𝜕𝑦
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥 2𝛽 𝜉 2𝛽 𝑦−𝛽−2,

где 𝑛 = 0, 1, 2, ...
Применяя к последним оценкам преобразование 𝐴𝛼 по переменной 𝑦 с помощью фор-

мулы (9), в силу свойств (6) и (8), приходим к оценкам:⃒⃒⃒⃒
𝜕 𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥 2𝛽−𝑛 𝜉 2𝛽 𝑦−𝛼𝛽−1, 𝛽 ̸= 1/2, (18)⃒⃒⃒⃒

𝜕 2𝑛

𝜕𝑥 2𝑛
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥 𝜉 𝑦−𝛼 (2𝑛+1)/2−1, 𝛽 = 1/2,⃒⃒⃒⃒

𝜕 2𝑛+1

𝜕𝑥 2𝑛+1
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝜉 𝑦−𝛼 (2𝑛+1)/2−1, 𝛽 = 1/2,
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𝐷 𝛼

0𝑦 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)
⃒⃒
6 const · 𝑥 2𝛽 𝜉 2𝛽 𝑦−𝛼𝛽−𝛼−1.

Далее, используя формулы (15)–(17), а также асимптотическую формулу [8, с. 147]

𝐼𝜈(𝑧) =
𝑒 𝑧

√
2𝜋𝑧

[︀
1 + 𝑂

(︀
𝑧−1

)︀ ]︀
, | arg 𝑧| < 𝜋

2
,

которая справедлива при больших значениях 𝑧, из (14) при 𝑥𝜉 > 2𝑦 получим оценки⃒⃒⃒⃒
𝜕 𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥𝛽+𝑛− 1

2 𝜉 𝛽− 1
2 𝑦−𝑛− 1

2 exp

[︂
− (𝑥− 𝜉)2

4𝑦

]︂
, (19)⃒⃒⃒⃒

𝜕

𝜕𝑦
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑥𝛽+ 3

2 𝜉 𝛽− 1
2 𝑦−

5
2 exp

[︂
− (𝑥− 𝜉)2

4𝑦

]︂
,

где 𝑛 = 0, 1, 2, ... Применяя теперь к последним оценкам преобразование 𝐴𝛼 по переменной
𝑦 с помощью формулы (11), затем воспользовавшись формулой (12), в силу свойств (6) и
(8), находим оценки:⃒⃒⃒⃒

𝜕 𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
6 const · 𝑃𝑛(𝑥, 𝜉, 𝑦) exp

[︁
−𝛼0 |𝑥− 𝜉|

2
2−𝛼 𝑦− 𝛼

2−𝛼

]︁
, (20)⃒⃒

𝐷 𝛼
0𝑦 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

⃒⃒
6 const · 𝑃2(𝑥, 𝜉, 𝑦) exp

[︁
−𝛼0 |𝑥− 𝜉|

2
2−𝛼 𝑦− 𝛼

2−𝛼

]︁
,

где 𝛼0 = (2 − 𝛼) 2− 2
2−𝛼 𝛼

𝛼
2−𝛼 ,

𝑃𝑛(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝑥𝛽+ 2𝑛−1
2 𝜉 𝛽− 1

2 |𝑥− 𝜉|−
(2𝑛−1)(1−𝛼)

2−𝛼 𝑦−𝛼(2𝑛−1)
2(2−𝛼)

−1, 𝑛 = 0, 1, 2, ...

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть |𝑏| < 1, 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶[0,∞), 𝜙(0) = 0 и выполнено условие

lim
𝑥→∞

𝜙(𝑥) exp
(︀
− 𝜌 𝑥

2
2−𝛼

)︀
= 0, 𝜌 < (2 − 𝛼) 2− 2

2−𝛼 (𝛼/𝑇 )
𝛼

2−𝛼 .

Тогда функция

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 (21)

является решением задачи 1.

Теорема 2. Существует не более одного регулярного решения задачи 1 в классе функ-

ций, удовлетворяющих условию

lim
𝑥→∞

𝑦 1−𝛼 𝑢(𝑥, 𝑦) exp
(︀
− 𝑘 𝑥

2
2−𝛼

)︀
= 0 (22)

при некотором положительном 𝑘, причем сходимость в (22) является равномерной на

множестве {𝑦 ∈ (0;𝑇 )}.

5. Доказательство теоремы 1

Из оценок (18) и (20) при 𝑛 = 0 следует существование интеграла в (21). Докажем,
что функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определяемая равенством (21), удовлетворяет уравнению (1). Воз-
можность перестановок знаков производных и интегралов при дифференцировании по 𝑥
и взятии дробной производной по 𝑦 порядка 𝛼 следует из полученных выше оценок для
функции 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦).
Продифференцируем равенство (21) по 𝑥, используя формулу (15) при 𝜈 = 𝛽. В резуль-

тате получим

𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝜕

𝜕𝑥
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉, (23)
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где
𝜕

𝜕𝑥
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼

𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦),

𝜕

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =

{︂
𝑥𝛽𝜉 𝛽+1

(2𝑦)2
𝐼𝛽−1

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
− 𝑥𝛽+1𝜉 𝛽

(2𝑦)2
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂}︂
𝑒−

𝑥2+𝜉2

4𝑦 .

Умножим обе части (23) на 𝑥 1−2𝛽 и продифференцируем полученное равенство по 𝑥, ис-
пользуя формулу (16) при 𝜈 = 𝛽 − 1. Воспользуемся затем формулой (17) при 𝜈 = 𝛽 и
умножим полученное равенство на 𝑥 2𝛽−1. В итоге получим

𝐵𝑥 𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝐵𝑥𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉, (24)

где
𝐵𝑥 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼

𝑦 𝐵𝑥 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦), (25)

𝐵𝑥 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =

{︂
𝑥𝛽+2𝜉 𝛽

(2𝑦)3
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
+

𝑥𝛽𝜉 𝛽+2

(2𝑦)3
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
−

− 2𝑥𝛽𝜉 𝛽

(2𝑦)2
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
− 2𝑥𝛽+1𝜉 𝛽+1

(2𝑦)3
𝐼 ′𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂}︂
𝑒−

𝑥2+𝜉2

4𝑦 .

Далее, из формулы (6) следует

𝐷 𝛼
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝐷 𝛼
0𝑦 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉, (26)

где

𝐷 𝛼
0𝑦 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼

𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦), (27)

𝜕

𝜕𝑦
𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =

{︂
𝑥𝛽+2𝜉 𝛽

(2𝑦)3
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
+

𝑥𝛽𝜉 𝛽+2

(2𝑦)3
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
−

− 2𝑥𝛽𝜉 𝛽

(2𝑦)2
𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
− 2𝑥𝛽+1𝜉 𝛽+1

(2𝑦)3
𝐼 ′𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂}︂
𝑒−

𝑥2+𝜉2

4𝑦 .

Подставляя (24) и (26) в уравнение (1), видим, что оно обращается в тождество.
Проверим теперь выполнимость условия (3). Из формулы (7) следует

lim
𝑦→0

𝐷 𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = lim

𝑦→0

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 =

= lim
𝑦→0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) [𝜙(𝜉) − 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 + 𝜙(𝑥)

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉

⎤⎦ =

= lim
𝑦→0

[ 𝐽1(𝑥, 𝑦) + 𝐽2(𝑥, 𝑦) ] .

Разбивая промежуток интегрирования на части, представим 𝐽1(𝑥, 𝑦) в виде суммы трех
слагаемых

𝐽1(𝑥, 𝑦) =

𝑥−𝜀∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) [𝜙(𝜉) − 𝜙(𝑥) ] 𝑑𝜉+

+

𝑥+𝜀∫︁
𝑥−𝜀

𝜉 1−2𝛽 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) [𝜙(𝜉) − 𝜙(𝑥) ] 𝑑𝜉 +

∞∫︁
𝑥+𝜀

𝜉 1−2𝛽 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) [𝜙(𝜉) − 𝜙(𝑥) ] 𝑑𝜉 =
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= 𝐽11(𝑥, 𝑦) + 𝐽12(𝑥, 𝑦) + 𝐽13(𝑥, 𝑦),

где 𝜀 – произвольное малое положительное число.
Согласно (19), из (14) при 𝑦 → 0 следует оценка

| 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) | 6 const · 𝑥𝛽−1/2 𝜉 𝛽−1/2 𝑦−1/2 𝑒− (𝑥−𝜉)2

4𝑦 . (28)

Отсюда получим, что lim
𝑦→0

𝐽11(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→0

𝐽13(𝑥, 𝑦) = 0.

Обозначим через 𝜔(𝜀) = sup |𝜙(𝑥) − 𝜙(𝜉)|, где 𝜉 ∈ [𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀]. Функция 𝜔(𝜀) → 0 при
𝜀 → 0, так как функция 𝜙(𝑥) непрерывна. Тогда в силу (28) мы можем записать

|𝐽12(𝑥, 𝑦)| 6 𝜔(𝜀)
𝑥𝛽−1/2

√
𝑦

𝑥+𝜀∫︁
𝑥−𝜀

𝜉 1/2−𝛽 𝑒− (𝑥−𝜉)2

4𝑦 𝑑𝜉.

Сделав в последнем интеграле замену 𝜉 = 𝑥 + 2
√
𝑦 𝑡, получим

|𝐽12(𝑥, 𝑦)| 6 𝜔(𝜀)𝑥𝛽−1/2

𝜀
2
√
𝑦∫︁

− 𝜀
2
√
𝑦

(𝑥 + 2
√
𝑦 𝑡) 1/2−𝛽 𝑒−𝑡2 𝑑𝑡. (29)

Применяя к интегралу в правой части (29) обобщенную теорему о среднем значении [19,
с. 114] и используя затем оценку

𝜀
2
√
𝑦∫︁

− 𝜀
2
√
𝑦

𝑒−𝑡2 𝑑𝑡 <

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑡2 𝑑𝑡 =
√
𝜋,

находим lim
𝑦→0

𝐽12(𝑥, 𝑦) = const ·𝜔(𝜀). Отсюда, в силу непрерывности функции 𝜙(𝑥) и произ-

вольности выбора 𝜀, получаем lim
𝑦→0

𝐽12(𝑥, 𝑦) = 0.

Вычислим интеграл 𝐽2(𝑥, 𝑦). Для этого воспользуемся формулой [13, с. 306]
∞∫︁
0

𝜉 𝛿−1𝑒− 𝑝 𝜉 2

𝐼𝛽 (𝑐 𝜉) 𝑑𝜉 =
𝑐𝛽𝑝− 𝛿+𝛽

2 Γ
(︀
𝛿+𝛽
2

)︀
2 1+𝛽 Γ( 1 + 𝛽)

1𝐹 1

(︂
𝛿 + 𝛽

2
; 1 + 𝛽;

𝑐 2

4𝑝

)︂
, (30)

где Re 𝑝, Re (𝛿 + 𝛽) > 0, | arg 𝑐| < 𝜋, 1𝐹 1 (𝑎; 𝑏; 𝑧) – вырожденная гипергеометрическая
функция. Придавая параметрам в этой формуле значения 𝛿 = 2−𝛽, 𝑝 = 1/(4𝑦), 𝑐 = 𝑥/(2𝑦),
получим

𝐽2(𝑥, 𝑦) =
𝑥 2𝛽 𝑦−𝛽 𝑒−

𝑥2

4𝑦 𝜙(𝑥)

2 2𝛽 Γ(1 + 𝛽)
1𝐹 1

(︂
1; 1 + 𝛽;

𝑥2

4𝑦

)︂
.

Тогда из асимптотической формулы при 𝑧 → ∞ [9, с. 322]

1𝐹1 (𝑎; 𝑏; 𝑧) =
Γ(𝑏)

Γ(𝑎)
𝑒 𝑧 𝑧−(𝑏−𝑎)

[︀
1 + 𝑂(|𝑧|−1)

]︀
, 𝑎, 𝑏 ̸= 0,−1,−2, ..., | arg 𝑧| < 𝜋

2
,

следует lim
𝑦→0

𝐽2(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥). Таким образом, lim
𝑦→0

𝐷 𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥).

Выполнимость однородного условия (4) следует из оценки (18) при 𝑛 = 0 и условия
𝛽 > 0. Теорема 1 доказана.
Заметим, что решение задачи для неоднородного уравнения

L𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)

с условиями
lim
𝑦→0

𝐷 𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 < 𝑥 < ∞,
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𝑢(0, 𝑦) = 𝜏(𝑦), 0 < 𝑦 < 𝑇,

в терминах функции (13) может быть записано в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝑦∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝐺 𝜉(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)
⃒⃒
𝜉=0

𝜏(𝜂) 𝑑𝜂 −
𝑦∫︁

0

∞∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) 𝑓(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉 𝑑𝜂,

где функции 𝜏(𝑦) и 𝑓(𝑥, 𝑦) такие, что 𝑦1−𝛼𝜏(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝑦1−𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ (Ω̄), 𝑓(𝑥, 𝑦) удовле-
творяет условию Гельдера по переменной 𝑥 и выполняются условия

lim
𝑦→0

𝐷 𝛼−1
0𝑦 𝜏(𝑦) = 0, lim

𝑥→∞
𝑦 1−𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) exp

(︁
−𝜌 𝑥

2
2−𝛼

)︁
= 0,

𝜌 < (2 − 𝛼) 2− 2
2−𝛼 (𝛼 /𝑇 )

𝛼
2−𝛼 .

6. Представления решения в частных случаях

Получим из (21) представление решения задачи 1 для уравнения диффузии с операто-
ром Римана–Лиувилля. Из (13) и (14) при 𝛽 = 1/2 (𝑏 = 0) в силу известного представления
[9, с. 143]

𝐼 1
2
(𝑧) =

𝑒 𝑧 − 𝑒−𝑧

√
2𝜋𝑧

имеем

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼
𝑦 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =

1

2
√
𝜋𝑦

[︂
𝑒−

(𝑥−𝜉)2

4𝑦 − 𝑒−
(𝑥+𝜉)2

4𝑦

]︂
.

Тогда, учитывая другое известное равенство [15, с. 88]

√
𝜋 𝜑

(︂
−1

2
,
1

2
;− 𝑧

)︂
= 𝑒−

𝑧2

4 ,

функцию 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) можно записать в виде

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2
√
𝑦

[︂
𝜑

(︂
−1

2
,
1

2
;− |𝑥− 𝜉|

√
𝑦

)︂
− 𝜑

(︂
−1

2
,
1

2
;− 𝑥 + 𝜉

√
𝑦

)︂]︂
.

Применяя к последнему равенству преобразование 𝐴𝛼 по переменной 𝑦 с помощью фор-
мулы (10), получим

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉, (31)

где

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
𝑦 𝜎−1

2

[︂
𝜑

(︂
−𝜎, 𝜎;− |𝑥− 𝜉|

𝑦 𝜎

)︂
− 𝜑

(︂
−𝜎, 𝜎;− 𝑥 + 𝜉

𝑦 𝜎

)︂]︂
, 𝜎 =

𝛼

2
.

Функция (31) совпадает с решением краевой задачи для уравнения диффузии дробного
порядка, приведенным в [2].
В случае когда 𝜙(𝑥) является степенной функцией координаты 𝑥, то есть 𝜙(𝑥) = 𝑥 𝜈 , где

𝜈 > 0, из (21) имеем

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
0

𝜉1+𝜈−2𝛽𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉.

Подставляя в последний интеграл функцию 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) из (13), меняя затем порядок инте-
грирования, получим

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝛼
𝑦 𝐽3(𝑥, 𝑦),
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где

𝐽3(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝛽

2𝑦
𝑒−𝑥2

4𝑦

∞∫︁
0

𝜉1+𝜈−𝛽𝑒− 𝜉2

4𝑦 𝐼𝛽

(︂
𝑥𝜉

2𝑦

)︂
𝑑𝜉.

Интеграл в последнем равенстве вычислим по формуле (30). При 𝛿 = 2 + 𝜈−𝛽, 𝑝 = 1/(4𝑦)
и 𝑐 = 𝑥/(2𝑦) из нее находим

𝐽3(𝑥, 𝑦) =
Γ(1 + 𝜈/2)

Γ(1 + 𝛽)
𝑥2𝛽 (4𝑦)𝜈/2−𝛽 𝑒−𝑥2

4𝑦
1𝐹 1

(︂
1 + 𝜈/2; 1 + 𝛽;

𝑥2

4𝑦

)︂
.

Найденное значение 𝐽3(𝑥, 𝑦) подставим в интеграл (5) при 𝜇 = 0, затем сделаем в нем
замену 𝑡 = 𝑦 𝛼𝜏. В результате будем иметь

𝑢(𝑥, 𝑦) =
2𝜈 Γ(1 + 𝜈/2)

Γ(1 + 𝛽)
𝑦 𝛼𝜈/2+𝛼−1

∞∫︁
0

𝒦1

(︁𝑎
𝜏

)︁
𝒦2 (𝜏)

𝑑𝜏

𝜏
, 𝑎 =

𝑥 2

4𝑦𝛼
, (32)

где
𝒦1(𝜏) = 𝜏 𝛽𝑒−𝜏

1𝐹 1 (1 + 𝜈/2; 1 + 𝛽; 𝜏) , 𝒦2(𝜏) = 𝜏 1+𝜈/2 𝜑 (−𝛼, 0;− 𝜏) .

Интеграл в (32) вычислим с помощью метода, изложенного в [10, с. 9]. Из строки
12.2(1) § 10 [10, с. 263] базовой таблицы найдем преобразование Меллина функции
𝑒−𝜏

1𝐹 1 (1 + 𝜈/2; 1 + 𝛽; 𝜏) :

Γ(1 + 𝛽)

Γ(𝛽 − 𝜈/2)

Γ(𝑠)Γ(𝛽 − 𝜈/2 − 𝑠)

Γ(1 + 𝛽 − 𝑠)
, 0 < Re 𝑠 < 𝛽 − 𝜈/2, 𝜈 < 2𝛽.

Тогда, в силу свойства 1.4 § 10 [10, с. 130], образом функции 𝒦1(𝜏) будет:

𝒦*
1(𝑠) =

Γ(1 + 𝛽)

Γ(𝛽 − 𝜈/2)

Γ(𝛽 + 𝑠)Γ(−𝜈/2 − 𝑠)

Γ(1 − 𝑠)
, − 𝛽 < Re 𝑠 < −𝜈/2, 𝜈 < 2𝛽.

Преобразование Меллина функции 𝜑(−𝛼, 0;−𝜏) можно найти из формулы (9), приведен-
ной выше в настоящей работе. Положив в ней 𝜇 = 0, 𝛿 = 𝑠 и используя определение (5), в
котором произведем замену 𝑡 = 𝑦 𝛼𝜏, получим

∞∫︁
0

𝜏 𝑠−1 𝜑 (−𝛼, 0;− 𝜏) 𝑑𝜏 =
Γ(𝑠)

Γ(𝛼 𝑠)
, Re 𝑠 > 0.

Тогда, в силу свойства 1.4 § 10 [10, с. 130], образ второй функции 𝒦2(𝜏) найдем, если в
правой части заменим 𝑠 на 1 + 𝜈/2 + 𝑠, то есть

𝒦*
2(𝑠) =

Γ(1 + 𝜈/2 + 𝑠)

Γ(𝛼 + 𝛼𝜈/2 + 𝛼 𝑠)
, Re 𝑠 > −1 − 𝜈/2.

Перемножив образы 𝒦*
𝑖 (𝑠), 𝑖 = 1, 2, имеем

𝒦*(𝑠) =
Γ(1 + 𝛽)

Γ(𝛽 − 𝜈/2)

Γ(1 + 𝜈/2 + 𝑠)Γ(𝛽 + 𝑠)Γ(−𝜈/2 − 𝑠)

Γ(𝛼 + 𝛼𝜈/2 + 𝛼 𝑠)Γ(1 − 𝑠)
,

где − min { 𝛽, 1 + 𝜈/2 } < Re 𝑠 < −𝜈/2, 𝜈 < 2𝛽.
Вычисляя теперь прообраз функции 𝒦*(𝑠), получим значение искомого интеграла в (32)

Γ(1 + 𝛽)

Γ(𝛽 − 𝜈/2)

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑖∞

Γ(1 + 𝜈/2 + 𝑠)Γ(𝛽 + 𝑠)Γ(−𝜈/2 − 𝑠)

Γ(𝛼 + 𝛼𝜈/2 + 𝛼 𝑠)Γ(1 − 𝑠)

(︂
𝑥 2

4 𝑦 𝛼

)︂−𝑠

𝑑𝑠 =

=
Γ(1 + 𝛽)

Γ(𝛽 − 𝜈/2)
𝐻 2, 1

2, 3

[︂
𝑥2

4𝑦𝛼

⃒⃒⃒⃒ (︀
1 + 𝜈/2, 1

)︀
,
(︀
𝛼 + 𝛼𝜈/2, 𝛼

)︀(︀
1 + 𝜈/2, 1

)︀
,
(︀
𝛽, 1

)︀
,
(︀

0, 1
)︀ ]︂

,

где 𝐿𝑖∞ = (𝜔 − 𝑖∞, 𝜔 + 𝑖∞), − min { 𝛽, 1 + 𝜈/2 } < 𝜔 < −𝜈/2, 𝜈 < 2𝛽.
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Преобразуем правую часть последнего равенства с помощью формулы [14, с. 529], [25,
с. 32]

𝑧ℎ𝐻 𝑚,𝑛
𝑝, 𝑞

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ [︀
𝑎𝑝, 𝐴𝑝

]︀[︀
𝑏𝑞, 𝐵𝑞

]︀ ]︂
= 𝐻 𝑚,𝑛

𝑝, 𝑞

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ [︀
𝑎𝑝 + ℎ𝐴𝑝, 𝐴𝑝

]︀[︀
𝑏𝑞 + ℎ𝐵𝑞, 𝐵𝑞

]︀ ]︂
,

положив в ней ℎ = −𝜈/2, затем подставим полученное выражение в (32). В результате,
обозначив через 𝜆 = Γ(1 + 𝜈/2)/Γ(𝛽 − 𝜈/2), приходим к функции

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝑥 𝜈𝑦 𝛼−1𝐻 2, 1
2, 3

[︂
𝑥2

4𝑦𝛼

⃒⃒⃒⃒ (︀
1, 1

)︀
,
(︀
𝛼, 𝛼

)︀(︀
1, 1

)︀
,
(︀
𝛽 − 𝜈/2, 1

)︀
,
(︀
− 𝜈/2, 1

)︀ ]︂
, (33)

которая является решением задачи 1 в случае, когда 𝜙(𝑥) = 𝑥 𝜈 , 0 < 𝜈 < 2𝛽.
При 𝛼 = 1 представление (33) с помощью формулы [25, с. 31], [27, с. 11]

𝐻 𝑚,𝑛
𝑝, 𝑞

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
𝑎1, 𝐴1

)︀
, ...,

(︀
𝑎𝑝−1, 𝐴𝑝−1

)︀
,
(︀
𝑏1, 𝐵1

)︀(︀
𝑏1, 𝐵1

)︀
, ...,

(︀
𝑏𝑞, 𝐵𝑞

)︀ ]︂
=

= 𝐻 𝑚−1, 𝑛
𝑝−1, 𝑞−1

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
𝑎1, 𝐴1

)︀
, ...,

(︀
𝑎𝑝−1, 𝐴𝑝−1

)︀(︀
𝑏2, 𝐵2

)︀
, ...,

(︀
𝑏𝑞, 𝐵𝑞

)︀ ]︂
,

можно записать в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝑥 𝜈𝐻 1, 1
1, 2

[︂
𝑥2

4𝑦𝛼

⃒⃒⃒⃒ (︀
1, 1

)︀(︀
𝛽 − 𝜈/2, 1

)︀
,
(︀
− 𝜈/2, 1

)︀ ]︂
.

7. Доказательство теоремы 2

Пусть ℎ𝑟(𝜉) – дважды непрерывно дифференцируемая функция, обладающая следую-
щими свойствами:

ℎ𝑟(𝜉) =

{︃
1, 0 6 𝜉 6 𝑟,
0, 𝜉 > 𝑟 + 1,

(34)

0 6 ℎ𝑟(𝜉) 6 1, |ℎ′
𝑟(𝜉)| + |ℎ′′

𝑟(𝜉)| 6 𝐻, где 𝐻 – постоянная, не зависящая от 𝑟.
Из (25) и (27) следует, что функция 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦), как функция переменных 𝑥 и 𝑦, удовле-

творяет уравнению L𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 0, а функция 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂), как функция переменных 𝜉
и 𝜂, 0 < 𝜂 < 𝑦, – сопряженному уравнению

L*𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) ≡ 𝐵𝜉 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) −𝐷 𝛼
𝑦𝜂 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) = 0. (35)

Рассмотрим функцию

𝑣(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) = ℎ𝑟(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂).

Учитывая (35), получим

L*𝑣(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) = 2ℎ′
𝑟(𝜉)𝐺𝜉(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)+

+
𝑏

𝜉
ℎ′
𝑟(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) + ℎ′′

𝑟(𝜉)𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂). (36)

Докажем сначала, что, если 𝜙(𝑥) ≡ 0, то 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 при 0 < 𝑦 < 𝛿 для достаточно мало-
го 𝛿. Согласно теореме об общем представлении решения уравнения (1) [21], регулярное в
области Ω𝑟 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, 0 < 𝑦 < 𝛿} решение однородной задачи, соответствующей
задаче 1, представимо в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝑟+1∫︁
0

𝑦∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝑢(𝜉, 𝜂)L*𝑣(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) 𝑑𝜂 𝑑𝜉.
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Из (34) и (36) следует, что L*𝑣(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) = 0, если 0 6 𝜉 6 𝑟, откуда

𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝑟+1∫︁
𝑟

𝑦∫︁
0

𝜉 1−2𝛽 𝑢(𝜉, 𝜂)L*𝑣(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) 𝑑𝜂 𝑑𝜉.

Далее, в силу свойств функции ℎ𝑟(𝜉) и оценок (20), из (36) получим

|L*𝑣(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) | 6 const · 𝑃1(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) exp
[︁
−𝛼0 |𝑥− 𝜉|

2
2−𝛼 (𝑦 − 𝜂)− 𝛼

2−𝛼

]︁
.

Учитывая эту оценку, а также условие (22), находим

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 const

𝑟+1∫︁
𝑟

𝑦∫︁
0

𝑃 (𝑥, 𝜉, 𝑦, 𝜂) exp
[︁
−𝛼0|𝑥− 𝜉|

2
2−𝛼 (𝑦 − 𝜂)−

𝛼
2−𝛼 + 𝑘 𝜉

2
2−𝛼

]︁
𝑑𝜂 𝑑𝜉,

где 𝑃 (𝑥, 𝜉, 𝑦, 𝜂) = 𝜉 1−2𝛽 𝜂 𝛼−1 𝑃1(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂). При 𝛿 < (𝛼0/𝑘)(2−𝛼)/𝛼 и 𝑟 → ∞ правая часть
последнего неравенства стремится к нулю. Это означает, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в области
Ω1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑦 < 𝛿}.
Докажем, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 для любого 𝑦 > 0. Пусть 𝑡 = 𝑦 − 𝛿, 𝛿 6 𝑦 < 2𝛿. Рассмотрим

функцию 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝛿 + 𝑡). Так как 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 при 0 < 𝑦 < 𝛿, то

𝐷 𝛼
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐷 𝛼

𝛿𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐷 𝛼
0𝑡 𝑤(𝑥, 𝑡).

Отсюда следует, что функция 𝑤(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению

𝐵𝑥 𝑤(𝑥, 𝑡) −𝐷 𝛼
0𝑡 𝑤(𝑥, 𝑡) = 0, 0 < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑡 < 𝛿,

условиям (22) и
lim
𝑡→0

𝐷 𝛼−1
0𝑡 𝑤(𝑥, 𝑡) = 0, 0 < 𝑥 < ∞,

𝑤(0, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝛿.

Тогда, согласно выше доказанному, 𝑤(𝑥, 𝑡) ≡ 0 в области Ω2 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑡 < 𝛿},
то есть 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω2 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < ∞, 𝛿 < 𝑦 < 2𝛿}. Точно так же доказывается,
что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в полосах (𝑛− 1) 𝛿 6 𝑦 < 𝑛 𝛿, 𝑛 = 3, 4, ... Теорема 2 доказана.
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