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УДК 517.957

О ГЛОБАЛЬНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С НЕЛИПШИЦЕВОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Я.Ш. ИЛЬЯСОВ, Э.Э. ХОЛОДНОВ

Аннотация. В ограниченной области Ω ⊂ R𝑛, рассматривается гиперболическое урав-
нение вида {︃

𝑣𝑡𝑡 = ∆𝑝𝑣 + 𝜆|𝑣|𝑝−2𝑣 − |𝑣|𝛼−2𝑣, 𝑥 ∈ Ω,

𝑣
⃒⃒
𝜕Ω

= 0.

Предполагается, что 1 < 𝛼 < 𝑝 < +∞, т.е. нелинейность в правой части уравнения
является нелипшицевого типа. Такой тип нелинейности, как правило, вызывает труд-
ности в применении стандартных подходов теории нелинейных дифференциальных
уравнений. Дополнительная сложность связана с наличием в уравнении 𝑝-лапласиана
∆𝑝(·) := div(|∇(·)|𝑝−2∇(·)). В первом результате доказывается теорема о существова-
нии, так называемого, основного стационарного состояния уравнения. Доказательство
этой теоремы основывается на методе многообразия Нехари. В главном результате ра-
боты, показано, что любое основное стационарное состояние рассматриваемого урав-
нения является неустойчивым глобально по времени. Доказательство основывается
на развитии метода исследования устойчивости решений гиперболических уравнений,
предложенного Пеином и Саттингером.
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метод многообразия Нехари, 𝑝-лапласиан.
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Введение

Рассматривается краевая задача Дирихле{︃
−∆𝑝𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝−2𝑢− |𝑢|𝛼−2𝑢, 𝑥 ∈ Ω,

𝑢
⃒⃒
𝜕Ω

= 0,
(В.1)

где Ω – ограниченная область в R𝑛 с гладкой границей 𝜕Ω, 𝑛 ≥ 1, 𝜆 ∈ R.
∆𝑝(·) := div(|∇(·)|𝑝−2∇(·)) – 𝑝-лапласиан, 1 < 𝑝 < +∞. Предполагается, что 𝛼 ∈ (1, 𝑝),
т.е. нелинейность в правой части является нелипшицевого типа. Особый интерес к таким
проблемам связан с тем, что они могут обладать решениями с компактными носителями
в Ω (см. напр. [1–3,5,16] и обзор литературы в них). Однако, несмотря на то, что имеется
достаточно большое число работ, посвященных таким решениям, вопрос об их устойчи-
вости для соответствующих нестационарных проблем: параболических, гиперболических,
уравнения Шредингера и т.д., изучен в меньшей степени. Основная сложность здесь свя-
зана с тем, что присутствие в правой части (В.1) нелипшицевой нелинейности вызывает
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трудности в применении методов, основанных на исследовании соответствующих линеа-
ризованных уравнений. Другая трудность заключается в том, что большинство известных
результатов о существовании решений с компактными носителями в Ω, как правило, не
конструктивны и носят абстрактный характер, что препятствует в дальнейшем исследо-
ванию детальных свойств этих решений таких, как например, устойчивость.
В работах [4,5,8,10], для уравнений с нелипшицевыми нелинейностями найдены решения

с компактными носителями в Ω, которые, к тому же, являются основными состояниями.
Оказывается, что данное дополнительное свойство позволяет получать определённые ре-
зультаты об устойчивости таких решений. В частности, в работе [4] получены результаты
об устойчивости решений (В.1) (при 𝑝 = 2) типа основного состояния с компактными
носителями в Ω для соответствующей параболической задачи.
Цель данной работы – исследовать устойчивость стационарных решений гиперболиче-

ского уравнения ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑣𝑡𝑡 = ∆𝑝𝑣 + 𝜆|𝑣|𝑝−2𝑣 − |𝑣|𝛼−2𝑣, 𝑥 ∈ Ω,

𝑣
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑣0,

𝑣𝑡
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑣1,

𝑣
⃒⃒
𝜕Ω

= 0.

(В.2)

Для этого сначала доказывается существование стационарных решений уравнения (В.2)
типа основного состояния. Доказательство этого результата основывается на использова-
нии метода многообразия Нехари. Такой подход позволяет получить некоторые дополни-
тельные качественно-геометрические свойства этих решений, необходимые для дальней-
шего. В основном результате, мы доказываем, что стационарные решения типа основного
состояния гиперболической задачи (В.2) глобально неустойчивы. Доказательство данного
результата основывается на развитии подхода, предложенного в [13,15], для исследования
устойчивости решений гиперболических уравнений.

1. Основной результат

В дальнейшем, 𝑊 := 𝑊 1,𝑝
0 (Ω) обозначает соболевское пространство, которое задается

пополнением 𝐶∞
0 (Ω) по норме:

‖𝑢‖1 =

(︂∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑥
)︂ 1

𝑝

.

𝑝* обозначает критический показатель Соболева, который определяется как

𝑝* =

⎧⎨⎩+∞, 𝑛 ≤ 𝑝,
𝑝𝑛

𝑛− 𝑝
, 𝑛 > 𝑝.

⟨·, ·⟩ обозначает скалярное произведение в пространстве 𝐿2(Ω) и различные сопряжения в
соответствующих дуальных пространствах. 𝜆1 – минимальное собственное значение опе-
ратора −∆𝑝 с граничными условиями Дирихле. Как известно,

𝜆1 = inf
𝑢∈𝑊∖0

∫︀
Ω
|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑥∫︀
Ω
|𝑢|𝑝 𝑑𝑥

. (1)

Задача (В.1) имеет вариационную форму с функционалом Эйлера-Лагранжа следующего
вида:

Φ𝜆(𝑢) =
1

𝑝

∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑥− 𝜆

𝑝

∫︁
Ω

|𝑢|𝑝 𝑑𝑥+
1

𝛼

∫︁
Ω

|𝑢|𝛼 𝑑𝑥, 𝑢 ∈ 𝑊. (2)



О ГЛОБАЛЬНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ . . . 47

Мы будем рассматривать слабые решения 𝑢𝜆 задачи (В.1), т.е. критические точки функ-
ционала (2):

𝐷𝑢Φ𝜆(𝑢𝜆)(𝜑) = 0, ∀𝜑 ∈ 𝑊, (3)

где 𝐷𝑢Φ𝜆(𝑢𝜆) – производная по Фреше. Слабое решение 𝑢𝜆 задачи (В.1) называется основ-
ным состоянием (основным стационарным состоянием (В.2)), если выполняется нера-
венство Φ𝜆(𝑢𝜆) ≤ Φ𝜆(𝑤𝜆) для любого другого слабого решения 𝑤𝜆 ∈ 𝑊 ∖ 0 этой задачи
(В.1).
Мы будем исследовать задачу (В.1) методом многообразия Нехари. Соответствующая

минимизационная задача Нехари задаётся следующим образом:

Φ̂𝜆 = inf{Φ𝜆(𝑢) : 𝑢 ∈ 𝑁𝜆}, (4)

где

𝑁𝜆 =

{︂
𝑢 ∈ 𝑊 ∖ 0 : Φ′

𝜆(𝑢) := 𝐷𝑢Φ𝜆(𝑢)(𝑢) = 0

}︂
(5)

многообразие Нехари. Отметим, поскольку любое нетривиальное решение задачи (В.1)
принадлежит 𝑁𝜆, а 𝑁𝜆 = ∅ при 𝜆 ≤ 𝜆1, то (В.1) не имеет решений при 𝜆 ≤ 𝜆1, кроме
тривиального 𝑢 ≡ 0.
Нашим первым основным результатом является

Теорема 1. Пусть 1 < 𝛼 < 𝑝 < +∞, 𝜕Ω является 𝐶1,𝛾-многообразием с некоторым
𝛾 ∈ (0, 1]. Тогда при всех 𝜆 > 𝜆1

1. Φ̂𝜆 > 0;
2. существует основное состояние 𝑢𝜆 задачи (В.1), при этом 𝑢𝜆 ≥ 0 в Ω и 𝑢𝜆 ∈ 𝐶1,𝛽(Ω)

при некотором 𝛽 ∈ (0, 1).

Замечание 1. Аналогичный результат, в случае 𝑝 = 2, получен в [5].

Следующий функционал

𝐸𝜆(𝜉, 𝜁) =
1

2

∫︁
Ω

|𝜁|2 𝑑𝑥+
1

𝑝

∫︁
Ω

|∇𝜉|𝑝 𝑑𝑥− 𝜆

𝑝

∫︁
Ω

|𝜉|𝑝 𝑑𝑥+
1

𝛼

∫︁
Ω

|𝜉|𝛼 𝑑𝑥, 𝜉 ∈ 𝑊, 𝜁 ∈ 𝐿2(Ω)

называется функционалом энергии задачи (В.2).
Пусть (𝑣0, 𝑣1) ∈ 𝑊 × 𝐿2(Ω). Следуя работе [13], мы будем называть 𝑣(𝑡) := 𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1)

слабым решением задачи (В.2) на [0, 𝑇 ], где 𝑇 < +∞, если оно удовлетворяет следующим
условиям:

(10) отображение [0, 𝑇 ] ∋ 𝑡 ↦→ 𝑣(𝑡) ∈ 𝑊 непрерывно в слабой топологии 𝑊 ;

(20) существует отображение [0, 𝑇 ] ∋ 𝑡 ↦→ 𝑣𝑡(𝑡) ∈ 𝐿2(Ω) непрерывное в слабой топологии
𝐿2(Ω), такое что выполняется равенство

⟨𝑣(𝑡), 𝜑⟩
⃒⃒𝑡2
𝑡1

=

∫︁ 𝑡2

𝑡1

⟨𝑣𝑠(𝑠), 𝜑⟩ 𝑑𝑥, (6)

при всех 𝑡1, 𝑡2, 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 6 𝑇 и всех 𝜑 ∈ 𝐿2(Ω);

(30) для любого 𝑤 : [0, 𝑇 ] → 𝑊 , удовлетворяющего свойствам (10), (20), выполняется
равенство

⟨𝑣𝑡(𝑡), 𝑤(𝑡)⟩
⃒⃒𝑡2
𝑡1

=

∫︁ 𝑡2

𝑡1

[⟨𝑣𝑠(𝑠), 𝑤𝑠(𝑠)⟩−

⟨|∇𝑣(𝑠)|𝑝−2∇𝑣(𝑠),∇𝑤(𝑠)⟩+ ⟨𝜆|𝑣(𝑠)|𝑝−2𝑣(𝑠)− |𝑣(𝑠)|𝛼−2𝑣(𝑠), 𝑤(𝑠)⟩] 𝑑𝑥; (7)

(40) справедливо неравенство

𝐸𝜆(𝑣(𝑡), 𝑣𝑡(𝑡)) ≤ 𝐸𝜆(𝑣0, 𝑣1), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (8)
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Пусть 𝑇𝑚 := 𝑇𝑚(𝑣0, 𝑣1) ∈ (0,+∞] – максимальное значение такое, что при всех
𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑚) существует слабое решение 𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1) задачи (В.2) на [0, 𝑇 ]. В случае 𝑇𝑚 = +∞,
будем говорить, что соответствующее 𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1) является глобальным решением (В.2).
Отметим, из теоремы 1 вытекает, что задача (В.2) обладает глобальным решени-

ем. Действительно, слабое решение 𝑢𝜆 задачи (В.1) является также слабым решением
𝑢𝜆(𝑡;𝑢𝜆, 0) ≡ 𝑢𝜆 задачи (В.2) на [0,+∞).
Однако, поскольку уравнение (В.2) содержит нелипшицеву нелинейность, вопрос о том,

что обладает ли задача (В.2), при произвольном (𝑣0, 𝑣1) ∈ 𝑊 × 𝐿2(Ω), слабым решением
𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1) с некоторым 𝑇𝑚(𝑣0, 𝑣1) ∈ (0,+∞] является, насколько нам известно, открытым.
В данной работе мы не исследуем этот вопрос.
Мы будем говорить, что слабое решение 𝑣𝜆(𝑡; 𝑣0, 𝑣1) задачи (В.2) является глобально

неустойчивым, если для любого 𝜀 > 0 найдутся такие (𝑤0, 𝑤1) ∈ 𝑊 ×𝐿2(Ω): ‖𝑣0−𝑤0‖1 < 𝜀
и ‖𝑣1−𝑤1‖𝐿2 < 𝜀, что будет выполняться одна из следующих альтернатив: 1) задача (В.2)
не имеет слабых решений с начальным условием (𝑤0, 𝑤1); 2) задача (В.2) обладает слабым
решением 𝑤𝜆(𝑡;𝑤0, 𝑤1), но при этом 𝑇𝑚(𝑤0, 𝑤1) < +∞; 3) существует глобальное на [0,+∞)
решение 𝑤𝜆(𝑡;𝑤0, 𝑤1) задачи (В.2) такое, что∫︁

Ω

|𝑣𝜆(𝑡; 𝑣0, 𝑣1)− 𝑤𝜆(𝑡;𝑤0, 𝑤1)|2 𝑑𝑥→ +∞ при 𝑡→ +∞. (9)

Основным результатом данной работы является следующая теорема:

Теорема 2. Пусть 1 < 𝛼 < 𝑝 < +∞, 𝜕Ω является 𝐶1,𝛾-многообразием с некоторым
𝛾 ∈ (0, 1]. Тогда при всех 𝜆 > 𝜆1 любое основное состояние 𝑢𝜆 задачи (В.1) является
глобально неустойчивым решением гиперболической задачи (В.2).

Замечание 2. В данной работе не рассматривается существование основных состо-
яний задачи (В.1) с компактными носителями в Ω. Тем не менее, из доказанной тео-
ремы 2 вытекает, что если такие решения существуют, то они являются глобально
неустойчивыми для (В.2).

2. Существование основного состояния задачи (В.1)

Введём обозначения

𝐻𝜆(𝑢) :=

∫︁
Ω

|∇𝑢|𝑝 𝑑𝑥− 𝜆
∫︁
Ω

|𝑢|𝑝 𝑑𝑥, 𝐹 (𝑢) :=

∫︁
Ω

|𝑢|𝛼 𝑑𝑥.

Рассмотрим функционал Нехари

Φ′
𝜆(𝑢) := 𝐻𝜆(𝑢) + 𝐹 (𝑢). (10)

Из (1) вытекает, что 𝑁𝜆 ̸= ∅, тогда и только тогда, когда 𝜆 > 𝜆1. Заметим, что
Φ𝜆(𝑢) > 0, ∀𝑢 ∈ 𝑁𝜆. Действительно, если 𝑢 ∈ 𝑁𝜆, то 𝐻𝜆(𝑢) = −𝐹 (𝑢), откуда, учитывая
1 < 𝛼 < 𝑝, получаем

Φ𝜆(𝑢) =
𝑝− 𝛼
𝑝𝛼

𝐹 (𝑢) > 0. (11)

Рассмотрим минимизационную задачу (4). Отметим, что для любого 𝑢 ∈ 𝑁𝜆

𝐷𝑢𝑢Φ𝜆(𝑢)(𝑢, 𝑢) = (𝛼− 𝑝)
∫︁
Ω

|𝑢|𝛼 𝑑𝑥 < 0. (12)

Как известно (см. [7, 11]), условие (12) является достаточным для того, чтобы любое ре-
шение 𝑢 задачи (4) являлось критической точкой функционала Φ𝜆(𝑢).
Рассмотрим функционал расслоения ( [14])

𝐽𝑢(𝑟) = Φ𝜆(𝑟𝑢), 𝑟 > 0. (13)



О ГЛОБАЛЬНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ . . . 49

Пусть 𝐻𝜆(𝑢) < 0. Тогда существует единственный корень 𝑟* = 𝑟*(𝑢) > 0 уравнения

𝐽 ′
𝑢(𝑟) = 𝑟𝑝−1𝐻𝜆(𝑢) + 𝑟𝛼−1𝐹 (𝑢) = 0. (14)

Действительно, учитывая 𝐻𝜆(𝑢) < 0, находим

𝑟*(𝑢) :=

(︂
𝐹 (𝑢)

−𝐻𝜆(𝑢)

)︂ 1
𝑝−𝛼

. (15)

При этом, как легко видеть, 𝑟*(𝑢) является точкой глобального максимума для 𝐽𝑢(𝑟).
Отсюда вытекает, что задача (4) эквивалентна следующей:

Φ̂𝜆 = inf{Φ𝜆(𝑟*(𝑣)𝑣) : ‖𝑣‖1 = 1, 𝐻𝜆(𝑣) < 0}, (16)

где

Φ𝜆(𝑟*(𝑣)𝑣) =
(𝑝− 𝛼)

𝑝𝛼

𝐹 (𝑣)
𝑝

𝑝−𝛼

(−𝐻𝜆(𝑣))
𝛼

𝑝−𝛼

. (17)

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим минимизирующую последовательность (𝑣𝑛) за-
дачи (16), т.е.

lim
𝑛→+∞

Φ𝜆(𝑟*(𝑣𝑛)𝑣𝑛) = Φ̂𝜆. (18)

Отметим, что ‖𝑣𝑛‖1 = 1, поэтому по теоремам Банаха-Алаоглу и Соболева существует
подпоследовательность, снова обозначаемая (𝑣𝑛), такая, что 𝑣𝑛 ⇁ 𝑤 слабо в 𝑊 и 𝑣𝑛 → 𝑤
сильно в 𝐿𝛾(Ω) при 1 ≤ 𝛾 < 𝑝*. Покажем, что 𝑤 ̸= 0. Предположим противное: пусть
𝑤 = 0, тогда

∫︀
Ω
|𝑣𝑛|𝑝 𝑑𝑥→ 0 и в этом случае∫︁

Ω

|∇𝑣𝑛|𝑝 𝑑𝑥− 𝜆
∫︁
Ω

|𝑣𝑛|𝑝 𝑑𝑥 = 1− 𝜆
∫︁
Ω

|𝑣𝑛|𝑝 𝑑𝑥 ≥ 0, (19)

для достаточно больших 𝑛. Но это противоречит условию, что 𝐻𝜆(𝑣𝑛) < 0 для 𝑛 = 1, 2....

Следовательно, 𝑤 ̸= 0. Отсюда и из (11) вытекает Φ̂𝜆 > 0.
Рассмотрим

𝑢𝑛 = 𝑟*(𝑣𝑛)𝑣𝑛. (20)

Заметим, что 𝑟*(𝑣𝑛) ограничена. Действительно, из (15) и, из выше доказанного, сле-
дует, что 𝐹 (𝑣𝑛) ограничен, а 𝐻𝜆(𝑣𝑛) не стремится к нулю. Отсюда, в силу (15), имеем
0 < 𝐶1 < 𝑟*(𝑣𝑛) < 𝐶2 < +∞, где 𝐶1, 𝐶2 не зависят от 𝑛. Следовательно, существует пре-
дельная точка 𝑢𝜆 такая, что для некоторой подпоследовательности, снова обозначаемой
(𝑢𝑛), выполняется 𝑢𝑛 ⇁ 𝑢𝜆 слабо в 𝑊 и 𝑢𝑛 → 𝑢𝜆 сильно в 𝐿

𝛾(Ω) при 1 ≤ 𝛾 < 𝑝*.
Отсюда, из слабой полунепрерывности снизу нормы ‖ · ‖1, вытекает

‖𝑢𝜆‖1 ≤ lim inf
𝑛→+∞

‖𝑢𝑛‖1 = 𝑑,

Φ𝜆(𝑢𝜆) ≤ lim inf
𝑛→+∞

Φ𝜆(𝑢𝑛) = Φ̂𝜆 и Φ′
𝜆(𝑢𝜆) ≤ lim inf

𝑛→+∞
Φ′

𝜆(𝑢𝑛) = 0.

Таким образом, если ‖𝑢𝜆‖1 = 𝑑, то Φ′
𝜆(𝑢𝜆) = 0, Φ𝜆(𝑢𝜆) = Φ̂𝜆, и 𝑢𝜆 – ненулевая минимизи-

рующая точка (4).

Предположим, что ‖𝑢𝜆‖1 < 𝑑, тогда Φ′
𝜆(𝑢𝜆) < 0 и Φ𝜆(𝑢𝜆) < Φ̂𝜆. Покажем, что этого не

может быть. Действительно, в этом случае существует 𝑡 ∈ (0, 1) такое, что Φ′
𝜆(𝑡𝑢𝜆) = 0.

Заметим, т.к. lim𝑛→+∞ 𝐹 (𝑢𝑛)→ 𝐹 (𝑢𝜆), то мы имеем

1

𝑝
lim

𝑛→+∞
𝐻𝜆(𝑢𝑛) = Φ̂𝜆 −

1

𝛼
𝐹 (𝑢𝜆) и lim

𝑛→+∞
𝐻𝜆(𝑢𝑛) = −𝐹 (𝑢𝜆).
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Отсюда

Φ𝜆(𝑡𝑢𝜆) =
𝑡𝑝

𝑝
𝐻𝜆(𝑢𝜆) +

𝑡𝛼

𝛼
𝐹 (𝑢𝜆) <

𝑡𝑝

𝑝
lim inf
𝑛→+∞

𝐻𝜆(𝑢𝑛) +
𝑡𝛼

𝛼
𝐹 (𝑢𝜆) =

Φ̂𝜆 −
1

𝛼
𝐹 (𝑢𝜆)− 𝑡𝑝 − 1

𝑝
𝐹 (𝑢𝜆) +

𝑡𝛼

𝛼
𝐹 (𝑢𝜆) =

Φ̂𝜆 +

(︂
1− 𝑡𝑝

𝑝
+
𝑡𝛼 − 1

𝛼

)︂
𝐹 (𝑢𝜆).

Обозначим

𝐼(𝑡) =

(︂
1− 𝑡𝑝

𝑝
+
𝑡𝛼 − 1

𝛼

)︂
𝐹 (𝑢𝜆). (21)

Значения этого функционала на границах следующие

𝐼(0) =

(︂
1

𝑝
− 1

𝛼

)︂
𝐹 (𝑢𝜆) < 0, 𝐼(1) = 0.

При этом

𝐼 ′(𝑡) =
(︀
−𝑡𝑝−1 + 𝑡𝛼−1

)︀
𝐹 (𝑢𝜆) > 0, ∀𝑡 ∈ (0, 1). (22)

Следовательно, 𝐼(𝑡) < 0 для 0 < 𝑡 6 1 и Φ𝜆(𝑡𝑢𝜆) < Φ̂𝜆. Однако Φ′
𝜆(𝑡𝑢𝜆) = 0, т.е. 𝑡𝑢𝜆 ∈ 𝑁𝜆.

Получили противоречие с определением Φ̂𝜆. Следовательно, действительно 𝑢𝜆 – ненулевая
минимизирующая точка (4).
Заметим, что Φ𝜆(𝑢) = Φ𝜆(|𝑢|), ∀𝑢 ∈ 𝑊 и, если 𝑢 ∈ 𝑁𝜆, то и |𝑢| ∈ 𝑁𝜆. Следовательно, |𝑢𝜆|

также решение задачи (4), т.е. можно считать, что 𝑢𝜆 ≥ 0 на Ω. Отметим, что по усло-
вию граница 𝜕Ω является 𝐶1,𝛾-многообразием при некотором 𝛾 ∈ (0, 1]. Отсюда, применяя
стандартную теорию регулярности решений квазилинейных краевых задач [6, 12, 17], по-
лучаем, что 𝑢𝜆 ∈ 𝐶1,𝛽(Ω) при некотором 𝛽 ∈ (0, 1). Теорема 1 доказана.

3. Основная лемма

Следующая лемма нам понадобится ниже при исследовании устойчивости решений
(В.2).

Лемма 1. Пусть (𝑢𝑛) последовательность в 𝑊 ∖ 0, такая что Φ′
𝜆(𝑢𝑛) ≤ 0 и

Φ′
𝜆(𝑢𝑛)→ 0. Тогда справедливо неравенство

lim inf
𝑛→+∞

Φ𝜆(𝑢𝑛) ≥ Φ̂𝜆. (23)

Доказательство. Пусть дана последовательность (𝑢𝑛) ⊂ 𝑊 ∖ 0, такая что Φ′
𝜆(𝑢𝑛) ≤ 0

и Φ′
𝜆(𝑢𝑛) → 0. Запишем данную последовательность в следующем виде: 𝑢𝑛 = 𝑟𝑛𝑣𝑛, где

𝑟𝑛 = ‖𝑢𝑛‖1 и ‖𝑣𝑛‖1 = 1. Поскольку (𝑣𝑛) ограничена в 𝑊 , то по теоремам Банаха-Алаоглу и
Соболева, без ограничения общности, можно считать, что 𝑣𝑛 → 𝑣 сходится сильно в 𝐿𝛾(Ω)
при 1 ≤ 𝛾 < 𝑝* и 𝑣𝑛 ⇁ 𝑣 слабо в 𝑊 для некоторого 𝑣 ∈ 𝑊 . Докажем от противного, что 𝑣
не равняется нулю. Действительно, пусть 𝑣𝑛 → 0 в 𝐿𝑝(Ω). Тогда 𝐻𝜆(𝑣𝑛)→ 1 и 𝐹 (𝑣𝑛)→ 0.
Однако, это влечёт

1←− 𝐻𝜆(𝑣𝑛) ≤ 𝐻𝜆(𝑣𝑛) + 𝑟𝛼−𝑝
𝑛 𝐹 (𝑣𝑛) =

1

𝑟𝑝𝑛
Φ′

𝜆(𝑢𝑛) ≤ 0. (24)

Получили противоречие. Покажем, что 𝑟𝑛 не стремится к нулю. Предположим противное:
𝑟𝑛 → 0. Тогда

𝐻𝜆(𝑣𝑛) + 𝑟𝛼−𝑝
𝑛 𝐹 (𝑣𝑛)→ +∞, (25)

так как 𝐹𝛼(𝑣𝑛)→ 𝐹 (𝑣) ̸= 0. Опять получили противоречие.
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Предположим, что 𝑟𝑛 стремится к бесконечности. Тогда 𝐹 (𝑢𝑛) = 𝑟𝛼𝑛𝐹 (𝑣𝑛) → +∞ при
𝑛→ +∞ и, так как 𝐻𝜆(𝑢𝑛) + 𝐹 (𝑢𝑛)→ 0, то −𝐻𝜆(𝑢𝑛)→ +∞ при 𝑛→ +∞. Отсюда,

Φ𝜆(𝑢𝑛) =

(︂
𝛼− 𝑝
𝑝𝛼

)︂
𝐻𝜆(𝑢𝑛) +

1

𝛼
Φ′

𝜆(𝑢𝑛)→ +∞. (26)

Следовательно, неравенство (23) справедливо.
Теперь рассмотрим случай, когда (𝑟𝑛) ограничено и, следовательно, (𝑢𝑛) ограничено.

Тогда, как и выше, без ограничения общности, можно считать, что существует предел 𝑤
такой, что 𝑢𝑛 → 𝑤 сходится сильно в 𝐿𝛾(Ω) при 1 ≤ 𝛾 < 𝑝* и 𝑢𝑛 ⇁ 𝑤 слабо в 𝑊 . Рас-
суждая аналогично предыдущему, можно показать, что 𝑤 ̸= 0 и Φ′

𝜆(𝑤) ≤ 0. Отсюда, если

lim𝑛→+∞ ‖𝑢𝑛‖1 = ‖𝑤‖1, то Φ′
𝜆(𝑤) = 0 и получаем требуемое lim𝑛→+∞ Φ𝜆(𝑢𝑛) = Φ𝜆(𝑤) ≥ Φ̂𝜆.

С другой стороны, невозможна ситуация, когда Φ′
𝜆(𝑤) < 0. Действительно, пусть

Φ′
𝜆(𝑤) < 0. Тогда найдется такое 𝑡 ∈ (0, 1), что Φ′

𝜆(𝑡𝑤) = 0. Рассуждая также как и при
доказательстве теоремы 1, получаем следующее неравенство:

Φ𝜆(𝑡𝑤) ≤ lim inf
𝑛→+∞

Φ𝜆(𝑢𝑛) + 𝐼(𝑡), (27)

где 𝐼(𝑡) функция, определённая в (21). Как было показано выше, 𝐼(𝑡) < 0. Поэтому, если

lim inf𝑛→+∞ Φ𝜆(𝑢𝑛) < Φ̂𝜆, тогда Φ𝜆(𝑡𝑤) < Φ̂𝜆. Однако Φ′
𝜆(𝑡𝑤) = 0, т.е. 𝑡𝑤 ∈ 𝑁𝜆. Получили

противоречие с определением Φ̂𝜆.

4. Доказательство глобальной неустойчивости задачи (В.2)

В этом параграфе мы докажем теорему 2.
Введём множество

Θ = {(𝜉, 𝜓) ∈ (𝑊 ∖ 0)× 𝐿2(Ω) : 𝐸𝜆(𝜉, 𝜓) < Φ̂𝜆,Φ
′
𝜆(𝜉) < 0}. (28)

Заметим, что основное состояние 𝑢𝜆 лежит на границе множества Θ, так как
𝐸𝜆(𝑢𝜆, 0) = Φ̂𝜆, Φ′

𝜆(𝑢𝜆) = 0.
Пусть существует слабое решение 𝑣(𝑡) задачи (В.2), определенное на некотором макси-

мальном интервале [0, 𝑇𝑚), 𝑇𝑚 6 +∞. Заметим, (20) влечет, что отображение 𝑣(𝑡) слабо
абсолютно непрерывно из [0, 𝑇 ] в 𝐿2(Ω) при любых 𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑚). Действительно, так как
𝑣𝑡(𝑡) слабое непрерывное отображение из [0, 𝑇 ] в 𝐿2(Ω), то из (6) вытекает неравенство

|⟨𝑣(𝑡2), 𝜑⟩ − ⟨𝑣(𝑡1), 𝜑⟩| ≤
∫︁ 𝑡2

𝑡1

|⟨𝑣𝑠(𝑠), 𝜑⟩| 𝑑𝑥 ≤ max
𝑠∈[0;𝑇 ]

|⟨𝑣𝑠(𝑠), 𝜑⟩|(𝑡2 − 𝑡1), ∀𝜑 ∈ 𝐿2(Ω),

которое означает, что ⟨𝑣(𝑡), 𝜑⟩ удовлетворяет условию липшица на [0, 𝑇 ] и, следовательно,
абсолютно непрерывно на [0, 𝑇 ] при всех 𝜑 ∈ 𝐿2(Ω).

Лемма 2. Пусть

𝐿(𝑡) =

∫︁
Ω

𝑣2(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 (29)

где 𝑣(𝑥, 𝑡) слабое решение (В.2). Тогда при всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), существует производная 𝐿̇(𝑡).
Кроме этого, почти всюду на (0, 𝑇 ), при 𝑇 ∈ (0, 𝑇𝑚), существует 𝐿̈(𝑡) и выполняется
равенство

𝐿̈(𝑡) = 2

∫︁
Ω

(︀
|𝑣𝑡(𝑡)|2 − |∇𝑣(𝑡)|𝑝 + 𝜆|𝑣(𝑡)|𝑝 − |𝑣(𝑡)|𝛼

)︀
𝑑𝑥 п.в. на (0, 𝑇 ). (30)

Доказательство. Введём функцию 𝑃 (𝑡, 𝑠) = ⟨𝑣(𝑡), 𝑣(𝑠)⟩. Так как 𝑣(𝑡) слабо абсолютно
непрерывная функция из [0, 𝑇 ] в 𝐿2(Ω), то функция 𝑃 (𝑡, 𝑠) дифференцируема почти всю-
ду по 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) и 𝑠 ∈ (0, 𝑇 ) . Учитывая, что 𝑣𝑡 слабо непрерывна из [0, 𝑇 ] в 𝐿2(Ω), получаем

из (6), что частные производные
𝜕

𝜕𝑡
𝑃 (𝑡, 𝑠) и

𝜕

𝜕𝑠
𝑃 (𝑡, 𝑠) непрерывны. Отсюда, по свойству
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дифференцируемости функции многих переменных вытекает, что функция 𝑃 (𝑡, 𝑠) диффе-
ренцируема в точке (𝑡, 𝑡). Таким образом, существует 𝐿̇(𝑡) и

𝐿̇(𝑡) =

(︂
𝜕

𝜕𝑡
𝑃 (𝑡, 𝑠) +

𝜕

𝜕𝑠
𝑃 (𝑡, 𝑠)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑠=𝑡

= 2⟨𝑣𝑡(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩.

Отметим, что (7) при 𝜑 = 𝑣(𝑡) дает

⟨𝑣𝑡(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩
⃒⃒𝑡2
𝑡1

=

∫︁ 𝑡2

𝑡1

∫︁
Ω

(︂
|𝑣𝑠(𝑠)|2 − |∇𝑣(𝑠)|𝑝 + 𝜆|𝑣(𝑠)|𝑝 − |𝑣(𝑠)|𝛼

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑥.

Тогда

𝐿̇(𝑡2) − 𝐿̇(𝑡1) = 2

∫︁ 𝑡2

𝑡1

∫︁
Ω

(︂
|𝑣𝑠(𝑠)|2 − |∇𝑣(𝑠)|𝑝 + 𝜆|𝑣(𝑠)|𝑝 − |𝑣(𝑠)|𝛼

)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑥. (31)

Отсюда, по абсолютной непрерывности интеграла Лебега вытекает, что 𝐿̇(𝑡) является аб-
солютно непрерывной функцией, что влечёт существование производной 𝐿̈(𝑡) почти всюду
на (0, 𝑇 ) и справедливость (30).

Лемма 3. Пусть 𝑣(𝑡) глобальное решение (В.2) такое, что (𝑣(0), 𝑣𝑡(0)) ∈ Θ. Тогда
(𝑣(𝑡), 𝑣𝑡(𝑡)) ∈ Θ для всех 𝑡 ∈ [0,+∞).

Доказательство. Пусть 𝑣(𝑡) глобальное решение (В.2) с начальными значениями
𝑣(0) = 𝑣0, 𝑣𝑡(0) = 𝑣1 такими, что (𝑣0, 𝑣1) ∈ Θ. Тогда, в силу (8),

Φ𝜆(𝑣(𝑡)) ≤ 𝐸(𝑣(𝑡), 𝑣𝑡(𝑡)) ≤ 𝐸(𝑣0, 𝑣1) < Φ̂𝜆, ∀𝑡 ∈ [0,+∞). (32)

Предположим от противного, что (𝑣(𝑡), 𝑣𝑡(𝑡)) покидает область Θ. В силу (32), это воз-
можно только тогда, когда существует 𝑡0, такое что Φ′

𝜆(𝑣(𝑡0)) ≥ 0. Обозначим через 𝑡1
наименьший момент времени, когда Φ′

𝜆(𝑣(𝑡1)) ≥ 0. Тогда Φ′
𝜆(𝑣(𝑡)) < 0 при 0 ≤ 𝑡 < 𝑡1 и

Φ′
𝜆(𝑣(𝑡1)) ≥ 0. Из слабой полунепрерывности нормы ‖ · ‖1 вытекает

0 ≤ Φ′
𝜆(𝑣(𝑡1)) ≤ lim inf

𝑡↑𝑡1
Φ′

𝜆(𝑣(𝑡)) ≤ 0.

Следовательно, неравенство Φ′
𝜆(𝑣(𝑡1)) > 0 невозможно. Предположим, что Φ′

𝜆(𝑣(𝑡1)) = 0.

Тогда 𝑣(𝑡1) ∈ 𝑁𝜆 и, следовательно, Φ𝜆(𝑣(𝑡1)) ≥ Φ̂𝜆. Однако это противоречит (32). Лемма
доказана.

Лемма 4. Если (𝑣0, 𝑣1) ∈ Θ и 𝑣(𝑡) глобальное решение (В.2), тогда
∫︀
Ω
|𝑣(𝑡)|2 𝑑𝑥→ +∞

при 𝑡→ +∞.

Доказательство. Рассмотрим 𝐿(𝑡) =
∫︀
Ω
|𝑣(𝑡)|2 𝑑𝑥. Тогда по лемме 2, мы имеем

𝐿̇(𝑡) = 2⟨𝑣𝑡(𝑡), 𝑣(𝑡)⟩ и

𝐿̈(𝑡) = 2

(︂∫︁
Ω

|𝑣𝑡(𝑡)|2 𝑑𝑥−
∫︁
Ω

|∇𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥−
∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝛼 𝑑𝑥
)︂

(33)

п.в. на (0, 𝑇 ). По лемме 3,

− Φ′
𝜆(𝑣(𝑡)) = −

∫︁
Ω

|∇𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥+ 𝜆

∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥−
∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝛼 𝑑𝑥 ≥ 0, ∀𝑡 > 0. (34)

Откуда следует, что 𝐿̈(𝑡) ≥ 0 п.в. на (0, 𝑇 ).
Покажем, что найдётся 𝑡0 > 0 такое, что будет выполняться 𝐿̇(𝑡0) > 0. Предполо-

жим противное, т.е. 𝐿̇(𝑡) ≤ 0 для всех 𝑡 > 0. Тогда, поскольку 𝐿(𝑡) > 0 и 𝐿(𝑡) вы-
пукла, то 𝐿(𝑡) должно стремиться к конечному значению при 𝑡 → +∞. Следовательно,
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𝐿(𝑡)→ 𝐴, 𝐿̇(𝑡)→ 0, 𝐿̈(𝑡)→ 0 при 𝑡 → +∞, для некоторого 𝐴 ∈ [0,+∞). Тогда из (33) и
(34) мы получаем

lim
𝑡→+∞

∫︁
Ω

|𝑣𝑡(𝑡)|2 𝑑𝑥 = 0. (35)

Отсюда, учитывая, что из (8) вытекает

1

2

∫︁
Ω

|𝑣𝑡(𝑡)|2 𝑑𝑥+
1

𝑝

∫︁
Ω

|∇𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥− 𝜆

𝑝

∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥+
1

𝛼

∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝛼 𝑑𝑥 ≤ 𝐸(𝑣0, 𝑣1),

имеем следующую оценку

lim inf
𝑡→+∞

Φ𝜆(𝑣(𝑡)) ≤ 𝐸(𝑣0, 𝑣1). (36)

С другой стороны, поскольку 𝐿̈(𝑡)→ 0 при 𝑡→ +∞, то (33) и (35) влечет

Φ′
𝜆(𝑣(𝑡)) =

∫︁
Ω

|∇𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥− 𝜆
∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝑝 𝑑𝑥+

∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|𝛼 𝑑𝑥→ 0.

при 𝑡→ +∞. Отсюда, учитывая (34), по лемме 1 получаем

lim inf
𝑡→+∞

Φ𝜆(𝑣(𝑡)) ≥ Φ̂𝜆 > 𝐸(𝑣0, 𝑣1).

Получили противоположное к (36). Таким образом, действительно, найдётся 𝑡0 > 0 такое,
что 𝐿̇(𝑡0) > 0.
Учитывая, что 𝐿̈(𝑡) ≥ 0, мы можем записать∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐿̈(𝑠) 𝑑𝑥 = 𝐿̇(𝑡)− 𝐿̇(𝑡0) ≥ 0. (37)

Тогда ∫︁ 𝑡

𝑡0

(𝐿̇(𝑠)− 𝐿̇(𝑡0)) 𝑑𝑥 = 𝐿(𝑡)− 𝐿(𝑡0)− 𝐿̇(𝑡0)(𝑡− 𝑡0) ≥ 0.

Отсюда, поскольку 𝐿̇(𝑡0) > 0, заключаем

𝐿(𝑡) =

∫︁
Ω

|𝑣(𝑡)|2 𝑑𝑥 ≥ 𝐿̇(𝑡0)(𝑡− 𝑡0) + 𝐿(𝑡0)→ +∞. (38)

Завершение доказательства теоремы 2. Пусть 𝑢𝜆 основное состояние (В.1) и 𝜀 > 0. Бу-

дем рассматривать такие 𝑟 > 1, которые удовлетворяют неравенству |𝑟 − 1| < 𝜀

‖𝑢𝜆‖1
.

Тогда ‖𝑢𝜆 − 𝑟𝑢𝜆‖1 < 𝜀. Мы получим доказательство теоремы, если покажем, что для лю-
бого глобального решения 𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1) задачи (В.2) c начальными условиями 𝑣0 = 𝑟𝑢𝜆, 𝑣1 = 0
(при условии существования такого решения) выполняется

lim
𝑡→+∞

∫︁
Ω

|𝑢𝜆 − 𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1)|2 𝑑𝑥 = +∞. (39)

Покажем это. При 𝑟 > 1, справедливы неравенства

𝐸𝜆(𝑟𝑢𝜆, 0) < Φ̂𝜆, Φ′
𝜆(𝑟𝑢𝜆) < 0, (40)

означающие, что (𝑟𝑢𝜆, 0) ∈ Θ. Тогда, по лемме 4 мы имеем∫︁
Ω

|𝑣(𝑡; 𝑣0, 𝑣1)|2 𝑑𝑥→ +∞ при 𝑡→ +∞,

что влечет (39).
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