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Аннотация. В работе исследованы коэрцитивные свойства нелинейного бигармони-
ческого оператора с матричным потенциалом в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 и доказана его
разделимость в этом пространстве. Рассмотренные нелинейные операторы не являют-
ся слабым возмущением линейных операторов. Случай линейного бигармонического
оператора рассматривается отдельно.
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1. Введение

В настоящей работе исследуется разделимость нелинейного бигармонического операто-
ра

𝐿[𝑢] = ∆2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥)

с матричным потенциалом, который не является слабым возмущением линейного операто-
ра. Получены достаточные условия разделимости этого оператора в пространстве 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙

и установлены соответствующие неравенства коэрцитивности.
Фундаментальные результаты по теории разделимости дифференциальных операторов

принадлежат В.Н. Эверитту и М. Гирцу. В работах [1]–[4] они получили ряд важных ре-
зультатов относительно проблемы разделимости оператора Штурма-Лиувилля и его сте-
пеней. Ими был рассмотрен также многомерный случай оператора Шредингера. Суще-
ственный вклад в дальнейшее развитие этой теории внесли К.Х. Бойматов, М. Отелбаев и
их ученики (см.[5]–[8] и имеющиеся там ссылки). Коэрцитивные свойства нелинейных опе-
раторов Шредингера и Дирака рассмотрены в [6]. Разделимость нелинейного оператора
Шредингера изучена в работе [8].

Разделимость дифференциальных выражений с частными производными впервые ис-
следовалась в работе К.Х. Бойматова [5]. Разделимость линейного бигармонического опе-
ратора 𝐿[𝑢] = ∆2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥) ранее исследовалась в работах [9], [10]. Разделимость
нелинейных дифференциальных операторов второго порядка с переменными матричны-
ми коэффициентами во всем 𝑛-мерном евклидовом пространстве ранее изучалась в работе
[11]. Данная работа обобщает работу [9] в нелинейном случае.

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в ос-
новном, исследовалась в случае, когда исследуемый оператор является слабым возмуще-
нием линейного оператора. В отличие от этого, рассматриваемые ниже нелинейные диф-
ференциальные операторы могут не являться слабым возмущением линейного оператора.

O.KH. Karimov, On coercive properties and separability of the biharmonic operator with
matrix potential.

c○Каримов О.Х. 2017.
Поступила 10 февраля 2016 г.
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2. Формулировка основного результата

В пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙, где 𝑙 – натуральное число, рассматривается дифференциальное

уравнение

∆2𝑢(𝑥) + 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 4
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛)𝑙, (2.1)

где значения 𝑉 (𝑥, 𝜔), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 ∈ 𝐶 𝑙 являются квадратными положительно определенны-
ми эрмитовыми матрицами из End𝐶 𝑙 . Здесь и далее через 𝐵𝑙, (𝐵 – линейное пространство)
обозначим пространство элементов (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑙) с компонентами 𝑦𝑗 из 𝐵.

Определение 2.1. Уравнение (2.1) (и соответствующий ему дифференциальный опе-
ратор) называется разделимым в 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙, если ∆2𝑢(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 для всех

𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 ∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙.

Для 𝑧(𝑖) = (𝑧
(𝑖)
1 , · · · , 𝑧(𝑖)𝑙 ) (𝑖 = 1, 2) положим ⟨𝑧(1), 𝑧(2)⟩ =

𝑙∑︀
𝑗=1

𝑧
(1)
𝑗 𝑧

(2)
𝑗 . Далее обозначим

(𝑢, 𝑣) =
∫︀
𝑅𝑛

⟨𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)⟩𝑑𝑥, если интеграл в правой части абсолютно сходится.

В дальнейшем предположим, что 𝑉 (𝑥, 𝜔) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛 × 𝐶 𝑙; End𝐶 𝑙).
Введем новые матрицы-функции

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑙, 𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑙) = 𝑉 1/2(𝑥, 𝜔), (𝑥𝑖 ∈ 𝑅, 𝜉𝑗, 𝜂𝑗 ∈ 𝑅),

𝑄(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑙, 𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑙) = 𝐹 2(𝑥, 𝜔), (𝑥𝑖 ∈ 𝑅, 𝜉𝑗, 𝜂𝑗 ∈ 𝑅),

где 𝜔 определяется равенством 𝜔 = (𝜉1 + 𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙 + 𝑖𝜂𝑙).
Здесь 𝑉

1
2 (𝑥, 𝜔) определяется как квадратный корень от положительно-определенной

эрмитовой матрицы.
Предположим, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉1+𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙+𝑖𝜂𝑙), Ω = (𝜇1 + 𝑖𝜈1, . . . , 𝜇𝑙 + 𝑖𝜈𝑙),

(𝜉𝑗, 𝜂𝑗, 𝜇𝑗, 𝜈𝑗 ∈ 𝑅) и 𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (𝑅𝑛) матрица-функция 𝐹 (𝑥, 𝜔) удовлетворяет условиям

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
𝑖

𝐹− 3
2 ;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎1, (2.2)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎2

⃦⃦⃦
𝐹

3
2𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦2

, (2.3)⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
− 1

2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

− 1
2

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 𝛿1

⃦⃦⃦
𝐹

1
2 Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦
, (2.4)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

− 1
2
𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 𝛿2

⃦⃦⃦
𝐹

1
2 Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦
. (2.5)

Также предполагается, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉1 + 𝑖𝜂1, . . . , 𝜉𝑙 + 𝑖𝜂𝑙),
Ω = (𝜇1 + 𝑖𝜈1, . . . , 𝜇𝑙 + 𝑖𝜈𝑙), (𝜉𝑗, 𝜂𝑗, 𝜇𝑗, 𝜈𝑗 ∈ 𝑅) и 𝑢 ∈ 𝑊 1

2 (𝑅𝑛) выполнены неравенства
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑄− 1

2
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2
𝑖

𝑄−1;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎3, (2.6)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑄− 1

2
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎4‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2, (2.7)⃦⃦⃦⃦

⃦
𝑙∑︁

𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
−1 𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

−1 𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 𝛿3

⃦⃦
𝐹Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦
, (2.8)
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⃦

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝐹
−1𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
𝜔 + 𝜈𝑗𝐹

−1 𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
𝜔;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 𝛿4

⃦⃦
𝐹Ω;𝐶 𝑙

⃦⃦
. (2.9)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (2.2)–(2.9) и пусть числа 𝜎𝑗, 𝛿𝑗 (𝑗 = 1, 4) та-
кие, что

𝜎1 + 2𝜎2 < 4, 𝛿1 + 2𝛿2 < 1, 𝜎3 + 2𝜎4 < 4, 𝛿3 + 2𝛿4 < 1. (2.10)

Тогда уравнение (2.1) разделяется в 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 и для всех вектор-функций

𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 ∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 справедливы включения

∆2𝑢, 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑢)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство

‖∆2𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖ + ‖𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖ +
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉

1
2
𝜕2𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
𝑖

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦
6

6 𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖,

(2.11)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

Пример. Условия теоремы выполняются для уравнения (2.1) при
𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥)) = (1 + |𝑢(𝑥)|2)𝜌, 𝑛 = 1, то есть 𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂) = (1 + 𝜉2 + 𝜂2)𝜌, когда 𝜌 6 𝑚𝑖𝑛{ 𝛿2

2
; 𝛿4

4
}.

3. Вспомогательные леммы

Лемма 3.1. Пусть в уравнении (2.1) вектор-функция 𝑓(𝑥) принадлежит простран-
ству 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙, и вектор-функция 𝑢(𝑥) принадлежит классу 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 ∩ 𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙. То-

гда вектор-функции 𝑉 1/2(𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥),
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛) принадлежат простран-

ству 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙.

Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) – фиксированная неотрицательная функция,

обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1. Для любого положительного числа 𝜀 положим
𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥).

Используя равенства △𝑢 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

и (𝑓, 𝜙𝜀𝑢) = (∆2𝑢, 𝜙𝜀𝑢) + (𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑢), имеем

(𝑓, 𝜙𝜀𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

)︃
+ 2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥2
𝑖

𝑢

)︃
+ (𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑢),

где (, ) – скалярное произведение в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙.

Так как функция 𝜙𝜀 вещественнозначная, и⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀1𝜀,

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
6 𝑀0𝜀

2, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

где
𝑀1 = 𝑠𝑢𝑝|∇𝜙𝜀(𝑥)|, 𝑀0 = 𝑠𝑢𝑝|∆𝜙𝜀(𝑥)|,
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то из равенства (3.1) переходя к пределу при 𝜀 → 0, находим

Re (𝑓, 𝑢) ≥
𝑛∑︁

𝑘,𝑖=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

)︂
+ (𝑉 𝑢, 𝑢),

что и доказывает лемму.

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (2.2)–(2.5), и пусть вектор-функция 𝑢(𝑥) из
класса 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 ∩𝑊 4
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛)𝑙 является решением уравнения (2.1) с правой частью 𝑓(𝑥) ∈

𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙. Тогда вектор-функции 𝐹

3
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝐹

1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝑘 = 1, ..., 𝑛, принадле-

жат пространству 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙.

Доказательство. Пусть функция 𝜙𝜀(𝑥) такая же, как в доказательстве леммы 3.1.
Очевидно, что

(𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢) = (∆2𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢) + (𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢).

Отсюда, учитывая равенство

𝜕(𝜙𝜀𝐹𝑢)

𝜕𝑥𝑖

=
𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝐹𝑢 + 𝜙𝜀
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝑢 +
𝑙∑︁

𝑗=1

𝜙𝜀 Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
𝑢 +

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜙𝜀 Im
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
𝑢 + 𝜙𝜀𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

, (3.1)

после несложных преобразований получим:
(𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢) = 𝐴𝜀

1(𝑢) + 2𝐴𝜀
2(𝑢) + 2𝐴𝜀

3(𝑢) + 𝐴𝜀
4(𝑢) + 2𝐴𝜀

5(𝑢)+

+ 𝐴𝜀
6(𝑢) + 2𝐴𝜀

7(𝑢) + 2𝐴𝜀
8(𝑢) + 2𝐴𝜀

9(𝑢) + 2𝐴𝜀
10(𝑢) + (𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢),

(3.2)

где

𝐴𝜀
1(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥2
𝑖

𝐹𝑢

)︃
, 𝐴𝜀

2(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝑢

)︃
,

𝐴𝜀
3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝐹
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
, 𝐴𝜀

4(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
𝑖

𝑢

)︃
,

𝐴𝜀
5(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
, 𝐴𝜀

6(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

)︃
,

𝐴𝜀
7(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
𝑢)

)︃
,

𝐴𝜀
8(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢

)︃
,

𝐴𝜀
9(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑥2
𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑥2
𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)𝑢

)︃
,

𝐴𝜀
10(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
.

Здесь и далее значения 𝐹 ,
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝐹

𝜕𝜉𝑗
,
𝜕𝐹

𝜕𝜂𝑗
,

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
,

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
взяты в точке (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢1(𝑥), . . . ,

Re𝑢𝑙(𝑥), Im𝑢1(𝑥), . . . , Im𝑢𝑙(𝑥)).
Поочередно оценивая функционалы, находим, что в силу леммы 3.1 функционалы 𝐴𝜀

1(𝑢),
𝐴𝜀

2(𝑢), 𝐴𝜀
3(𝑢), 𝐴𝜀

7(𝑢) стремятся к нулю при 𝜀 → 0.
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Относительно функционалов 𝐴𝜀
𝑚(𝑢), 𝑚 = 4, 5, 6, 8, 9, 10, получаем следующие оценки:

|𝐴𝜀
4(𝑢)| 6 𝛽1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝜙𝜀𝐹
1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
+

𝜎1

2𝛽1

(𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢),

|𝐴𝜀
5(𝑢)| 6 𝛽2

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝜙𝜀𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
+

𝜎2

2𝛽2

(𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢),

|𝐴𝜀
6(𝑢)| 6

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

, |𝐴𝜀
8(𝑢)| 6 𝛿1

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

,

|𝐴𝜀
9(𝑢)| 6 𝛿2

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

, |𝐴𝜀
10(𝑢)| 6 𝛿2

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2.

Здесь 𝛽1, 𝛽2 – произвольные положительные числа, а 𝜎1, 𝜎2, 𝛿1 и 𝛿2 – константы из усло-
вий (2.2)–(2.5). При оценке функционалов 𝐴𝜀

9(𝑢) и 𝐴𝜀
10(𝑢) неравенство (2.5) используется

дважды: в случаях, когда

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) = 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑙(𝑥)),

и

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

=

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝑢2

𝜕𝑥𝑖

, . . . ,
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

На основе полученных оценок из равенства (3.2) имеем

|(𝑓, 𝜙𝜀𝐹𝑢)| ≥
(︂

1 − 𝜎1

2𝛽1

− 𝜎2

𝛽2

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢) − |𝐴𝜀

1(𝑢)| − |𝐴𝜀
2(𝑢)| − |𝐴𝜀

3(𝑢)| − |𝐴𝜀
7(𝑢)|+

+

(︂
1 − 𝛽1

2
− 𝛽2 − 2𝛿1 − 2𝛿2 − 2𝛿2

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝜙𝜀𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
.

Далее применяем неравенство Коши-Буняковского и затем, переходя к пределу при 𝜀 → 0,
получим неравенство

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖‖𝐹𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖ ≥ |(𝑓, 𝐹𝑢)| ≥
(︂

1 − 𝜎1

2𝛽1

− 𝜎2

𝛽2

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝐹𝑢)+

+

(︂
1 − 𝛽1

2
− 𝛽2 − 2𝛿1 − 4𝛿2

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
.

(3.3)

Теперь подбираем положительные числа 𝛽1, 𝛽2 так, чтобы выполнялись условия

𝜎1

2𝛽1

+
𝜎2

𝛽2

< 1,
𝛽1

2
+ 𝛽2 + 2𝛿1 + 4𝛿2 < 1.

Так как по лемме 3.1 𝐹𝑢 ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙, то из неравенства (3.3) следует, что вектор-функции

𝐹
1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛), 𝐹
3
2𝑢 принадлежат пространству 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙.

Лемма доказана.
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4. Доказательство теоремы 2.1

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 2.1. Поступая так же, как и
выше из равенства

(𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢) = (∆2𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢) + (𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢)

после несложных преобразований получим:

(𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢) = 𝐵𝜀
1(𝑢) + 2𝐵𝜀

2(𝑢) + 2𝐵𝜀
3(𝑢) + 𝐵𝜀

4(𝑢) + 2𝐵𝜀
5(𝑢)+

+ 𝐵𝜀
6(𝑢) + 2𝐵𝜀

7(𝑢) + 2𝐵𝜀
8(𝑢) + 2𝐵𝜀

9(𝑢) + 2𝐵𝜀
10(𝑢) + (𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢),

(4.1)

где

𝐵𝜀
1(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕2𝜙𝜀

𝜕𝑥2
𝑖

𝑄𝑢

)︃
, 𝐵𝜀

2(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝑢

)︃
,

𝐵𝜀
3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝑄
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
, 𝐵𝜀

4(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕2𝑄

𝜕𝑥2
𝑖

𝑢

)︃
,

𝐵𝜀
5(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
, 𝐵𝜀

6(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝜀𝑄
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

)︃
,

𝐵𝜀
7(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝜙𝜀

𝜕𝑥𝑖

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢

)︃
,

𝐵𝜀
8(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
)𝑢

)︃
,

𝐵𝜀
9(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑥2
𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑥2
𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)𝑢

)︃
,

𝐵𝜀
10(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝜀

𝑙∑︁
𝑗=1

(Re
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
+ Im

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
.

Здесь и далее значения 𝑄,
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝑄

𝜕𝜉𝑗
,
𝜕𝑄

𝜕𝜂𝑗
,

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜉𝑗
,

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜂𝑗
взяты в точке (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢1(𝑥), . . . ,

Re𝑢𝑙(𝑥), Im𝑢1(𝑥), . . . , Im𝑢𝑙(𝑥)).
Поочередно оценивая функционалы 𝐵𝜀

𝑗 (𝑢), 𝑗 = 1, 10, находим, что функционалы 𝐵𝜀
1(𝑢),

𝐵𝜀
2(𝑢), 𝐵𝜀

3(𝑢), 𝐵𝜀
7(𝑢) стремятся к нулю при 𝜀 → 0.

Относительно функционалов 𝐵𝜀
𝑚(𝑢) 𝑚 = 4, 5, 6, 8, 9, 10 получаем следующие оценки:

|𝐵𝜀
4(𝑢)| 6 𝛽3

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝜙𝜀𝐹
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
+

𝜎3

2𝛽3

(𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢),

|𝐵𝜀
5(𝑢)| 6 𝛽4

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝜙𝜀𝑄
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
+

𝜎4

2𝛽4

(𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢),

|𝐵𝜀
6(𝑢)| 6

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑄

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

, |𝐵𝜀
8(𝑢)| 6 𝛿3

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

,

|𝐵𝜀
9(𝑢)| 6 𝛿4

𝑛∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

, |𝐵𝜀
10(𝑢)| 6 𝛿4

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2.
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Здесь 𝛽3, 𝛽4 – произвольные положительные числа, а 𝜎3, 𝜎4, 𝛿3 и 𝛿4 – константы из усло-
вий (2.6)–(2.10). При оценке функционалов 𝐵𝜀

9(𝑢) и 𝐵𝜀
10(𝑢) неравенство (2.9) используется

дважды: в случаях, когда

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) = 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑙(𝑥)),

и

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑙) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

=

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥𝑖

,
𝜕𝑢2

𝜕𝑥𝑖

, . . . ,
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

На основе полученных оценок из равенства (4.1) имеем

|(𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢)| ≥
(︂

1 − 𝜎3

2𝛽3

− 𝜎4

𝛽4

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢) − |𝐵𝜀

1(𝑢)| − |𝐵𝜀
2(𝑢)| − |𝐵𝜀

3(𝑢)| − |𝐵𝜀
7(𝑢)|+

+

(︂
1 − 𝛽3

2
− 𝛽4 − 2𝛿3 − 2𝛿4 − 2𝛿4

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝜙𝜀𝑉
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
.

Применяя неравенство Коши-Буняковского и затем перехода к пределу при 𝜀 → 0,
получим неравенство

‖𝑓 ;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖‖𝑉 𝑢;𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙‖ ≥ |(𝑓, 𝑉 𝑢)| ≥
(︂

1 − 𝜎3

2𝛽3

− 𝜎4

𝛽4

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝑉 𝑢)+

+

(︂
1 − 𝛽3

2
− 𝛽4 − 2𝛿3 − 4𝛿4

)︂
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

, 𝑉
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑘

)︂
.

Далее подбираем положительные числа 𝛽3, 𝛽4 так, чтобы выполнялись условия

𝜎3

2𝛽3

+
𝜎4

𝛽4

< 1,
𝛽3

2
+ 𝛽4 + 2𝛿3 + 4𝛿4 < 1.

Теперь из полученного неравенства после несложных преобразований получим коэрци-
тивное неравенство (2.11).

Разделимость нелинейного оператора (2.1) в пространстве 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 следует из коэрци-

тивного неравенства (2.11).
Теорема 2.1 доказана.

5. Линейный случай

Далее для наглядности сформулируем утверждения теоремы 2.1 в случае линейного
бигармонического оператора. Предположим, что 𝑉 (𝑥, 𝜔) не зависит от 𝜔 и имеет вид
𝑉 (𝑥, 𝜔) = 𝑉 (𝑥), где 𝑉 (𝑥) = 𝑉 *(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛, 𝐸𝑛𝑑𝐶 𝑙). Также предположим, что для всех
𝑥 ∈ 𝑅𝑛, и 𝑢 ∈ 𝑊 1

2 (𝑅𝑛) выполнены условия
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
𝑖

𝐹− 3
2 ;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎1,

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝐹− 1

2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

≤ 𝜎2

⃦⃦⃦
𝐹

3
2𝑢; ; 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦⃦2

,

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉 − 1

2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
𝑖

𝑉 −1;𝐶 𝑙

⃦⃦⃦⃦2
6 𝜎3,

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉 − 1

2
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

; 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦2

6 𝜎4‖𝑉 𝑢; ; 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙‖2,

где 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 4, – некоторые положительные числа.
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Теорема 5.1. Пусть выполнены сформулированные выше в этом разделе условия и
пусть числа 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 4, такие, что 0 < 𝜎1 + 2𝜎2 < 4, 0 < 𝜎3 + 2𝜎4 < 4. Тогда уравнение
(2.1) разделяется в 𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙 и для всех вектор-функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙∩𝑊 4

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 таких,

что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙 справедливы включения ∆2𝑢, 𝑉 𝑢, 𝑉

1
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

∈ 𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦
∆2𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦

+
⃦⃦
𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦

+
𝑛∑︁

𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝑉

1
2
𝜕2𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
𝑖

;𝐿2(𝑅
𝑛)𝑙
⃦⃦⃦⃦
6

6 𝑀
⃦⃦
𝑓(𝑥);𝐿2(𝑅

𝑛)𝑙
⃦⃦
,

где положительное число 𝑀 не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).
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