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Аннотация. В работе установлены некоторые признаки абсолютной чезаровской сум-
мируемости рядов Фурье почти–периодических в смысле Безиковича функций. Рас-
сматривается случай, когда показатели Фурье имеют предельную точку в нуле, и в
качестве структурной характеристики свойств исследуемой функции используется мо-
дуль усреднения высшего порядка.
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1. Введение

Числовой ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

называется абсолютно суммируемым методом Чезаро порядка 𝛼 (−1 < 𝛼 < ∞) или |𝐶, 𝛼|–
суммируемым, если

∞∑︁
𝑛=1

|𝜎𝛼
𝑛 − 𝜎𝛼

𝑛−1| < ∞,

где

𝜎𝛼
𝑛 =

∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝛼
𝑛)−1𝐴𝛼

𝑛−𝑘𝑎𝑘 (𝑛 = 1, 2, · · · ), 𝐴𝛼
𝑛 =

(𝛼 + 1)(𝛼 + 2) · · · (𝛼 + 𝑛)

𝑛!
.

Работы, исследующие абсолютную чезаровскую суммируемость произвольных ортого-
нальных рядов и, в частности, тригонометрических рядов Фурье начали появляться в
начале 60-х гг. прошлого века и принадлежали в основном советским и венгерским мате-
матикам [1]–[6]. Основные результаты этих исследований можно найти в работах [5] и [7].

По тригонометрической системе для периодической периода 2𝜋 функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,
имеющей ряд Фурье

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎𝑛 cos𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin𝑛𝑥),

Л. Лейндлер [1] установил некоторые достаточные условия |𝐶, 𝛼|-суммируемости рядов
Фурье для различных значений 𝛼 > −1. В этой же работе установлены аналогичные ре-
зультаты и для рядов по произвольным ортонормированным системам функций {𝜙(𝑥)},

Yu.Kh. Khasanov, On absolute Cesáro summablity of Fourier series for almost-periodic
functions with limiting points at zero.
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заданных на конечном отрезке [a,b]. Частный случай результата Лейндлера, соответству-
ющий |𝐶, 1|–суммируемости почти всюду ряда Фурье, установлен в работе К. Тандори [2].

Аналоги результатов Лейндлера для функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (1 < 𝑝 6 2) в общих конструк-
тивных либо структурных терминах рассмотрены в работах М.Ф. Тимана [3] и Л.В. Грепа-
чевской [5]. Авторами установлено, что в случае монотонности коэффициентов Фурье, рас-
сматриваемые условия являются и необходимыми. При 𝛼 = 0, 𝑝 = 2 результаты Л.В. Гре-
пачевской [5] получены С.Б. Стечкиным [4]. Отметим также, что Л.В. Грепачевская [5]
установила необходимость |𝐶, 𝛼|-суммируемости рядов Фурье по системе Радемахера в
случае монотонности их коэффициентов.

В этой работе приводим некоторые достаточные условия абсолютной чезаровской сум-
мируемости рядов Фурье почти–периодических в смысле Безиковича функций.

Через 𝐵𝑝 (1 6 𝑝 < ∞) обозначим пространство почти–периодических функций Безико-
вича, с нормой

‖𝑓‖𝐵𝑝
=
{︀
𝑀 [ |𝑓(𝑥)|𝑝]

}︀1/𝑝
=

⎧⎨⎩ lim
𝑇→∞

1

2𝑇

𝑇∫︁
−𝑇

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

< ∞, 1 6 𝑝 < ∞.

Определения и основные свойства функций из пространства 𝐵𝑝 (1 6 𝑝 < ∞) можно найти
в работах [9] или [10].

Пусть ряд Фурье почти–периодических в смысле Безиковича функций, имеет вид

𝑓(𝑥) ∼
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑒
𝑖𝜆𝑛𝑥, (1)

где

𝐴𝑛 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇

𝑇∫︁
−𝑇

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥

– коэффициенты Фурье функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵𝑝, а {𝜆𝑛} (𝑛 = 1, 2, . . .) – показатели Фурье (или
спектр функции).

Некоторые достаточные условия абсолютной чезаровской суммируемости рядов Фу-
рье функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵𝑝 (𝑝 ≥ 1) изучены в работах [7], [11], [12]. В отличие от пери-
одических, в случае почти-периодических функций, требуемые условия накладываются
не только на гладкости функций, но и на поведение спектра рассматрываемой функции
{𝜆𝑛} (𝑛 = 1, 2, . . .). Поэтому рассматриваются два случая: когда спектр функции (по-
казатели Фурье) имеет единственную предельную точку в бесконечности или в нуле. В
работе [7] установлены некоторые признаки абсолютной чезаровской суммируемости ря-
дов Фурье функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2, когда ее спектр имеет единственную предельную точку в
бесконечности:

𝜆−𝑛 = −𝜆𝑛, |𝜆𝑛| < |𝜆𝑛+1| (𝑛 = 1, 2, · · · ); lim
𝑛→∞

|𝜆𝑛| = ∞.

Настоящая заметка является продолжением работы [7] для рядов вида (1), когда пока-
затели Фурье стремятся к нулю, точнее

𝜆−𝑛 = −𝜆𝑛, |𝜆𝑛| < |𝜆𝑛−1| (𝑛 = 1, 2, · · · ); lim
𝑛→∞

|𝜆𝑛| = 0. (2)
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При этом в качестве структурной характеристики свойств функций используем вели-
чину 𝑊𝑘(𝑓 ;𝐻)𝐵2 – модуль усреднения порядка 𝑘 функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2, на (−∞,∞)

𝑊𝑘(𝑓 ;𝐻)𝐵2 = sup
𝑇≥𝐻

‖𝑓𝑇𝑘(𝑥)‖𝐵2
, (3)

где 𝐻 > 0, 𝑘 ∈ N,

𝑓𝑇𝑘(𝑥) = (2𝑇 )−𝑘

𝑥+𝑇∫︁
𝑥−𝑇

𝑑𝑡1

𝑡1+𝑇∫︁
𝑡1−𝑇

𝑑𝑡2 . . .

𝑡𝑘−2+𝑇∫︁
𝑡𝑘−2−𝑇

𝑑𝑡𝑘−1

𝑡𝑘−1+𝑇∫︁
𝑡𝑘−1−𝑇

𝑓(𝑡𝑘)𝑑𝑡𝑘.

Можно проверить, что при 𝑘 = 1 величина 𝑊𝑘(𝑓 ;𝐻) обладает всеми свойствами анало-
гичными свойствам модуля непрерывности 𝜔1(𝑓 ;ℎ):

1. 𝑊 (𝑓 ;𝐻) монотонно убывает при 𝐻 → +∞.
2. Если 𝑛 натуральное число, то

𝑊 (𝑓 ;𝑛𝐻) 6 𝑛𝑊 (𝑓 ;𝐻),

а если 𝜆 – любое положительное число, то

𝑊 (𝑓 ;𝜆𝐻) 6 (𝜆 + 1)𝑊 (𝑓 ;𝐻).

3. Функция 𝑊 (𝑓 ;𝐻) полуаддитивна, т.е для любых 𝑇1 > 0, 𝑇2 > 0

𝑊 (𝑓 ;𝑇1 + 𝑇2) 6 𝑊 (𝑓 ;𝑇1) + 𝑊 (𝑓 ;𝑇2).

4. Функция 𝑊 (𝑓 ;𝐻) непрерывна на интервале 0 < 𝐻 < ∞.
Заметим, что величина 𝑊𝑘(𝑓 ;𝐻)𝐵𝑝 , ранее нами использована при исследовании призна-

ков абсолютной сходимости рядов Фурье функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵𝑝, (1 6 𝑝 < ∞) (см., например
[13]).

Нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения, которые использованы в
работе [7].

Лемма 1. Если ряд
∞∑︁
𝑛=0

|𝑢𝑛|

сходится, то при 0 < 𝛼 < 1, ряд
∞∑︁
𝑛=1

(𝐴𝛼
𝑛)−1𝑢𝑛

суммируем методом |𝐶, 𝛼|.

Лемма 2. Пусть равномерно сходящаяся последовательность измеримых, интегри-
руемых на каждом конечном отрезке функций {𝑓𝑛(𝑥)} такова, что:

А) {𝑓𝑛(𝑥)} ∈ 𝐵2, 𝑛 = 1, 2, . . . ;
Б) 0 6 𝑓1(𝑥) 6 𝑓2(𝑥) 6 . . . 6 𝑓𝑛(𝑥) 6 . . . ;
В) 𝑀{𝑓𝑛(𝑥)} 6 𝐾 (𝐾 – некоторая постоянная, не зависящая от 𝑛, тогда существует

функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵1 такая, что почти всюду

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥),

lim
𝑛→∞

𝑀{𝑓𝑛(𝑥)} = 𝑀{𝑓(𝑥)}.
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Доказательство. Пусть 𝜀 > 0 произвольное число и 𝑁(𝜀) выбрано таким, что

sup
−∞<𝑥<∞

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑁(𝑥)| < 𝜀

3
.

Если 𝜏 есть 𝜀
3
–почти–период функции 𝑓𝑁(𝑥), то имеем

|𝑓(𝑥 + 𝜏) − 𝑓(𝑥)| 6 |𝑓(𝑥 + 𝜏) − 𝑓𝑁(𝑥 + 𝜏)| + |𝑓𝑁(𝑥 + 𝜏) − 𝑓𝑁(𝑥)| + |𝑓𝑁(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Так как множество 𝜀
3
–почти-периодов функции 𝑓𝑁(𝑥) относительно плотно и в силу по-

следнего неравенства каждый 𝜀
3
–почти-период функции 𝑓𝑁(𝑥) является 𝜀–почти-периодом

функции 𝑓(𝑥), то отсюда вытекает

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Доказательство второй части леммы следует непосредственно из оценки

|𝑀{𝑓(𝑥)} −𝑀{𝑓𝑛(𝑥)}| 6 𝑀{|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)|} 6 sup
𝑥

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)|.

С помощью леммы 2 устанавливается следующее утверждение, доказательство которого
приводится в работе [7].

Лемма 3. Если задана последовательность функций {𝜙𝑛(𝑥)} ∈ 𝐵1 (𝑛 = 1, 2, · · · ) и
почти всюду 𝜙𝑛(𝑥) ≥ 0 (𝑛 = 1, 2, · · · ), то из условия

∞∑︁
𝑛=1

𝑀{𝜙𝑛(𝑥)} < ∞

вытекает, что ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛(𝑥)

почти всюду сходится.

2. Основные результаты

Теперь приводим основные результаты статьи. С этой целью сначала устанавливаем
достаточные условия |𝐶, 𝛼| – суммируемости рядов Фурье функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2 для отри-
цательных значений 𝛼. А именно, имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть спектр Λ{𝜆𝑛} (𝑛 = 1, 2, · · · ) функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2 удовлетворяет
условиям (2) и 𝜆𝑛 = 𝑂(𝑛−𝛿) (𝛿 > 0). Если при

0 < 𝛽 < 2, 0 6 𝛾 < 1, 𝑘 >
𝛾 + 1 − 𝛽/2

𝛽𝛿
, 𝜌 =

𝛾 + 1 − 𝛽/2

𝛿

выполнено
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝜌−1𝑊 𝛽
𝑘 (𝑓 ;𝑛)𝐵2 < ∞, (4)

то ряд
∞∑︁
𝑛=1

|𝐴𝑛|𝛽

суммируем методом |𝐶,−𝛾|.



ОБ АБСОЛЮТНОЙ ЧЕЗАРОВСКОЙ СУММИРУЕМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ. . . 151

Доказательство. Пусть
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑒
𝑖𝜆𝑛𝑥

есть ряд Фурье функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2. Так как

1

(2𝑇 )𝑘

𝑥+𝑇∫︁
𝑥−𝑇

𝑑𝑡1

𝑡1+𝑇∫︁
𝑡1−𝑇

𝑑𝑡2 . . .

𝑡𝑘−2+𝑇∫︁
𝑡𝑘−2−𝑇

𝑑𝑡𝑘−1

𝑡𝑘−1+𝑇∫︁
𝑡𝑘−1−𝑇

𝑒𝑖𝜆𝑛𝑡𝑘𝑑𝑡𝑘 = 𝑒𝑖𝜆𝑛𝑥

{︂
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑇

𝑖𝜆𝑛𝑇

}︂𝑘

,

то ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑒
𝑖𝜆𝑛𝑥

{︂
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑇

𝑖𝜆𝑛𝑇

}︂𝑘

,

будет рядом Фурье функции 𝑓𝑇𝑘(𝑥).
Применяя равенство Парсеваля, получим⎧⎨⎩

∞∑︁
𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐴𝑛

{︂
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑇

𝑖𝜆𝑛𝑇

}︂𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒
2
⎫⎬⎭

1
2

= ‖𝑓𝑇𝑘(𝑥)‖𝐵2
. (5)

Пусть Λ{𝜆𝑛} (𝑛 = 1, 2, · · · )

𝑁𝜈 = {𝑛 : 2−𝜈𝜋 6 𝜆𝑛 6 2−(𝜈−1)𝜋}
и 𝑚(𝑁𝜈) – означает набор показателей {𝜆𝑛}, которые попадают во множестве 𝑁𝜈 при
каждом фиксированном 𝜈. Тогда при 𝜈 = 0, применяя неравенство Гельдера, имеем

∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|𝛽 6 {𝑚(𝑁𝜈)}1−
𝛽
2 ·

{︃∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|2
}︃𝛽

2

. (6)

По условие теоремы 𝜆𝑛 = 𝑂(𝑛−𝛼) (𝛼 > 0), значит, имеет место
𝐾1 · 1

2𝜈+1 6 1
𝑛𝛼 6 𝐾2 · 1

2𝜈
, или 𝐾1 6 𝑛𝛼 6 𝐾22

𝜈+1,
где 𝐾1 > 0, 𝐾2 > 0 – некоторые постоянные.
Следовательно, равномерно по 𝜈, получим, 𝑚(𝑁𝜈) = 𝑂{2𝜈/𝛼}.
Так как справедливо 𝜋

2𝜈+1 6 𝜆𝑛 6 𝜋
2𝜈

, то 𝜋𝑇
2𝜈+1 6 𝜆𝑛𝑇 6 𝜋𝑇

2𝜈
.

Положив 𝑇 = 2𝜈−1, получаем, что 𝜆𝑛𝑇 6 𝜋
2
. Отсюда имеем

𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛𝑇 ≥ 2

𝜋
𝜆𝑛𝑇.

Поэтому из соотношения (5) следует, что выполняется оценка

{︃∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|2
}︃ 1

2

⪯ 𝑊𝑘(𝑓 ; 2𝜈)𝐵2 . (7)

Так как 𝑚(𝑁𝜈) = 𝑂{2𝜈/𝛼}, то с помощью оценки (7) неравенство (6) запишем в следующем
виде ∑︁

𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|𝛽 ⪯ 2
𝜈
𝛼
(1−𝛽

2
)𝑊 𝛽

𝑘 (𝑓 ; 2𝜈)𝐵2 .
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Пусть 𝛾 > 0. Тогда применяя неравенство Гельдера, будем иметь

∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|𝛽𝑛𝛾 6

{︃∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

𝑛2· 𝛾
2−𝛽

}︃1−𝛽
2

·

{︃∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|2
}︃𝛽

2

⪯

⪯ 2
𝜈𝛾
𝛼 · 2𝜈· 1−𝛽/2

𝛼 ·𝑊 𝛽
𝑘 (𝑓 ; 2𝜈)𝐵2 = 2

𝜈
𝛼
(𝛾+1−𝛽

2
) ·𝑊 𝛽

𝑘 (𝑓 ; 2𝜈)𝐵2 .

Суммируя по 𝜈 последнее неравенство, находим, что

∞∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑛∈𝑁𝜈

|𝐴𝑛|𝛽𝑛𝛾 6
∞∑︁
𝜈=1

2
𝜈
𝛼
(𝛾+1−𝛽

2
) ·𝑊 𝛽

𝑘 (𝑓 ; 2𝜈)𝐵2 .

Отсюда, принимая во внимание монотонность величины 𝑊𝑘(𝑓 ;𝐻)𝐵2 (𝐻 → ∞), будем
иметь

∞∑︁
𝑛=1

|𝐴𝑛|𝛽𝑛𝛾 ⪯
∞∑︁
𝑛=1

𝑛
𝛾+1−𝛽

2
𝛼

−1 ·𝑊 𝛽
𝑘 (𝑓 ;𝑛)𝐵2 .

В силу условия (4)и на основании леммы 1, ряд

∞∑︁
𝑛=1

|𝐴𝑛|𝛽

является |𝐶,−𝛾| – суммируемым. Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть спектр Λ{𝜆𝑛} (𝑛 = 1, 2, . . .) функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2 удовлетворяет
условиям (2) и 𝜆𝑛 = 𝑂(𝑛−𝛿) (𝛿 > 0). Тогда при −1 < 𝛼 < 1

2
, из условия

∞∑︁
𝜈=0

2𝜈( 1
2
−𝛼)𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1

2𝜈 )𝐵2 < ∞; (8)

при 𝛼 = 1
2
, из условия

∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1
2𝜈 )𝐵2 < ∞; (9)

при 𝛼 > 1
2
, из условия

∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈(ln 2𝜈)−1/2𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1
2𝜈 )𝐵2 < ∞, (10)

следует |𝐶, 𝛼| – суммируемость почти всюду ряда

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜆𝑛𝑥), (11)

Доказательство. Рассмотрим ряд

∞∑︁
𝑛=1

|𝜎𝛼
𝑛(𝑥) − 𝜎𝛼

𝑛−1(𝑥)| =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑛𝐴𝛼
𝑛)−1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛼−1
𝑛−𝑘𝑘𝐴𝑘𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜆𝑘𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (12)

где 𝜎𝛼
𝑛(𝑥) – 𝑛-ые чезаровские средние порядка 𝛼 (𝛼 > −1) и 𝐴𝑘 – коэффициенты Фурье

функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵2.
Согласно лемме 3, для доказательства сходимости почти всюду ряда (12) достаточно

установить сходимость ряда
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𝐺(𝑓 ;𝛼) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑀{|𝜎𝛼
𝑛(𝑥) − 𝜎𝛼

𝑛−1(𝑥)|}. (13)

Известно [7], что

𝐺(𝑓 ;𝛼) 6
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈(𝛼+ 1
2
)

{︃(︃
2𝜈−1∑︁
𝑛=1

2𝜈+1−1∑︁
𝑘=2𝜈

+
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

2𝜈+1−1∑︁
𝑘=𝑛

)︃
𝑛2𝐴2

𝑛

(𝑛− 𝑘 + 1)2(1−𝛼)

}︃ 1
2

. (14)

1. Если −1 < 𝛼 < 1
2
, то 2𝛼 < 1 или 2(1 − 𝛼) > 1 Поэтому (см. например, [14], стр. 117),

2𝜈+1−1∑︁
𝑘=2𝜈

(𝑘 − 𝑛 + 1)2(𝛼−1) < 𝐾, (15)

где 𝐾 – некоторая постоянная. Значит из соотношения (14) при −1 < 𝛼 < 1
2
, принимая во

внимание неравенство (15), получим

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈(𝛼+ 1
2
)

𝜈∑︁
𝑘=0

2𝑘+1

⎧⎨⎩
2𝑘+1−1∑︁
𝑛=2𝑘

𝐴2
𝑛

⎫⎬⎭
1
2

.

Переставляя порядок суммирования в последнем неравенстве, имеем

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈(𝛼− 1
2
)

{︃
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

𝐴2
𝑛

}︃ 1
2

. (16)

Из оценки (7) при любом 𝜈 = 1, 2, . . . вытекает, что

2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

𝐴2
𝑛 6 𝑊 2

𝑘 (𝑓 ;𝜆−1
2𝜈 )𝐵2

или {︃
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

𝐴2
𝑛

}︃ 1
2

6 𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1
2𝜈 )𝐵2 . (17)

Отсюда, согласно неравенству (16) и в силу оценки (17), получим

∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈(𝛼− 1
2
)

{︃
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

𝐴2
𝑛

}︃ 1
2

⪯
∞∑︁
𝜈=0

2𝜈( 1
2
−𝛼)𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1

2𝜈 )𝐵2 .

Из оценки (9) следует, что ряд (13) сходится почти всюду. Это означает, что в силу
леммы 3 и ряд (12) сходится почти всюду. Следовательно, при −1 < 𝛼 < 1

2
ряд (11)

суммируем методом |𝐶, 𝛼|.
2. Пусть 𝛼 = 1

2
. Тогда из соотношения (14) получим

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈( 1
2
+ 1

2
)

{︃(︃
2𝜈−1∑︁
𝑛=1

2𝜈+1−1∑︁
𝑘=2𝜈

+
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

2𝜈+1−1∑︁
𝑘=𝑛

)︃
𝑛2𝐴2

𝑛

𝑛− 𝑘 + 1

}︃ 1
2

=

=
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈

{︃
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=1

𝑛2𝐴2
𝑛

}︃ 1
2

=
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈

⎧⎨⎩
𝜈∑︁

𝑘=0

2𝑘+1−1∑︁
𝑛=2𝑘

𝑛2𝐴2
𝑛

⎫⎬⎭
1
2

6
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6
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈

𝜈∑︁
𝑘=0

2𝑘+1

⎧⎨⎩
2𝑘+1−1∑︁
𝑛=2𝑘

𝐴2
𝑛

⎫⎬⎭
1
2

6
∞∑︁
𝜈=0

{︃
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

𝐴2
𝑛

}︃ 1
2

.

Отсюда, применяя неравенство [15]

∞∑︁
𝑛=1

𝑑𝛿𝑛 6 𝑐𝛽

∞∑︁
𝑛=1

𝑛−𝛿

(︃
∞∑︁
𝜈=𝑛

𝑑𝜈

)︃𝛿

, 0 < 𝛿 < 1, 𝑑𝑛 ≥ 0,

будем иметь

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈

{︃
2𝜈+1−1∑︁
𝑛=2𝜈

𝐴2
𝑛

}︃ 1
2

.

Отсюда применяя оценку (17), получим

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝜈=0

2−𝜈𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1
2𝜈 )𝐵2 ,

что в силу леммы 1 и условия (9) влечет |𝐶; 1
2
|суммируемости ряда (11).

3. Пусть теперь 𝛼 > 1
2
. Тогда 2 − 2𝛼 < 1. Следовательно, после перестановки порядка

суммирования и применения оценки

2𝑚+1−1∑︁
𝜈=2𝑚

1

(𝑛− 𝜈 + 1)2(1−𝛼)
= 𝑂

(︁
2𝑚(𝛼+ 1

2
)
)︁
,

из (14) получим

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝑛=0

2−𝑛(𝛼+ 1
2
)2𝑛(𝛼+ 1

2
)

{︃
2𝑛+1−1∑︁
𝜈=2𝑛

𝐴2
𝜈

}︃ 1
2

=
∞∑︁
𝑛=0

{︃
2𝑛+1−1∑︁
𝜈=2𝑛

𝐴2
𝜈

}︃ 1
2

.

После применения неравенства [5]

∞∑︁
𝑛=0

(︃
2𝑛+1∑︁

𝑘=2𝑛+1

𝐴2
𝑘

)︃ 1
2

6 4 ·
∞∑︁
𝑛=2

(
∑︀∞

𝑘=𝑛𝐴
2
𝑘)

1
2

𝑛(ln𝑛)1/2

будем иметь

𝐺(𝑓 ;𝛼) ⪯
∞∑︁
𝑛=2

𝑛−1(ln𝑛)−
1
2

(︃
2𝑛+1−1∑︁
𝜈=2𝑛

𝐴2
𝜈

)︃ 1
2

6
∞∑︁
𝜈=1

2−𝜈(ln 2𝜈)−
1
2𝑊𝑘(𝑓 ;𝜆−1

2𝜈 )𝐵2 .

Отсюда, из условия (10) вытекает сходимость почти всюду ряда (13), что в силу леммы 1,
при 𝛼 = 1

2
влечет |𝐶, 𝛼|–суммируемость ряда (11). Теорема 2 полностью доказана.
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